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Posloupnosti — pamatujete si je jesté?

Definice
Posloupnost je funkce definovana na mnoziné M C N. Posloupnost

oznacujeme {an} nebo {a,}5% , n-ty prvek oznac¢ujeme nejcastéji a,.

Definice

Rekneme, Ze posloupnost {an} ma limitu L, jestlize ke kazdému e > 0
existuje ng € N takové, ze pro kazdé n > ng plati |a, — L| < e.

Definice

Rekneme, Ze posloupnost {a,} ma limitu oo, jestlize ke kazdému M €
R existuje ng € N takové, ze pro kazdé n > ng plati a, > M.

Pokud takovato limita existuje, fikdme, ze posloupnost konverguje.
Ma-li posloupnost limitu oo nebo —oo, fikdme, Ze diverguje. Jestlize
posloupnost nekonverguje ani nediverguje, fekneme, ze osciluje.
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Ciselna rada
Definice
Necht {a,}>2 je posloupnost realnych ¢isel. Symbol

o
Zan nebo @] agFag+ i a,
n=1

nazyvame nekonecnou ¢iselnou fadou. Posloupnost {s,}°° ;, kde
s1=ai, Szs=a1+az, ... Sp,=ai+ax+---+ap, ...,

nazyvame posloupnost édstecnijch soucti této rady.

o0
Existuje-li vlastni limita lim s, = s, fekneme, ze fada Y a, kon-
n—o0 n—=1
verguje a ma soucet s. Neexistuje-li vlastn{ limita lim s,, Fekneme, Ze

n—oo

(0.0)
fada > a, diverguje.
n=1

V.
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Pravidla pro poc¢itani s nekoneénymi radami

Véta

o0 o0 o0
Necht > an a Y by jsou konvergentni fady a necht > a, = u
n=1 n=1 n=1
o0 o0
a > b, = wv. Pak je konvergentni i fada > (an + by) a plati
n=1 n=1

S (an +bp) =u+wv.
n=1

Véta

o0
Jestlize fada ) an konverguge, pak pro libovolné k € R konverguje téz
n=1

o (0.0 (0.
fada Y k-an aplati Y k-a, =k Y an. Naopak konverguje-li fada

n=1 n=1 n=1
(0.0 0
Yo k-ap, kde k € R, k # 0, konverguje i Ffada Y ay.
n=1 n=1

v
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Asociativni zakon

Véta
o0

Necht > ay je konvergentni fada a necht {ny} je rostouct posloupnost
n=1

prirozengch cisel. PoloZme ng = 0 a pro k € N oznacme
bk: = ank_l-f—l + ank_1+2 G oeeF ank-

o0
Pak fada )~ by konverguje a plati

k=1
o ()
Sh= 3o
k=1 n=1
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Kritéria konvergence

Véta (Nutna podminka konvergence)

[e.°]
Necht > ay, konverguje. Pak lim a, = 0.
n—oo

n=1

Véta (Integralni kritérium)

Necht funkce f je nezdpornd a nerostouci na intervalu [1,00). Necht
o0

an = f(n). Pak " a, konverguje prdvé tehdy, kdyZ konverguje integrdl
n=1

f 1Oo f(z)dz.
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Numericka sumace

[o.¢]
Je-li 3 a, konvergentni fada, tak jeji soucet s lze psat ve tvaru
n=1

5§ =58y + Ry,
kde s, je n-ty Casteény soucet a
R, =apnt1 +apnp2+- -

se nazyva zbytek po n-tém clenu.

Véta
[e.°]
Necht > ay, je konvergentni tada s nezdaporngmi cleny. Necht a, =
n=1
f(n) je nezdpornd a nerostouct funkce na intervalu [1,00). Pak pro zby-
tek R, této Tady plati

Rng/noof(x)dm.

v
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Véta (Srovnavaci kritérium)

o0 o0
Necht > an a Y, by jsou fady s nezdporngmi éleny a necht an, < by,
n=1 n=1

o0
pro skoro viechna n € N. Potom plati: konverguje-li fada Y by, kon-
n=1

o0 o0 o0
verquje i Ffada Y an; diverquje-li fada Y ap, diverguje i Y by,.
n=1 n=1 n=1

Véta (Limitni srovnévaci kritérium)

o o0
Necht > an a Y by jsou fady s nezdpornymi éleny a necht existuje
n=1 n=1

. Qn
lim — =1L.
n—oo n

o0 o0
Je-li L < 0o a konverguje-li Tada Y by, pak konverguje i fada . ay,.

o0 n=1 o0 n=1
Je-li L > 0 a diverguje-li fada Y by, pak diverguje i fada Y a, .
n=1 n=1

v
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Véta (Limitni podilové kritérium)

[e.°]
Necht > ay, je fada s kladngmi éleny a necht existuje
n=1

. Ap+1
lim —°*

n—00 (U

(0.0 [o¢]
Je-li g < 1, pak > ay konverguge, je-li ¢ > 1, pak > a, diverguje.

Véta (Limitni odmocninové kritérium)
o0

Necht > ay, je fada s nezdporngmi éleny a necht existuje
n=1

lim a, = q, kde q € R*.

n—oo

(0.) (0.0
Je-li g < 1, pak > ay, konverguje a je-li ¢ > 1, pak > a, diverguje.

n=1 n=1

v
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Véta

o0
Necht > ay, je ciselnd Fada, pro kterou plati
n=1

an+41
an

<¢g<l1

pro vSechna n € N. Pak pro zbytek R, této Tady plati

Bl < ol 12
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Alternuji fady aneb kdyz nutna je i dostatec¢né

Definice
o

Nekone¢na fada ) a, se nazyva alternujici, pravé kdyz plati
n=1

SgN Ay41 = —SgN ay,

pro vSechna n € N.

Véta (Leibnitzovo kritérium)
Necht a,, je nerostouci posloupnost kladnijch cisel. Pak alternujici rada
oo

S (—1)""ta, konverguje prdvé tehdy, kdyz plati lim a, = 0.
n—oo

n=1
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Posledni odhad zbytku

Véta
Necht {an},- je nerostouct posloupnost kladnych éisel takovd, Ze

n—oo

o0
lim a, = 0. Pak pro zbytek R, alternujici Yady Y (—1)""'a, plati

n=1

’Rnl < Qp41 -
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Absolutni konvergence

Véta

[o¢] 0
Konverguje-li fada ) |ay|, pak konverguje i Ffada Y a, .
n=1 n=1

Definice

o o
Rekneme, 7e fada Y a, konverguje absolutné, jestlize konverguje fada
n=1

o0 &S
> |an]. Jestlize fada > a,, konverguje a >_ |a,| diverguje, fikame, Ze
n=1 n=1 n=1

o0
fada > a, konverguje neabsolutné.
n=1
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Kritéria konvergence
Véta

o0 o
Necht > by, je konvergentni tada s nezaporngmi éleny a > ay, je fada
n=1 n=1
s libovolngmi cleny. Jestlize pro vsechna n € N plati |a,| < by, pak Fada
(0.0)

> ay, konverguje absolutné.
n=1

Véta

o0
Ezistuje-li lim {/|a,| = q¢ € R*, pak v pfipadé ¢ < 1 fada ) a
n—o00 n=1
konverguje absolutné a v pripadé q > 1 Tada diverguje.

Véta

(0.0
= q € R*, pak v pripadé q < 1 fada ) ay,

n=1

Ezistuje-li lim

An+1
n—oo | @

konverguje absolutné a v pripadé q > 1 Tada diverguje.

vV
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Prerovnani rad

Definice
o0
Necht > a, je fada, {k,} permutace mnoziny N. Pak fikime, Ze fada
=1
oo " (0.0}
> ay, vznikla prerovndnim fady Y an.
n=1 n=1
v
Véta
o0
Necht fada Y a, konverguje absolutné. Pak konverguje absolutné také
=1
nOO o0
kazdd fada Y ax, vznikld prerovndnim Fady > a, a plati
n=1 n=1

(oS (oS
E Ap = E ag,, -
n=1 n=1
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Hodné prekvapivy vysledek

Véta (Riemann)

Necht fada > a, konverguje neabsolutné a necht s € R je libovolné.
n=1
o0 o0
Pak ezistuje takové prerovndni fady ) an, Ze Y a, = s, takové
n=1 n=1
o o0
pirerovndni, Ze ) a,, urcité diverguje a takové pierovndni, Ze Y aq,
n=1

of = n=1
osciluge.
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