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Zakladni otézky o funkénich rfadéch jsou:

1. Je souctem Tady spojitych funkei na intervalu I také funkce spojita
na intervalu 17

2. Pro kterd x muZeme fadu derivovat ¢len po ¢lenu?

3. Pro kterd x miZeme radu integrovat ¢len po ¢lenu?
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Bodova konvergence

Definice

Necht {fn(z)}>2, je posloupnost funkei na intervalu I a zg € I je li-
bovolné. Je-li ¢iselné posloupnost { f,(xo)}, -, konvergentni, fikdme, Ze
posloupnost { f,,(z)}>2; je konvergentni v bode x.

Rekneme, Ze posloupnost funkei bodove konverguje k funkci f (z) na
intervalu I, jestlize konverguje v kazdém bodé x € I.

(Vx € I)(Ve € R,e > 0)(3Ing € N)(Vn € N;n > ng) (| fu(x) — f(2)] <€)
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Nekone¢né rada funkei

Definice

Necht {f,,(z)}>2, je posloupnost funkei definovanych na intervalu I.

Symbol
n=1

nazyvame nekonecnou iadou funkei. Posloupnost {sy(x)}.2 ,

kde

sn(z) = fi(z) + fa(z) + - - - + fulx),

o0

nazyvame posloupnosti éastecnijch soucti fady > fn(x). Jestlize po-
n=1

sloupnost ¢astecnych soucti {s, ()}, -, konverguje pro vsechny z € I,

o0
fekneme, ze fada > fn(z) bodové konverguje na intervalu I a funkci
n=1

o0
s(z) = lim s, (z) nazyvame souctem fady > fn(x).
n=1

n—oo

vV
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Stejnomérna konvergence

Definice

Rekneme, Ze posloupnost funkei { fn(x)}o2 | konverguje stejnomérné k
funkci f(z) na intervalu I, jestlize ke kazdému ¢ > 0 existuje ng € N
tak, ze pro vSechna n € N, n > ng, a vSechna x € I plati

|[fu(@) — f(z)| <e.
Piseme f, = f na I.

Definice

- o0
Rekneme, 7e fada funkci > f,(z) konverguje stejnomérné na intervalu
n=1

I ke svému souctu s(z), jestlize posloupnost {s,(x)},~; jejich ¢astec-
nych sou¢tt stejnomérné konverguje na I k funkei s(x).
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Jak to poznat?

Véta (Weirstrassovo kritérium)
Necht { frn(z)},2 je posloupnost funkci na I. Necht existuje posloup-

[e.°]
nost nezapornyjch cisel {an},, takovd, Ze fada " konverguje a plati
n=1

|fn(@)] < an po vSechna xz €I a neN

[e.°]
Pak fada Y fn(z) konverguje stejnomérné na intervalu I.
n=1
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Proboha proc¢?

Véta

Necht posloupnost funkei { f,(z)},2 | stejnomérné konverguje na inter-
valu I k funkei f. Jsou-li vSechny funkce fy(z) spojité na I, je i f(x)
spojitda na I.

Véta

(0.0
Necht fada funkci > fo(x) konverguje stejnomérné na intervalu I a
n=1

md soucet s(x). Jsou-li viechny funkce f,(x) spojité na I, pak je i s(x)
spojitda na I.
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Mocninné rady

Definice

Bud {a,}22, posloupnost realnych ¢isel a xq libovolné realné éislo.
Mocninnou Tadou se stfedem v bodé x( a koeficienty a,, rozumime Fadu
funkei tvaru

ag + a1 (x — x0) + az(z — z0)? + - Zan (x — o)™

Bez tjmy na obecnosti mtizeme uvazovat, ze stfedem mocninné fady je
¢islo xg = 0, jelikoz pomoci substituce © — x¢p = y muZeme prevést fadu
se stfedem v bodé zg na radu se stfedem v bodé 0.
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Polomér konvergence

Véta

Necht  anx™ je mocninnd Fada a necht a = limsup,,_, o, W.
Je-li a = 0, pak Tada absolutné konverguje pro vSechna x € R.
Je-li a = oo, pak Tada diverguje pro vSechna x # 0.

Je-li 0 < a < oo, pak Fada absolutné konverguje pro |z| < % a
diverguje pro |x| > %

Je-li 0 < a < 00, pak se ¢islo r = % nazyva polomér konvergence a
interval (—r,7) se nazyva konvergencni interval. Oborem konvergence
pak rozumime tento interval, pripadné tento interval s jeho krajnimi
body, pokud zde fada konverguje.

Petr Liska (Masarykova univerzita) Rady funkcf 30.04.2024 — 13.5.2024 9/ 14



Existuje-li limita lim {/|a,| = a, pak ma mocninna fada ) apz™
n—o0

polomér konvergence

r= lim {/|a,| = lim

n—oo n—oo

Qn

an+1

Mohou nastat tii moznosti:

1. Je-li 0 < r < oo, pak fada konverguje pro = € (—r,r) a diverguje
pro |z| > r. Pro hodnoty x = +r musime rozhodnout zvlast
pomoci nékterého z kritérii konvergence pro ¢iselné rady.

2. Je-li r = 00, pak fada konverguje pro vSechna x.

3. Je-li r = 0, pak Fada diverguje pro vSechna z # 0 a Fikame, Ze fada
vzdy diverguje.

Véta
Necht r > 0 je polomeér konvergence mocninné fady » a,x™. Pak tato

rada stejnomeérné konverguje na kaZdém uzavieném podintervalu [—o, o]
intervalu (—r,r).
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Véta
Necht mocninnd tada ) anxz™ md polomér konvergence r > 0. Pak
soucet této fady je spojita funkce na intervalu (—r, 7).

Véta

Necht mocninnd fada Y, anx™ md polomér konvergence r > 0. Pak pro vSechna
x € (—r,r) plati

o0 ! oo
(Z anxn> = (ao + a1z + o> 4 - )/ = a1 + 2a0x + 3azz> + - = Z nanz™ "
n=0 n=1

a

@z 2 @z 2
n —_ 2 _ a1x _ x
/0 (ngzoant > dt—/0 (a0 +art+agt” +---)dt = apz + 5 —|—-~-—ng_ Gn 7

Pritom vyrazy na pravé strané magi stejny polomér konvergence.
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Taylorova a Maclaurinova rada

Radéji si pripomenme: Na intervalu I s krajnimi body z a xg

! (n)
£a) = flao) + T (@ gy o L) gy ),
kde
(@ —20)"
Rn({E) = W'f +1 (V), kde v S I,l/ # T, XQ .
Definice

Necht funkce f méa v bodé zy derivace vSech fada. Mocninnou fadu
©  £(n)
Z f (.CC()) (CL‘ . 330)”

nazyvame Taylorovou radou funkce f v bodé zg. Je-li g = 0, mluvime
o Maclaurinove rade.

4
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Véta

Necht funkce f md v néjakém bodé xy derivace viech Tdadu. Pak plati

0 £(n)(y
fwy =3 L) (e
n=0 ’

n

na intervalu I, xy € I, pravé tehdy, kdyz pro posloupnost { R, (x)}
2bytkii plati li_>m R, (z) =0 pro vSechna x € I.
n (o]

Véta
Necht funkce f md na otevieném intervalu I derivace vSech Tddi a

necht existuje k € R, k > 0 takové, Ze pro Vn € N a Vx € I plati
’f(”) (ZL‘)‘ < k. Pak pro Vxo € I plati

0 ¢(n)(y
fa) =3 T (o gy,
n=0 ’

v
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Maclaurinovy tfady elementarni funkci

2 n n
e _q14 2 T LY NP
f=l4 gyttt —Zn!,r—oo
n=0
3 2n+1 o© 2n+1
X X X
SiINr = — — .. —1)" U _1\» T
T (=1 (2n+1)! :( ) (2n 4 1)!
2 2n & 2n
X X X
cost=1— — —-1)" o= —1)" r— oo
> T
=) ()= r=1
n=1
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