Aplikace Riemannova integralu

Hlavné geometrické

Petr Liska

Masarykova univerzita

26.03.2024

‘kova univerzita) Aplikace Riemannova integralu



Geometrické aplikace v R?

Definice

Necht f: [a,b] — R je nezéporna funkce, kde a, b € R, a < b. Podgra-
fem funkce f na intervalu [a, b] rozumime mnozinu

S(f;a,0) = {[z,y) eR*: a <z <b,0<y < f(2)} .

Véta

Necht f: [a,b] — R je nezdapornd a integrovatelnd funkce. Obsah S
podgrafu funkce f je ddn urcitym integrdlem

b

Sz/f(a:)dx.

a
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Véta
Necht je funkce f integrovatelnd na intervalu [a,b]. Obsah plochy ohra-
nicené grafem funkce f, primkami x = a, x = b a osou x je ddn urci-
tym integrdlem

b

5= [1f@]ds.

a

Véta
Necht funkce f a g jsou integrovatelné na intervalu [a,b]. Obsah plochy
ohranicené grafy funkci f, g a pfimkami x = a, x = b je ddn urcitym
integrdlem
b
5= [17@) - g(a)ldo.

a
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Véta

Necht funkce f je spojitd na intervalu [a,b] se spojitou derivaci f' na
intervalu (a,b). Potom délka l grafu funkce f na intervalu [a,b] je ddna
urcitym integrdlem

b

l:/ 1+ [f/(x)) dz.

a
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Geometrické aplikace v R3
Véta

Necht funkce f je spojitd a nezdpornd na intervalu [a,b]. Pak objem

telesa v R3, které vznikne rotact podgrafu funkce f kolem osy x, je ddn
urcitym integrdlem

Véta
Necht je funkce f spojitd a nezdpornd pro x € |a,b], kde 0 < a. Pak

objem télesa v R3, které vznikne rotaci podgrafu funkce f kolem osy v,
je ddn urcitym integrdlem

b
V=27r/:cf(a:)dx.
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Objem i pro nekulata télesa - naivni pristup

Necht T je téleso v R3, které lezi mezi rovinami « = a a = b. Necht
A(z) je obsah fezu télesa T rovinou, ktera je kolma na osu z. Je-li A(x)
spojita funkce, potom objem télesa T je

b
V= lim i(D,AYV) /A
I/(D)—)O

Petr Liska (Masarykova univerzita)

Aplikace Riemannova integralu 26.03.2024 6 /10



Véta

Necht f je nezdpornd funkce magici spojitou derivaci na intervalu [a, b].
Pak obsah pldsté télesa v R3, které vznikne rotaci podgrafu funkce f
kolem osy x, je ddn urcitym integrdlem

b
S, :27r/f(x)\/1+ [f()]2 da .
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Pappova-Guldinova véta

Véta
Necht R je cdst roviny o obsahu A, kterd leZi celd v jedné poloroviné

urcené primkou [. Objem télesa, které vznikne rotaci mnoZiny R kolem

piimky 1, je roven soucinu obsahu A a vzddlenosti d, kterou urazi té-
215t mnoziny R.
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Jesté jednou a parametricky

Nyni budeme misto funkce f a jejitho grafu uvazovat tzv. kfivku
zadanou parametricky rovnicemi

T = p(t), y =1(1), t € [a, pl. (1)

Véta

Méjme kFivku zadanou parametricky rovnicemi (1), pficemz ¢ a v jsou
spojité diferencovatelné a plati ©'(t) # 0 pro vSechna t € (o, 3). Potom
obsah plochy vymezené zadanou kiivkou, primkami x = (), x = p(p)
a osou x je ddn urcitym integrdlem

B
g = / B(0)I¢ ()] dt.

«
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Véta
Necht C' je kFivka s parametrizaci (1). Magji-li funkce p(t) a 1(t) spoji-
tou derivaci na intervalu o, 5], md krivka konecnou délku a plati

B8
- [VIZOE T WEP .

Véta

Necht je rovinnd kFivka dand rovnicemi (1), pFicemz ¢ a ¢ jsou spojité
diferencovatelné a plati ¥(t) # 0 pro vSechna t € [a, 3]. Pak objem,
resp. obsah pldste, télesa v R3, které vznikne rotaci plochy ohranicené
danou krivkou a primkami z = @(«), © = @(B) kolem osy x je ddn
urcitym integrdalem

B B

V=n / BW)F @) dt, resp. Sy =2m / w(OVIZOE + W ORdt

a

v
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