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KAPITOLA 1. Z HISTORIE GONIOMETRICKÝCH FUNKCÍ
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Obrázek 1.7: Ke vzorci pro tet(α+ β)

• |AD| = |BE| = 120d (průměry kruhu),

• |BD| =
√

|AD|2 − |AB|2 =
√

(120d)2 − (tet(α))2 (Pyth. věta),

• |CE| =
√

|BE|2 − |BC|2 =
√

(120d)2 − (tet(β))2 (Pyth. věta),

• |DE| = |AB| = tet(α) (△DES ∼= △ABS),

• |BC| · |DE|+ |CD| · |BE| = |BD| · |CE| (Ptol. věta),

• |AB| · |CD|+ |AD| · |BC| = |AC| · |BD| (Ptol. věta).

V posledních dvou rovnostech vystupují neznámé hodnoty |AC| a |CD|. Druhou z nich
eliminujeme, když rovnice vhodně vynásobíme (první vynásobíme −|AB| a druhou |AD|)
a následně je sečteme. Ještě než tak učiníme, přepíšeme |DE| hodnotou |AB| a |BE|
hodnotou |AD|. Tudíž

−|AB| · (|BC| · |AB|+ |CD| · |AD|) = −|AB| · (|BD| · |CE|),
|AD| · (|AB| · |CD|+ |AD| · |BC|) = |AD| · (|AC| · |BD|).

Po sečtení a úpravách obdržíme rovnost

|BC| · (|AD|2 − |AB|2) = |BD| · (|AC| · |AD| − |CE| · |AB|), (∗)

která je po dosazení ekvivalentní s rovností

tet(β) ·
(

(120d)2 − (tet(α))2
)

=

=
√

(120d)2 − (tet(α))2 ·
(

tet(α+ β) · 120d −
√

(120d)2 − (tet(β))2 · tet(α)
)

.
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KAPITOLA 1. Z HISTORIE GONIOMETRICKÝCH FUNKCÍ

Obrázek 1.20: Leonhard Euler

1.4.1 Hlavní rysy Eulerovy reformy

Z obecného pohledu na goniometrii je nejvýraznější Eulerovou zásluhou, že různé (do té doby
pouze numericky vyčíslované a tabulizované) trigonometrické hodnoty přetvořil ve funkce. Toto
tvrzení vzhledem ke složitému historickému vývoji pojmu funkce nyní vysvětlíme a upřesníme.

V dnešní době je termín funkce matematickým názvem pro zobrazení z nějaké množiny M
do množiny čísel (většinou reálných nebo komplexních) nebo do množiny vektorů (pak se mluví
o vektorové funkci). Je to tedy jakýkoliv předpis, který každému prvku z M jednoznačně přiřazuje
nějaké číslo nebo vektor (hodnotu funkce). Přívlastkem „jakýkoliv“ vyjadřujeme, že předpis nemusí
nést žádné známky pravidelnosti či obecnosti, funkční hodnoty pro jednotlivé prvky mohou být
vyjádřeny různými vzorci, nemusí být mezi nimi žádná „příbuznost“ původu.

Pro Eulera, od něhož pochází označení y = f(x) z roku 1748, však pojetí funkce znamenalo
existenci jednotného analytického výrazu obsahujícího x, podle kterého se dá y vypočítat. Na funkci
tedy musela být dána určitá univerzální formule, do které mohlo být za proměnnou x dosazeno
jakékoliv číslo – reálné či komplexní. Euler pak rozděloval funkce na dvě skupiny, a to na funkce
algebraické a transcendentní. Nejjednodušší tvary algebraických funkcí s proměnnou x podle Eulera
jsou:

y = a+ x, y = a− x, y = ax, y =
a

x
, y = xa, y = a

√
x,

všechny ostatní algebraické funkce dostane jejich skládáním. Transcendentní funkce jsou podle Eu-
lera takové, které nelze úkony algebraickými konečným tvarem vyjádřit. Patří sem funkce expo-
nenciální, goniometrické, logaritmické a cyklometrické. Tak pro dříve výlučně geometricky chápané
hodnoty sinu a kosinu Euler objevil analytické formule ve tvaru (nekonečných) řad

sinx = x− x3

3!
+

x5

5!
− · · · , cos x = 1− x2

2!
+

x4

4!
− · · · .

Tyto univerzální formule mimo jiné odstranily pochybnosti, jak definovat hodnoty sinx a cos x pro
čísla x, která nevyjadřují velikost ostrých úhlů.

Do doby Eulerovy bylo v trigonometrii mnoho nedořešených teoretických otázek. Jak jsme právě
naznačili, nebyla ještě vyjasněna otázka znamének goniometrických funkcí úhlů v různých kvadran-
tech. To bylo příčinou toho, že často vznikal zmatek v převodních vzorcích. Neexistovala ani jednotná
symbolika, každý vzorec se odvozoval geometricky pomocí zvláštního náčrtku atd.

Uvedené vzorce zbavily Eulera nutnosti spojovat hodnoty sinu a kosinu s délkami stran pravo-
úhlého trojúhelníku. Navíc i při této trigonometrické interpretaci právě Eulerovou zásluhou začali
lidé považovat goniometrické hodnoty nikoli za délky úseček (jako tomu bylo ve starověku a ve
středověku), nýbrž za čísla, která vyjadřují poměry těchto délek. Tak například číslo 1, největší
hodnotu funkce sinus, nazýval Euler plný sinus. Zdůrazněme, že podle [2] pro ty, kteří Eulerovy
spisy znají, neexistuje žádná pochybnost, že Euler goniometrické funkce jako číselné chápal. Svědčí
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2.4. GONIOMETRICKÉ HODNOTY VÝZNAMNÝCH ÚHLŮ

D

QP

R

Obrázek 2.13: Pentagram

například úhlopříčky DP a DQ na obrázku. Tyto dvě úhlopříčky spolu se stranou PQ vymezují
rovnoramenný trojúhelník DPQ. Další úhlopříčka vycházející z vrcholu P protne úsečku DQ ve
vnitřním bodě R.

Protože stranám pravidelného pětiúhelníku příslušejí v opsané kružnici shodné obvodové úhly
(vyznačené na obrázku obloučky), jsou trojúhelníky PQR a DPQ podobné a rovnoramenné a rov-
něž trojúhelník DRP je rovnoramenný. Úsečky DR, PR a PQ jsou proto shodné a pro poměry
stran trojúhelníků PQR a DPQ platí

|DP |
|PQ| =

|PQ|
|QR| =

|PQ|
|DQ| − |DR| =

|PQ|
|DP | − |PQ|

neboli

|PQ|2 = |DP | · (|DP | − |PQ|).

Po vydělení hodnotou |PQ|2 tak pro poměr ϕ = |DP |
|PQ| dostáváme kvadratickou rovnici 1 = ϕ·(ϕ−1),

která má jediný kladný kořen 1+
√
5

2 . (Určená hodnota ϕ je známá jako zlatý řez a objevuje se
v různých souvislostech v geometrii a v teorii čísel.)

Pravidelný pětiúhelník se stranou PQ a protilehlým vrcholem D je přikreslen i k naší konstrukci
na obr. 2.12. Protože přímka CD je osou úsečky PQ, je úsečka CQ stranou vepsaného pravidelného
desetiúhelníku. Její délku a10 určíme z rovnoramenného trojúhelníku OCQ, který má u hlavního
vrcholu O úhel velikosti poloviny středového úhlu POQ, tedy úhel shodný s obvodovým úhlem PDQ
(oba shodné úhly jsou na obr. vyznačeny obloučky). Rovnoramenné trojúhelníky DPQ a OCQ jsou
tedy podobné. Z rovnosti

|OC|
|CQ| =

|DP |
|PQ| = ϕ =

1 +
√
5

2

po dosazení |OC| = 1 již dostaneme

a10 = |CQ| = 2

1 +
√
5
=

√
5− 1

2
.

49

2.6. PŘÍKLADY

α− β

α−β
2

cosαcos β

sin β sin β

cosα

sinα

cos α−β
2

cos α−β
2

A G

E

C

B

D

1

1

H F

β

α

Obrázek 2.21

2.6 Příklady

� Příklad 2.6.1. Geometricky dokažte rovnost2

arctg
1

2
+ arctg

1

3
=

π

4
.

Řešení: Do čtvercové sítě o délce strany jedna jednotka nakreslíme trojúhelník ABC (obr. 2.23).
Jelikož jsou trojúhelníky ADC a CFB shodné, je trojúhelník ABC rovnoramenný pravoúhlý, tedy
|∢CAB| = π

4 . Další postup důkazu můžeme stručně zapsat takto:

• ∆ADC : tgα =
1

2
⇒ α = arctg

1

2
,

• ∆ABE : tg β =
1

3
⇒ β = arctg

1

3
,

• α+ β = arctg
1

2
+ arctg

1

3
,

• α+ β = |∢CAB| = π

4
.

� Příklad 2.6.2. Geometricky dokažte rovnost

arctg 1 + arctg 2 + arctg 3 = π.

Řešení: Do čtvercové sítě o délce strany jedna jednotka nakreslíme trojúhelník ABC, který následně
rozdělíme na tři trojúhelníky ADE, EDC a CDB (obr. 2.24). Vnitřní úhly trojúhelníků u vrcholu

2Autorem příkladů a řešení 2.6.1 a 2.6.2 je podle [21] Edward M. Harris.
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KAPITOLA 6. DALŠÍ APLIKACE GONIOMETRICKÝCH FUNKCÍ

Obrázek 6.11: Loxodroma.

Obrázek 6.12: Gerardus Mercator.

nutné určit tak, aby mapa byla izogonální, neboli aby dva zmíněné obdélníky byly podobné. Právě
to bude znamenat, že směr z bodu P (λ, φ) do bodu Q(λ + ∆λ, φ + ∆φ) je stejný jako směr mezi
body P ′(x, y) a Q′(x+∆x, y +∆y), které jsou jejich obrazy na mapě. To nás přivádí k rovnici

R∆φ

R cosφ∆λ
=

∆y

∆x
neboli ∆y = (R secφ)∆φ.

Rovnici ∆y = (R secφ)∆φ v moderní terminologii nazýváme diferenční rovnicí. Numericky může
být řešena rekurentním postupem. Položíme ∆yi = yi − yi−1, i = 1, 2, 3, . . . , a stanovíme pevný
přírůstek ∆φ. Pro φ = 0 zvolíme počáteční hodnotu y0 = 0 (odpovídající obrazu rovníku, kterým
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1.2. STŘEDOVĚKÝ ZROD TRIGONOMETRICKÝCH VELIČIN

E
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S

F
δ

Obrázek 1.14: Vodorovná tyč a její stín

(Znovu upozorňujeme na neobvyklý jmenovatel r.) Přes tyto dva jednoduché převodní vztahy ve-
ličiny tangens a kotangens neztratily svůj význam, naopak našly rychle mnohá uplatnění i mimo
gnómoniku (zejména v astronomii), takže tabulky jejich hodnot byly velmi potřebné.

Asi sto let po Zdokonalení Almagestu se objevily ještě propracovanější základy trigonometrie
v Knize dokonalosti astronoma Abu’l-Wafy (940 – 997), který v ní definoval (patrně historicky

S

secα

cosα

r = 1

sinα

α

tgα

Obrázek 1.15: Trigonometrické veličiny na jednotkové kružnici

poprvé) všechny trigonometrické veličiny jednotně pomocí kružnice způsobem, který je nám dobře
znám a který je pro ostrý úhel α znázorněn na obr. 1.15. Je na něm také krásně vidět původ ter-
mínů tangens a sekans, které pocházejí z latiny a které se objevily v Evropě až v 16. a 17. století.
Výraz tangens totiž v doslovném překladu znamená „dotýkající se, tečný“ a termín sekans má české
synonymum „protínající, sečný“ .
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6.3. Z MATEMATICKÉ KARTOGRAFIE

π
2
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Obrázek 6.20: Rovina z a rovina w.

ε = λ, takže po aplikaci druhého zobrazení dostaneme komplexní číslo

w = i ln z = i [ln ̺+ i ε] = −λ+ i ln tg

(

45◦ +
φ

2

)

,

které při zápisu w = x + i y skutečně odpovídá bodu P ′[x, y] na Mercatorově mapě (při hodnotě
R = 1 a pozměněné orientaci osy x). Tento výsledek, jako každé složení dvou konformních zobrazení,
je opět konformní zobrazení. Tímto konstatováním naše exkurze za goniometrickými funkcemi do
světa matematické kartografie končí.
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1.3. TRIGONOMETRIE V EVROPĚ 15. – 17. STOLETÍ

Obrázek 1.18: Francois Viète

a algebraik, ale také geometr a především velký právník a advokát, Francois Viète (1540 – 1603).
Jeho nejdůležitější dílo Úvod do analytického umění z roku 1591 je považováno za nejrannější práci
o symbolické algebře, ve které se čtenář seznamuje se systémem zápisu matematických vztahů,
který odpovídá tomu našemu dnešnímu. Známé veličiny Viète označuje souhláskami a neznámé
samohláskami, rovnici definuje jako porovnání neznámé veličiny s veličinou pevně danou a podává
základní pravidla pro řešení rovnic. Tento Viètův přínos – přechod od slovní k symbolické algebře
– je jeden z nejdůležitějších počinů v historii matematiky.

Nás ovšem především zajímá Viètův přínos v oblasti trigonometrie. Stejně tak jako byl Viète
úspěšným zakladatelem symbolické algebry, může být také oprávněně nazýván otcem celkového
analytického přístupu k trigonometrii. Ve svém díle Canon mathematicus z roku 1579 zhotovil
rozsáhlé tabulky všech šesti trigonometrických veličin pro úhly blízké jedné minutě. Viète v nich dal
přednost desetinným zlomkům před šedesátinnými. Aby se ovšem vyhnul zápisům tisíců zlomků,
vybral si pro tvorbu sinových a kosinových tabulek hodnotu r = sin 90◦ = 100 000.

Při řešení ostroúhlých trojúhelníků Viète objevil tvrzení ekvivalentní tangentové větě, o které
pojednáme v podkapitole 3.5 a kterou dnes zapisujeme vzorcem

a− b

a+ b
=

tgα−β
2

tgα+β
2

a která měla po staletí velký význam, neboť narozdíl od kosinové věty umožnila při trigonometric-
kých výpočtech užívat logaritmy. Ačkoliv byl Viète možná prvním, kdo zmíněnou formuli používal,
poprvé vyšla tiskem až roku 1583 v díle Geometria rotundi od autora Thomase Fincka.

V době Vièta se objevovaly v celé Evropě různé druhy dalších trigonometrických vzorců, které
měly za následek snížení pracnosti výpočtů při řešení trojúhelníků. Mezi nimi byla také skupinka
vzorců, pomocí kterých se dal součin či podíl převést na součet či rozdíl (nebo naopak). Pomocí
obr. 1.19 odvodíme spolu s Viètem alespoň jeden z nich. Obloukům délek x, y odpovídají hodnoty
sinx = |AB| a sin y = |CD|. Potom platí

sinx+ sin y = |AB|+ |CD| = |AE| = |AC| cos x− y

2
= 2 sin

x+ y

2
cos

x− y

2
,

přitom v posledním kroku jsme využili, že AC je základnou rovnoramenného trojúhelníku OAC
s úhlem x+ y při vrcholu O. Když zavedeme substituce A = x+y

2 a B = x−y
2 , obdržíme užitečnější

tvar

sin(A+B) + sin(A−B) = 2 sinA cosB.
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1.1. POČÁTKY TRIGONOMETRIE VE STAROVĚKU

Nicméně tento druh porovnávání a výpočet pomocí délek stínů byl v antice velice dobře znám a
může být nazván předchůdcem vlastní trigonometrie.

Nejdůležitější pro rozvoj trigonometrie v moderním slova smyslu byly práce starověkého řec-
kého astronoma, který pocházel z Nikaie v Bitýnii, Hipparcha (asi 190 – 120 př. n. l.). Z toho, co

Obrázek 1.2: Hipparchos

Hipparchos napsal, se nám do dnešní doby téměř nic nedochovalo. O jeho díle si můžeme udělat
pouze představu, a to prostřednictvím knihy Klaudia Ptolemaia s názvem Almagest. Pro své ast-
ronomické výpočty potřeboval Hipparchos tabulku trigonometrických poměrů. Avšak neměl se kam
obrátit, žádná taková tabulka dosud neexistovala. Vzal tedy v úvahu libovolný trojúhelník vepsaný
do kruhu, čímž se každá z jeho tří stran stala tětivou kružnice, jež kruh omezovala. K výpočtu veli-
kostí různých prvků trojúhelníka bylo potřeba stanovit délku tětivy příslušné danému středovému
úhlu. To se stalo hlavním úkolem trigonometrie pro mnohá následující staletí. Hipparchos sestavil
tabulky tětiv pro různé středové úhly kružnice při stálém poloměru. Byly to vlastně tabulky dvoj-
násobných sinů poloviny středového úhlu. Sám Hipparchos napsal dvanáct knih o počítání délek
tětiv v kruhu, ale všechny tyto knihy byly s koncem antické epochy ztraceny.

1.1.2 Ptolemaiovy výpočty

Klaudios Ptolemaios (asi 85 – 165 n. l.) byl řecký geograf, astronom a astrolog, který pravděpo-
dobně žil a pracoval v egyptské Alexandrii.

Obrázek 1.3: Klaudios Ptolemaios

Jeho největší dílo Syntaxis megale (Velká soustava) – astronomický spis, který byl vydán okolo
roku 140 a v 8. století přeložen do arabštiny pod názvem Almagest, byl založen na domněnce, že
nehybná Země je umístěna ve středu vesmíru a nebeská tělesa kolem ní obíhají po předepsaných
drahách. Našemu zájmu se těší Ptolemaiova tabulka tětiv, která je předmětem kapitoly 10 a 11
první knihy Almagestu. Tato tabulka udává délku tětivy v kruhu jako funkci středového úhlu, který
ji vymezuje. Středový úhel, k němuž se délky vztahují, postupuje po 0,5° na intervalu od 0° do 180°.
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A D
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α γ
β δ
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δ

Obrázek 1.7: Ke vzorci pro tet(α+ β)

• |AD| = |BE| = 120d (průměry kruhu),

• |BD| =
√

|AD|2 − |AB|2 =
√

(120d)2 − (tet(α))2 (Pyth. věta),

• |CE| =
√

|BE|2 − |BC|2 =
√

(120d)2 − (tet(β))2 (Pyth. věta),

• |DE| = |AB| = tet(α) (△DES ∼= △ABS),

• |BC| · |DE|+ |CD| · |BE| = |BD| · |CE| (Ptol. věta),

• |AB| · |CD|+ |AD| · |BC| = |AC| · |BD| (Ptol. věta).

V posledních dvou rovnostech vystupují neznámé hodnoty |AC| a |CD|. Druhou z nich
eliminujeme, když rovnice vhodně vynásobíme (první vynásobíme −|AB| a druhou |AD|)
a následně je sečteme. Ještě než tak učiníme, přepíšeme |DE| hodnotou |AB| a |BE|
hodnotou |AD|. Tudíž

−|AB| · (|BC| · |AB|+ |CD| · |AD|) = −|AB| · (|BD| · |CE|),
|AD| · (|AB| · |CD|+ |AD| · |BC|) = |AD| · (|AC| · |BD|).

Po sečtení a úpravách obdržíme rovnost

|BC| · (|AD|2 − |AB|2) = |BD| · (|AC| · |AD| − |CE| · |AB|), (∗)

která je po dosazení ekvivalentní s rovností

tet(β) ·
(

(120d)2 − (tet(α))2
)

=

=
√

(120d)2 − (tet(α))2 ·
(

tet(α+ β) · 120d −
√

(120d)2 − (tet(β))2 · tet(α)
)

.
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Obrázek 1.20: Leonhard Euler

1.4.1 Hlavní rysy Eulerovy reformy

Z obecného pohledu na goniometrii je nejvýraznější Eulerovou zásluhou, že různé (do té doby
pouze numericky vyčíslované a tabulizované) trigonometrické hodnoty přetvořil ve funkce. Toto
tvrzení vzhledem ke složitému historickému vývoji pojmu funkce nyní vysvětlíme a upřesníme.

V dnešní době je termín funkce matematickým názvem pro zobrazení z nějaké množiny M
do množiny čísel (většinou reálných nebo komplexních) nebo do množiny vektorů (pak se mluví
o vektorové funkci). Je to tedy jakýkoliv předpis, který každému prvku z M jednoznačně přiřazuje
nějaké číslo nebo vektor (hodnotu funkce). Přívlastkem „jakýkoliv“ vyjadřujeme, že předpis nemusí
nést žádné známky pravidelnosti či obecnosti, funkční hodnoty pro jednotlivé prvky mohou být
vyjádřeny různými vzorci, nemusí být mezi nimi žádná „příbuznost“ původu.

Pro Eulera, od něhož pochází označení y = f(x) z roku 1748, však pojetí funkce znamenalo
existenci jednotného analytického výrazu obsahujícího x, podle kterého se dá y vypočítat. Na funkci
tedy musela být dána určitá univerzální formule, do které mohlo být za proměnnou x dosazeno
jakékoliv číslo – reálné či komplexní. Euler pak rozděloval funkce na dvě skupiny, a to na funkce
algebraické a transcendentní. Nejjednodušší tvary algebraických funkcí s proměnnou x podle Eulera
jsou:

y = a+ x, y = a− x, y = ax, y =
a

x
, y = xa, y = a

√
x,

všechny ostatní algebraické funkce dostane jejich skládáním. Transcendentní funkce jsou podle Eu-
lera takové, které nelze úkony algebraickými konečným tvarem vyjádřit. Patří sem funkce expo-
nenciální, goniometrické, logaritmické a cyklometrické. Tak pro dříve výlučně geometricky chápané
hodnoty sinu a kosinu Euler objevil analytické formule ve tvaru (nekonečných) řad

sinx = x− x3

3!
+

x5

5!
− · · · , cos x = 1− x2

2!
+

x4

4!
− · · · .

Tyto univerzální formule mimo jiné odstranily pochybnosti, jak definovat hodnoty sinx a cos x pro
čísla x, která nevyjadřují velikost ostrých úhlů.

Do doby Eulerovy bylo v trigonometrii mnoho nedořešených teoretických otázek. Jak jsme právě
naznačili, nebyla ještě vyjasněna otázka znamének goniometrických funkcí úhlů v různých kvadran-
tech. To bylo příčinou toho, že často vznikal zmatek v převodních vzorcích. Neexistovala ani jednotná
symbolika, každý vzorec se odvozoval geometricky pomocí zvláštního náčrtku atd.

Uvedené vzorce zbavily Eulera nutnosti spojovat hodnoty sinu a kosinu s délkami stran pravo-
úhlého trojúhelníku. Navíc i při této trigonometrické interpretaci právě Eulerovou zásluhou začali
lidé považovat goniometrické hodnoty nikoli za délky úseček (jako tomu bylo ve starověku a ve
středověku), nýbrž za čísla, která vyjadřují poměry těchto délek. Tak například číslo 1, největší
hodnotu funkce sinus, nazýval Euler plný sinus. Zdůrazněme, že podle [2] pro ty, kteří Eulerovy
spisy znají, neexistuje žádná pochybnost, že Euler goniometrické funkce jako číselné chápal. Svědčí
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2.4. GONIOMETRICKÉ HODNOTY VÝZNAMNÝCH ÚHLŮ

D

QP

R

Obrázek 2.13: Pentagram

například úhlopříčky DP a DQ na obrázku. Tyto dvě úhlopříčky spolu se stranou PQ vymezují
rovnoramenný trojúhelník DPQ. Další úhlopříčka vycházející z vrcholu P protne úsečku DQ ve
vnitřním bodě R.

Protože stranám pravidelného pětiúhelníku příslušejí v opsané kružnici shodné obvodové úhly
(vyznačené na obrázku obloučky), jsou trojúhelníky PQR a DPQ podobné a rovnoramenné a rov-
něž trojúhelník DRP je rovnoramenný. Úsečky DR, PR a PQ jsou proto shodné a pro poměry
stran trojúhelníků PQR a DPQ platí

|DP |
|PQ| =

|PQ|
|QR| =

|PQ|
|DQ| − |DR| =

|PQ|
|DP | − |PQ|

neboli

|PQ|2 = |DP | · (|DP | − |PQ|).

Po vydělení hodnotou |PQ|2 tak pro poměr ϕ = |DP |
|PQ| dostáváme kvadratickou rovnici 1 = ϕ·(ϕ−1),

která má jediný kladný kořen 1+
√
5

2 . (Určená hodnota ϕ je známá jako zlatý řez a objevuje se
v různých souvislostech v geometrii a v teorii čísel.)

Pravidelný pětiúhelník se stranou PQ a protilehlým vrcholem D je přikreslen i k naší konstrukci
na obr. 2.12. Protože přímka CD je osou úsečky PQ, je úsečka CQ stranou vepsaného pravidelného
desetiúhelníku. Její délku a10 určíme z rovnoramenného trojúhelníku OCQ, který má u hlavního
vrcholu O úhel velikosti poloviny středového úhlu POQ, tedy úhel shodný s obvodovým úhlem PDQ
(oba shodné úhly jsou na obr. vyznačeny obloučky). Rovnoramenné trojúhelníky DPQ a OCQ jsou
tedy podobné. Z rovnosti

|OC|
|CQ| =

|DP |
|PQ| = ϕ =

1 +
√
5

2

po dosazení |OC| = 1 již dostaneme

a10 = |CQ| = 2

1 +
√
5
=

√
5− 1

2
.
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2.6. PŘÍKLADY

α− β

α−β
2

cosαcos β

sin β sin β

cosα

sinα

cos α−β
2

cos α−β
2

A G

E

C

B

D

1

1

H F

β

α

Obrázek 2.21

2.6 Příklady

� Příklad 2.6.1. Geometricky dokažte rovnost2

arctg
1

2
+ arctg

1

3
=

π

4
.

Řešení: Do čtvercové sítě o délce strany jedna jednotka nakreslíme trojúhelník ABC (obr. 2.23).
Jelikož jsou trojúhelníky ADC a CFB shodné, je trojúhelník ABC rovnoramenný pravoúhlý, tedy
|∢CAB| = π

4 . Další postup důkazu můžeme stručně zapsat takto:

• ∆ADC : tgα =
1

2
⇒ α = arctg

1

2
,

• ∆ABE : tg β =
1

3
⇒ β = arctg

1

3
,

• α+ β = arctg
1

2
+ arctg

1

3
,

• α+ β = |∢CAB| = π

4
.

� Příklad 2.6.2. Geometricky dokažte rovnost

arctg 1 + arctg 2 + arctg 3 = π.

Řešení: Do čtvercové sítě o délce strany jedna jednotka nakreslíme trojúhelník ABC, který následně
rozdělíme na tři trojúhelníky ADE, EDC a CDB (obr. 2.24). Vnitřní úhly trojúhelníků u vrcholu

2Autorem příkladů a řešení 2.6.1 a 2.6.2 je podle [21] Edward M. Harris.
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KAPITOLA 6. DALŠÍ APLIKACE GONIOMETRICKÝCH FUNKCÍ

Obrázek 6.11: Loxodroma.

Obrázek 6.12: Gerardus Mercator.

nutné určit tak, aby mapa byla izogonální, neboli aby dva zmíněné obdélníky byly podobné. Právě
to bude znamenat, že směr z bodu P (λ, φ) do bodu Q(λ + ∆λ, φ + ∆φ) je stejný jako směr mezi
body P ′(x, y) a Q′(x+∆x, y +∆y), které jsou jejich obrazy na mapě. To nás přivádí k rovnici

R∆φ

R cosφ∆λ
=

∆y

∆x
neboli ∆y = (R secφ)∆φ.

Rovnici ∆y = (R secφ)∆φ v moderní terminologii nazýváme diferenční rovnicí. Numericky může
být řešena rekurentním postupem. Položíme ∆yi = yi − yi−1, i = 1, 2, 3, . . . , a stanovíme pevný
přírůstek ∆φ. Pro φ = 0 zvolíme počáteční hodnotu y0 = 0 (odpovídající obrazu rovníku, kterým
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1.2. STŘEDOVĚKÝ ZROD TRIGONOMETRICKÝCH VELIČIN

E

D

S

F
δ

Obrázek 1.14: Vodorovná tyč a její stín

(Znovu upozorňujeme na neobvyklý jmenovatel r.) Přes tyto dva jednoduché převodní vztahy ve-
ličiny tangens a kotangens neztratily svůj význam, naopak našly rychle mnohá uplatnění i mimo
gnómoniku (zejména v astronomii), takže tabulky jejich hodnot byly velmi potřebné.

Asi sto let po Zdokonalení Almagestu se objevily ještě propracovanější základy trigonometrie
v Knize dokonalosti astronoma Abu’l-Wafy (940 – 997), který v ní definoval (patrně historicky

S

secα

cosα

r = 1

sinα

α

tgα

Obrázek 1.15: Trigonometrické veličiny na jednotkové kružnici

poprvé) všechny trigonometrické veličiny jednotně pomocí kružnice způsobem, který je nám dobře
znám a který je pro ostrý úhel α znázorněn na obr. 1.15. Je na něm také krásně vidět původ ter-
mínů tangens a sekans, které pocházejí z latiny a které se objevily v Evropě až v 16. a 17. století.
Výraz tangens totiž v doslovném překladu znamená „dotýkající se, tečný“ a termín sekans má české
synonymum „protínající, sečný“ .
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6.3. Z MATEMATICKÉ KARTOGRAFIE

π
2

v

π
−π

u

−π
2

−π
4

3π
4

π
4

−3π
4

O

y

0

1

2

π
4

π
2

3π
4

π

−2 −1

−π
4

−π
2

−3π
4

−π

1 2

x

Obrázek 6.20: Rovina z a rovina w.

ε = λ, takže po aplikaci druhého zobrazení dostaneme komplexní číslo

w = i ln z = i [ln ̺+ i ε] = −λ+ i ln tg

(

45◦ +
φ

2

)

,

které při zápisu w = x + i y skutečně odpovídá bodu P ′[x, y] na Mercatorově mapě (při hodnotě
R = 1 a pozměněné orientaci osy x). Tento výsledek, jako každé složení dvou konformních zobrazení,
je opět konformní zobrazení. Tímto konstatováním naše exkurze za goniometrickými funkcemi do
světa matematické kartografie končí.
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1.3. TRIGONOMETRIE V EVROPĚ 15. – 17. STOLETÍ

Obrázek 1.18: Francois Viète

a algebraik, ale také geometr a především velký právník a advokát, Francois Viète (1540 – 1603).
Jeho nejdůležitější dílo Úvod do analytického umění z roku 1591 je považováno za nejrannější práci
o symbolické algebře, ve které se čtenář seznamuje se systémem zápisu matematických vztahů,
který odpovídá tomu našemu dnešnímu. Známé veličiny Viète označuje souhláskami a neznámé
samohláskami, rovnici definuje jako porovnání neznámé veličiny s veličinou pevně danou a podává
základní pravidla pro řešení rovnic. Tento Viètův přínos – přechod od slovní k symbolické algebře
– je jeden z nejdůležitějších počinů v historii matematiky.

Nás ovšem především zajímá Viètův přínos v oblasti trigonometrie. Stejně tak jako byl Viète
úspěšným zakladatelem symbolické algebry, může být také oprávněně nazýván otcem celkového
analytického přístupu k trigonometrii. Ve svém díle Canon mathematicus z roku 1579 zhotovil
rozsáhlé tabulky všech šesti trigonometrických veličin pro úhly blízké jedné minutě. Viète v nich dal
přednost desetinným zlomkům před šedesátinnými. Aby se ovšem vyhnul zápisům tisíců zlomků,
vybral si pro tvorbu sinových a kosinových tabulek hodnotu r = sin 90◦ = 100 000.

Při řešení ostroúhlých trojúhelníků Viète objevil tvrzení ekvivalentní tangentové větě, o které
pojednáme v podkapitole 3.5 a kterou dnes zapisujeme vzorcem

a− b

a+ b
=

tgα−β
2

tgα+β
2

a která měla po staletí velký význam, neboť narozdíl od kosinové věty umožnila při trigonometric-
kých výpočtech užívat logaritmy. Ačkoliv byl Viète možná prvním, kdo zmíněnou formuli používal,
poprvé vyšla tiskem až roku 1583 v díle Geometria rotundi od autora Thomase Fincka.

V době Vièta se objevovaly v celé Evropě různé druhy dalších trigonometrických vzorců, které
měly za následek snížení pracnosti výpočtů při řešení trojúhelníků. Mezi nimi byla také skupinka
vzorců, pomocí kterých se dal součin či podíl převést na součet či rozdíl (nebo naopak). Pomocí
obr. 1.19 odvodíme spolu s Viètem alespoň jeden z nich. Obloukům délek x, y odpovídají hodnoty
sinx = |AB| a sin y = |CD|. Potom platí

sinx+ sin y = |AB|+ |CD| = |AE| = |AC| cos x− y

2
= 2 sin

x+ y

2
cos

x− y

2
,

přitom v posledním kroku jsme využili, že AC je základnou rovnoramenného trojúhelníku OAC
s úhlem x+ y při vrcholu O. Když zavedeme substituce A = x+y

2 a B = x−y
2 , obdržíme užitečnější

tvar

sin(A+B) + sin(A−B) = 2 sinA cosB.
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1.1. POČÁTKY TRIGONOMETRIE VE STAROVĚKU

Nicméně tento druh porovnávání a výpočet pomocí délek stínů byl v antice velice dobře znám a
může být nazván předchůdcem vlastní trigonometrie.

Nejdůležitější pro rozvoj trigonometrie v moderním slova smyslu byly práce starověkého řec-
kého astronoma, který pocházel z Nikaie v Bitýnii, Hipparcha (asi 190 – 120 př. n. l.). Z toho, co

Obrázek 1.2: Hipparchos

Hipparchos napsal, se nám do dnešní doby téměř nic nedochovalo. O jeho díle si můžeme udělat
pouze představu, a to prostřednictvím knihy Klaudia Ptolemaia s názvem Almagest. Pro své ast-
ronomické výpočty potřeboval Hipparchos tabulku trigonometrických poměrů. Avšak neměl se kam
obrátit, žádná taková tabulka dosud neexistovala. Vzal tedy v úvahu libovolný trojúhelník vepsaný
do kruhu, čímž se každá z jeho tří stran stala tětivou kružnice, jež kruh omezovala. K výpočtu veli-
kostí různých prvků trojúhelníka bylo potřeba stanovit délku tětivy příslušné danému středovému
úhlu. To se stalo hlavním úkolem trigonometrie pro mnohá následující staletí. Hipparchos sestavil
tabulky tětiv pro různé středové úhly kružnice při stálém poloměru. Byly to vlastně tabulky dvoj-
násobných sinů poloviny středového úhlu. Sám Hipparchos napsal dvanáct knih o počítání délek
tětiv v kruhu, ale všechny tyto knihy byly s koncem antické epochy ztraceny.

1.1.2 Ptolemaiovy výpočty

Klaudios Ptolemaios (asi 85 – 165 n. l.) byl řecký geograf, astronom a astrolog, který pravděpo-
dobně žil a pracoval v egyptské Alexandrii.

Obrázek 1.3: Klaudios Ptolemaios

Jeho největší dílo Syntaxis megale (Velká soustava) – astronomický spis, který byl vydán okolo
roku 140 a v 8. století přeložen do arabštiny pod názvem Almagest, byl založen na domněnce, že
nehybná Země je umístěna ve středu vesmíru a nebeská tělesa kolem ní obíhají po předepsaných
drahách. Našemu zájmu se těší Ptolemaiova tabulka tětiv, která je předmětem kapitoly 10 a 11
první knihy Almagestu. Tato tabulka udává délku tětivy v kruhu jako funkci středového úhlu, který
ji vymezuje. Středový úhel, k němuž se délky vztahují, postupuje po 0,5° na intervalu od 0° do 180°.
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