C2142: 2. cviceni

1. ikol: Zopakujte si formdlni definici asymptotické sloZzitosti, tj. mnozin O(g), ©(g), ©(g). Vysvétlete vyznam kon-
stant ¢ a n.
Resent:

Formalné 1ze definovat tyto mnoZziny nasledovné:

O(g) ={f|3c eR",Ing eN:VneN,n>ny: f(n) <c-
Qg) ={fIFceR,IngeN:VneN,n>ny:c-gn) < f(n)}
O(9) = 0(g) N 2g)

e Konstanta ¢ umozZiiuje ignorovat rozdil dany pouze multiplikativni konstantou, tzn. Ze naptiklad funkce n?,
15n3 nebo 0,10n? viechny patfi do tfidy O(n?). V rdmci asymptotické sloZitosti tento rozdil nepovazujeme za vy-
znamny (ten je konstantni a neméni se s velikosti vstupu).

e Konstanta n,, ¥ika, Ze dand nerovnost musi platit aZ od ur¢itého bodu. Uvazme nap¥iklad funkce 5n a n*.
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Nézorné vidime, Ze funkce n? je rychleji rostouci, ale 5n < n? obecné neplati. Pro n > 5 uZ nerovnost splnéna
bude, takZze mtizeme psét 5n € O(n?).

2. ikol: Ukazte, zdali funkce f(n) = 3n® — 2 patii do nasledujicich mnozin:

e O(n?)

e O(nd)

e O(nd)
Resent:

Pokud mame funkci zatadit do konkrétni mnoziny, je potfeba najit konstanty c a n,, aby byla splnéna defini¢ni
nerovnost, pfipadné ukazat, Ze to nejde.

e Pro prvni pfiklad ukaZme, Ze toho nelze docilit. Spocitejme podil v nasledujici limité (limita pro n — oo
zaruluje, ze n > n, pro libovolné n,):

n—o0 n

ProtoZe je vysledkem oo, uvazovana funkce (v Citateli) roste vyrazné rychleji nez n?, takze nemaze pattit do
mnoziny O(n?).



e Ve druhém pfipadé je trividlné nerovnost splnéna volbou ¢ = 3,n, = 1. Uvédomme si, Ze neni potfeba najit
nejmensi c a n,. Definice zmifiuje, Ze tyto konstanty pouze musi existovat, takze stejné dobfe funguje v tomto ptipadé
i volba ¢ = 100, n, = 16 nebo ¢ = 2,ny, = 123 atd.

e Do tfeti mnoziny funkce f(n) patfi, protoze uz jsme ukazali, Ze patii do O(n®) a zaroven plati n® < n® pro
vsechna n > 1.

3. tikol: Sefadte nésledujici funkce dle rychlosti réistu (ve smyslu asymptotické sloZitosti):

n? +logn, (3/2)",n,log(n!), 7n® — n® 4+ n, 2" nlogn,n",2'°%:" n2 logn,n!,6
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Rozeberme nékteré zajimavé pfipady:
e G je konstanta, tato funkce tedy neni ani rostouci.

log n

e 2198:™ — p, protoZe plati obecné a = n (logaritmus a exponencidlni funkce jsou vii¢i sobé inverzni).

e log (n!) a nlogn patfi do stejné slozitostni t¥idy.
Z jedné strany plati:

log (n!) =logl+1log2+ ... +1logn <logn+logn+...+logn =nlogn

Naopak lze ukdzat i opa¢nou nerovnost (vynechdme prvnich n/2 prvka):

log (n!) =logl+1log2+ ... +logn >log(n/2) +log(n/2+1) + ... +log(n) >
log (n/2) +log (n/2) + ... +log (n/2) = (n/2)log (n/2)
Rozdil je zde pouze v multiplikativni konstanté. Odtud mitizeme Fict, ze O(log (n!)) = O(nlogn).
e Od urtitého n,, zjevné plati logn < n?, takze n? + logn < 2n?.

e Poznamka: Logaritmy o rtznych zakladech rostou asymptoticky stejné rychle. Pfipometime pfevodni vztah
mezi logaritmy o rizném zakladu.

] log,n | ] ]
og, n = log, a — log, a-log, n = log, n.

Zde log, a je pouze multiplikativni konstanta. To je dtivod, pro¢ sta¢i vzdy psat pouze O(logn) a neuvadét
zéklad logaritmu.

e Naopak exponencidlni funkce rostou rtizné rychle v zavislosti na zdkladu. Ovéfme vypoctem limity:



tim B2 i (3/2)” = lim (3/4)" =0

n—00 n n—00 2/1 n—00

Zde je vidét, ze rozdil neni pouze multiplikativni konstanta. Co bychom dostali, kdybychom v limité p¥ehodili
Citatele a jmenovatele?

o Pozndmka: P#i urcovini sloZitosti algoritmii nejsou tyto vypocty nutné, zde pouze ukazuji, proc nékteré vztahy plati. Pro
praxi si staci pamatovat zdkladni fazeni sloZitostnich t¥id z predndsky.

4. tikol: Uvazme algoritmus, ktery pro vyfeSeni problému potfebuje provést 2" operaci. Na soucasném pocitaci lze
za 1 den provést vypocet pro velikost problému n = 36. Kdybychom meéli k dispozici 1000krét rychlej$i pocitac, jak
velky problém bychom zvladli vyfesit ve stejném case?
Reseni:

Jednoduchou troj¢lenkou (1000krat rychlejsi pocitac je to samé jako ptivodni pocitac a ¢as 1000 dnti) 1ze dospét
k feSeni n = 45 (nebo 46 dle zaokrouhlenf).

A co kdybychom meéli milionkrit rychlejsi pocitac? Jaky je prakticky diisledek u exponencidlni sloZitosti?

5. tikol: Urcete sloZitost nasledujictho algoritmu zapsaného v pseudokédu. Na vstupu uvazme pole celych ¢isel A
o velikosti n.

.S +0

. fori< Oton—1do
S« S+ Al

end for

e e

ReSeni:

Pti uréovani slozitosti jednoduchého algoritmu mutizeme postupovat #ddek po #ddku a urcéovat slozitost kazdého
z nich. Slozitost celého algoritmu je pak jejich soucet.

Jednoduché aritmetické nebo logické operace maji konstantni slozitost, protoze se pfimo mapuji na instrukce
procesoru. U kazdého fadku mtiZeme tedy napsat jeho sloZitost.

Pfipomenime, Ze pokud se v kédu vyskytuje vyraz A[i], redln€ je nutné urcit konkrétni adresu prvku vypocétem
(viz minuly tyden). To md ale zjevné konstantni sloZitost, protoZze pouZzity vzorec obsahuje stejny pocet operaci
nezavisle na velikosti pole ani na hodnot¢ :.

Urcéeme tedy sloZitost jednotlivych fadkt (nezdvisle na ostatnich):

1. S« 0 a(1)
2. fori+ Oton—1do O(n)
3. S+ S+ Ali] (1)
4. end for

5. return S a(1)

Lze vidét, ze tfeti Fadek se vykonava v cyklu, tzn. pfes vSechny iterace je celkovy pocet operaci dany tfetim
tadkem O(n).
Celkovd slozitost algoritmu je tedy rovna souctu pfes vSechny fadky (vypocty probihaji za sebou), tj. O(n).

Poznédmka: O tomto algoritmu bychom ur¢ité mohli Fict, Ze pat¥ii do t¥idy tfeba O(2"), protoZe pocet jeho kroku

roste nejuyse tak rychle jako 2". Vzdy ale uddvame ten nejtésnéjsi odhad.

Poznédmka: Obecné plati, Ze u uréovani sloZitosti algoritmu se staci zamé¥it na cykly a rekurzivni volani funkci.
Vsechny ostatni operace maji konstantni sloZzitost. Pozor v8ak na skryté cykly. Napf. zjistit délku textového fetézce
miiZze mit linedrni sloZitost, pokud tuto délku nemame nékde uloZenu, protoZe je pak nutné projit fetézec znak po
znaku.

Vyzva v ndvaznosti na predchozi tvrzeni! Zkuste napsat program (v libovolném programovacim jazyce), ktery neobsahusje
cykly ani rekurzivni voldni funkce, jehoZ vypocet bude trvat netrividlné dlouho, tfeba alespori sekundu.



6. tikol: Urcete sloZitost nasledujictho algoritmu zapsaného v pseudokédu. Na vstupu uvazme pole celych ¢isel A
o velikosti n.

1. for i + 0to 9999 do
2. if i < n then

3. print(A[i])

4. end if

5. end for

Regeni:
Nejprve feknéme, Ze funkci print budeme povaZzovat pfi vypisu jednoho ¢isla za konstantni. Tento algoritmus

ma ale i celkové konstantni sloZitost, tj. O(1).
Pro¢? Pocet volani funkce print je omezen velikosti vstupu n, takZe by se mohlo zdét, Ze je sloZitost linedrni.

Celkovy pocet iteraci je ale i tak shora omezen konstantou (¢islem 10000).

7. tkol: Urcete sloZitost nasledujictho algoritmu zapsaného v pseudokédu. Na vstupu uvazme pole celych ¢isel A
o velikosti n.

1. fori+ Oton—1do

2. forj < Oton—1do
3. print(A[i] - Alj])
4, end for

5. end for

Regeni:
Algoritmus obsahuje dva vnofené for cykly, kazdy md n iteraci, uvnitf je konstantni operace. Jednotlivé sloZitosti
tedy nasobime. Celkové dostdvame kvadraticky algoritmus, tj. O(n?).

8. tikol: Urcete slozitost nasledujictho algoritmu zapsaného v pseudokédu. Na vstupu uvazme pole celych ¢isel A
o velikosti n.

1. fori <+ Oton—1do

2. forj«< iton—1do
3 print(A[i] - Alj])
4. end for

5. end for

Reseni:

Algoritmus opét obsahuje dva vnofené for cykly, pocet iteraci vnitiniho je vSak zavisly na aktualni hodnoté i.
Kolikrat tedy bude proveden pfikaz na tfetim ¥adku? V prvni iteraci vnéjsiho cyklu plati, Ze i = 0, takZe vnitfni
cyklus bude mit n iteraci. V druhé iteraci vnéjsiho cyklu je i = 1, takZe vniténi cyklus bude mit o jednu méné,
tedy n — 1, dal$i zase o jednu méné atd. Celkovy pocet iteraci vnitintho cyklu tedy v souctu (pfes vSechny iterace

vnéjsiho cyklu) odpovida obecné vyrazu:

n+(n—1)4+m—2)+...+2+1

Jaké je hodnota tohoto vyrazu? Jedna se o jednoduchou aritmetickou posloupnost (s diferenci 1), soucet tedy
odpovida vyrazu:

2
(n+1)5 =" e o)

SloZitost uvedeného algoritmu je tedy kvadraticka.



9. tikol: Urcete slozitost nasledujiciho algoritmu zapsaného v pseudokédu. Na vstupu uvazme dvé pfirozena ¢isla
y, z. Vyraz | z| znadi dolni celou ¢ast, takze napt. [4,5] = 4.

1. 240
2. while z > 0 do

3 if z je liché: then
4. Tty

5. end if

6 Y= 2y

7 2+ 2]

8. end while

9. return x

Reseni:

Tento ptiklad je od pfedeslych odlisny tim, Ze obsahuje while cyklus, ktery nema pfedem stanoveny pocet iteraci.
Vsechny ostatni operace majf konstatni sloZitost (Jak ovéfime, Ze je ¢islo liché v konstatnim ¢ase?), zajimd nds tedy
jen pocet iteraci cyklu.

V cyklu je podminka z > 0, kde z je p¥irozené ¢islo na vstupu. Musime tedy najit, kde se z v kédu méni. Radek
3 sice obsahuje z, ale jeho hodnota se pouze ,éte, takZe ten pocet iteraci neovlivni. Radek 7 pak jako jediny méni
hodnotu z.

Pti kazdé iteraci cyklu se hodnota z zmensi na polovinu (a pfipadnd desetinnd ¢ast, pokud bylo z liché, se
ofizne). Jakmile bude platit, Ze z = 1, tak v dalsf iteraci po provedeni fddku 7 se hodnota zméni na 0 a cyklus
kondi.

Pocet iteraci tedy zjistime, pokud odpovime na otazku: , Kolikrat musim néjaké pfirozené ¢islo vydélit dvéma
(a pripadné ofiznout desetinnou ¢ast), abych ziskal ¢islo 17

Predpokladejme nyni, Ze je nase zadané ¢islo mocninou dvojky. Miizeme ho tedy zapsat ve tvaru:

z =2k
Jak dlouho mtZzeme takové ¢islo délit dvéma?
2k /2 = 2k—1
2k—1/2 — 2k—2
2k72/2 — 2k73
22/2 =21 =2
212 =20 =1

7 %z

Kolik takovych déleni jsme udélali? Pavodni &islo bylo ve tvaru 2%, posledni pak 2°. Celkem jsme tedy provedli

k takovych déleni. Nyni potfebujeme uz jen dat do vztahu k a ptivodni &islo 2*. Zjevné plati:

k = log, (2")
Celkova slozitost algoritmu je tedy O(log z).

Poznamka: VSimnéte si, Ze sloZitost viibec nezavisi na vstupnim parametru y.

Poznamka: Pro jednoduchost jsme volili z jako mocninu dvojky. Toto odvozeni je samoziejmé ale platné pro

My

libovolné ptirozené z. Sta&i zvolit vyraz 2* jako nejblizsi vétsi mocninu dvojky a dosdhneme téhoz vysledku.

Otézka: Co je vysledkem () tohoto algoritmu pro konkrétni vstupni parametry y a 2?

10. tkol (bez feSeni): Zkuste se zamyslet, kde se objevuji (i mimo informatiku) problémy, které maji konstatni,
linedrni, kvadratickou nebo exponencialni sloZitost.



