Kapitola 1
Pocty

Die ganzen Zahlen hat der liebe Gott gemacht, alles andere ist Menschenwerk.
Leopold Kronecker

Matematika: Kombinatorika (permutace, variace, kombinace), faktoridly

1.1 Stavy monosacharidii aneb sladké mameni

Prvni oblasti chemie, na kterou se podivame z pohledu matematiky, budou termodynamické rovnovahy.
Jde o téma velmi zakladni, ale pro mnohého adepta chemie nepiili§ pruhledné. Pfitom k pochopeni
rovnovah stavu molekul vede odvétvi matematiky, které se muze nejlépe opiit o kazdodenni zkusenost:
pocitani s pfirozenymi Cisly.

Taje chemickych rovnovéh si ukdzeme na sladkém piikladu jednoduchych cukru. Z latky zvané
hroznovy cukr, neboli fruktéza,' se vyrabéji sladké bonbénky, které mlsdme pro zahnanf inavy. Prasek,
ze kterého se bonboénky lisuji, je tvoren krystalky molekul, ve kterych je Sest atomu uhliku, Sest atomu
kysliku a dvanact atomu vodiku usporadano vzdy stejnym zpusobem. Kdyz ale tento prasek rozpustime
ve vodé, napiiklad tim, ze si stréime bonbdének do pusy, zacnou se dit podivuhodné véci. Molekula, ve
které ctyii uhliky a jeden kyslik tvotily v krystalu uzavieny tetézec, se otevie a hned nato zase uzavie
jednim ze ¢ty moznych zpusobu ukézanych na obrazku 1.1. To se opakuje stile dokola, takze za
malou chvilku se vytvori smés péti ruznych molekul, které se nachdzeji v chemické rovnovaze: stéle
vznikaji a zanikaji, ale celkovy pocet molekul fruktézy v jednotlivych stavech se neméni. Tak se nam
rozplyva nejen hroznovy cukr v puse, ale i jasna predstava o tom, co je to chemicka latka. Je rozpustény
hroznovy cukr stejnad latka jako praskovy? Nebo je rozpousténi hroznového cukru chemicka reakce,
pii které vznikaji dalsi ¢tyfi chemické latky? Abychom se vyhnuli témto napil filosofickym a napul
puntickdiskym tvahdm,? budeme péti riznym molekuldm hroznového cukru v roztoku iikat isomern{
stavy.

Dva isomerni stavy se vyskytuji pomérné mélo (kazdy tvoii asi jedno procento vSech molekul
frukt6zy). Protoze je téchto molekul v roztoku tak mélo, pro jednoduchost je v dalsim povidan{ za-
nedbdme. Zbyvajici tii isomerni stavy tvoii za pokojové teploty asi 70 %, 23 % a 5 % vsech molekul. Nds
bude zajimat, pro¢ jsou tyto tii isomerni stavy zastoupeny pravé v téchto pomérech. Ukazeme si, jak by

1Organicky chemik by ndm fekl, ze se musime vyjadFit pfesnéji. Hroznovému cukru se fiké D-fruktosa, protoze existuje
také latka, které chemici fikaji L-fruktosa. Za malou chvilicku uvidime, ze vSechno je jeSté slozitéjsi a ze molekuly musime
popisovat jesté presnéji. V nasem povidani budeme pfesnou fe¢ chemiku odlisovat od bézné mluvy zpusobem, jak budeme
psat koncovku. V presnych chemickych nazvech budeme pséat -osa, ve vyjadreni lidovém -6za.

2Chemicky opravdu vznikaji pfi rozpousténi krystalického hroznového cukru réizné chemické latky, které se lisf svymi
vlastnostmi (napftiklad jsou ruzné sladké), ale ve vodé je obtizné je oddélit.
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byly jednotlivé isomerni stavy zastoupeny, kdyby mély stejnou energii. V tom piipadé by pocty molekul
v ruznych isomernich stavech vyplyvaly jen a jen z moznych poctu uspotradani céehokoli, co se muze
vyskytovat v ruznych variantdch. Takové pocty usporadani popisuje odvétvi matematiky, kterému se
fika kombinatorika a které je zcela zalozeno na pouzivani zdravého selského rozumu. Potom se budeme
budeme kromé matematiky muset pouzit i fyziku, konkrétné jeji ¢ast zvanou termodynamika.

Pro srovnani se v nasem povidani trochu podivame i na dalsi, velmi podobny cukr. Je to glukdza,
cukr, ktery je jako zdroj energie rozpustén v krvi a ktery se v lékarndch prodava jako sladidlo pro
piipad, Ze nés skoli stfevni problémy. Glukéza se ve vodé vyskytuje jen ve dvou raznych isomernich
stavech v pomeéru pfiblizné 63:37 (obrazek 1.2).

1.2 Kombinatorika aneb co maji koné spole¢ného s molekulami

Kombinatorika je jedno z nejzakladnéjsich odvétvi matematiky, kde potrebujeme o malo vic, nez zdravy
selsky rozum. Kombinatorika ndm fekne, kolik existuje ruznych moznosti uspoiadéni daného poctu
molekul, coz je prvni krok k pochopeni chemickych rovnovah. Protoze jsou molekuly malé a Spatné se
predstavuji, zkusme nejdfive spocitat moznosti usporadani nééeho vétstho a snadno piredstavitelného,
koni. Koné maji s molekulami jednu spole¢nou vlastnost, jejich pocty vyjadiujeme pomoci celych ¢cisel.
Pardubicti odpusti, ale pul koné nebo pul molekuly neddva v praxi mnoho smyslu.

Kombinatorika ndm nabizi vzorecek pro vypocet moznych rozdéleni molekul do raznych stava. Tento
vzorecek je ale na prvni pohled slozity. Kdybychom si jej zde uvedli, nebylo by asi jasné, z ¢eho vyplyva.

Proto zde budeme nejdiive fesit dva jednodussi ukoly, které nam poskytnou jednodussi vzorecky, ze

~ »

1.3 Permutace aneb ¢tyri ze ¢tyr do ctyrsprezi

Predstavte si, ze mame ¢tyii koné, ktefi se jmenuji Alex, Blesk, Cecilka a Démon. Nasim prvnim iikolem
je zjistit, kolik ruznych ¢tyfspiezi z nich muzeme postavit. Pocitejte se mnou. Kdyz vybiram prvniho
koné do ¢tyfspiezi, mam Ctyfi moznosti. Pii volbé druhého koné mam uz jen t¥i moznosti vybéru.
Existuje proto 4 - 3 = 12 moznosti jak vybrat prvni par ¢tyisprezi. Pii volbé tretiho mi zbyvaji jiz jen
dva koné na vybér (4 -3 -2 = 24 moznosti), a na posledni misto musim zapréhnout toho, ktery mi zbyl
(4-3-2-1 =24 moznost{). Celkovy pocet moznost{ sestavit ¢tyfspiezi ze ¢tyt konf je tedy dan souc¢inem

4-3-2-1=24. (1.1)

V tomto sou¢inu nasobime vSechna celd ¢isla od jedné do ¢tyf. Takovému soucinu se v matematice

4-3-2-1=41=24. (1.2)

Pocet moznosti vytvorit ¢tyfsprezi ze ¢tyr koni se v kombinatorice nazyva pocet permutaci Ctyr
prvki a znaci se P(4). Jak jsme zjistili, pocet permutaci se rovnd faktoridlu po¢tu prvka

P(N) =N\, (1.3)

kde N je pocet prvku.

Prikladem otézky, jejiz odpovédi je permutace, muze byt nasledujici problém. Izolovali jste peptid a
provedli aminokyselinovou analyzu. Vysledek ukazal, ze peptid obsahuje 1 leucin, 1 arginin, 1 glycin, 1
alanin, 1 histidin a 1 valin. Vite tedy, ze jde o hexapeptid, peptid vznikly spojenim Sesti aminokyselin.
Aminokyselinovd analyza vam ale nefekne, v jakém pofadi jsou spojeny. Kolika ruznym chemickym
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B-D-fruktofuranosa, stav 1 a-D-fruktofuranosa, stav 2

fruktosa s otevienym retézcem, chemicky (3.5 ,4R,5R)—173,4,5,6—pentahydroxyhexan—2—one

[B-D-fruktopyranosa, stav 0 a-D-fruktopyranosa

Obréazek 1.1: Pét raznych stavii hroznového cukru (D-fruktézy). Krystalky hroznového cukru jsou tvofeny [-D-
fruktofuranosou (vlevo nahote), kterd se ale ihned po rozpustén{ zaéne otvirat a znovu uzavirat ¢tyfmi ruznymi zpusoby.
Vznikne smés péti zobrazenych molekul, které se lisi zptuisobem uzavieni (nebo neuzavieni) fetézcu. Molekuly oznacené
jako furanosa (nahofe) vytvéreji uzaviené fetézce sklddajici se ze ¢tyf uhlikl a jednoho kysliku. Molekuly ozna¢ené jako
furanosa (dole) vytvareji uzaviené fetézce obsahujici pét uhliku a jeden kyslik. V obou piipadech je mozné uzaviit fetézec
dvéma zpusoby, tak aby skupina CH2OH s uhlikem ¢islo jedna, kterd je v naSem zobreazeni v pravé horni ¢asti molekuly,
mifila k ndm (tento zptsob se oznacuje «), nebo od nés (tento zplsob se oznacuje ). Po dostatecné dlouhé dobé se
vytvoii rovnovéha, ve které je asi 70 % S-D-fruktopyranosy (vlevo dole), 23 % B-D-fruktofuranosy, 5 % a-D-fruktofuranosy
(vpravo nahote) a nepatrné mnozstvi oteviené formy (uprostied) a a-D-fruktopyranosy (vpravo dole).
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B-D-glukofuranosa a-D-glukofuranosa

glukosa s otevienym Fetézcem, chemicky (2R,35,4R,5R)-2,3,4,5,6-pentahydroxyhexanal

o

[B-D-glukopyranosa, stav 0 a-D-glukopyranosa, stav 1

Obrézek 1.2: Pét riiznych stavii krevniho cukru (p-glukézy). Podobné jako D-fruktéza se miize fetézec D-glukézy tvoiit
pyranosy i furanosy uzaviené zpusobem « i 8. Uzavieni a a 3 se lisi tim, jestli OH skupina s kyslikem ¢islo jedna
(pochézejici z aldehydové skupiny oteviené formy, na nasem obrézku v pravé hornf édsti molekuly) miF{ v naem zndzornéni
smérem od nés nebo k ndm. Furanos a oteviené formy je ale v roztoku D-glukézy pouze nepatrné mnozstvi, zatimco [3-
D-glukopyranosa tvoif 63 % molekul a a-D-glukopyranosa tvoif 37 % molekul. Také v krystalech se D-glukéza nachdzi ve
formé pyranos.
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latkam, tedy kolika hexeapeptidum s ruznym poradim nalezenych Sesti aminokyselin, muze vysledek
aminokyselinové analyzy odpovidat? Prvni aminokyselinou muze byt jakakoli z Sesti urc¢enych, druhou
jakakoli z péti zbyvajicich a tak déle. Jde tedy o permutaci ze Sesti, neboli 6! =6-5-4-3-2-1 = 720.
Vidime, Ze izolovana latka muze byt jeden ze 720 moznych peptidu.

1.4 Permutace s opakovanim aneb rizné barvy do ctyrsprezi

Piedstavte si ted, Ze mame nikoli Sest konkrétnich koni, ale velké stdje s konmi étyf barev: bélouse,
hnéddky, ryzdky a vraniky. Nasim tkolem je ted zjistit, kolik rtznych étyispiezi dokdZzeme sestavit
z koni uréenych barev. Pokud naptiklad ma byt v ¢tyfsprezi tfi bélousi a jeden vranik, bude moznosti
méneé, nez v pfedchozim tkolu. Je to proto, ze tentokriat ndm nezilezi na tom, ktery z bélousu je na
jakém misté. Pocitame pocet permutaci, z nichz se jedna tfikrat opakuje. Kolikrat méné bude takovych
permutaci s opakovanim? Tolikrat, kolik ruznych trojic tfi bélousi mohou vytvorit, kdyz dbame na to,
ktery z bélousu je jiny. Toto éislo je permutace tii. Abychom spocitali, potet permutaci, z nichz se
jedna trikrat opakuje, musime tedy celkovy pocet permutaci, ktery jsme spocitali v predchozim tikolu,
podélit permutaci tii.

4!
g =
Kdybychom napiiklad chtéli v ¢tyisprezi dva bélouse a dva ryzaky, spocitdme pocet takovych
moznosti tak, Ze celkovy pocet permutaci dvakrdt podélime permutaci dvou (poprvé za vraniky a
podruhé za ryzéky).

4. (1.4)

4!
2!. 21
Obecné spocitame pocet permutaci z poc¢tu N s a opakovanimi jednoho prvku, b opakovéanimi
druhého prvku a tak dale tak, ze celkovy pocet permutaci vydélime souc¢inem permutaci vSech opa-
kovani:

=6. (1.5)

P(N) B N!
P(a)-P(b)-... al-b-...
Jako priklad permutace s opakovanim si opét muzeme predstavit ivahu nad vysledkem aminoky-
selinové analyzy neznamého peptidu, ktera tentokrat poskytla vysledek 2 glyciny a 4 alaniny. Podle
naseho vzorecku je moznych peptidu

P, (N)=

a,b,...

(1.6)

6!
214!

= 15. (1.7)

1.5 Variace aneb ¢tyri z Sesti do ctyrsprezi

Piedstavte si ted, Ze mame Sest koni, ktef se jmenuji Alex, Blesk, Cecilka, Démon, Elvira a Ferda. Nasim
prvnim ukolem je zjistit, kolik ruznych ¢tyispiezi dokdzeme z nasich konicku sestavit. Kdyz zapraham
prvniho koné do ¢tyfspiezi, vybiram ze Sesti. Pfi volbé druhého koné mam uz jen pét moznosti. Existuje
proto 6 -5 = 30 moznosti jak vybrat prvni par ¢tyispiezi. Pii volbé tietiho mi zbyvaji jiz jen ¢tyfi koné
na vybér (6-5-4 = 120 moznost{), a pii volbé poslednfho vybirdm uz jen ze t¥{. Celkovy pocet moznost{
sestavit Ctyrspiezi ze Sesti koni je tedy ddn souc¢inem

6-5-4-3=360. (1.8)

Tento souéin si muzeme také zapsat
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6-5-4-3-2-1
6-5-4-3 = ———— = 360. (1.9)
2-1
K ¢emu je takovy, ne prvni pohled zbyte¢né slozity, zapis naSeho souc¢inu dobry? V citateli i ve
jmenovateli se vyskytuji faktoridly, na které jsme narazili u permutaci. Zkrdcené muzeme proto nas
souéin zapsat
6-5-4-3-2-1 6l
6:-5-4-3= ———F—— = — = 360. 1.10
2-1 2! ( )
vyktiénikem v cCitateli celkovy pocet koni, které mame k dispozici, a ve jmenovateli rozdil celkového
poctu a poctu koni ve étyfspiezi (6 — 4 = 2). Vidime, ze poCet moznosti muzeme vyjadiit obecnym
vzoreckem

N!
(N —n)!’

kde N je celkovy pocet prvku, ze kterych vybirame a n pocet prvka v usporddané n-tici, kterou
sestavujeme (v piipadé naseho Ctyispiezi jde o usporddanou ¢tvefici, tedy n = 4). Takovy vzorecek je
zv14st uziteény, kdyz éisla N a n jsou velkd a vypocet bez vzoreéku by byl zdlouhavy. Pocet moznosti vy-
tvorit ¢tyrspiezi ze Sesti koni se v kombinatorice nazyva pocet variaci (proto jsme také ve vzorecku 1.12
pouzili pismenko V).

Na tomto misté je uzitecné udélat malou odbocku. Co kybychom chtéli fesit predchozi tikol (kolik
Ctytfsprezi lze sestavit ze ¢tyf kon{) pomoci vzorecku 1.12? Oc¢ividné narazime na problém, protoze ve
jmenovateli se ndm vyskytne faktoridl nuly: (4 — 4)! = 0!. Jak tento problém vyfesime? Z predchoziho
ikolu vime, ze spravny vysledek se rovna faktoridlu z po¢tu prvki, coz je ¢itatel vzorecku 1.12. Jmeno-
vatel se tedy nutné musi rovnat jednicce. To nds nuti zavést trochy podivnou definici, ze faktoridl nuly
je roven jedné (0! = 1). A¢ to vypada podivng, pouze s touto definici funguji vzorecky v kombinatorice
pro vSechny pripady.

Praktickd ukédzka variace se muze tykat zase peptidu, ktery tentokrat neanalyzujete, ale syntetizu-
jete. Pouzivate k tomu automaticky pfistroj, do kterého musite vlozit lahvicku s prekurzorem kazdé
aminokyseliny. Kolik ruznych hexapeptidu muzete nasyntetizovat, pokud méate pravé jednu lahvicku
pro kazdou z dvaceti aminokyselin? Odpovéd je

Vo (N) = (1.11)

20! 20!
Vs(20) = o gy~ 201018 17-16 15 = 17 = 27907200. (1.12)

1.6 Variace s opakovanim aneb ¢tyti z Sesti barev do ¢tyrsprezi

Predstavte si, ze mame nikoli Sest konkrétnich koni, ale velké stdje s konmi Sesti barev: bélouse, grosaka,
hnédéka, plavéka, ryzéka a vranika. Nasim 1kolem je zjistit, kolik ruznych ¢tyfspiezi dokazeme sestavit
z koni ruznych barev. Kdyz zapraham prvniho koné do étyfspiezi, vybiram ze Sesti, stejné jako v prvnim
pripadé. Na rozdil od minulého piikladu mame pti volbé druhého koné zase Sest moznosti: koni vsech
barev mam dost, takze, kdyz jsem jako prvniho vybral bélouse, nic mi nebrani, aby druhy byl taky bily.
Totéz plati pro vSechny barvy. Existuje proto 6 - 6 = 36 moznosti jak vybrat prvni par ¢tytspiezi. Pii
volbé tiettho mam zase Sest barev na vybér (6 -6 -6 = 216 moznosti), a pfi volbé posledniho vybirdm
opét z Sesti zbarveni. Celkovy pocet moznosti sestavit Ctyrspiezi ze Sesti koni je tedy dan soucinem

6-6-6-6=1296. (1.13)

Tento souéin si muzeme také zapsat
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6-6-6-6=06"=1296. (1.14)

Pocet moznosti muzeme vyjadiit obecnym vzoreckem

VI(N) = N*, (1.15)

kde N je celkovy pocet prvki, ze kterych vybirdme (v nasem pifpadé Sest barev) a k pocet prvki
v usporddané k-tici, kterou sestavujeme (v piipadé naseho ¢tytspiezi jde o usporddanou étverici, tedy
k =4). Abychom dali najevo, ze po¢itdme variace s opakovanim, piseme u ,V¢ ¢arku: V/(N).

Variaci s opakovanim si muzeme také ukdzat na piikladu syntézy hexapeptidu. Kolik jich muzete
vyrobit, pokud budete mit tentokrat k dispozici libovolné mnozstvi lahviéek prekurzoru kazdé amino-
kyseliny? Odpoveéd je 20°, coz je 64 miliénii.

1.7 Kombinace aned ¢tyri z Sesti do vybéhu

U variac{ rozlisujeme porad{ prvkia v n-tici (pofadi konf ve ¢tyisprez{) V chemii tomu odpovidd Fazen{
monomernich jednotek do fetézcu linedrnich polymert, jako v piipadé peptidu, které jsme pouzili jako
priklady v povidani o permutacich a variacich. U molekul volné se pohybujicich naptiklad v roztoku
nas ale poradi obvykle nezajima. Proto pfi pocitani molekul obvykle fesime trochu jiny tkol, ktery se
nepodobd zaptahani koni do ¢tyfspiezi, ale spise vypousténi do vybéhu. Predstavte si, ze mate vybéh,
ve kterém je dost mista pro ¢tyfi koné a chcete do néj vypustit ¢tyti konicky z naseho Sestihlavého stada.
Kolik mame moznosti? Ve vybéhu budou koni¢ci vesele pobihat a neméa proto smysl mluvit o néjakém
pofadi. Pokud ndm v kombinatorice na potradi nezédlezi, mluvime o kombinacich (na rozdil od variaci,
ve kterych na poradi zélezelo).

Jak uz jsme si naznacili, poc¢itani kombinaci je slozitéjsi, nez poc¢itani variaci. Budeme proto nas ikol
fesit postupné. Vyjdeme z toho, co uz umime, poc¢itani variaci. Pak se zamyslime, jestli bude kombinaci
vice nebo méné. V piipadé ctyfsprezi (pocitani variaci) jsme rozlisovali, ktery konik je na kterém misté.
Poradi ABCD (zapsédno pomoci prvnich pismen jmen nasich koni) pro nds predstavovalo jiny piipad,
nez BACD nebo ABDC. U kombinac{ (pitklad vybéhu) vybéhu ndm je pofad{ jedno, ¢tvefice koni Alex,
Blesk, Cecilka, Démon pro nas piedstavuje jednu moznost, at uz je do vybéhu pustime v jakémkoli
poradi. Vidime, ze pocet moznosti je u vybéhu nizsi, nez u ¢tytspiezi. Kdyz zjistime, kolikrat je méné
kombinaci nez variaci, muzeme timto ¢islem vydélit pocet variaci (ktery uz umime spocitat) a ziskat
tak pocet kombinaci (coz je nas tkol).

Kolikrat je variaci vic nez kombinaci? Tolikrat, kolik ruznych usporadanych ¢tveric muzeme z Alexe,
Bleska, Cecilky a Démona postavit. Ale to je vlastné ta sama otéazka, jako kdyz jsme méli za tikol setavit
Ctytsprezi ze ¢ty koni. Vidime, ze variaci je 4!-krat (tedy 24-krét) vice, nez kombinaci. Hledany pocet
kombinaci je tedy

_ Va(6) _ 6-5-4-3-2-1 _ 6l

Cal6) = =y~ = G320 1) a1 (1.16)
Obecné,
Cn(N) = V”SV) - n!(NNi n)!’ (1.17)

Aby téch vzorecku, definic a symbolu nebylo dost, pouzivji se pro propocet kombinaci Cy(N) také
oznaceni kombinacéni ¢islo nebo binomicky koeficient. Pro obé tato oznaceni se pouzivé trochu podivny
zapis, kde do zavorky napiSeme nad sebe ¢isla N a k:



8 KAPITOLA 1. POCTY

Ch(N) = ( JZ ) (1.18)

Vzorecek 1.17 shrnuje vSechno potiebné, abychom spoéitat mozné kombinace vyskytu molekul
v ruznych stavech, takze bychom jim mohli vlastné skoncit.

Muzeme k nému ale pfipojit par postiehu, které se objevuji v ucebnicich matematiky. Vsimnéme si,
ze kdyz si ve vzorecku 1.17 vyjadiime pocet kombinaci pomoci faktoriali, mame ve jmenovateli takové
faktoridly dva. V naSem pifpadé ¢tyf koni z Sesti to byly faktoridly 4! a (6 — 4)! = 2!. KdyZ se na
vysledny vzoreéek podivame

6!

C4(6) = VIGIR

(1.19)

jak vlastné pozndme, Ze nepopisuje pocet kombinaci dvou koni ze Sesti? Vizdyt to by se ve vzorecku
objevily stejné faktoridly 2! a (6 — 2)! = 4!. Odpovéd je jednoduchd: nepozndme! To znamend, Ze

N
)= BN — k)

(1)-(5)
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Cp(N) =Cn_k(N (1.20)

neboli

Predstavme si, ze mame néjaky pocet molekul fruktézy, kterd se muze vyskytovat ve tfech isomernich
stavech, které jsme si pfedstavili na zacatku naseho povidani. Zkusme s pomoci vzorecku 1.17 spocitat
pocty moznych kombinaci nasich molekul ve tfech moznych isomernich stavech. Vypocet bude trochu
slozitéjsi, nez pro koniky ve vybéhu. Mame totiz tfi mozné stavy molekuly, coz je, jako bychom meéli
tfi rizné vybéhy a pocitali celkovy pocet moznych kombinaci vyskytu koni ve vSech ohradach. Zkusme
si uvést priklad pro nasi oblibenou Sestici koni. Pokud budou napiiklad v prvni ohradé dva koné, bude
pocet kombinaci koni v prvni ohradé podle vzorecku 1.17

6!

C(6) = 216 —2)

15. (1.22)

Pokud budou v druhé ohradé tti koné, bude pocet kombinaci vyskytu t¥i ze zbylych ¢tyi koni v tomto
vybéhu rovny

A - =4, (1.23)

Cs(4) = 31(4 — 3)

Posledni ktun musi byt v posledni ohradé, coz uz je jen jedna mozna kombinace. Ale i tu muzeme
pro iplnost zapsat

(1) = 1'(1{1)' =1 (1.24)

Celkovy pocet vSech moznych kombinaci koni ve vSech tfech vybézich bude

6! 4! 1!
216 —2)! 3I(4—3)! 11(1—1)!

Co(6) - Cs(4) - C1(1) = =15-4-1=60. (1.25)
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Abychom mohli rychle spocitat pocty kombinaci pro vSechna mozné rozdéleni molekul do stavi
(nebo koni do vybéhu), vyjaddiime si vypocet obecné, pomoci proménnych. Pozdéji nds bude zajimat,
jak zavisi poc¢ty molekul na jejich energiich. Proto si nejdiive sefadime isomerni stavy podle energie.
Nebudou nés piitom zajimat skutetné hodnoty energii ruznych isomernich stavu, ale jen jejich rozdily.
Toto plati v chemii a fyzice skoro vzdycky. Skuteéna energie je ostatné cislo, které ndm ani vétsina
fyzikélnich teori{ (s vyjimkou Einsteinovy obecné teorie relativity) nedovoli spoc¢itat. Proto vétsinou
pocitame pouze rozdily energii od néjaké domluvené hodnoty, napiiklad rozdily tihové energie od tihové
energie na povrchu Zemé. V piipadé izomernich stavi si jako porovnavaci hodnotu zvolime energii stavu
B-D-fruktopyranosa (na obrézku 1.1 vlevo dole), protoze energie tohoto stavu je (za nasich podminek)
nejnizsi. Pro jednoduchost budeme tomuto isomernimu stavu fikat ,stav 0“ (coz je krat$i nez (-D-
fruktopyranosa). Pocet molekul v tomto stavu oznacime ng a energii tohoto stavu 9. O néco vyssi
energii mé stav G-D-fruktofuranosa, budeme mu fikat ,stav 1“. Pocet molekul v tomto stavu oznac¢ime
n1 a budeme fikat, Ze tento stav ma energii £1. Koneéné isomerni stav a-D-fruktofuranosa bude pro nas
»stav 2. s po¢tem molekul ny a energii e5. Celkovy pocet molekul ozna¢ime N. Protoze molekula musi
byt v néjakém stavu,® celkovy pocet molekul N musi byt rovny ng + ny + ns.

Celkovy pocet vsech moznych kombinaci pro dané pocty ng,ni,no je

Q :OnU(N) Cnl(N—no) 'CTLQ(N—TLO —nl)

- N! (N—’no)' (N—no—nl)!
’/lg!(N*?’Lo)! ’/lll(Nf?’Lof’ﬂl)! ngl(angfnl 7712)!
o TLQ'(N*R())' Tll!(anof’rLl)! Tlg!(N*Tlofnlf’ﬂg)! o nO!n1!n2!n2!' '

Tak jsme ziskali dalsi uzite¢ny vzorecek, pomoci kterého snadno spocitime pocty kombinaci pro
vSechna mozné ng, ny1,ne. Vysledek takového vypoctu pro tii molekuly je uveden v tabulce 1.1. Kazdy
fadek predstavuje jiny makroskopicky stav (zkrdcené makrostav) trojice molekul. Stejny makrostav
mohou ale pfedstavovat riazné kombinace isomernich stavi. Tyto kombinace se v chemii a fyzice nazyvaji
mikroskopické stavy (zkrécené mikrostavy) a jejich pocet, oznaceny jako €2, je pravé to, co pocitdme.
Oznaéeni makrostav znamend, ze k popisu takovych stavu postac¢i méreni néjaké makroskopické veliciny,
coz je veli¢ina, kterd zavisi jen na Cislech ng, n1, no a kterou dokédzeme métit pro velkd mnozstvi molekul,
aniz bychom museli jednotlivé molekuly rozlisit. Piikladem takové veli¢iny je v chemii koncentrace.
Naopak k rozlisenf riznych mikrostavii bychom potiebovali pozorovat a rozlisovat jednotlivé molekuly.*

Pro¢ nés pocet mikrostavu tolik zajima? Pokud by byly vSechny tfi isomerni stavy molekuly stejné
energeticky vyhodné, ¢islo €2 by nam piimo teklo, s jakou pravdépodobnosti se bude nase skupina
molekul (v tomto ptipadé Sestice) nachdzet v pifslusném makrostavu. Je to jako s kartami. Pokud bude
v balicku jedna Cervena karta a 99 ¢ernych, je pravdépodobnost, ze vytahneme Cervenou kartu jedna ku
99, tedy 0,01. Cislo Q ndm tedy umozni predpovédét, s jakou pravdépodobnosti najdeme Sestici molekul
v ur¢itém makrostavu.

Zkusme se ted podivat, jak zdvisi rozlozeni hodnot € na celkovém poétu molekul N. Tabulka 1.1
ndm ukazuje, ze pro N = 3 je nejvice kombinaci (Q = 6) pro stejny pocet molekul ve vSech isomernich
stavech ng = n; = ngy = 1. Toto ¢&islo je dvakrat vétsi, nez {2 = 3 pro rozdéleni molekuly mezi isomerni
stavy v poméru 2:1:0 (ng = 2,n1 = 1,n5 = 0). Spo&itejme ted Q pro stejnd rozdéleni Sesti molekul
mezi t¥i isomern{ stavy fruktézy (tabulka 1.2). Pro ng = ny = ny = 2 je Q = 90. Pro pomér 2:1:0
(ng = 4,n1 = 2,n5 = 0) je Q = 15, tedy Sestkrat mensi. Zopakujme vypocet pro devét molekul. Pro

3Pfipomenme si, ze pro jednoduchost budeme brét do Gvahy jen isomerni stavy, kterych je v roztoku vice nez jedno pro-
cento. Ve skutecnosti bychom méli do ¢isla N zapocitat i asi jedno procento molekul v isomernim stavu a-D-fruktopyranosa
a podobny pocet molekul s otevienych retézcem.

4Nenechme se zméast tim, ze slovitko stav pouzivdme pro tii rtizné pojmy: mikrostav souboru molekul, makrostav
souboru molekul a isomerni stav jedné molekuly.
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Tabulka 1.1: Pocet mikrostavu tif molekul fruktézy pro rtzné poéty molekul ve t¥ech isomernich stavech

no ny N9 Q
3 0 0 1
2 1 0 3
2 0 1 3
1 2 0 3
1 1 1 6
1 0 2 3
0 3 0 1
0 2 1 3
0 1 2 3
o o0 3 1

ng = ny = ng = 3 je @ = 1680. Pro pomeér 2:1:0 (np = 6,n1 = 3,n2 = 0) je Q@ = 84, tedy dva-
cetkrat mensi. A naposledy pro 12 molekul. Pro ng = n; = ny = 4 je = 34650. Pro pomér 2:1:0
(ng = 8,n1 = 4,n2 = 0) je Q = 495, tedy sedmdesdtkrat mensi. Vidime, ze s rostoucim celkovym
poctem molekul pravdépodobnost nejpravdépodobnéjsiho makrostavu prudce vzrusta. Zatimco pro tii
molekuly byl nejpravdépodobnéjsi makrostav jen dvakrat pravdépodobnéjsi nez makrostav s ng, ni, no
v poméru 2:1:0, pro 12 molekul je nejpravdépodobnéjsi makrostav uz sedmdesatkrat pravdépodobné;jsi
nez makrostav s pomérem 2:1:0. A to je 12 jesté docela malé ¢islo. Chemika obvykle zajimaji mnohem
vétsi pocty molekul, miliardy miliard. Pro tak velké poc¢ty molekul bude pravdépodobnost, ze se mole-
kuly nalézaji v nejpravépodobnéjsim makrostavu tolikrdt vétsi, ze se jinymi makrostavy (makrostavy
s vyrazné odliSnym pomérem ng, ni,ns) nemusime vibec zabyvat.
Zkusme si ted shrnout, co jsme se o stavech molekuly dozvédéli:

1. Pokud maji vSechny stavy molekuly stejnou energii, je kazdd kombinace molekul v ruznych iso-
mernich stavech (kazdy mikrostav) stejné pravdépodobna.

2. Z toho piimo vyplyva, ze pravdépodobnost nalézt skupinu molekul v ur¢itém makrostavu je ptimo
imeérnd poc¢tu ruznych mikrostavu, které tomuto makrostavu odpovidaji.

3. Tabulka 1.1 napovidd, ze nejpravdépodobnéjsi makrostav je ten, ve kterém jsou stejné pocty
molekul v ruznych isomernich stavech.

Zd4 se tedy, Ze uz zndme odpovéd na otdzku, v jakych makrostavech molekuly nejspise najdeme.
M4 to ale jeden hacek. Zatim jsme pfedpokladali, ze vSechny isomerni stavy molekuly maji stejnou
energii. To ale pro vétsinu molekul véetné fruktézy neni pravda! K nasim statistickym tvaham budeme
proto muset ptidat jesté ivahy o energii.
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Tabulka 1.2: Poéet mikrostavii N molekul fruktézy pro riizné poméry poéti molekul ve tfech isomernich stavech

N pomér mng n; no Q
3 3:0:0 3 0 0 1
3 2:1:0 2 1 0 3
3 1:1:1 1 1 1 6
6  3:0:0 6 0 0 1
6 2:1:0 4 2 0 15
6 1:1:1 2 2 2 90
9 3:0:0 9 0 0 1
9 2:1:0 6 3 0 84
9 1:1:1 3 3 3 1680

12 3:0:0 12 0 0 1

12 2:1:0 8 4 0 495

12 1:1:1 4 4 4 34650




