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Kapitola 1
Pocty

Die ganzen Zahlen hat der liebe Gott gemacht, alles andere ist Menschenwerk.
Leopold Kronecker

Matematika: Kombinatorika (permutace, variace, kombinace), faktoridly

1.1 Stavy monosacharidt aneb sladké mameni

Prvni oblasti chemie, na kterou se podivame z pohledu matematiky, budou termodynamické rovnovahy.
Jde o téma velmi zakladni, ale pro mnohého adepta chemie nepiili§ pruhledné. Pfitom k pochopeni
rovnovah stavu molekul vede odvétvi matematiky, které se muze nejlépe opiit o kazdodenni zkusenost:
pocitani s pfirozenymi Cisly.

Taje chemickych rovnovdh si ukdzeme na sladkém piikladu jednoduchych cukru. Z latky zvané
hroznovy cukr, neboli frukto’zaﬂ se vyrabéji sladké bonbdnky, které mlsdme pro zahnani tnavy. Préasek,
ze kterého se bonboénky lisuji, je tvoren krystalky molekul, ve kterych je Sest atomu uhliku, Sest atomu
kysliku a dvanact atomu vodiku usporadano vzdy stejnym zpusobem. Kdyz ale tento prasek rozpustime
ve vodé, napiiklad tim, Ze si stréime bonbdének do pusy, zacnou se dit podivuhodné véci. Molekula, ve
které ctyii uhliky a jeden kyslik tvotily v krystalu uzavieny tretézec, se otevie a hned nato zase uzavie
jednim ze ¢étyf moznych zpusobu ukézanych na obrazku To se opakuje stale dokola, takze za
malou chvilku se vytvori smés péti ruznych molekul, které se nachdzeji v chemické rovnovaze: stéle
vznikaji a zanikaji, ale celkovy pocet molekul fruktézy v jednotlivych stavech se neméni. Tak se nam
rozplyva nejen hroznovy cukr v puse, ale i jasna predstava o tom, co je to chemicka latka. Je rozpustény
hroznovy cukr stejnad latka jako praskovy? Nebo je rozpousténi hroznového cukru chemicka reakce,
pii které vznikaji dalsi ¢tyfi chemické latky? Abychom se vyhnuli témto napil filosofickym a napul
puntickaiskym livahémEI budeme péti raznym molekuldm hroznového cukru v roztoku fikat isomerni
stavy.

Dva isomerni stavy se vyskytuji pomérné mélo (kazdy tvoii asi jedno procento vSech molekul
frukt6zy). Protoze je téchto molekul v roztoku tak mélo, pro jednoduchost je v dalsim povidan{ za-
nedbdme. Zbyvajici tii isomerni stavy tvoi{ za pokojové teploty asi 70 %, 23 % a 5 % vsech molekul. Nds
bude zajimat, pro¢ jsou tyto tii isomerni stavy zastoupeny pravé v téchto pomeérech. Ukazeme si, jak by

1Organicky chemik by nam fekl, ze se musime vyjadFit pfesnéji. Hroznovému cukru se fiké D-fruktosa, protoze existuje
také latka, které chemici fikaji L-fruktosa. Za malou chvilicku uvidime, ze vSechno je jesté slozitéjsi a ze molekuly musime
popisovat jesté presnéji. V nasem povidani budeme pfesnou fe¢ chemiku odlisovat od bézné mluvy zpusobem, jak budeme
psét koncovku. V presnych chemickych nazvech budeme pséat -osa, ve vyjadreni lidovém -6za.

2Chemicky opravdu vznikaji pfi rozpousténi krystalického hroznového cukru réizné chemické latky, které se lisf svymi
vlastnostmi (napftiklad jsou ruzné sladké), ale ve vodé je obtizné je oddélit.
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byly jednotlivé isomerni stavy zastoupeny, kdyby mély stejnou energii. V tom piipadé by pocty molekul
v ruznych isomernich stavech vyplyvaly jen a jen z moznych poctu usporadani céehokoli, co se muze
vyskytovat v ruznych variantdch. Takové pocty usporadani popisuje odvétvi matematiky, kterému se
fika kombinatorika a které je zcela zalozeno na pouzivani zdravého selského rozumu. Potom se budeme
budeme kromé matematiky muset pouzit i fyziku, konkrétné jeji ¢ast zvanou termodynamika.

Pro srovnani se v nasem povidani trochu podivame i na dalsi, velmi podobny cukr. Je to glukdza,
cukr, ktery je jako zdroj energie rozpustén v krvi a ktery se v lékdarndch prodava jako sladidlo pro
piipad, Ze nés skoli stfevni problémy. Glukéza se ve vodé vyskytuje jen ve dvou raznych isomernich
stavech v pomeéru pfiblizné 63:37 (obrazek .

1.2 Kombinatorika aneb co maji koné spole¢ného s molekulami

Kombinatorika je jedno z nejzakladnéjsich odvétvi matematiky, kde potiebujeme o malo vic, nez zdravy
selsky rozum. Kombinatorika ndm fekne, kolik existuje ruznych moznosti uspoiadéni daného poctu
molekul, coz je prvni krok k pochopeni chemickych rovnovah. Protoze jsou molekuly malé a Spatné se
predstavuji, zkusme nejdfive spocitat moznosti usporadani néceho vétstho a snadno piedstavitelného,
koni. Koné maji s molekulami jednu spole¢nou vlastnost, jejich pocty vyjadiujeme pomoci celych ¢cisel.
Pardubicti odpusti, ale pul koné nebo pul molekuly neddva v praxi mnoho smyslu.

Kombinatorika ndm nabizi vzorecek pro vypocet moznych rozdéleni molekul do raznych stava. Tento
vzorecek je ale na prvni pohled slozity. Kdybychom si jej zde uvedli, nebylo by asi jasné, z ¢eho vyplyva.

Proto zde budeme nejdiive fesit dva jednodussi ukoly, které nam poskytnou jednodussi vzorecky, ze

~ »

1.3 Permutace aneb ¢tyri ze ¢tyr do ctyrsprezi

Predstavte si, ze mame ¢tyii koné, ktefi se jmenuji Alex, Blesk, Cecilka a Démon. Nasim prvnim iikolem
je zjistit, kolik ruznych ¢tyfspiezi z nich muzeme postavit. Pocitejte se mnou. Kdyz vybirdm prvniho
koné do ¢tyfspiezi, mam Ctyfi moznosti. Pii volbé druhého koné mam uz jen t¥i moznosti vybéru.
Existuje proto 4 - 3 = 12 moznosti jak vybrat prvni par ¢tyisprezi. Pii volbé tretiho mi zbyvaji jiz jen
dva koné na vybér (4-3-2 = 24 moznosti), a na posledni misto musim zaptéhnout toho, ktery mi zbyl
(4-3-2-1 =24 moznost{). Celkovy pocet moznost{ sestavit étyfspiezi ze ¢tyt konf je tedy dan souc¢inem

4-3-2-1=24. (1.1)

V tomto sou¢inu nasobime vSechna cela ¢isla od jedné do ¢tyf. Takovému soucinu se v matematice

4-3-2-1=41=24. (1.2)

Pocet moznosti vytvorit ¢tyfsprezi ze ¢tyr koni se v kombinatorice nazyva pocet permutaci Ctyr
prvki a znaci se P(4). Jak jsme zjistili, po¢et permutaci se rovnd faktoridlu po¢tu prvka

P(N) =N\, (1.3)

kde N je pocet prvk.

Piikladem otézky, jejiz odpovédi je permutace, muze byt nasledujici problém. Izolovali jste peptid a
provedli aminokyselinovou analyzu. Vysledek ukazal, ze peptid obsahuje 1 leucin, 1 arginin, 1 glycin, 1
alanin, 1 histidin a 1 valin. Vite tedy, ze jde o hexapeptid, peptid vznikly spojenim Sesti aminokyselin.
Aminokyselinovd analyza vam ale nefekne, v jakém pofadi jsou spojeny. Kolika ruznym chemickym
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B-D-fruktofuranosa, stav 1 a-D-fruktofuranosa, stav 2

fruktosa s otevienym retézcem, chemicky (35 ,4R,5R)—1,3,4,5ﬁ—pentahy_droxyhexan—2—0ne

[B-D-fruktopyranosa, stav 0 a-D-fruktopyranosa

Obréazek 1.1: Pét raznych stavii hroznového cukru (D-fruktézy). Krystalky hroznového cukru jsou tvofeny [-D-
fruktofuranosou (vlevo nahote), kterd se ale ihned po rozpustén{ zaéne otvirat a znovu uzavirat ¢tyfmi riznymi zpusoby.
Vznikne smés péti zobrazenych molekul, které se lisi zpuisobem uzavieni (nebo neuzavieni) fetézcu. Molekuly oznacené
jako furanosa (nahofe) vytvéreji uzaviené retézce sklddajici se ze ¢tyf uhlik a jednoho kysliku. Molekuly oznacené jako
furanosa (dole) vytvéreji uzaviené fetézce obsahujici pét uhliku a jeden kyslik. V obou ptipadech je mozné uzaviit fetézec
dvéma zpusoby, tak aby skupina CH2OH s uhlikem ¢islo jedna, kterd je v naSem zobreazeni v pravé horni ¢asti molekuly,
mifila k ndm (tento zptsob se oznacuje «), nebo od nés (tento zplsob se oznacuje ). Po dostatecné dlouhé dobé se
vytvoii rovnovéha, ve které je asi 70 % S-D-fruktopyranosy (vlevo dole), 23 % B-D-fruktofuranosy, 5 % a-D-fruktofuranosy
(vpravo nahote) a nepatrné mnozstvi oteviené formy (uprostied) a a-D-fruktopyranosy (vpravo dole).
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[B-D-glukofuranosa a-D-glukofuranosa

glukosa s otevienym Fetézcem, chemicky (2R,35,4R,5R)-2,3,4,5,6-pentahydroxyhexanal

o

[B-D-glukopyranosa, stav 0 a-D-glukopyranosa, stav 1

Obrézek 1.2: Pét riiznych stavii krevniho cukru (p-glukézy). Podobné jako D-fruktéza se miize fetézec D-glukézy tvoiit
pyranosy i furanosy uzaviené zpusobem « i 8. Uzavieni o a 3 se lisi tim, jestli OH skupina s kyslikem ¢islo jedna
(pochézejici z aldehydové skupiny oteviené formy, na nasem obrézku v pravé hornf édsti molekuly) miF{ v naem zndzornéni
smérem od nés nebo k ndm. Furanos a oteviené formy je ale v roztoku D-glukézy pouze nepatrné mnozstvi, zatimco (-
D-glukopyranosa tvoif 63 % molekul a a-D-glukopyranosa tvoif 37 % molekul. Také v krystalech se D-glukéza nachdzi ve
formé pyranos.
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latkam, tedy kolika hexeapeptidum s ruznym pofadim nalezenych Sesti aminokyselin, muze vysledek
aminokyselinové analyzy odpovidat? Prvni aminokyselinou muze byt jakéakoli z Sesti urc¢enych, druhou
jakakoli z péti zbyvajicich a tak déle. Jde tedy o permutaci ze Sesti, neboli 6! =6-5-4-3-2-1 = 720.
Vidime, Ze izolovana latka muze byt jeden ze 720 moznych peptidu.

1.4 Permutace s opakovanim aneb rizné barvy do ctyrsprezi

Piedstavte si ted’, Ze mame velké stdje s kofimi étyi barev: bélouse, hnédiky, ryzdky a vraniky. Nasim
tkolem je ted zjistit, kolik riiznych étyfspiezi dokdZzeme sestavit z konf uréenych barev. Pokud napiiklad
ma byt v ¢tyfsprezi tii bélousi a jeden vranik, bude moznosti méné, nez v predchozim tkolu. Je to proto,
ze tentokrat nam nezalezi na tom, ktery z bélousu je na jakém misté. Poc¢itame pocet permutaci, z nichz
se jedna tiikrat opakuje. Kolikrat méné bude takovych permutaci s opakovanim? Tolikrat, kolik ruznych
trojic t¥i bélousi mohou vytvoiit, kdyz dbame na to, ktery z bélousu je jiny. Toto ¢éislo je permutace
t¥{. Abychom spocitali, poc¢et permutaci, z nichz se jedna tfikrat opakuje, musime tedy celkovy pocet
permutaci, ktery jsme spocitali v predchozim tikolu, podélit permutaci tii.

4!
> _y
3!
Kdybychom napiiklad chtéli v ¢tyfspiezi dva bélouse a dva ryzaky, spocitdme pocet takovych
moznosti tak, ze celkovy pocet permutaci dvakrdt podélime permutaci dvou (poprvé za vraniky a
podruhé za ryzéky).

(1.4)

41
2l 2l
Obecné spocitame pocet permutaci z poétu N s a opakovanimi jednoho prvku, b opakovanimi

druhého prvku a tak déle tak, ze celkovy pocet permutaci vydélime souc¢inem permutaci vSech opa-
kovani:

6. (1.5)

P(N) B N!
P(a)-P(b)-... al-b-...
Jako piiklad permutace s opakovanim si opét muzeme piedstavit ivahu nad vysledkem aminoky-

selinové analyzy nezndmého peptidu, ktera tentokrat poskytla vysledek 2 glyciny a 4 alaniny. Podle
naseho vzorecku je moznych peptida

Poy,. (N) = (1.6)

6!
o4l

15. (1.7)

~ »

1.5 Variace aneb c¢tyri z Sesti do ctyrsprezi

Pfedstavte si ted, Ze mame Sest koni, kteif se jmenuji Alex, Blesk, Cecilka, Démon, Elvira a Ferda. Nasim
prvnim ukolem je zjistit, kolik ruznych ¢tyispiezi dokdzeme z nasich konicku sestavit. Kdyz zapraham
prvniho koné do ¢tyispiezi, vybirdm ze Sesti. Pfi volbé druhého koné méam uz jen pét moznosti. Existuje
proto 6 -5 = 30 moznosti jak vybrat prvni par ¢tyispiezi. Pii volbé tietiho mi zbyvaji jiz jen ¢tyfi koné
na vybér (6-5-4 = 120 moznost{), a pii volbé posledniho vybirdm uz jen ze t¥{. Celkovy pocet moznost{
sestavit Ctyfsprezi ze Sesti koni je tedy déan souc¢inem

6-5-4-3=2360. (1.8)

Tento souéin si muzeme také zapsat
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6-5-4-3-2-1
6-5-4-3= —— = 360. (1.9)
2-1
K ¢emu je takovy, ne prvni pohled zbyte¢né slozity, zapis naSeho souc¢inu dobry? V citateli i ve
jmenovateli se vyskytuji faktoridly, na které jsme narazili u permutaci. Zkrdcené muzeme proto nas
souéin zapsat
6-5-4-3-2-1 6!
6:-5-4-3=——F—— = — = 360. 1.10
2-1 2! ( )
vykfiénikem v cCitateli celkovy pocet koni, které mame k dispozici, a ve jmenovateli rozdil celkového
poctu a poctu koni ve étyfspiezi (6 — 4 = 2). Vidime, Ze poCet moznosti muzeme vyjadiit obecnym
vzoreckem

N!
(N —n)!’

kde N je celkovy pocet prvku, ze kterych vybirame a n pocet prvka v usporddané n-tici, kterou
sestavujeme (v piipadé naseho Ctyispiezi jde o usporddanou ¢tvefici, tedy n = 4). Takovy vzorecek je
zv14st uziteény, kdyz éisla N a n jsou velkd a vypocet bez vzoreéku by byl zdlouhavy. Poéet moznosti vy-
tvorit ¢tyrspiezi ze Sesti koni se v kombinatorice nazyva pocet variaci (proto jsme také ve vzorecku
pouzili pismenko V).

Na tomto misté je uzitecné udélat malou odbocku. Co kybychom chtéli fesit predchozi tikol (kolik
CtyTfsprezi lze sestavit ze ¢tyf koni) pomoci vzorecku Ocividné narazime na problém, protoze ve
jmenovateli se ndm vyskytne faktoridl nuly: (4 — 4)! = 0!. Jak tento problém vyfesime? Z pfedchoziho
ikolu vime, ze spravny vysledek se rovna faktoridlu z poctu prvki, coz je ¢itatel vzorecku Jmeno-
vatel se tedy nutné musi rovnat jednicce. To nds nuti zavést trochy podivnou definici, ze faktoridl nuly
je roven jedné (0! = 1). A¢ to vypada podivng, pouze s touto definici funguji vzorecky v kombinatorice
pro vSechny pripady.

Praktickd ukédzka variace se muze tykat zase peptidu, ktery tentokrat neanalyzujete, ale syntetizu-
jete. Pouzivate k tomu automaticky pfistroj, do kterého musite vlozit lahvicku s prekurzorem kazdé
aminokyseliny. Kolik ruznych hexapeptidu muzete nasyntetizovat, pokud méate pravé jednu lahvicku
pro kazdou z dvaceti aminokyselin? Odpovéd je

Vo (N) = (1.11)

20! 20!
Vs(20) = o gy~ 201018 17-16 15 = 17 = 27907200. (1.12)

1.6 Variace s opakovanim aneb ¢tyti z Sesti barev do ¢tyrsprezi

Predstavte si, ze mame nikoli Sest konkrétnich koni, ale velké stdje s konmi Sesti barev: bélouse, grosaka,
hnédéka, plavéka, ryzéka a vranika. Nasim 1ikolem je zjistit, kolik ruznych ¢tyispiezi dokazeme sestavit
z koni ruznych barev. Kdyz zapraham prvniho koné do ¢tyfspiezi, vybiram ze Sesti, stejné jako v prvnim
pripadé. Na rozdil od minulého piikladu mame pti volbé druhého koné zase Sest moznosti: koni vsech
barev mam dost, takze, kdyz jsem jako prvniho vybral bélouse, nic mi nebrani, aby druhy byl taky bily.
Totéz plati pro vSechny barvy. Existuje proto 6 - 6 = 36 moznosti jak vybrat prvni par ¢tytspiezi. Pii
volbé tiettho mam zase Sest barev na vybér (6 - 6 - 6 = 216 moznosti), a pfi volbé posledniho vybirdm
opét z Sesti zbarveni. Celkovy pocet moznosti sestavit Ctyrspiezi ze Sesti koni je tedy dan souc¢inem

6-6-6-6=1296. (1.13)

Tento souéin si muzeme také zapsat
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6-6-6-6=06"=1296. (1.14)

Pocet moznosti muzeme vyjadiit obecnym vzoreckem

V/

(N) = N™, (1.15)

kde N je celkovy pocet prvki, ze kterych vybirdme (v naSem pripadé Sest barev) a n pocet prvku
v usporddané n-tici, kterou sestavujeme (v piipadé naseho ¢tyfsprezi jde o uspofddanou étverici, tedy
n = 4). Abychom dali najevo, ze po¢itdme variace s opakovanim, piseme u ,V* ¢arku: V! (N).

Variaci s opakovanim si muzeme také ukdzat na piikladu syntézy hexapeptidu. Kolik jich muzete
vyrobit, pokud budete mit tentokrat k dispozici libovolné mnozstvi lahviéek prekurzoru kazdé amino-
kyseliny? Odpoveéd je 20°, coz je 64 miliénii.

1.7 Kombinace aned ¢tyri z Sesti do vybéhu

U variac{ rozlisujeme porad{ prvkia v n-tici (pofadi koni ve ¢tyisprez{) V chemii tomu odpovidd Fazen{
monomernich jednotek do fetézcu linedrnich polymeru, jako v piipadé peptidu, které jsme pouzili jako
priklady v povidani o permutacich a variacich. U molekul volné se pohybujicich naptiklad v roztoku
nas ale poradi obvykle nezajima. Proto pfi pocitani molekul obvykle fesime trochu jiny tkol, ktery se
nepodobd zaptahani koni do ¢tyfspiezi, ale spise vypousténi do vybéhu. Predstavte si, ze mate vybéh,
ve kterém je dost mista pro ¢tyfi koné a chcete do néj vypustit ¢tyii konicky z naseho Sestihlavého stada.
Kolik mame moznosti? Ve vybéhu budou koni¢ci vesele pobihat a neméa proto smysl mluvit o néjakém
pofadi. Pokud ndm v kombinatorice na potradi nezédlezi, mluvime o kombinacich (na rozdil od variaci,
ve kterych na poradi zélezelo).

Jak uz jsme si naznacili, poc¢itani kombinaci je slozitéjsi, nez poc¢itani variaci. Budeme proto nas ikol
fesit postupné. Vyjdeme z toho, co uz umime, poc¢itani variaci. Pak se zamyslime, jestli bude kombinaci
vice nebo méné. V piipadé ctyfsprezi (pocitani variaci) jsme rozlisovali, ktery konik je na kterém miste.
Poradi ABCD (zapséno pomoci prvnich pismen jmen nasich koni) pro nds predstavovalo jiny piipad,
nez BACD nebo ABDC. U kombinac{ (pitklad vybéhu) vybéhu ndm je pofad{ jedno, ¢tvefice koni Alex,
Blesk, Cecilka, Démon pro nas piedstavuje jednu moznost, at uz je do vybéhu pustime v jakémkoli
poradi. Vidime, ze pocet moznosti je u vybéhu nizsi, nez u ¢tytspiezi. Kdyz zjistime, kolikrat je méné
kombinaci nez variaci, muzeme timto ¢islem vydélit pocet variaci (ktery uz umime spocitat) a ziskat
tak pocet kombinaci (coz je nds tkol).

Kolikrat je variaci vic nez kombinaci? Tolikrat, kolik ruznych usporadanych ¢tveric muzeme z Alexe,
Bleska, Cecilky a Démona postavit. Ale to je vlastné ta sama otéazka, jako kdyz jsme méli za tikol setavit
Ctytsprezi ze ¢ty koni. Vidime, ze variaci je 4!-krat (tedy 24-krét) vice, nez kombinaci. Hledany pocet
kombinaci je tedy

_ Va(6) _ 6-5-4-3-2-1 _ 6l

Cal6) = =4 = G320 1) a2 (1.16)
Obecné,
Cn(N) = Vn?i"N) - n!(NNi n)!’ (1.17)

Aby téch vzorecku, definic a symbolu nebylo dost, pouzivaji se pro propocet kombinaci C,,(N) také
oznaceni kombinacéni ¢islo nebo binomicky koeficient. Pro obé tato oznaceni se pouziva trochu podivny
zapis, kde do zavorky napiSeme nad sebe ¢isla N a n:
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Co(N) = ( N ) (1.18)

Vzorecek shrnuje vSechno potiebné, abychom spocitat mozné kombinace vyskytu molekul
v ruznych stavech, takze bychom jim mohli vlastné skoncit.

Muzeme k nému ale pfipojit par postiehu, které se objevuji v ucebnicich matematiky. Vsimnéme si,
ze kdyz si ve vzorecku vyjadiime pocet kombinaci pomoci faktoriali, mame ve jmenovateli takové
faktoridly dva. V naSem pifpadé ¢tyf koni z Sesti to byly faktoridly 4! a (6 — 4)! = 2!. KdyZ se na
vysledny vzoreéek podivame

6!

Cy(6) = VIGIR

(1.19)

jak vlastné pozndme, Ze nepopisuje pocet kombinaci dvou koni ze Sesti? Vzdyt to by se ve vzorecku
objevily stejné faktoridly 2! a (6 — 2)! = 4!. Odpovéd je jednoduchd: nepozndme! To znamend, Ze

N!
n!(N —n)!’

(5)-(s%)

1.8 Mikrostavy, makrostavy aneb statistika molekul

Cn(N) =Cn-n(N) = (1.20)

neboli

Predstavme si, ze mame néjaky pocet molekul fruktézy, kterd se muze vyskytovat ve tfech isomernich
stavech, které jsme si predstavili na zacatku naseho povidani. Zkusme s pomoci vzorecku spocitat
pocty moznych kombinaci nasich molekul ve tfech moznych isomernich stavech. Vypocet bude trochu
slozitéjsi, nez pro koniky ve vybéhu. Mame totiz tfi mozné stavy molekuly, coz je, jako bychom meéli
tTi razné vybéhy a pocitali celkovy pocet moznych kombinaci vyskytu koni ve vSech ohradach. Zkusme
si uvést priklad pro nasi oblibenou Sestici koni. Pokud budou napiiklad v prvni ohradé dva koné, bude
pocet kombinaci koni v prvni ohradé podle vzorecku

6!

C(6) = 216 —2)

15. (1.22)

Pokud budou v druhé ohradé tti koné, bude pocet kombinaci vyskytu t¥i ze zbylych ¢tyi koni v tomto
vybéhu rovny

4 =4, (1.23)

Cs(4) = 31(4 — 3)

Posledni ktun musi byt v posledni ohradé, coz uz je jen jedna mozna kombinace. Ale i tu muzeme
pro tiplnost zapsat

(1) = 1'(1{1)' =1 (1.24)

Celkovy pocet vSech moznych kombinaci koni ve vSech tfech vybézich bude

6! 4! 1!
216 —2)! 3I(4—3)! 11(1—1)!

Co(6) - Cs(4) - C1(1) = =15-4-1=60. (1.25)
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Abychom mohli rychle spocitat pocty kombinaci pro vsechna mozné rozdéleni molekul do stavi
(nebo koni do vybéhu), vyjaddiime si vypocet obecné, pomoci proménnych. Pozdéji nds bude zajimat,
jak zavisi poc¢ty molekul na jejich energiich. Proto si nejdiive sefadime isomerni stavy podle energie.
Nebudou nés piitom zajimat skutetné hodnoty energii ruznych isomernich stavu, ale jen jejich rozdily.
Toto plati v chemii a fyzice skoro vzdycky. Skutecna energie je ostatné cislo, které ndm ani vétsina
fyzikélnich teorif (s vyjimkou Einsteinovy obecné teorie relativity) nedovoli spoé¢itat. Proto vétsinou
pocitame pouze rozdily energii od néjaké domluvené hodnoty, napiiklad rozdily tihové energie od tihové
energie na povrchu Zemé. V piipadé izomernich stavi si jako porovnavaci hodnotu zvolime energii stavu
B-D-fruktopyranosa (na obrézku vlevo dole), protoze energie tohoto stavu je (za nasich podminek)
nejnizsi. Pro jednoduchost budeme tomuto isomernimu stavu fikat ,stav 0“ (coz je krat$i nez (-D-
fruktopyranosa). Pocet molekul v tomto stavu oznacime ng a energii tohoto stavu 9. O néco vyssi
energii mé stav G-D-fruktofuranosa, budeme mu fikat ,stav 1“. Pocet molekul v tomto stavu oznac¢ime
n1 a budeme fikat, ze tento stav ma energii £1. Koneéné isomerni stav a-D-fruktofuranosa bude pro nas
»stav 2. s po¢tem molekul ny a energii e5. Celkovy pocet molekul ozna¢ime N. Protoze molekula musi
byt v néjakém staqu| celkovy pocet molekul N musi byt rovny ng + nq + ns.

Celkovy pocet vsech moznych kombinaci pro dané pocty ng,ni,no je

Q :Cno(N) Cnl(anO) 'CnQ(Nf’I”LO 7711)

- ’I'L()!(ano)! nll(anof’ﬂl)! ngl(angfnl 7712)! - nglnlan!' '

Tak jsme ziskali dalsi uziteény vzorecek, pomoci kterého snadno spoc¢itame pocty kombinaci pro
vSechna mozna ng, ni,ns. Vysledek takového vypoctu pro tii molekuly je uveden v tabulce Kazdy
fadek predstavuje jiny makroskopicky stav (zkrécené makrostav) trojice molekul. Stejny makrostav
mohou ale piedstavovat rizné kombinace isomernich stavi. Tyto kombinace se v chemii a fyzice nazyvaji
mikroskopické stavy (zkrdcené mikrostavy) a jejich pocet, oznaceny jako €, je pravé to, co pocitdme.
Oznaceni makrostav znamend, ze k popisu takovych stavi postac¢i méteni néjaké makroskopické veliciny,
coz je veli¢ina, ktera zavisi jen na Cislech ng, n1, no a kterou dokédzeme métit pro velkd mnozstvi molekul,
aniz bychom museli jednotlivé molekuly rozlisit. Piikladem takové velic¢iny je v chemii koncentrace.
Naopak k rozliSeni ruznych mikrostavu bychom potiebovali pozorovat a rozlisovat jednotlivé molekulyﬁ

Pro¢ nés pocet mikrostavu tolik zajima? Pokud by byly vSechny tfi isomerni stavy molekuly stejné
energeticky vyhodné, ¢islo €2 by nam piimo teklo, s jakou pravdépodobnosti se bude nase skupina
molekul (v tomto pfipadé Sestice) nachdzet v pifslusném makrostavu. Je to jako s kartami. Pokud bude
v balicku jedna cervena karta a 99 ¢ernych, je pravdépodobnost, ze vytahneme ¢ervenou kartu jedna ku
99, tedy 0,01. Cislo Q ndm tedy umozni predpovédét, s jakou pravdépodobnosti najdeme Sestici molekul
v ur¢itém makrostavu.

Zkusme se ted podivat, jak zavisi rozlozeni hodnot Q na celkovém poétu molekul N. Tabulka
ndm ukazuje, ze pro N = 3 je nejvice kombinaci (Q = 6) pro stejny pocet molekul ve vSech isomernich
stavech ng = n1 = ne = 1. Toto ¢islo je dvakrat vetsi, nez {2 = 3 pro rozdéleni molekuly mezi isomerni
stavy v poméru 2:1:0 (ng = 2,n1 = 1,no = 0). Spoéitejme ted Q pro stejnd rozdéleni Sesti molekul
mezi tii isomern{ stavy fruktézy (tabulka . Pro ng = ny = ny = 2 je Q = 90. Pro pomér 2:1:0
(ng = 4,n1 = 2,n9 = 0) je Q = 15, tedy Sestkrat mensi. Zopakujme vypocet pro devét molekul. Pro
ng = ny = ng = 3 je @ = 1680. Pro pomér 2:1:0 (ng = 6,11 = 3,ny = 0) je Q@ = 84, tedy dva-
cetkrat mensi. A naposledy pro 12 molekul. Pro ng = ny = no = 4 je Q = 34650. Pro pomér 2:1:0
(ng = 8,n1 = 4,ns = 0) je Q = 495, tedy sedmdesitkrdt mensi. Vidime, ze s rostoucim celkovym

3Pfipomenme si, ze pro jednoduchost budeme brét do tivahy jen isomerni stavy, kterych je v roztoku vice nez jedno pro-
cento. Ve skutecnosti bychom méli do ¢isla N zapocitat i asi jedno procento molekul v isomernim stavu a-D-fruktopyranosa
a podobny pocet molekul s otevienych retézcem.

4Nenechme se zméast tim, ze slovitko stav pouzivdme pro tii rtizné pojmy: mikrostav souboru molekul, makrostav
souboru molekul a isomerni stav jedné molekuly.
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Tabulka 1.1: Pocet mikrostavt t¥f molekul fruktézy pro rtzné poéty molekul ve tiech isomernich stavech.

) nq %) Q
3 0 0 1
2 1 0 3
2 0 1 3
1 2 0 3
1 1 1 6
1 0 2 3
0 3 0 1
0 2 1 3
0 1 2 3
0 0 3 1

poc¢tem molekul pravdépodobnost nejpravdépodobnéjsiho makrostavu prudce vzrustd. Zatimco pro tii
molekuly byl nejpravdépodobnéjsi makrostav jen dvakrat pravdépodobnéjsi nez makrostav s ng, ni,no
v poméru 2:1:0, pro 12 molekul je nejpravdépodobnéjsi makrostav uz sedmdesatkrat pravdépodobnéjsi
nez makrostav s pomérem 2:1:0. A to je 12 jesté docela malé ¢islo. Chemika obvykle zajimaji mnohem
vétsi pocty molekul, miliardy miliard. Pro tak velké po¢ty molekul bude pravdépodobnost, ze se mole-
kuly nalézaji v nejpravépodobnéjsim makrostavu tolikrat vétsi, ze se jinymi makrostavy (makrostavy
s vyrazné odliSnym pomérem ng, ni,n2) nemusime vibec zabyvat.
Zkusme si ted shrnout, co jsme se o stavech molekuly dozvédéli:

1. Pokud maji vSechny stavy molekuly stejnou energii, je kazda kombinace molekul v ruznych iso-
mernich stavech (kazdy mikrostav) stejné pravdépodobna.

2. 7 toho piimo vyplyva, ze pravdépodobnost nalézt skupinu molekul v uré¢itém makrostavu je pfimo
umeérnd poc¢tu ruznych mikrostavu, které tomuto makrostavu odpovidaji.

3. Tabulka napovida, ze nejpravdépodobnéjsi makrostav je ten, ve kterém jsou stejné pocty
molekul v riiznych isomernich stavech.

Zd4 se tedy, Ze uz zname odpovéd na otazku, v jakych makrostavech molekuly nejspise najdeme.
Ma to ale jeden héacek. Zatim jsme predpokladali, ze vSechny isomerni stavy molekuly maji stejnou
energii. To ale pro vétsinu molekul véetné fruktézy neni pravda! K nasim statistickym tivahdm budeme
proto muset pridat jesté Gvahy o energii.
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Tabulka 1.2: Pocet mikrostavii N molekul fruktézy pro riizné poméry pocti molekul ve tfech isomernich stavech

N pomér mng ni ng Q
3 3:0:0 3 0 0 1
3 210 2 1 0 3
3 1:1:1 1 1 1 6
6 3:0:0 6 0 0 1
6 2:1:0 4 2 0 15
6 1:1:1 2 2 2 90
9 3:0:0 9 0 0 1
9 2:1:0 6 3 0 84
9 1:1:1 3 3 3 1680

12 3:0.0 12 0 0 1

12 2:1:0 8 4 0 495

12 1:1:1 4 4 4 34650
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Kapitola 2
Energie

Eleganz sei die Sache der Schuster und Schneider.
Ludwig Boltzmann

Matematika: Mocniny, logaritmy, limity, ¢islo e, exponencidlni funkce, pfiblizné hodnoty exponencialni
funkce s malym exponentem a logaritmu faktoridlu (Stirlinguv vztah), varia¢ni pocet, Lagrangeovy mul-
tiplikatory, stfedni hodnota.

2.1 Energie a pocty mikrostavi

V této kapitole vezmeme do tvahy, ze nase molekuly maji také energii. Zapocitani energie do nasich
statistickych tuvah neni viibec jednoduché. Navic molekuly fruktézy v riznych isomernich stavech jsou
samy o sobé slozité. Ve svém zdkladnim stavu se skladaji z 24 atomovych jader a 96 elektronu, které se
vzéjemné pritahuji a odpuzuji. CtyFiadvacet atomi se muze vyskytovat v riznych vzéjemnych polohéch.
Jedna poloha je pro kazdy isomerni stav nejvyhodnéjsi. O této poloze se tikd, ze ma nejnizsi energii.
Nasi molekulu ale muzeme také vselijak natahovat, ohybat a kroutit. Natahovani, ohybani a krouceni
znamend, ze na molekulu pusobime silou. Kdyz pusobime silou, tak koname praci. Kdyz natdhneme
molekulu silou F' o rozdil vzdalenosti As, znamend to, ze jsme vykonali praci W = F - As. Timto
jsme zvysili energii o hodnotu, kterd odpovida vykonané praci W. Vime, ze energie je schopnost konat
préci. Proto zvySeni energie popisuje to, ze natazend molekula p¥i smr§téni na puvodni, nejvyhodnéjsi
délku, zase vykona préci pro nas. Urcitd prace je také potfebnd k tomu, abychom otevieli fetézec (-
D-fruktopyranosy a spojili je do fetézce S-D-fruktofuranosy. Proto S-D-fruktofuranosa ma vyssi energii
nez B-D-fruktopyranosy. Abychom si pro za¢atek pocéitani trochu zjednodusili, budeme se zatim zabyvat
pouze rozdily energii jednotlivych isomernich stavi a energii spojenou s pohyby, deformacemi a jinymy
zménami molekuly budeme zatim ignorovat.

Nasim ukolem je spocitat kolik molekul fruktézy najdeme v kazdém z jejich isomernich stavu. Bu-
deme opét hledat nejpravdépodobnéjsi rozdéleni molekul do jednotlivych stavi, tedy nejvyssi hodnotu
cisla €, tedy makrostav s nejvyssim poctem mikrostavi. Jak ddme do souvislosti pravdépodobnosti na-
lezeni molekul v ur¢itém stavu s energii molekul? Zékladni problém srovnani energii s pravdépodobnosti
ukéze nasledujici priklad. Predpokladejme, Ze mame dvé molekuly s raznou energii. Pravdépodobnost,
ze prvni molekulu nalezneme v urc¢itém stavu, bude 0,5. Pravdépodobnost, Ze druhou molekulu nalez-
neme v tomtéz stavu, bude také 0,5. Jakd bude pravdépodobnost, ze obé molekuly budou zaroven ve
zminéném stavu? Pokud stav prvni molekuly nezévis{ na stavu druhé molekuly (molekuly se vzdjemné
neovliviiuji), bude takova pravdépodobnost 0,5 - 0,5 = 0,25 (polovina z poloviny, tedy ¢tvrtina). Jakd
bude prumérné energie takovych molekul? Energie molekul prosté seCteme a vysledek vydélime dvéma.

13
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Vidime, ze zatimco pravdépodobnosti nidsobime, energie s¢itdme. Tento rozdil se proto musi proje-
vit v tom, jak budeme porovndvat energie s pravdépodobnostmi, nebo s pocty mikrostava €2, které
pravdépodobnosti uréuji.

Dalsim problémem pocitani molekul v riznych stavech se ukaze vypocet €2 podle rovnice [1.26

N! (N—no)' (N—no—nl)' - N!

Q= : = .
’I’Lo!(N—no)! ’I’Ll!(N—TL()—TLl)! TLQ!(N-?’Lo—Tll —ng)' 7’L0!’I’Ll!’ﬂ2!

(2.1)

To nés moznd prekvapi. Vzdyt uz jsme Q podle tohoto vzorecku pocitali difve. Zatim jsme se ale
zabyvali pomérné malymi pocty molekul. Kdyz budeme chtit popsat vétsi soubory molekul, pocitani
faktorialit ve vzorecku brzy preroste moznosti nasich kalkulacek. Proto se diive, nez se dostaneme
k zahrnuti energie, musime naucit pocitat sikovné s astronomicky velkymi ¢isly.

2.2 Logaritmy a pocitani s velkymi ¢isly
Zacénéme nasi skolu pocitani s velkymi ¢isly prikladem ne piili§ slozitym, ndsobenim ¢isel 128 a 1024:

128 - 1024 = 131072. (2.2)

S trochou usili takovy vypocet zvladneme béhem chvilky na papife. Pokud ale zndme mocniny
dvojky, muzeme si vypocet velmi usnadnit, pokud si piiklad zapiSeme v trochu jiném tvaru:

27 . 210 — 27+10 — 217. (23)

Vyhoda pouziti mocnin je vidét na prvni pohled. Misto abychom pracné nasobili velka ¢isla, jed-
noduse secteme mald ¢isla, mocniny. Pfi poc¢itani molekul jdeme jesté o krucek dale. Domluvime se, ze
vSechna ¢isla se kterymi pocéitame, budou mocniny dvojky a nas priklad zapiSseme jednoduse

7410 =17. (2.4)

Vypadda to sice trochu divné, ale soucin 128 - 1024 = 131072 je vlastné 7ikd totéZ jako soucet
7410 = 17. Samoziejmé sedmnéct neni totéz, co 131072, ale my vime, Ze v druhém piipadé nemluvime
piimo o ¢islech, ale o jejich mocnindch. Je to stejné, jako kdyz rekneme ,prestoupili jsme z osmicky
na Ctyticitku®. Také nemluvime o poctech osmi ¢i ¢tyficeti kusu, ale zjednoduSené tikdme, Ze jsme
prestoupili z éalinyﬂ jezdici po lince ¢islo osm na autobus jezdici po lince ¢islo ¢tyficet. Ostatni ndm
budou rozumét proto, ze mezi ndmi plati nepsand dohoda, ze dopravni linky se ve mésté oznacuji ¢isly.

U takto jednoduchého piikladu bychom si mohli fici, ze kdyz pouzijeme kalkulacku, tak ndm to
vlastné muze byt jedno. U poécitani molekul ale nardzime na cisla tak velkd, Zze uz je ani kalkulacka
nespocita. Pouziti mocnin neni proto matematickd hiicka, ale naprosta nezbytnost.

Proc¢ ale pravé mocnina dvojky? Nemohli bychom se domluvit, ze budeme vzdycky pouzivat ¢tyiku?
Zkusme to. N4 priklad muzeme zapsat jako

24345 =2.43%5 = 2. 48 (2.5)
Skoro v pordadku, ale co ta dvojka? Tady ndm pomuze si uvédomit, ze
2=14 (2.6)
neboli

22 = 4. (2.7)

1Salina je dopravni prostfedek, ktery se ve méstech mimo Brno nazyvé tramvaj, lokajka, elektricka a podobné.
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Pokud chceme, aby se levé strany téchto rovnic rovnaly, musime ve druhé rovnici podélit vSechny
mocniny dvojkou

22 =4' 923 =43, (2.8)

takze vidime, ze

2= 4 =43, (2.9)

N4&s priklad tedy muzeme zapsat

2.4% .45 = 47 . 43 . 45 = 405H3HD — 485, (2.10)

Vidime, ze s pomoci odmocnin muzeme vyjadfit jako mocninu ¢tyiky i ¢islo, které celo¢iselnou
mocninou ¢tyT ve skutec¢nosti neni.

Vétsina z nds ma na rukach deset prstu a proto lidstvo pouziva desitkovou soustaquI Zkusme proto,
jestli nés piiklad umime vyjadfit i pomoci mocnin desitky. Asi vite, Ze fyzici misto 128 radi pisf 1,28-102.
Kdyz si trochu pohrajeme s odmocninami na kalkulacce, tak napriklad zjistime, ze

V10 -10? = 107 - 10% = 125,8925412, (2.11)

coz neni o moc méné, nez 128.
Pokud budeme chtit byt presnéjsi, muzeme tieba pocitat

V10107 . 10? = 102197 = 127,9381304, (2.12)
nebo
1101072 . 102 = 1021072 = 127,9970617. (2.13)

Spatnd zpréva je, ze se nam nedaif vyjadiit 128 plné piesné. To je mrzuté. Az dosud jsme v nasem
povidani poéitali s piesnymi &isly, ted musime zaokrouhlovat. Dobra zprava je, Ze pfesnost muZeme
zvySovat piidavanim desetinnych ¢&isel tak dlouho, jak potfebujeme. To nds privedlo k dulezitému
zjisténi: Pomoci mocnin si muzeme vyjadiit jakékoli ¢islo. Vyhodou je, ze misto ndsobeni velkych
¢isel muzeme séitat mald ¢isla (mocniny). Dan, kterou za to platime, je, ze velkd ¢isla vétsinou takto
nenahradime tplné pfesné.

Pouziti mocnin ndm umoznilo nahradit obrovské pocty mikrostavu ¢isly rozumné velikymi. Pouziti
mocnin ale také znamenad, ze misto nasobeni s¢itdme. Mocniny tak fesi i ten prvni, a zdsadnéjsi, problém
srovnavéani energif a poc¢tu mikrostavi: kdyz ndsobime poéty mikrostavu (definujicich pravdépodobnosti
vyskytu), s¢itdme ¢isla v mocnindch, tak jako séitdme energie kouzelnych molekul. Pozdéji si ukdzeme,
ze energie se opravdu vyskytuji v mocnindch vztahu pro poéty mikrostavi.

Na zavér trochu nudného nézvoslovi. Mocninam fikaji matematici také exponenty nebo logaritmy.
Slovo logaritmus se pouziva pravé tehdy, kdyz chceme vSechna ¢&isla zapsat jako mocniny jednoho
dohodnutého ¢isla (my jsme si to vyzkouseli pro dvojku, ¢tyiku a desftku). Tomuto dohodnutému ¢islu
se pak fika zdklad logaritmu. To nas vede k zvédavé otdzce: ktery zaklad je nejlepsi? Dvojka? Desitka?
Desitka se pouziva ¢asto, protoze jsme zvykli na desitkovou soustavu. Pokud si kalkulacka tika scientific
calculator, tak umi pomoci tlacitka piimo spocitat, na jakou mocninu musime umocnit desitku,
abychom ziskali ¢islo, které nas zajima. Existuje ale zaklad, ktery je Sikovnéjsi, nez desitka. Kupodivu
tento zdklad neni zadné celé ¢islo, dokonce ani zadné raciondlni ¢islo. Nejlepsim zakladem je trochu

zdhadné ¢islo, kterému matematici vétsinou fikaji ,e“.

2Desitkové soustava vlastné moc prakticka neni, ale uz jsme si na ni zvykli, takZe ndm to ani nepfijde.
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2.3 (Cislo e aneb banka snt

Podivejme se ted na piiklad, ktery na prvni pohled s poéitdnim molekul viibec nesouvisi. Pfedstavme
si, ze jsme nasli banku snu, kterd ndm nabidne stoprocentni ro¢ni trok z vkladu. Kdyz si ulozime tisic
korun, za rok nam banka pfipiSe sto procent z tisice, tady dalsi tisic korun. Na t¢tu uz budeme mit
2000 Ké! A co kdyby ndm banka vyplatila irok nadvakrat? 50 % z vkladu po pul roce, a dalsich 50 %
z vkladu za dalsi ptlrok? Kolik budeme mit za rok na tctu? Z tisicovky dostaneme za pul roku 50 %,
tedy na tié¢tu bude 1500 Ké. Na konci roku se bude vyplacet dalsich 50 %, ale ted z 1500 K&, tedy 750
Ké. Budeme mit tedy po roce na u¢tu 2250 Ké. Vidime, ze rozdéleni vyplaty se ndm vyplatilo. Zkusme
si to zapsat matematicky. Pokud vypldacime trok jednou, vypocet vypada takto

1000 - (1 + 1) = 1000 - 2 = 2000. (2.14)

Pokud vyplacime urok dvakrat do roka, pocitdme

1000 - (14 0,5) - (1 + 0,5) = 1000 - (1 + 0,5)% = 1000 - 2,25 = 2250. (2.15)

A kdyby ndm banka platila dvanédctinu roéniho tdroku kazdy mésic?

1\ 12
1000 - (1 + 12) = 1000 - 2,613 = 2613. (2.16)
Vyplatilo by se ndm to jesté vic. A kdyby byla vyplata kazdy den?
365
1000 - (1 + 365> = 1000 - 2,715 = 2715. (2.17)

A co takhle kazdou hodinu?

365-24
1000 (14— = 1000 - 2,718 = 2718. 2.1
000 < +365_24) 000 - 2,718 = 2718 (2.18)

Vidime, ze i kdyz jsme obdobi vyplaty zkratili 24-krat, uz jsme si tolik nepolepsili.

Napisme si ted nas vypocet obecné, pro jakykoli pocet vyplat. Pokud si celkovou dobu (v naSem
pripadeé jeden rok) oznacime ¢ a obdobi, za které pocitdme trok At, tak pocet vyplat bude t/At. Vypocet
muzeme pak zapsat

1\ 2 At 27
1000 - <1 + t) =1000 - (1 + ) . (2.19)
z t

Jacob Bernoulli si roku 1683 polozil otazku, jaky je maximalni mozny zisk, kdyz se doba vyplaty
At blizi nule a pocet vyplat t/At blizi nekoneénu. Podivna otdzka, ze? Na jednu stranu se zda, ze je
nefesitelnd: neni prece mozné ¢islo v zavorce nasobit do nekone¢na. Na druhou stranu maly rozdil mezi
hodinovou a denni vyplatou napovidd, ze ¢islo, kterym bude vklad nédsoben, nebude rust donekonec¢na.
Pokud ale neporoste donekoneéna, bude se blizit k néjakému konkrétnimu redlnému ¢islu. A tomu ¢islu
fikaji matematici e.

Matematicky se nase definice ¢isla e zapise

At 2aF
e= lim (1 + t) , (2.20)
#h0\ T

kde znacka lim znamend [imita, tedy cislo, ke kterému se vyraz za znackou lim blizi, kdyz se
s proménnou ve vyrazu déje to, co je napsdno pod znackou. Cislo e neni raciondlni ¢islo, proto jeho
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presnou hodnotu muze popsat jen oklikou (napiiklad tak, jak jsme to udélali v pfedchozi rovnici).
Zaokrouhlené na padesat desetinnych mist je

e = 2,71828182845904523536028747135266249775724709369995. (2.21)

2.4 Malé cislo v exponentu

Pii pocitani molekul nas bude zajimat, co se déje s logaritmem neboli s exponentem, na ktery ¢&islo e
umocnime. Tento exponent si pro jednoduchost ozna¢ime pismenkem x. Obcas budeme zkoumat, jak se
toto ¢islo zméni, kdyz hodnotu x o malicko zvysime. Navod, jak zménu e” spocitat vypada jednoduse.
Vezmeme hodnotu na$i exponencidlni funkce e* pro hodnotu exponentu z a pro hodnotu exponentu
vétsi o nepatrny kousek Az a spocitame jejich rozdil, ktery si oznacime Ae”

Ae® = THAT _ o — o7 . AT _ o7 — . (eA“’ -1) (2.22)

K vypoétu e2? — 1 vyuzijeme definice &isla e (rovnice [2.20))

t Ax t Ax
A At A At
e 1= lim (1 + t) —1= lim (1 + t) -1]. (2.23)

Zde se nam ovsem vyskytuji dvé malickd ¢isla, At/t a Az. Vypocet se zjednodusi, kdyz si Az
vyjadifme jako At/t vyndsobené néjakym piirozenym &islem c

A
Av=c- Tt (2.24)

Podminkou bude, aby hodnota ¢ nebyla piili§ vysoka, aby Az bylo dostatecné malé ¢islo. Pak
muzeme dosadit do rovnice 2.23]

At
T At

t [ t
At 27 At B0
A 1= lim <<1+) > —1| = lim ((1+> 1)
At 0 t &t 0 t
At\©
= li 1+=—) —1]). 2.25
g () 1) o3

Pokud bude ¢ celé kladné ¢islo, tak nam tento vztah fikd, ze vyraz v zavorce musime vyndsobit

c-kréat
At\© At At
(1+> :<1+)-~-c—krét---(l+), (2.26)
t t t
takze
A A
e — 1= lim (<l—|—t>~--c—krét~-~<1—|—t)—l). (2.27)
£t-0 t t
Zkusime si vyraz v limité v rovnici pocitat pro ruzné hodnoty c. Proc =1
At At At
<1+t)—1_1+t—1_t. (2.28)

Proc=2
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At At At (A2 At (A2
1+ =) (1+=)-1=1+2= =) —1=2=—= = . 2.2
(1+7) (1 3) =B (3) =23 (F) 220
Proe=3
VA0 (1A (A0 Ju (1Bt (80 (1420
t t t o t t t
At A\ /A\? At A\ AP
+3t+3(t)+(t) 3t+3(t)+(t) (2.30)
Proec=14

(o2 (3 () (3 = (e (3 (3)) (%)
S () o (20) 0 (2) B () e (2) 4 () e

Ted' uz zaéindme tusit, jak bude vyraz v limité zhruba vypadat pro jakékoli c:

At At At At
(1 + t) e c-krdt - (1 + t) —1= CT + vyrazy s vys$Simi mocninami zlomku - (2.32)

Pokud je ale zlomek At/t opravdu malé ¢islo, jak limita z4dé, tak budou jeho vyssi mocniny jesté
mnohem mensi. Pokud by bylo At/t jedna tisicina, tak bude druhd mocnina tohoto ¢isla jedna miliéntina
atd. Protoze v rovnici[2:32) mdme konecny vysledek, ktery uz ddle ni¢im nendsobime, vyss{ mocniny se uz
nemuzou nijak posklddat do vétsich ¢isel a muzeme je tedy vedle hodnoty cAt/t bezpecéné zanedbat. Za
hodnotu ¢ muzeme v pravé strané rovnice zpatky dosadit z rovnice ¢ = Az-t/At a dostaneme

At At t At
Ax .
—1=1 1+— ) --c-krdt---(1+— ) —1) = Az — - — = Aux. 2.33
e AETO<(+t) ¢ <+t> ) ALY v (2.33)
Kdyz prevedeme —1 z levé strany na pravou, ziskame dulezity vztah

AT~ 14 Az, (2.34)

Kdyz se vratime k rovnici vidime, ze hodnota exponencialni funkce se pfi nepatrném zvyseni
exponentu zméni o

Ae® ~ Ax - e”. (2.35)

2.5 Logaritmus () aneb zkroceni faktoriala

Ukazali jsme si, jak ndm logaritmy uleh¢i pocitani s velkymi ¢isly: domluvime se na urcitém cislu
(zdkladu), ostatni ¢isla si vyjddiime jako mocniny tohoto ¢isla a misto nasobeni velkych ¢isel séitdme
mocniny zékladu. Pozdéji si ukdzeme, ze nejSikovnéjsim zdkladem je ¢islo e. Protoze se s takovymi
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logaritmy po¢itd velmi ¢asto, pouziva se pro né zvlastni zkratka In (z latinského logarithmus natura-
lis, coz znamend prirozeny logaritmus). Zkusme tedy nase znalosti pouzit na vztah pro uréeni poctu
makrostavi rozpusténého hroznového cukru. Timto vztahem je vzorecek

N!

= — 2
nolnl!ng! ( 36)
Pfevedenim na logaritmy (mocniny) zékladu e se vzorecek zméni na
In(Q) = In(N!) — In(ng!) — In(nq!) — In(na!). (2.37)

V tomto vztahu médme samé logaritmy faktoriali. Protoze faktoridl néjakého ¢isla n je soucinem
¢isel od jedné po n
n!l=1-2-3-4-5-6---(n—2)-(n—1) - n, (2.38)

bude logarimus faktoridlu ¢isla n sou¢tem logaritmu ¢isel od jedné po n

In(n!) = In(1) + In(2) + In(3) + In(4) + In(5) + In(6) + - - - + In(n — 2) + In(n — 1) + In(n).  (2.39)

Na prvni pohled jsme si moc nepomohli. Misto mnoha nasobeni nas ¢ekd dlouhé s¢itani. Za chvilku
ale uvidime, Ze sou¢et mnoha logaritmu muzeme témér zdzraéné zjednodusit.

K fteSeni nds dovede otézka, cemu se rovnd rozdil dvou sousednich logaritmu v nasem dlouhém
sou¢tu. Obecné si to muzeme zapsat

1 1
In(z+1) —In(z) =1n <x i > =1In <1 + > , (2.40)
x x
kde z je ngjaké celé ¢islo mezi 1 a n. Pokud budeme rozdil pocitat pro velké x, bude naopak 1/z
malé ¢islo. Podle rovnice [2.34] pro mald ¢isla Ax plati
1+ Az = 2. (2.41)

Kdyz tedy dosadime za Az malé ¢islo 1/, muzeme rozdil logaritmu pocitat jako

In(z+1) —In(z) = In (e%) . (2.42)
Vzpomenme, Ze zipis In(a) znamend ,napis na jakou mocninu musime umocnit ¢islo e, abychom
ziskali ¢islo a“, neboli
a=en, (2.43)
Pokud je ale a = er , je vysledek vidét na prvni pohled: mocnina e je ¢islo 1/x. Takze rozdil logaritmu
se nam jesté zjednodusi

1 1
In(z+1) —In(z) = In (ei) =—. (2.44)
x
Pokud se rozdil logaritmu ¢isel z lisicich se o jedni¢ku rovnd 1/, ¢emu se bude rovnat rozdil vyrazu

x - In(x), ve kterych se x 1is{ se o jednicku?

(z+1) - In(z+1)—z-In(z)=ln(z+1)+z-(In(z+1) —In(z)) =ln(z+1)+z-1In (x—;l)

1 1
1n(x+1)+x~ln<1+) %1n(m+1)+x~ln(e%) =In(z+1)+z-—=In(z+1)+1.(2.45)
x x
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Pro velmi velkd z (mald 1/x) muzeme vysledek vyjddfit pfiblizné jako

1 1 1
ln(x—i-l)—l—:r.ln(l—i—) Rﬁln(x—«—l)—i—xdn(e?) =In(z+1)+z-—=n(z+1)+1. (2.46)
x x

Tentokrat se ve vysledku uz objevuje logaritmus, ¢ehoz vyuzijeme. Zjistili jsme totiz, ze jednotlivé
logaritmy v sou¢tu muzeme piesné vyjadiit podle rovnice jako

1
In(z+1)=(x+1) - In(x+1)—2x-In(z) —z-In (1 + ) , (2.47)
x
ale také piiblizné podle rovnice jako

In(z+ )~ (x+1) - In(x+1) —x-In(z) — 1. (2.48)

K ¢emu je ndm toto zjisténi dobré? To uvidime, kdyz zkusime logaritmy secist:

x In(z+1) (@+1)-In(z+1)—z-In(@)—z-In(1+1) (z+1)-In(z+1) -2 In(z) -1

1 In(2) 2.1n(2) — 1-In(1) — 0,693 2.1n(2) —1-In(1) — 1
2 In(3) 3-1n(3) — 2 In(2) — 0,811 3-1n(3) —2-In(2) — 1
3 In(4) 4-In(4) — 3 -In(3) — 0,863 4-In(4)—3-In(3) — 1
4 In(5) 5-1n(5) — 4 -1n(4) — 0,893 5-In(5) —4-1n(4) — 1
5 In(6) 6-1n(6) — 5 In(5) — 0,912 6-In(6) — 5-In(5) — 1
6 In(7) 7-1n(7) — 6 - In(6) — 0,925 7-1n(7) — 6 - In(6) — 1
7 In(8) 8- In(8) — 7-In(7) — 0,935 8- In(8) —7-In(7) -1
8 In(9) 9-1n(9) — 8 - In(8) — 0,942 9-1n(9) — 8- In(8) — 1
9 In(10) 10 - In(10) — 9 - In(9) — 0,948 10 - 1n(10) — 9 - In(9) — 1
Soucet  In(101) 10 - In(10) — 7,922 = 15,104 10-In(10) — 9 = 14,026

Na prvni pohled jsme séitali logaritmy ¢isel od 2 do 10. Ale protoze In(1) = 0, muzeme ¥ici, ze jsme
secetli logaritmy vsech celych éisel od 1 do 10, tedy vypoéitali In(10!). Ve tietim sloupci jsou vysledky
presného vypoctu, pficemz hodnoty z - In (1 + 1/x) jsou vyjadrené ¢iselné. Ve ¢tvrtém sloupecku jsou
vysledky vypoctu se zaokrouhlenim pro velké hodnoty x. A pravé ten pfiblizny vypocet v poslednim
sloupecku je pro nds uzitecny. K tomu, abychom spocitali vysledny In(n!) ndm totiz staci jen posledn{
fadek. Hodnota 1 -In(1) je totiz nulové (protoze In(1) = 0) hodnoty pro vétsinu z - In(z) se odectou
na dalsim fadku, takze zbyva jen n - In(n) a jednicka za kazdy rddek. A protoze pocet fddku je n — 1,
mame jednoduchy vzorecek

In(n!) ~n-In(n) —n+ 1. (2.49)

Nevadi, ze je vypocet pouze piiblizny? Pro deset molekul ndm vyjde podle tabulky In(n!) ~ 14,0
misto sprdvného 15,1. Pro véts{ pocty molekul je ale chyba vyrazné mensi, nez hodnota In(n!). Od
65 molekul je chyba mensi nez jedno procento. Ve skutec¢nosti jsou pocty molekul v jednotlivych sta-
vech mnohem véts{, pfinejmensim miliardy (ale ¢astéji miliardy miliard). Pro takové pocty se obvykle
zanedbdvé i jednicka ve vzorci 2.49] takze pocéitdme jen

In(n!) = n-In(n) —n. (2.50)
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Hodnota In(1 000 000 000!) je totiz témer 20 miliard, takze nehraje témér zadnou roli, jestli k tomuto
¢islu jednicku pfi¢teme nebo ne. S timto védomim se muzeme bezpecné vratit k logaritmu ) a pfepsat
jej

In(Q2) = In(NY)—In(ne!)—In(ni!)—In(ne!) = N-In(N)—N—ng-ln(ng)+no—n1-In(n1)+n1—ng-In(ng ) +ne.
(2.51)

2.6 Variac¢ni pocet
S nabitymi matematickymi znalostmi se muzeme vratit k puvodni otdzce. V jakém poméru nejspiSe

najdeme isomerni stavy fruktézy ve vodé? Znalosti o naSich molekuldch si muzeme shrnout do ti{
rovnic.

In(Q) = N-In(N)—N —ng-In(ng) + nog —ny1 - In(ny) + n1 — na - In(ng) + na, (2.52)
N = ng + Ny +n2, (253)
N- = ng-eg+n1:-€1+ng-es. (254)

Prvni rovnice je vysledkem prevedeni vztahu pro pocet mikrostava 2 do logaritmického tvaru a
nésledného nahrazeni faktoridlu vyrazy, se kterymi se lépe pOéftéE Druhd rovnice je prostym konsta-
tovanim, ze sec¢tenim poc¢tu molekul v jednotlivych isomernich stavech musime ziskat celkovy pocet
molekul. Tfet{ rovnice je definici celkové energie, tedy primérné energie, kterou jsme si oznacili g,
vynasobené poc¢tem molekul.

Nasim cilem je nalézt poéty ng,n1,ng, pro které je Q (a tedy také In(€2)) nejvétsi. Na prvni pohled
by se mohlo zdét, ze hleddme maximum funkce f = In(Q), kterd zdvisi na nezdvislych proménnych
ng, N1, N2. Pozdéji si ukdzeme, ze k tomuto ucelu dobie poslouzi analyza derivaci zkoumané funkce. Ve
skutecnosti je ale nase tloha jina. Potfebujeme najit vztah mezi proménnymi ng,ni,no, ktery povede
k nejvyssi hodnoté In(Q2). K tomu vyuzijeme dplné jinou oblast matematiky, nez pocitdni derivaci.
Vyuzijeme odvétvi matematiky, kterému se k& variacni pocet.

Soustavu tif rovnic ¢asto fesSime tak, ze dvé rovnice vyndsobime néjakymi ¢isly a vSechny rovnice
pak seétemeﬂ Zkusme to provést i s rovnicemi Protoze nevime, jakym ¢islem rovnice nasobit,
zapiSeme si obecné, ze rovnici vynasobime néjakym é&islem « a rovnici vynasobime né&jakou
konstantmﬂ 153

In(Q) = N-In(N)—N —ng-In(ng) + nop —n1 - In(ny) + n1 — nz2 - In(ng) + na,
a-N = «a-(ng+ni+ns),
B-N-8 = p-(ng-eo+mni-e1+ng-e2), (2.55)

3Pokud budeme poéitat molekuly, méli bychom, pi{sné vzato, misto znaménka = pouzivat =, protoze vztah plati jen
priblizné. Pro obrovské pocty molekul, se kterymi se setkdvame v kddinkdch a zkumavkach, je ale chyba zanedbatelna.
4Napiiklad ze soustavy

3z +2y+z2=1
—x+z=1
—y+z=1
muZzeme hodnotu z vypocitat tak, Ze druhou rovnici vyndsobime tfemi, tfeti rovnici vyndsobime dvéma a vSechny rovnice
secteme. Ziskdme tak jednoduchou rovnici 6z = 6, ze které snadno spocitame, ze z = 1.

5Nemitizeme séitat veli¢iny s riiznymi jednotkami. Protoze In(N) je bezrozmérné &islo, ale N -Z je energie, musime N -
vynésobit néjakou konstantou s jednotkou J 1.
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takze soucet se rovna

m(Q) +a-N+f-N-g=
N-ln(N)—N—n0~ln(n0)+n0—nl-ln(n1)+n1—n2-ln(n2)+n2+a-(no—i—nl—l—ng)—i-ﬁ-(n0-50+n1-61+n2~€2).

(2.56)
Vsechny vyrazy nasobené « a 3 si prevedeme na levou stranu
In(Q)+a-(N—ng—n1—n2)+ - (N-E—ng-e9g—n1-1 —Nag-€2) =
N -In(N) — N —ng - In(ng) +no —n1 - In(ny) + n1 — nz - In(ng) + na. (2.57)
Levou stranu této rovnicd? si oznacime pismenkem L.
L:ln(Q)+a~(N—n0—n1 —TQ)—FB-(N-? —MNg-€g—MN1-€E1 —712'52). (258)

Na prvni pohled se zd4, ze jsme nic neziskali. TFi rovnice jsme secetli, a ve vysledku mame stale tii
proménné. Ve skutecnosti jsme se ale pfipravili na hleddni nejpravdépodobnéjsich poctu molekul uplné
jinym pristupem, nez je feSeni soustavy tii rovnic pro t¥i neznamé. Ten jiny zpusob ndm dokonce umozni
spocitat z nasich ti{ rovnic poéty molekul v libovolném mnozstvi isomernich (nebo jinych) stavi.

2.7 Lagrangeova metoda

Slibeny postup feseni je spojen se jménem italsko-francouzského matematika Josepha-Louise Lagrange.
Zacneme otazkou, co se stane s L, kdyz malinko zménime pocet molekul v jednotlivych isomernich
stavech. Tedy kdyz ¢isla ng, nq, no zménime o malické hodnoty, které si oznacime dng, dnq, dns, zatimco
pismeny ng, n1,ny budeme znacit takové pocty molekul, pro které je Q nejvétsi. Cisla L a In(Q2) se tim
zmén{ o malické hodnoty dL a ¢ 1n(Q)

L+46L = InQ)+6n(Q)+a- (N —ng—9dng—mn1 —dng —ng — ong)

+ ﬁ(N? —ng-€g—0Ng- €y —Np €1 — 0N &1 —n2~€2—(5n2-62). (259)
Kdyz od rovnice [2.59| ode¢teme rovnici [2.58] ziskdme

0L =6In(Q) —a - (dng + dny + onz) — - (dng - €0 + ong - €1 + 0ng - €3). (2.60)

Abychom mohli rovnici vyuzit, musime zjistit, jak zdvisi 6 In(Q2) na zméné dng + dny + dna.
Podle rovnice 2.52]

In(Q) =N -In(N) — N —ng - In(ng) + no — n1 - In(ng) + ny — ng - In(ng) + no, (2.61)
takze
In(Q)+6In(Q2) = N-In(N)—-N
— ng-In(ng) — d(ng - In(ng)) + np + ong
— n1-In(ng) —o0(ny - In(ny)) + ny + ony
— n2-In(ng) — d(na - In(ne)) + na + dna. (2.62)

67 rovnic a vyplyva, #e vyrazy v zavorkach za Feckymi pismenky a a 3 se rovnaji nule. Pro dal&f postup ale
bude vhodné tyto nulové ¢leny v rovnici zachovat.
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Odeétenim rovnice 2.61] od [2.62] ziskdme

dIn(Q) = —d(no - In(ng)) + dng — 6(ny - In(ny)) + dng — 6(na - In(nz)) + dns. (2.63)

V rovnici 2.63] potfebujeme vyjadrit hodnoty zmén §(n; - In(n;)), kde jsme si pismenkem 4 oznagili
obecné jeden ze stavu 0, 1, 2, abychom nemuseli rozepisovat postup tiikrat. Nejde o nic jiného, nez
o variantu vypoctu v rovnici kde jsme hledali rozdil mezi sou¢inem z -In(z) a podobnym souc¢inem
pro x o jednicku vyssim. Jediny rozdil je, Ze ted neporovnavime vyrazy pro x zvySené o jednicku, ale
pro n; zvysené o malou hodnotu dn;. Rovnici proto musime trochu ptrepsat:

d(n; - In(ny)) = (ng + 0n;) - In(n; + dn;) — ng - In(ng) = dn; - In(n; + on;) + n; - (In(n; + on;) — In(ny))
= 0n; - In(n; +0n;) +n; - In (M> = dn; - In(n; + 6n;) +n; - In (1 + 67”)

Uz n;

sny .
~ on; - In(n; + 0n;) +n; - 1n (eTi) = on; - In(n; + on;) +n; - omi = on; - In(n; + on;) + on;.

Uz

(2.64)

Pii tpravé na exponencidlni tvar jsme vyuzili jsme toho, ze vznikly zlomek dn;/n; je velmi malé
¢islo. Vysledek dosadime za vyrazy —d(n; - In(n;)) + dn; z rovnice

—d(n; - In(n;)) + on; = —on,; - In(n; + on;) — on; + dn; = —dn; - In(n; + dny). (2.65)

7 vyrazu ve vysledném logaritmu muzeme vytknout n;

—én;-In (n (1 + 5:)) — o, - <1n(ni) +In (1 + 5:)) . (2.66)

Opét vyuzijeme toho, ze vznikly zlomek dn;/n; je velmi malé ¢islo

—on, - (ln(ni) +In (e*)) — o, - (ln(ni) + 5”1') = —on; - In(ng) — n; (5”">2. (2.67)

i n;
Pokud je zlomek dn;/n; opravdu malé ¢islo, bude jeho druhd mocnina jesté mnohem mensf a muzeme
ji zanedbat. Ziskdme tak
dIn(Q) = —dng - In(ng) — dng - In(ny) — Ing - In(neg), (2.68)

coz muzeme dosadit do rovnice [2.60]

0L = —dng-In(ng) — dény - In(ny) — dns - In(ngy)
- - ((57’L0 + dnq + (5”2) - pB- (577/0 -9+ 0ny -1+ ong - 82). (269)

V této rovnici mame uz jen zmény poctu molekul dng,dni, dns, které si muzeme vytknout pred
zavorky a ziskame

0L= — Idng- (ln(no) +a+p- Eo)
— ong-(In(ny) +a+ B -e1)
— ong- (In(n2) + o+ B - e2). (2.70)
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Vratme se opét k ptivodnimu tvaru rovnice m

0L =6In(Q) —a- (dng + dny + 0nz) — B+ (dng - €9 + ong - €1 + 0na - €3) (2.71)

a podivejme se na ni trochu jinyma o¢ima. Nebudeme ted provddét matematické tpravy, ale za-
myslime se, Gemu se mus? rovnat jednotlivé leny na pravé strané. Cemu se rovng ¢len nésobeny ¢islem
a? K rovnici[2.60]jsme se dostali tak, ze jsme vzali pocty molekul ve stavech 0, 1, 2, pro které je Q nejvéts
a zménili je o hodnoty dng, dng, dny. Celkovy pocet molekul po této zmeéné je ng+dng+ni+oni+na+dins.
Ale pozor! Celkovy pocet molekul je porad konstantni, rovny ¢islu N. Tomuto ¢islu se tedy musi rovnat
nejen pocet molekul pfed zménou

N =Ny + 1 + n9 (272)
ale i poc¢et molekul po zméné
N =ng+ 6ng +nq1 + ony + no + dna. (273)
Z toho vyplyva, ze
ong + 6nq + dng = 0. (2.74)

Podobné je tomu i s energii. Energie pii po¢tech molekul s nejvyssim 2 i energie pii jinych poctech
molekul je rovna N - Z. Proto musi platit

5n0 ~ €0+ 5TL1 cEe1 + (5712 cE9 = 0. (275)

Ted uZ ndm zbyva uréit jen ¢ In(£2). ProtoZe nés nakonec zajimd nejvétsi In(Q), tak kyzenou hod-
notu 0 In(Q2) vlastné zndme. Chceme, aby In(€2) byla nejvétsi, tedy aby odchylka od této hodnoty byla
nulovd. Hleddni nejvétsiho In(Q2) je totéz, jako hledani nulové zmény 0 In(Q2) (pfi malickych zméndch
dno, dny, onsg). Vidime, ze pro nejvétsi Q budou vsechny ¢leny pravé strany rovnice rovné nule

SL =38In(Q) —a - (dng + dng + ong) —B - (0ng - €9 + dny - €1 + ong - £2) = 0. (2.76)
0 0 0

Pokud se ale rovnd nule 6L, musi se (pro nejvétsi ) rovnat nule i pravé strana rovnice

0L=0= -— 5n0-(1n(n0)+a—|—,@-50)
— ony-(In(ny) +a+ - e1)
— ong - (In(n2) + o+ B - e2). (2.77)

Mezi hodnotami dng, dnq, dny pritom nejsou zddné jiné vztahy kromé téch, které jsme uz do nasich
tvah zahrnuli, kdyz jsme dosli k zadvéru, ze posledni dva ¢leny oznacené svorkou v rovnici jsou
nulové. Aby se levd strana rovnice [2.70| rovnala nule pro ruzné nenulové hodnoty dng, dn1, dne, musi se
nule rovnat i vSechny zavorky nésobici dng, dn,dng na pravé strané.

0 = In(ng)+a+p-eo, (2.78)
= In(ny) +a+ - e, (2.79)
= In(ne)+a+p- e (2.80)

Obecné muzeme misto ng, n1 a ny psat n;. Kdyz si prevedeme In(n;) na levou stranu, muzeme pro
kazdy isomerni stav psat
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—In(n;)) =a+p0-¢.

Diky vzorecku [£:28 muzeme vyjadiit piimo poéty molekul v jednotlivych isomernich stavech

n; = e (@) — gma g=Bei
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(2.81)

(2.82)

Tento vztah piitom plati obecné. Af uZ je isomernich stavii kolik chce, musf byt viechny zavorky
nasobici dn; v rovnici rovny nule. MtiZeme tak spoéitat poéty molekul v jednotlivych stavech, at uz
je moznych stavi libovolné mnozstvi, tedy pro jakykoli po¢et proménnych n;. Tak muzeme napiiklad pro
nds roztok hroznového cukru spocitat funkce vSech péti isomernich stavi (véetné a-D-fruktopyranosy a

otevieného fetézce, kterym budeme fikat ,stav 3¢ a ,stav 4“):

ng = e~ (atBe0) — g—a o=B-e0
ng = e (@tfe) —gma e
- o—(atBea) _ gma e
ns e (atfes) — gmo o= fes
ng = e~ (atBes) _ g—a o—Bes

Protoze naSe rovnice obsahuji kromé poc¢ti molekul v jednotlivych stavech také zatim neznamé

v

parametry a a 3, musime si soustavu péti rovnic [5.2842.86| rozsitit jesté o dalsi dvé rovnice. Pouzijeme

rovnice [2.93] a [2.54]

N = no—|—n1+n2+n3—|—n4

N-E = ng-eg0+ni-€1+no-e2+mng-€3+nyg-€4

Parametru a se muzeme zbavit docela snadno tak, ze rovnice [5.2812.89] se¢teme. Na obou strandch

rovnice ziskdme soucty ng + n1 + ne + ng + ng, které se vzijemné odectou a zbude nam

N =e ©%. (6_5'50 + e—ﬂ'gl + e—ﬁ'fz + 6_5'53 + 6—5'54) ,

N

—Q

e

= 6—5'50 —+ e—ﬁ'sl —+ e—B'52 —+ 6—5‘53 + 6—5'54 -

N
PR

kde jsme si soucet exponencidlnich ¢lenu s energiemi oznacili pismenkem z.
Vysledek rovnice 2.91] muzeme dosadit do rovnic [5.28H2.89] Navic je praktictejsi pocitat ne pifmo

pocty molekul, ale poméry udavajici kolik molekul z celkového poctu je v daném stavu:

ng e~Feo
N e—Beo 4 e—Be1 4 g=Be2 4 e—Bes 4 e Bea
ny e B
N e—Beo 4 e Be1 4 g=Bez 4 eBes 4 eBea
o 6*5'62
N e=Beo 4 e—Ber 4 g=Be2 4 e=Bes 4 gBea
n3 e Fes
N e~Feo fe=Be1 4 emBe2 4 emFes 4 o hea
n e hea

N 6*5'50 + e*,B'El + e*ﬁ'EQ —+ e*ﬂ'53 —+ 6*5'54

o—B-e0

z
o

z
e*ﬁ'Ez

z
6—3‘53

z
e—ﬁ'54

z

(2.90)

(2.91)

(2.92)
(2.93)
(2.94)
(2.95)

(2.96)
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Dospéli jsme k dilezitému vztahu, zndmému jako Boltzmanniuv zdkon. Jediné, co ndm chybi k
vypoctu konkrétnich poc¢tu molekul v jednotlivych stavech, je dosud neuréend hodnota parametru 5.
Na prvni pohled muzeme k vypoctu posledniho nezndmého parametru § vyuzit rovnici Po
dosazeni za ng, n1,n2, n3, ng a vydéleni obou stran rovnice celkovym poctem molekul ziskdme vyraz pro
stfedni hodnotu energie
go-e P fgpemhe fgyeTPe2 pogeTPE gy e

g= - . (2.97)

Praktickym problémem ale je, odkud ziskat nezavisly vyraz pro hodnotu stfedni energie €. K tomu
nadm pomohou uvahy o nécem, co na prvni pohled neméa s isomernimi stavy nic spole¢ného. Uvahy
o tepelngch strojich.



Kapitola 3

Prace

It is important to realize that in physics today, we have no knowledge what energy is.
Richard P. Feynman

Matematika: Integral ur¢ity a neurcity, diferencial, derivace jako limita, smérnice tecny, derivace pii
hledani extrému, derivace mocninné funkce.

3.1 Vnitfni energie aneb virtualni realita v chemii

Na prvni pohled by se ndm mohlo dokonce zdat, ze snaha spocitat zmény celkové energie obrovskych
mnozstvi molekul, se kterymi v chemii pracujeme, je naprosto beznadéjna. Takovy pesimismus ale neni
na misté. Je moznd ziskat velmi dobré odhady zmény energie, pokud pouzijeme par zjednodusujicich
avah.

Nejdiive se musime domluvit, co povazujeme za ,,celkovou energii molekul®. Pokud zvedneme kadinku
s jednim litrem roztoku hroznového cukru o jeden metr, vykondme praci pfiblizné 10 J. Energie kadinky
s roztokem bude o 10J vyssi. D4 rozum, Ze v chemii ndm o tento druh energie nejde. Nés zajimaji jiné
zmény energii, souvisejici s tim, co se déje s molekulami, at uz kddinka stoji na zemi nebo na skiini.
Takové energii fikame vnitrni energie a budeme ji znagit U.

Déle budeme potiebovat konkrétni predstavu o souboru molekul, jejichz energie poc¢itame. Obsah
kadinky s roztokem hroznového cukru si muzeme v mysli rozdélit na malé kousky obsahujici vzdycky
jednu molekulu fruktézy a vétsi pocet molekul vody. My ale nebudeme pocitat energie téchto skute¢nych
wkousku roztoku“, které se od sebe vzdy trochu lisi. Misto toho se ponoifime do virtudlni reality a
predstavime si, Ze se nas roztok sklada z velkého poctu kopii kouzelnych skiinék s neviditelnymi sténami
a v téchto skiinkédch sedi molekuly fruktézy obklopené vodou. V kazdé skiinice by mohla byt uzamdcena
jedna molekula. Fyzikalné spravnéjsi postup je zaviit do kouzelné skiinky mnoho molekul a vyrobit
obrovské mnozstvi kopii takovych skiinék. Pocet kopii muzeme v piipadé potieby zvySovat az do ne-
konec¢na, coz nam v nasi virtudlni realité usnadni nékteré vypocty a tivahy. Nic nam naptiklad nebrani
v tom, aby se pocty skiinék libovolné priblizily nekoneénu a In(n!) se rovnal n - In(n) — n presné. Velky
pocet molekul v jedné skiifice ndm zase umozni zachazet se skiiikami jako s makroskopickymi ob-
jekty, zatimco jednotlivé molekuly bychom méli spravné popisovat pomoci kvantové mechaniky. Tim se
naptiklad vyhneme problému nerozlisitelnych ¢astic. Kouzelné skrinky pfitom budou mit takové vlast-
nosti, aby se jejich soubor choval stejné, jako roztok hroznového cukru. Bude to, jako bychom hrali
pocitacovou hru, ale naprogramovanou podle skuteénych fyzikdlnich zakonu.

Kazdé z naSich virtualnich kouzelnych skiitnék ma néjakou vnitini energii. O kolik se zméni celkova
vnitini energie, kdyz ovlivnime energie jednotlivych skiinék? Je zména celkové vnitini energie prosté
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souCtem zmén vnitinich energii jednotlivych skiinék? Nékdy ano, nékdy ne. Zalezi na tom, jak silné na
sebe sousedni skiinky pusobi. V plynném stavu se molekuly jen malokdy dostanou k sobé tak blizko,
aby na sebe pusobily velkou silou. V roztoku jsou molekuly neustéle v kontaktu s okolnimi molekulami.
Molekuly vody na molekulu fruktézy ptsobi silami tak velkymi, ze to energii fruktdzy vyrazné ovlivni.
Tyto sily ale ovlivni energii vech kouzelnych skiinék podobné a nemusi mit velky vliv na zménu celkové
vnitini energie po vnéjsim zasahu. Na ¢em tedy presné zalezi?

Predstavme si, ze molekuly [-D-fruktopyranosy ve dvou sousednich kouzelnych skiinkéach jsou si
tak blizko, ze na sebe pusobi velkou silou. My vynalozime na kazdou molekulu praci W, abychom z ni
udélali 8-D-fruktofuranosu. Tim zménime energii molekul v kazdé skiiiice o néjakou hodnotu. Ozna¢me
si zménu energie skiinky vlevo A&y, a skifnky vpravo ASPEI Kromé toho se ale také zmeénfi sily, kterymi
na sebe molekuly fruktézy pusobi, protoze ted jde o jiné molekuly (misto S-D-fruktopyranos méame
B-D-fruktofuranosy). Sily mezi molekulami S-D-fruktopyranos, které byly ve skifiikdch pfed vnéjsim
zéasahem, by byly schopné vykonat jinou praci, nez sily mezi molekulami S-D-fruktofuranos, které
mame ve skiinkdch po zdsahu. Tento rozdil ve schopnosti vykonat praci také predstavuje rozdil energie
(ozna¢me si jej AELp), o ktery se zmeéni celkova vnitini energie. Jakou celkovou zménu vnitini ener-
gie nase vynalozend prace zpusobila? Pro dvé kouzelné skiiiiky je to A&y, + Afp + A&y, p. Vidime, Ze
v tomto pripadé neni zména celkové vnitini energie sou¢tem zmén vnitinich energii jednotlivych kou-
zelnych skiinék. Kdybychom ale stejnym zptsobem vynalozili praci na zmény isomernich stavii molekul
fruktézy, které jsou od sebe tak daleko, Ze na sebe pusobi jenom zanedbatelnymi silami, tak muzeme
zanedbat rozdil energie A&, p zpisobeny zménou vzajemnych sil mezi molekulami riiznych isomernich
stavi. V tomto pfipadé je zména celkové vnitini energie sou¢tem zmén vnitinich energii jednotlivych
kouzelnych skiinék A&, + A€p. A praveé pro takové pripady, kdy vnéjsi prace méni jen malicko sily mezi
sousednimi kouzelnymi skiinkami, budeme zmény vnitini energie pocitat. Nebylo by pro nas nejlepsi,
kdyby vnéjsi zmény nemély vubec zadny vliv na sily mezi sousednimi kouzelnymi skiifikami? Kupodivu
ne. Pro¢, to nam ukaze tivaha o tepelné rovnovdze.

3.2 Prace a teplo

Zatim jsme predpokladali, ze vSechna nase vynalozena préace se vyuzije na zvySeni vnitini energie. To
by ale platilo jen tehdy, kdyby byl obsah nasi kddinky dokonale izolovan od okoli. Ve virtualni realité
lze néco takového snadno naprogramovat. Ve skutecném svété se ale ¢ast vynalozené prace pfeméni na
teplo. A také naopak, pii zahtati kadinky ¢ast tepla zvysi vnitini energii a ¢ast vykona praci. Anebo
jesté jinak, slovy pruni véty termodynamiky: zvySeni vnitini energie AU se rovnd souc¢tu dodaného tepla
Q a prace W

AU =Q+W. (3.1)

Chceme, aby nase virtualni realita popisovala, co se déje se skutetnymi molekulami. Proto bude
uzitec¢né, kdyz ji naprogramujeme tak, aby si roztok hroznového cukru mohl vyménovat s okolim teplo.
Pfesnéji feceno tak, aby vyména tepla byl jediny zpisob, jakym na sebe sousedni kouzelné skiinky
pusobi.

Pojem teplota dobte zndme z bézného zivota. Kdyz si chceme v 1été ochladit unavené nohy, ponoiime
je do vody, ktera je studend. Kdyz si chceme naopak v zimé po bézkach promrzlé nohy zahiat, stréime
je do vody, ktera je tepld. Vlastnost, ktera popisuje, jestli je néco teplé nebo studené, se jmenuje teplota.
Teplota je nejen obecnd vlastnost, ale piimo fyzikalni veli¢ina. Je to ale veli¢ina mnohem tajemnéjsi, nez
treba délka. Kdyz ve starych dobach chtéli lidé néjakym ¢islem popsat vzdalenost, mohli ji jednoduse
porovnat s néjakym télesnym rozmérem. Rikalo se, ze most je dlouhy sedesat stop nebo sedesat loktil.

1Pro nas konkrétni pifklad zmény S-D-fruktopyranosy na B-D-fruktofuranosu se bude AL, i AEp rovnat hodnoté,
kterou jsme si oznacili €1.
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To si kazdy dokéazal predstavit, protoze chodidla i pfedlokti riznych dospélych lidi jsou piiblizné stejné
dlouh4 (asi 30 cm). Teplotu véci kolem nés sice muzeme také porovnavat s nasi télesnou teplotou (podle
toho jim Fikdme studené a teplé), co ale znamens, ze teplota je dvakrdt vetsi?

Muzeme mit dojem, ze mozné diive bylo tézké urcit, kolikrdt je teplota jednoho télesa vétsi nez
teplota druhého, ale dnes to nenf zadny problém. Mame prece teploméry. Rikaji ndm ale nase teploméry,
kolikrat je napiiklad vétsi naSe télesnd teplota nez teplota vzduchu kolem nés? Reknéme, si stréime
lékarsky teplomér pod pazi a naméiime teplotu 36 °C. Pak se podivame za okno na venkovni teplomeér,
ktery ukazuje 9 °C. Jednoduchy vypocet ndm iika, ze 36 : 9 = 4. Znamena to, ze nase teplota je ¢tyfikrat
vétsi, nez teplota venku? Predstavme si, ze bychom pouzili americké teploméry, které neukazuji stupné
Celsia, ale stupné Fahrenheita. Pak bychom pod pazi naméfili 97 °F a za oknem 48,5 °F. Ted to zase
vypadd, ze nase teplota je dvakrat vétsi, nez teplota venku, protoze 97 : 48,5 = 2. Zjistili jsme hroznou
véc: ani moderni teploméry ndm nefikaji, kolikrat je jedna teplota vétsi, nez druhd. Pfesné umime fici
jenom to, jestli jsou dvé teploty stejné, nebo ruzné. A s tim si budeme muset na chvili vystacit.

Cestu ke stavu, ve kterém maji dva predméty stejnou teplotu, ukazuje nultd véty termodynamiky:
pokud dva predméty ponechdme dostatetnou (v nasi virtudlni realité nekonec¢nou) dobu v kontaktu,
budou mit stejnou teplotu. V tomto pripadé vime, ze teplo nemé duvod piechizet z jednoho predmétu
na druhy. Tomuto zvlastnimu piipadu fikame tepelnd rovnovdha. A pravé pro tento pripad budeme
pocitat vnitini energie virtualnich kouzelnych skiinék. V nasich vypoctech budeme predpoklddat, ze
ruzné kouzelné skiinky jsou pofad v tepelné rovnovaze, maji stéle stejnou teplotu. Proto potiebujeme,
aby se vzajemné ovliviovaly, pfesnéji feceno, aby si byly schopny vzijemné vyménovat teplo. Kdyz
se v jedné skiince na okamzik teplota nepatrné zvysi, tato skiinka ihned predd trochu tepla okolnim
skiinkam. To by mélo samoziejmé zpusobit zvyseni teploty v okoli. V nasi virtudlni realité ale umime
zahiati okoli zabranit. Jak je to mozné? Piedstavme si, Ze nase kouzelné skiinky maji tvar krychle.
Kazda krychle se dotyka kazdou svou sténou Sesti dalsich krychli, kterym preda teplo. Do kazdé sousedni
krychle tak piejde jen Sestina tepla uvolnéného z prostiedni krychle. Ale i okolni krychle jsou obklopeny
dalsimi krychlemi, kterym mohou pfedat nadbytecné teplo. Takto se teplo rozsiii do vSech krychli, které
popisuji nas virtualni roztok. Protoze naSe vypocty chceme provadét pro obrovskd mnozstvi kouzelnych
skifnék, kazda z nich se ohfeje jen zcela zanedbatelné. Okolni skiinky tak slouzi jako tepelnd ldzen.

3.3 Tepelné stroje

V kapitole [3:2)jsme si fekli, ze prdce, kterou kondme, kdyz na molekuly pusobime silou, se muze ¢dsteéné
preménit na teplo. Plati to ale i naopak. Molekuly, kterym doddme zahidtim teplo, pro nds mohou
néjakou praci vykonat. Molekuly, nebo 1épe kouzelné skiinky s molekulami, se tedy mohou chovat jako
tepelné stroje. Zda se, ze jsme se od chemické rovnovahy dostali hodné daleko, nékam k turbindam a
parnim strojum. Tato odbocka ndm ale umozni pochopit, co se vlastné skryva za tajemnou veli¢inou,
které fikame teplota a kterou vlastné ani teplomérem neumime pofadné zméfit. A préavé teplota bude
nakonec tim poslednim dilkem, ktery ndm umozni slozit hlavolam chemické rovnovahy.

Jakym zpusobem muzeme zkoumat kouzelnou skiinku chovajici se jako tepelny stroj? Predstavme
si, ze skifiika m& tvar hranolu, jehoz jedna sténa muze volné klouzat jako pist (obrdzek ) Dva
rozmeéry skiiilky jsou tedy pevné dané, tfeti se méni s polohou pistu. Dovniti skifiiky nevidime, ale
vime, ze molekuly obcas narazi na pohyblivou sténu. Ac¢koli nédplni tepelnych stroju mohou byt plyny
i kapaliny, pro jednoduchost budeme predpokladat, ze nase kouzelna skiinka je naplnéna plynem. Dale
budeme ptfedpokladat, ze pohyblivd sténa v na§i virtualni realité klouze opravdu volné, bez tfeni, a pii
ndrazu molekuly se nijak nezméni (nedeformuje, neohfivd). V tomto pfipadé by ndraz prvn{ molekuly
mél sténu uvést do rovnomérného pifmocarého pohybu (predat ji néjakou hybnost) a ndraz kazdé dalsi
molekuly by mél pohyb stény vice urychlit. Abychom zabranili nekontrolovanému zrychlovani pistu,
budeme na néj z druhé strany, zvenci, pusobit néjakou vnéjsi silou F.,.. Pokud bude tato sila pusobit
kolmo na pist, muzeme velikost sily F,x vydélit plochou pistu o a ziskdme wvnéjsi tlak Py, kterym
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na pist pusobime my. Tento tlak se bude nejspis lisit od tlaku molekul P ve skiiice, ktery nezndme.
Nejjednodussi by bylo, kdybychom na pist plisobili konstantnim tlakem, ktery by se neménil, af uz by
se uvniti skiinky délo cokoli. Toho lze dosdhnout napiiklad tak, Ze na pist budeme pusobit konstantni
silou néjakého zavazi. Nebo muzeme umistit celou skfiiiku do vétsi nddoby, ve které udrzujeme staly
tlak, ktery pusobi zvnéjsku na pist. Co se bude piitom dit?

Pokud bude tlak P uvnitt skiinky vétsi, nez nas vnéjsi tlak Py, budou molekuly posouvat pist ven
ze skifnky. Tim ale poroste objem skiiiikky V. Az budeme v ¢asti hledat, co se pod pojmem tlak
plynu vlastné skryvd, zjistime. ze tlak P je nepifmo tmérny objemu V (rovnice . Proto se bude se
zvétsovanim objemu tlak uvniti skiinky snizovat, dokud neklesne na hodnotu Pey. V tomto okamziku
doséhneme mechanické rovnovdhy, tlaky se vyrovnaji a pist nebude mit divod pohybovat se ani na
jednu, ani na druhou stranu. Nez se ale tlaky vyrovnaly, vytlacily molekuly ve skiince pist o néjakou
hodnotu Ax. Jde o proces nevratny, pist se pfi ném pohybuje jen jednim smérem, smérem k ustanoveni
mechanické rovnovahy. Protoze jsme na pist pusobili konstantni silou Foyx proti sméru jeho pohybu,
vykonal pro nas stroj praci

W = —F Ax. (3.2)

Pravou stranu této rovnice muzeme rozsitit hodnotou plochy pistu o, tedy hodnotou o vyndasobit
drahu Az a vydélit silu Fey. Dostaneme tak stejnou praci vyjadienou pomoci vnéjsiho tlaku Py a
zmény objemu skifky AV:

Az -0 = —PuAV. (3.3)

3.4 Vratné déje a malé zmény

Vsimnéme si, ze vykonana préce je ur¢ena vnéjsim tlakem Py, rovnice [3.3] ndm nic netfikd o tlaku
molekul v kouzelné skiince. Kdyz bychom napiiklad skiinku béhem vyrovnavani tlaku postupné zahiivali
a chladili, ménil by se tlak P jinak, nez v puvodnim pokuse. Pokud bychom ale zahfivani a chlazeni
provadeéli sikovné tak, aby pist nakonec doputoval do stejného mista, byla by vykonana prace stejné. Z
hodnoty —Pox AV bychom se tak viitbec nedozvédéli, ze se s nasi kouzelnou skiinkou délo néco jiného.

Protoze nastavovat a méfit muzeme pouze vnéjsi tlak Py, existuje jen jedind moznost, jak sledovat
tlak P béhem experimentu. Udrzovat kouzelnou skiifiku v mechanické rovnovaze béhem celého pokusu,
jiz od samého zac¢atku. Tedy ménit vnéjsi tlak Py, prubézné tak, aby se rovnal tlaku uvniti skiinky P.
Pak bude v kazdém okamziku platit P., = P, takze méfenim vnéjsiho tlaku P,y budeme automaticky
sledovat prubéh tlaku molekul ve skiirice P. Protoze budou béhem celého pokusu tlaky na obou stranach
pistu stejné, pujde o proces vratny. Nepatrné zvyseni tlaku na jedné ¢i druhé strané pistu posune pist
jednim ¢ druhym smeérem.

Mechanicka rovnovaha ale nestaci. Vnitini energii méni nejen dodand ¢i vykonana prace, ale i
vymeéna tepla. Pfenos tepla ma ptitom jasny smér. Téleso s vyssi teplotou vzdy predéva teplo télesu s
nizsi teplotou. Méla by nas tedy zajimat i teplota uvniti kouzelné skiinky. Narazime tu ale na stejny
problém, jako v piipadé tlaku. Méfit muzeme pouze vnéjsi teplotu, k teploté uvniti kouzelné skiinky
pristup nemame. Také feSeni tohoto problému je stejné, jak jsme si ukéazali v piipadé tlaku. Musime
kouzelnou skifnku udrzovat také v tepelné rovnovdze. Ménit vnéjsi teplotu prubézné tak, aby se vzdy
rovnala teploté molekul uvniti kouzelné skiinky. Opét tak pujde o vratng déj. Nepatrné zvyseni teploty
uvnitF nebo vné kouzelné skiiniky zpusobi malicky pfenos tepla jednim ¢i druhym smérem.

Vysvétlili jsme si, pro¢ se ke zkouméni vlastnosti molekul hodi vratné tepelné stroje. Zaroven si ale
musime pfiznat nevyhody takovych stroju. Udrzovani mechanické a tepelné rovnovéhy vyzaduje, aby
se vSechny zmény dély velmi pomalu a teplota a tlak mély vzdy dost ¢asu se vyrovnat. Takovy stroj by
nebyl moc uzitecny prakticky, ale nds dovede k rozlusténi tajemstvi teploty.
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Obréazek 3.1: Integrovéni ve vypoétu prace. Kouzelna skifiika s pistem (A), prace jako obsah obdélniku —Fex - Az (B),
prace jako obsah obdélniku —Pex - AV (C), price jako soucet (integrdl) obdélnicku —Pex - dV (D), prace jako soucet
(integral) obdélnicku dw = — Pex - dV/, stejné velkych, jako v panelu D, ale jinak orientovanych (E). Detaily jsou popsény
v textu.

3.5 Prace jako integral

Neustalé vyrovnavani vneéjstho tlaku wvratného tepelného stroje také prinasi jeden vypocetni problém.
Vykonanou prici uz nemuzeme spocitat jednoduse jako vyndsobeni konstantniho tlaku (nebo konstantn{
sily) zménou objemu (nebo nebo drahou, kterou pist urazi). Tlak a sila se ndm méni takika pod rukama,
matematiky zvanou intfinitezimdlni pocet.

Praci, kterou vykona pist kouzelné skiiniky, na ktery tlacime konstantni silou, si muzeme znazornit
graficky. Rovnice, popisujici tuto praci jako

W = —Fo Az = — P, AV, (3.4)

nam Fika, ze velikost W se rovna plose obdélniku, jehoz strany jsou Fex a Az (obrézek ) nebo
P a AV (obrdzek ) Pokud si tedy do grafu vyneseme Fg, jako funkci proménné x, nebo Pey jako
funkeci proménné V| je velikost prace rovnd (obdélnikové) plose pod grafem funkce Fox nebo Py mezi
body danymi pocate¢ni a konetnou polohou pistu x, nebo pocatetnim a koneé¢nym objemem kouzelné
skiinky V. Totéz plati v piipadé vratného stroje, kdy silu Fex neboli tlak P, béhem pokusu prubézné
ménime, abychom stéle udrzovali mechanickou rovnovahu. Jedinym rozdilem je, ze grafy funkci Fyy a
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P,y jiz nejsou vodorovné (polo)piimky, ale néjaké kiivky (obrdzek ) Graficky si takovou plochu
dokazeme jisté snadno predstavit, jak ji ale spocitat?

Muzeme vyjit z predstavy, jak bychom mohli silu nebo tlak upravovat. Ptedpoklddejme, ze na zacatku
je poloha pistu z1 a objem skiiiiky Vi. Vnéjsi tlak nastavime na hodnotu Pe; tak, aby Pex1 = P. V
tuto chvili je vse v pofadku. Poté, co se pist posune o malicky tisek Az do polohy zs a objem vzroste
o malicky piirustek AV = gAx na hodnotu V5, ale tlak ve skiiiice poklesne a my musime P, malicko
upravit na hodnotu P 2. Mechanickd rovnovaha se ndm na chvilicku obnovi, ale po dalsim posunut{
pistu o Az musime tlak upravit znovu, tentokrat na hodnotu Py 3. Cemu se rovnd vykonana prace?
Mezi polohami pistu z; a xo byl vnéjsi tlak F.x konstantni, rovny Pe i. Prace vykonanou s timto
nastavenim tlaku vypocitat umime, bude rovnd Aw; = —Fex 1AV. Tento vypocet se od rovnice
lis{ jen tim, ze AV je tentokrdt jen nepatrnd zména objemu, zatimco v rovnici §lo o celkovou
zménu objemu, kterd mohla byt hodné velkd. Vypocétena prace je ale jen malym piispévkem k celkové
praci vykonané béhem naseho pokusu, piispévkem za kratickou chvilku, kdy udrzujeme vnéjsi tlak na
hodnoté Py . Proto jsme si tento piispévek k celkové préci oznacili jako Aw;. Podobné spocitame
préaci pii tlaku nastaveném na Pex 2 jako Awy = —Pex oAV a tak déle, az do posledni zmény objemu s
tlakem nastavenym na Py ,. Celkovou energii ziskdme tak, Ze jednoduSe secteme

W = Awi + Awy + Aws + -+ - + Awy, = —(Pex 1 AV + Pex 90 AV + Py sAV + - - + Py , AV),  (3.5)

coz graficky odpovidd plose pod lomenou ¢drou piipominajici schodisté (obrézek ) Tento
vysledek ale neodpovidé uplné presné prubéhu tlaku P uvniti kouzelné skiinky. Béhem doby, kdy byl
P,y nastaven na urcitou hodnotu, se tlak P pfece jen malicko zménil. K dokonalé mechanické rovnovaze
se priblizime tim lépe, ¢im budou zmény Ax a AV mezi prenastavenim tlaku mensi. Zménu objemu
blizici se nule muzeme matematicky zapsat pomoci limity

dV = lim AV, (3.6)
AV —0

kde jsme nekonecné maly rozdil oznacili pismenkem d, jak je v matematice zvykem. Takovyto ne-
kone¢né maly rozdil se nazyva diferencidl.

Dtive nez budeme premyslet, jestli néco takového lze spocitat, zamyslime se nad tim, jak vibec
takovy nekoneény soucet napsat. Soucty neboli sumy fady nespojitych (diskrétnich) hodnot je zvykem
zapisovat pomoci feckého pismene sigma s vyznacenim prvniho a posledniho ¢lenu fady, které scitdame.
Napiiklad soucet piispévki k praci pfi postupném snizovani vnéjsiho tlaku muzeme struéné zapsat

W= zn: Aw(i) = — Zn: Poc i AV (3.7)
=1 =1

Némecky matematik Gottfried Wilhelm Leibniz vymyslel roku 1675 zapis, ve kterém soucet ne-
kone¢né malych a tedy vlastné spojité se ménicich hodnot oznacil pismenkem S (timto pismenkem
za¢ind nejen Ceské slovo soucet, ale i latinské summa). Protoze séitdme velmi malické hodnoty, piseme
také pismenko S hodné hubenéﬂ takto: [. NaSe nekonecné soucty nekoneéné malickych hodnot se
zapisuji

w
W= / dw (3.8)
0

a

2Leibniz pouzil stfedovéky znak, kterym se odliovalo ,s“ na zacatku nebo uprostied slova od koncového ,s“.
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Vi
W= — / PodV (3.9)
Vi

a 1ika se jim integrdly. Hodnoty proménné, od které po kterou chceme plochu pod grafem secist,
zapisujeme pod a nad znak integralu a fikame jim meze.

Nekoneénym zmensenim piirustka objemu dV mezi tpravami vnéjsiho tlaku dosdhneme toho, ze
P« = P béhem celého pokusu. Rovnici tedy muzeme piepsat

Vi
W= —/PdV. (3.10)
|41

K tomu, abychom tento integral, plochu pod grafem funkce P(V'), spocitali, ndm pomuze tivaha
nad rovnici 3.8] Rovnice [3:8 ndm k4, ze s¢itdme malé plosky dw. Kazd4d z téchto plosek je jind, zdvisi
na tom, jaky je v daném okamziku tlak P. Tento okamzik popisujeme objemem V', ktery pravé v tu
chvili kouzelnd skifiika mé. Proto zapisujeme tlak jako funkci objemu P(V'). V rovnici to muzeme
zdlraznit zadpisem

w
W= [ dw(V). (3.11)
/

My vime, ze kazdéd plocha mé obsah dw(V) = PdV. Stejné ¢islo ale dostaneme, kdyZ vyndsobime
vysledny obsah jednickou dw(V) = 1 - dw(V'). Takovy zépis sice vypadd legracné, ale pomuze nasim
grafickym tvaham.

Graficky si plosky dw (V) muzeme poskladat ,nastojato, tak ze jejich sifka bude stdle stejnd, rovna
jedné (obrézek ) Vyska se pak bude rovnat hodnoté dw(V'). Plosky si ale muzeme také poskladat
,halezato“. V tom piipadé bude jejich vyska byla vzdy stejnd, rovnd jedné. Ménit se bude §itka, ktera
bude rovné dw(V). Sitka jedné plosky bude vlastné rovna zméné jakési funkce w(V) p¥i malické zméné
objemu V. Graf ,nalezato“ posklddanych plosek bude obdélnik, coz je tvar, jehoz plochu dokdzeme
snadno spoé¢itat, pokud zndme délky stran. Délka jedné strany (vysky) je rovnd jedné. Délka druhé
strany (sifky) je rozdil mezi hodnotou funkce w(V') na zac¢dtku pokusu, coz je nula, a na konci pokusu,
coz je hodnota w(V;,) pro posledni hodnotu objemu V,,. Vidime, Ze pro vypocet celkové plochy, tedy
vykonané préice, sta¢i znat hodnotu funkce w(V') pro V4 a V;,:

w(Vp)
dw(V)=1-(w(V,) —w(W)) =w(V,) —w(Vi). (3.12)
w(V1)

Nasge grafické tivahy nds dovedly k jakési funkci w. Jak tato funkce souvisi s funkef tlaku P(V)? To
nam napovi srovnani rovnic a Protoze se rovnaji levé strany rovnic, museji se rovnat i integraly
na pravych strandch. To si muzeme zapsat

w(Vy) \7%
dw(V) = — / PV)av, (3.13)
w(Vl) V1

kde jsme si zduraznili, ze P a w jsou funkce objemu a Ze meze, mezi kterymi sé¢itame dw, jsou
hodnotami funkce w pro objemy V; a V,,. Pokud jde o prubéhy funkci P a w, tak nds meze pfilis
nezajimaji. Dulezitéjsi je srovnani funkci, které integrujeme
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dw(V) = —P(V)dV. (3.14)

Kdyz vydélime obé strany piirustkem objemu dV, ziskame funkci tlaku vyjadienou pomoci zmény
hodnoty funkce w za malickou zménu tlaku dV/

(3.15)

Vyraz na pravé strané rovnice je derivace funkce w podle objemu V.

Uvédomme si, ze jsme neziskali to, co jsme chtéli. Pro vypocet integralu bychom potiebovali védét,
jak vyjadiit funkci w pomoci tlaku. Misto toho, jsme se dozvédéli, jak vyjadiit tlak pomoci funkce w. A
to je celd bida pocitani integralu. Neexistuje obecny ptredpis pro to, jak spocitat plochu pod libovolnou
funkci. Umime spocitat pouze plochy pod funkcemi, které jsou derivacemsi jiz znamych funkci. Zékladem
dspéchu pocitani integrala je proto znalost vysledku pocitani derivaci co nejvice ruznych funkci. Kdyz
mame Stésti, tak mezi vysledky najdeme funkci, jejiz integral chceme spocitat.

3.6 Derivace jako smérnice teény ke grafu

Pro pocitani integrali by nam vlastné stacila tabulka navodu, jak spocitat derivace vsech béznych
matematickych funkci. Takové tabulky snadno najdeme v uéebnicich ¢i na internetu. Dilezitost derivaci
si ale zaslouZzi, abychom jim rozuméli a chépali, z ¢eho vztahy v tabulkdch ndvodu vychézi. Proto se na
derivace podivame trochu detailnéji.

Vyznam derivace si muzeme ukazat na velmi jednoduchém piikladu rychlosti pistu nasi kouzelné
skiinky. U pistu muzeme predpoklidat piimocary pohyb ve sméru, ktery jsme si oznacili . Pokud se
pohybuje pist pohybem rovnomérnym, je vypocet rychlosti v jednoduchy:

Az
At’

kde Az je zména polohy pistu na jeho dridze za Casovy usek At. Pokud se pist pohybuje sice
pifmocare, ale nerovnomérné (chvilku rychleji, chvilku pomaleji), muzeme Axz/At také spocitat, ale
¢islo bude mit trochu jiny vyznam, bude to primérnd rychlost za ¢asové obdobi At. Jak bychom mohli
spocitat okamzitou rychlost v ¢ase t7 Mohli bychom zacit tim, ze spoc¢itame prumérnou rychlost mezi
casem t a t + At:

vV =

(3.16)

Ax
Vpramérnd = <'U> = E (317)

Pak muzeme zaéit zkracovat dobu At. Cim bude At kratsi, tim bude primérnéd rychlost blizs
okamzité rychlosti v ¢ase t. Kdybychom At zkratili az k nule, méli bychom ziskat okamzitou rychlost.
Nulou sice délit nesmime, ale matematika ndm nezakazuje mluvit o limité, jak jsme to udélali, kdyz
jsme si potiebovali popsat ¢islo e. Tentokrat budeme psat

Az dx
s —ou= li ) == 1
voanans =0 = I (57) = (318)

Tato limita nenf nic jiného, nez derivace.

Zkusme si nakreslit graf zdvislosti z na t (obr. . V pripadé rovnomérného piimocarého pohybu
to bude piimka. Jaky vztah ke grafu mé& pomeér Axz/At? Ten ndm iikd, jaky mé primka sklon: o kolik
se zmén{ x (tuto zménu jsme si oznacili Az), kdyz se ¢as zméni o At. V matematice se takovému
¢islu popisujicimu sklon pifmky i{kd smérnice. Viimnéte si, Ze pomér Ax/At je poidd stejny, af uz
vezmeme krats{ ¢i delsi At. To bude platit i tehdy, kdyz budeme At zkracovat k nule. Jinymi slovy, pro
rovnomérny pfimocary pohyb plati
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Az

At

T,

Obrazek 3.2: Graf zavislosti  na t pro rovnomérné piimocary pohyb. Hodnota sp ndm uddva pocatecni polohu pistu.

Ax dz

—_— = 3.19

At dt’ (3.19)
takze i dz/dt popisuje sklon primky.

Obrazek 3.3: Graf zdvislosti  na t pro nerovnomérné pifmocary pohyb (zelené). Hodnota ¢ ndm uddvd pocatecni
polohu pistu, ¢ervené tsecky ukazuji sklony tecen pro ¢tyfi ruzné hodnoty t.

A ted se podivejme na graf zdvislosti & na t pro piipad nerovnomérného pifmocéarého pohybu
(obr. . Grafem je kiivka, kterd chvilku roste rychleji a chvilku pomaleji. V tomto grafu ndm dz/d¢
popisuje sklon te¢ny ke grafu narysované pro dany cas t. Také vidime, ze se tento sklon méni s ménicim
se casem. To znamend, Ze derivace v = dx/dt zdvisi na Case, neboli je funkci casu.

Se smérnici souvisi také jedno velmi uzitecné pouziti derivaci: popis tvaru grafu funkce. Kladna
smérnice znamena ze funkce roste, zdpornd smérnice, ze funkce klesid. Vsimnéme si také, ze kdyz di-
vokd zavislost x na t pro piipad nerovnomérného piimocarého pohybu prochdz{ vrcholem (matema-
ticky piesné ostrym lokdlnim mazimem) nebo idolim (ostrgm lokdlnim minimem), je te¢na vodorovna.
Smeérnice vodorovné te¢ny je nula. Pokud se tedy na derivaci v = dz/dt divame jako na funkci ¢asu,
vidime, ze pro ostré lokdlni maximum a minimum funkce x prochéazi funkce v nulou.

Lisi se néjak prubéh v pro lokalni maximum a minimum? Ano. Kdyz prochdzi x lokdlnim maximem,
v klesa, a kdyz prochézi z lokdlnim minimem, v stoupa. Jak vidime, mezi ostrym lokdlnim maximem
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a minimem rozlisuje smérnice funkce v, tedy okamzité zrychleni a = dv/dt. Vzhledem k z je a druhou
derivaci. Pokud je zrychleni kladné, smérnice teény k funkci x roste (nebo, pokud x klesd, smérnice je
¢im dal méné zépornéjsi). Pro takové zrychleni je tetna vzdy pod grafem a graf funkee z je konvexni
(vybouleny nahoru). Pokud je naopak zrychlen{ zdporné, smérnice tecny k funkci z se snizuje (nebo,
pokud z klesd, smérnice je ¢im ddl zdpornéjsi). Pro takové zrychleni je tetna vzdy nad grafem a graf
funkece x je konkduni (vybouleny dolu).

Déje se néco zajimavého v misté, kde prochéazi nulou druhé derivace? Déje. Pro tuto hodnotu protne
tecna graf funkce x, funkce x se zméni z konkdvni na konvexni nebo naopak. Takovému mistu na grafu
funkce se tika inflexni bod.

Ale pozor, nulové prvni derivace nemusi vzdy znamenat maximum nebo minimum, ani nulové druhé
derivace neznamena vzdy inflexni bod, jak si ukazeme pozdéji. Obecné lze tici, ze urcovani lokalnich
maxim a minim na zakladé nulové prvni derivace a ur¢ovani inflexnich bodu na zakladé nulové druhé
derivace selhavaji, pokud se i vyssi derivace rovnaji nule.

2
() 520)
dt dt \ dt dit?

Z matematického pohledu se v nasich ivahach vyskytly dvé funkce ¢asu: z a v. Otazka nejen zajimava
z pohledu matematiky, ale také uziteénd z pohledu fyziky, je: Pokud umim matematicky zapsat zavislost
T na Case, existuje néjaké matematické pravidlo, které mi okamzité fekne, jak bude na Case zaviset
funkce v, kter4 je derivaci funkce 2?7 Odpovéd je ano, alespoii pro ,rozumné“ funkce z. Ukdzeme si to
na nékolika ptikladech.

3.7 Derivace polynomialnich funkci

Jako prvni piiklad funkce, kterou lze snadno derivovat, ndm poslouzi funkce tvofend polynomem neboli
mnohoclenem proménné t:

f(t) = co+crt + cot? + -+ cpt™. (3.21)

Nejprve si uvédomime, ze derivaci celého mnohoclenu ziskame jednoduse se¢tenim derivaci jednot-
livych ¢lent:

af i cot it + At) 4+ ca(t + At) + -+ cp(t+ A" — (co + eat' + cot® + -+ + cut™)
at ~ aiso At -
. co—co . calt+At—t) e ((t+ A2 —¢?) e ((t+AH™ — )

A TAE A, At + lim, At oot fm At '

(3.22)
Odvodime si postup pocitani derivace pro jakykoli fad mnoho¢lenu n
deat™ e ((E+ AL — ")

a A, At ' (3:23)

Vytknutim ¢ pred zavorku ziskame v Citateli vyraz

At At At At
(1 + t) -+ -n-kréat - - - (1 + t) —1= n— + vyrazy s vy$simi mocninami zlomku - (3.24)

ktery jsme spocitali jiz diive v rovnici Kdyz vysledek vynéasobime zpét t", dospéjeme k
obecnému piedpisu
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d(eat™) . cpt™?
A AN T A (3:25)

Kdyz si shrneme vSechny vztahy, které jsme odvodili, ziskdme pfedpis pro vypocet derivace jakékoli
polynomiélni funkce

df d (cotert+cat? +---+cnt") deg | d(ert) | d(eat?) d(c,t™)
dt dt oAt dt dt de

= 1420t +- - +ne,t" L.

(3.26)

Pozoruhodné na tomto predpisu je, ze derivaci ztracime informaci o konstantnim ¢lenu cg, zatimco

ostatni konstanty c; az ¢, derivovani pfeziji. Jinymi slovy, existuje nekoneé¢né mnoho funkei w, které
se lisf konstantnim ¢lenem a pfitom maji stejnou derivaci.

3.8 Expanze do vakua
Pojd'me se podivat na derivace jednotlivych mocninnych funkei. Zaénéme derivaci konstantnfho €lenu.

Jako piiklad ndm muze opét poslouzit draha, kterou urazi pist pfimocarym pohybem. Pokud se x
nemeéni (pist se nepohybuje), je jeho rychlost nulova. Totéz Fikd limita

Az dx
= _=Z_. 2
At dt 0 (3.27)
o LAI*O
At

Obrazek 3.4: Graf zavislosti « na t pro pist v klidu. Hodnota 2z ndm udavé pocatecni polohu pistu.

Graf funkce x je vodorovnd ¢ara, jeji smérnice je véude nula (obr. . Totéz popisuje limita prvniho
¢lenu v rovnici [3:22} ¢g — ¢ v ¢itateli je vzdy presné nula a nulou zustane i po vydélenf sebemensim At.

V pripadé tepelného stroje nas vice nez pohyb pistu zajimé vykonand prace. Proto budeme v nasich
dalsich dvahach zkoumat funkci w, jejiz hodnoty ndm udavaji, kolik prace kouzelnéd skiinka vykond
(rovnice . Budeme pfitom vyuzivat zjisténi, ze vnéjsi tlak se rovnd —dw/dV a vnéjsi sila je rovna
—dw/dV.

Cemu by se rovnala prace —W vykonand kouzelnou skifiikou, kdyby byla funkce —w konstantni?
Kdyby jeji hodnota pro jakykoli objem byla rovna néjaké konstanté cy? Meze integralu
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w(Vy)
_ / dw(V), (3.28)
w(V1)

kterymi jsou hodnoty funkce —w pro pocatecni objem V; a konetny objem V,,, by byly pro oba
objemy stejné, rovné cy. Integral, popisujici vykonanou préci, by byl roven nule

w(Vy) co
-W = / dw(V) = — /dw(V) =—w(V,) — (—w(V1)) =co —co = 0. (3.29)
w(V1) co

Pokud budeme vychéazet ze situace, kdy v ¢ase t = 0 kouzelna skiinka zatim zadnou préaci nevykonala,
bude v ¢ase t = 0 hodnota funkce —w rovna nule. A nulovou zustane, protoze studujeme piipad, kdy
je w konstantni (obrazek [3.5)).

z (nebo V)

Obrazek 3.5: Zavislost funkce —w (zelené) na poloze pistu  (nebo objemu V) pfi expanzi proti nulové sile (nulovému
tlaku).

Jaky prubéh tlaku vnéjsi sily Fey nebo vnéjsiho tlaku P.by odpovidal konstantni funkci —w? To
umime spocitat snadno

dw deg dw deg

Fxy=—>">—=—"7"7>-=0 Py=——==——7--=0. 3.30

¢ dz dz ’ ¢ dv dv (3.30)

Jak vidime, konstantni w odpovida expanzi do vakua, kdy kouzelnou skiifiku neobklopuji zadné

molekuly ani na pist nepusobime zadnou silou, takze vnéjsi tlak na pist je nulovy. V§imnéme si také,
ze stejny vysledek dostaneme pro jakoukoli hodnotu konstanty cg.

3.9 Expanze proti konstantnimu tlaku

V piikladech pociténi derivaci pokracujme linedrni funkei. Tento piiklad jsme si uz popsali na obrazku|3.2))pro
rovnomeérny piimocary pohyb pistu x = xg + vt, kde rychlost v = dz/dt je stejnd pro jakykoli ¢as ¢.
Obecné pro linedrni funkci f(t) = ¢t muzeme psat

d(Clt)
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Pokud jde o kouzelnou skiinku, linedarné rostouci vykonana prace —w odpovida piikladu se kterym
jsme zacinali, kdyz na pist pusobil konstantni tlak Pey proti pohybu pistu:

w(‘/ﬂ) ‘/n Vn
W = / dw(V) = —/PCXdV = ch/dV = Pox(V, — V1), (3.32)
w(Vy) 1% Vi
protoze
d(PuxV)
ch e — .
av (3.33)
a zaroven
dw
Py=——. .34
v (3.34)

Graficky je prubéh funkce —w i jeji prvni derivace zndzornén na obrdzku[3.6] Funkce —w, predstavujic
vykonanou préci, s rostoucim z (nebo V) linedrné roste (zelend piimka), cemuz odpovidd konstantn{
kovy graf je vlastné fyzikalné nespravny, svisld osa by méla byt pro prvni derivaci jind, protoze sila
(nebo tlak) je jind veli¢ina, nez prace, a méla by byt uvddéna v jinych jednotkéch, které by mély byt
v grafu jasné vyznaceny. Nage ledabylé zobrazeni m4 ale jednu vyhodu, snadno se v ném porovnavaji
hodnoty nasi funkce a jejich derivaci pro stejné hodnoty = (nebo V).

z (nebo V)

Obréazek 3.6: Zavislost funkce —w (zelené) na poloze pistu = (nebo objemu V) pfi expanzi proti konstantni sile (kon-
stantnimu tlaku). Prubéh prvn{ derivace w (tedy sily Fex nebo tlaku Pex) je zakreslen &ervené do stejného grafu.

3.10 Expanze proti linearné klesajicimu tlaku

Predstavme si, ze silu pusobici proti pohybu pist snizujeme imérné tomu, jak se posouva poloha pistu
(obrazek . V takovém piipadé zkoumand funkce —w poroste ¢im dal pomaleji. V jisté poloze pistu,
kterd je na obrazku oznacena xg a odpovidd urc¢itému objemu Vj, sila klesne na nulu. Pti této poloze
dosdhne funkce —w maxima. Pokud bude zména sily F,, pokracovat, za¢ne pusobit na pist v opaéném
sméru. Nebude jiz pusobit proti expanzi molekul, naopak bude rozpinani molekul pomahat tahem na

pist ve sméru expanze. Tomu bude odpovidat formalné zdporny vnéjsi tlak. Skifiika nebude déle zadnou
préaci konat, naopak my budeme vynakladat praci na dalsi pohyb pistu, takze hodnota —w zacne klesat.
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Pokud budeme pokracovat dostateéné dlouho, muze celkovéa dodand préce prevazit vykonanou coz se
projevi zménou znaménka funkce w (ze zdporného na kladné).

o

z (nebo V)

Obrazek 3.7: Zavislost funkce —w (zelend) na poloze pistu z (nebo objemu V) pii expanzi proti linedrné klesajici
sile (linedrné klesajicimu tlaku). Te¢na ke grafu funkce —w pro polohu pistu zg je zndzornéna oranzové. Prubéhy prvni
derivace —w (tedy sily Fex nebo tlaku Pex) a druhé derivace —w jsou zakresleny cervené a modre do stejného grafu.

Pro polohu pistu ¢ by byla tetna ke grafu funkce —w vodorovnd, coz odpovida nulové hodnoté
prvni derivace —w podle z (vnéjsi sily). Cerveny graf prvni derivace na obrizku skuteéné nulou
prochézi. Nulova prvni derivace muze ovSem znacit maximum i minimum. Ty by méla rozligit druhéa
derivace, zndzornéna na obrazku [3.7] modfe. Zépornd hodnota na obrézku opravdu odpovidd maximu.

Prubéh funkce —w muze prochdzet maximem i minimem. To je zndzornéno na obrazku kde se
vnéjsi sila (a tlak) meéni slozitéjsim zpusobem. Sila s rostoucim x klesd, pfi poloze pistu xg prochdzi
nulou, chvili pusobi ve sméru pohybu pistu, v poloze pistu x; prochézi nulou podruhé a déle opét roste
proti sméru expanze. Tento prubéh popisuje ¢erveny graf prvni derivace —w (vnéjs{ sily nebo tlaku)
na obrdzku [3.8] ktery protind nulu pro z a 1. Pfitom druhd derivace, zndzornénd modfe, je v poloze
pistu xg zdporna a v poloze pistu z; kladna. To odpovidd maximu —w pro xp a minimu pro x;. Mezi
polohami pistu zg a 1 —w klesd v souladu ze zapornou hodnotou prvni derivace. Uprostied mezi xq
a x1 se také nachédzi poloha pistu, pro kterou prochazi druhé derivace nulou. V souladu s pravidlem
o nulové druhé derivaci je pro tuto polohu pistu na grafu funkce —w inflexni bod. Tetna protinad graf
funkce —w, funkce —w se zméni z konkdvni na konverni.

3.11 Expanze proti parabolicky se ménicimu tlaku

Podivejme se ted na zvlastni pifpad, kdy mé zdvislost vnéjsi sily na poloze pistu tvar paraboly, kterd
se pravé dotyka nuly pro polohu zg, jak ukazuje ¢erveny graf na obrazku V této poloze je tedy
prvni derivace rovna nule. Pfesto funkce —w neprochézi pii této hodnoté ani minimem ani maximem.
Pro¢ tomu tak je? Pro xg je nulovd i druhd derivace, zndzornéna modie. Druhd derivace rovnd nule
znamend inflexnd bod, ktery se v tomto pripadé nachazi v poloze pistu, kdy je prvni derivace —w nulova.
Jak vidime, pravidlo, Ze nulové prvn{ derivace znamend maximum nebo minimum, ted neplati, nulové
druhé derivace jej rusi.

Prozkoumejme jesté jeden ptipad, kdy zavislost vnéjsi sily na poloze pistu ma tvar kubické paraboly,
ktera protind nulu pro polohu pistu zy (Gerveny graf na obrézku . Také v tomto piipadé se prvni
i druhé derivace funkce —w rovnaji nule pro polohu pistu zg, funkce —w vSak nemé pro z inflexni
bod, ale maximum (zeleny graf na obrdzku . Co se stalo? Zvitézilo tentokrat pravidlo o nulové
prvnf derivaci a maximu/minimu nad pravidlem o druhé derivaci a inflexnim bodu? Pokud ano, podle
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o T

z (nebo V)

Obrazek 3.8: Zavislost funkce —w (zelend) na poloze pistu = (nebo objemu V) pii expanzi proti sile ménici se jako
funkce c2(x — x0)? + c1(x — zo) (tlaku ménicimu se jako funkce c2(V — Vp)2 + ¢1(V — Vo), s kladnym ca a zdpornym cy ).
Teény ke grafu funkce —w pro polohy pistu z¢ a 1 jsou zndzornény oranzové. Priubéhy prvni derivace —w (tedy sily Fex
nebo tlaku Pex) a druhé derivace —w jsou zakresleny Cervené a modie do stejného grafu.

Tabulka 3.1: Vztah mezi tvarem funkce f(t) a jejimi derivacemi d™ f(¢)/dt™ v bodé t.

Cést n d"f(t)/dt™ funkce f v bodeé tg

A
sudé >0 ma& ostré lokdlni minimum
sudé <0 ma ostré lokdlni maximum
liché >0 roste
liché <0 klesa,
B
sudé >0 je ryze konvexni
sudé <0 je ryze konkavni
liché >0 mé inflexni bod a prechazi z polohy pod te¢nou nad teénu
liché <0 mé inflexni bod a pfechazi z polohy nad te¢nou pod te¢nu

co nam tikd, ze nejde o minimum, kdyz je druha derivace nulova? Vysvétlenim je, Ze i tfeti derivace
(purpurovy graf na obrdzku [3.10)) je v poloze xg rovnd nule. V tomto pifpadé rozhoduje to, ze ¢tvrtd
derivace (azurovy graf na obréazku [3.10) je zdpornd, coz odpovidd maximu.

Jaka jsou tedy obecnd a spolehliva pravidla pro hledani ostrych lokalnich minim, maxim a inflexnich
bodu? Popisme si je pro obecnou funkci f proménné ¢t. Pokud je pro uréitou hodnotu proménné ¢
(ozna¢me si tuto hodnotu tp) n-ta derivace funkce f nenulovd, ale vSechny nizsi derivace jsou nulové,
plati zaveéry v ¢asti A tabulky Pokud je n-t4 derivace funkce f nenulova, ale vSechny nizsi derivace
krom prvni jsou nulové, plati pro jakoukoli hodnotu prvni derivace zavéry v ¢asti B tabulky

Jako konkrétni piiklady funkci s vice nulovymi derivacemi si muzeme vzit jednoduché mocninné
funkce t*. Tabulka shrnuje hodnoty jejich derivaci a tvary pro ¢t = 0.
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N

o

z (nebo V)

Obrazek 3.9: Zévislost funkce —w (zelené) na poloze pistu = (nebo objemu V) pii expanzi proti sfle (tlaku) ménici se
jako parabolickd funkce polohy pistu (objemu). Teéna ke grafu funkce —w pro polohu pistu zg je zndzornéna oranzoveé.
Prubéhy prvni derivace —w (tedy sily Fex nebo tlaku Pex), druhé a treti derivace —w jsou zakresleny Cervené, modfe a
purpurové do stejného grafu.

3.12 Urcité a neurcité integraly

K pocitani integralt muzeme pristoupit dvéma zpusoby. Cilem prvniho pfistupu je spocitat plochu pod
grafem funkce v ur¢itych mezich, tedy ziskat jedno konkrétni cislo. Piikladem je vypocet vykonané
prace W pfi zvétSeni kouzelné skiinky z objemu Vi na objem V5. Pokud bychom napiiklad z néjakého
divodu tlak linedrné zvySovali o deset megapascali na zvyseni objemu o jeden litr (oznacme si tuto
konstantu dmérnosti k), byla by vykonand préce rovna

w(Vy,) Vi Vi 1
W= / dw = f/PeXdV = ,/de = —Qk(v,f -V3). (3.35)
w(Vl) V1 V1

Ve vypoctu jsme vyuzili znalosti z ¢asti 7e derivaci kvadratické funkce cot? je linedrni funkce
2cot. Pokud tedy proménnou je objem a konstantu k& budeme povazovat za koeficient 2cy, musi mit
funkce w tvar %kVQ.

Cilem druhého piistupu je nikoli vypocet néjakého éisla, ale odvozeni tvaru funkce. Piikladem muze
byt odvozeni tvaru funkce w pro nasi kouzelnou skiinku, za predpokladu, ze se tlak P.y opét linearné
roste s objemem

1
w = —/Pede = —/kaV = —ikVQ + ¢o. (3.36)

V zapisu tentokrdt neuvddime meze, protoze ndm jde o obecny prubéh funkce. Hlavné si ale
vsimnéme, ze vysledek neni jednoznacény. Vysledkem je jedna z nekonec¢ného mnozstvi funkei tvaru
f%k(Vf — V) + ¢y, lisici se hodnotou konstanty cq (konstanta k je znamd, rovné deseti megapascaltim
na litr). Pokud chceme ur¢it prubéh funkce w jednoznaéné, potiebujeme znét jesté néjaky dodateény
udaj. Takovému udaji se fika okrajovd podminka. Muze ji byt naptiklad informace, ze na zacatku po-
kusu, kdy pist jesté nevykonal zadnou préci (w = 0), ma skifilka objem dva litry (vg = 2dm™3).
Konstantu ¢y pak muzeme dopocitat

1 1 1
V:X/g:w:Oé—ikaJrco:OécO: §kV02: 5.10713&1.4.10*%5’:201 (3.37)
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z (nebo V)

Obrazek 3.10: Zvislost funkce —w (zelené) na poloze pistu = (nebo objemu V) pfi expanzi proti sile (tlaku) ménici
se jako kubickd funkce polohy pistu (objemu). Teéna ke grafu funkce —w pro polohu pistu zg je zndzornéna oranzové.
Prubéhy prvnf derivace —w (tedy sily Fex nebo tlaku Pex), druhé, tieti a &tvrté derivace —w jsou zakresleny Eervené,
modfe, purpurové a azurové do stejného grafu.

Pokud chceme dvoji piistup k integrovani odlisit, mluvime v prvnim pfipadé (s uvedenim mezi) o
urcéitém integrdlu a v druhém pripadé o neurcitém integralu. Oba pristupy muzeme v piipadé potieby
kombinovat. Pokud do urcitého integralu napiSeme misto jedné meze nulu a misto druhé obecnou
hodnotu proménné V| ziskdme misto ¢isla W funkci w. Pokud naopak do neurcitého integralu dosadime
konkrétni hodnotu proménné (a zndme okrajovou podminku), vypocitdme éislo .
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Tabulka 3.2: Vztah mezi tvarem funkce t* a jejimi derivacemi d™ (tk) /dt™ v bodé t = 0. Hodnoty
derivaci, které jsou nulové pro vSechna realnd ¢isla, jsou uvedeny ¢erné. Hodnoty derivaci, které jsou
nulové jen pro t = 0, jsou uvedeny cervené. Hodnoty derivaci, které jsou kladné pro ¢t = 0, jsou uvedeny
modie. Tvar funkce v bodé ¢ = 0 je popsan na poslednim fadku tabulky

n d” (t) /dt" d” (¢%) /dt" d" (£%) /de" d” (¢1) /at” d” (¢°) /at"
1 (lich4) 1 3t2 4¢3 5t
2 (sudd) 0 12¢* 201
3 (lich4) 0 24t 60t
4 (sudd) 0 24 120t
5 (lichd) 0 0 120

vi=0 roste ma minimum m4 inflexni bod mé minimum mé inflexni bod




Kapitola 4
Entropie

Science owes more to the steam engine than the steam engine to science.
Lawrenc Joseph Henderson (podle Charlese Coulstona Gillispie)

Matematika: Stfedni hodnota, derivace logaritmické funkce, derivace sou¢inu, derivace exponencialni
funkee, derivace slozené funkce, derivace obecné mocniny exaktni (iplny) a neexaktni (nedplny) dife-
rencidl.

4.1 Tlak plynu

Molekuly plynu se v kouzelné skiince pohybuji riznymi rychlostmi. Rychlost je veli¢ina vektorova.
Pokud ji chceme zapsat, potfebujeme tii ¢isla, popisujici, jak rychle se molekula pohybuje ve tiech
ruznych smérech, nejlépe na sebe kolmych, které obvykle popisujeme pomoci soufadnic x,y, z. Pfi
narazu na pist nas ale zajima jen jeden smér, ten, ve kterém pist klouze. Zvolme si tedy soutadnici
2 podél sméru pohybu pistu a soustfedme se na rychlost v, v tomto sméru. Kazd4 molekula, kters
narazila na pist, se pfed srdzkou pohybovala rychlosti v, ;(pfed) a po srdzce s rychlosti v, ;(po), kde
index i oznacuje, kterou molekulu a kolikaty jeji naraz na pist pravé popisujeme. Uvédomme si, ze pred
srazkou se molekula pohybovala smérem k pistu (tento smér uddvé smér osy x) a po srézce se molekula
pohybuje zpétky od pistu. Proto v, ;(pfed)> 0 a v, ;(po)< 0. Pro kazdy ndraz molekuly na pist muzeme
spocitat hybnost, kterou molekula predd pistu m;v, ;(pfed)—m;v, ;(po)= Apy ;.

Plati pfi narazech molekul na pist zdkon zachovdni hybnosti? Zachovani hybnosti by znamenalo, ze
se kineticka energie nepfeméni na zadny jiny druh energie molekul. To by platilo pro molekuly, které
se nemohou natahovat, ohybat, kroutit ani otacet v prostoru, tedy na molekuly skladajici se z jediného
atomu (jako je napiiklad molekula helia). Navic by muselo platit, ze se kinetickd energie nevyuzije ani
k excitaci elektronu ¢i jader do vyssich energetickych stavu. Takovym srazkam se ¥ika dokonale pruzné.
Néplni kouzelné skiinky, kterd by se takto chovala, se fikad idedini plyn. Chovani molekul helia pfi
pokojové teploté a atmosférickém tlaku se od idedlniho plynu moc nelisi. Totéz plati pro velmi ziedéné
plyny jinych jednoatomovych molekul jako argonu, nebo pary rtuti. Mnohé plyny jsou ale takto idedlné
nejen pro idedlni plyny. Na idealni plyny se ale obc¢as podivame, protoze ndm umozni provadét pomérné
jednoduché a pritom piesné vypocty v pripadech, kdy chovani jinych latek jednoduse popsat nelze.

Nyni si vezmeme casovy usek At, kratky tak, aby se béhem néj nestacily dvé molekuly letici k
pistu vzajemné srazit a odrazit jinym smérem. Pokud béhem At narazi na pist n molekul, muzeme pro
prilétajici molekuly spocitat priumérnou rychlost ve sméru x

45
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vg,1(pFed) + vy 2(pfed) + vy 3(pied) + - - - + vy, (pTed)
n

7 (pred) = (4.1)

a prumérnou zménu hybnosti

Ap, — De,1 + p72+np,3+ + P (4.2)

Zmeéna hybnosti za jednotku ¢asu ale neni podle druhého Newtonova zdkonu nic jiného, nez sila.
Pramérnou silu, kterou pusobi jedna molekula na pist, muzeme tedy spocitat

F, = Ap, .
At
Kolik molekul ale stihne béhem At narazit na pist? V praméru tolik, kolik jich je od pistu ve
vzdélenosti v, (pred)-At (tuto vzdélenost staci béhem At uletét) a let{ smérem k pistu. Pokud je v
blizkosti pistu koncentrace molekul ¢, tak muzeme pocCet molekul, které béhem At narazi na pist,
spocitat

(4.3)

n= %c - T, (pred) - At - o, (4.4)

kde o je plocha pistu a koncentraci jsme vydélili dvéma, protoze predpoklddame, Ze ve vrstvé pred
pistem o objemu T (pfed)-At - o se polovina molekul pohybuje k pistu a polovina od néj. Celkov4 sila,
kterou molekuly pusobi na pist je tedy

—  Ap,  lc-Ap,-vg(pied)-At-o
Fp=n At 2 AL = ¢ Ap,v,(pted) - 0. (4.5)

Vydélenim plochou pistu o ziskdme hodnotu tlaku, kterym pusobi na pist molekuly

1 -—
P= 2¢ Ap, v, (pred). (4.6)

Pokud budou v celé kouzelné skiinice rozptyleny molekuly rovnomérné, je koncentrace podilem cel-
kového poctu molekul N a objemu kouzelné skiinky V. Pak muzeme tlak vyjadfit

1IN —
P= ivApmvm(pfed). (4.7)
Nékdy je vyhodné si prevést mechanické veli¢iny objem a tlak na jednu stranu rovnice
1
PV = §N - Apyv,(pred). (4.8)

4.2 Rychlost molekul a teplota

Cemu se rovnd pravé strana rovnice Pokud jsou v kouzelné sktince molekuly Zfedénéh jednoato-
mového plynu jako helia, argonu, nebo péary rtuti, muzeme predpoklddat, ze se pii srézce s pistem (nebo
jinou molekulou) témér nedeformuji (vnitini struktura atomu se nemeéni). Od stény pistu se pak odrazi
s presné opacnou rychlosti m;vg ;(po)= —m,v, ;(pred) a tedy Apg ; = 2m;v, ;(pfed). Nase rovnice bude
mit v tomto piipadé tvar

PV = Nmw2. (4.9)

1Zfedénym plynem budeme rozumét plyn, ve kterém budou molekuly plynu samotné zaujifmat mnohem mensi objem,
nez je objem prostoru, ve kterém se nachézeji (kouzelnd skiinka).
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Zde jiz nemusime rozlisovat v, (po) a v, (pfed), protoze

v.(p0)2 = (—v,(pred))? = v, (pied)? = v2. (4.10)

I kdyz tlak na pist souvisi jen s pohybem molekul ve sméru x, molekuly se v kouzelna skiiince
pohybuji vSemi sméry. Podle Pythagorovy véty je druhd mocnina celkové rychlosti rovna

02 =02 4+ 02 4+ 02 (4.11)

Kdyz zanedbame nepatrnou gravitacni silu, molekuly plynu v kouzelné skiifice nemaji duvod se
pohybovat ve sméru y a z jinak, nez ve sméru x. Proto bude platit

1
v =02 =02 =02 =3vl=0l= §v2. (4.12)
Po dosazeni za v2 do rovnice
1 —
PV = gva%. (4.13)

Pritom ale %va neni nic jiného, nez prumérné kineticka energie molekuly Zy;,,. Pro zfedény jedno-

atomovy plyn tedy plati

2
PV = gNgkirv (414)

molekula muZze totiz rotovat. Ndaraz na pist muze molekulu roztocit nebo naopak rychlost jeji rotace
zbrzdit. Kinetickd energie pfimého letu molekuly se tak muze ménit na kinetickou energii jejtho otaceni.
Navic muze néraz stlacit atomy k sobé a ¢dst kinetické energie se tak muze pfeménit na potencidlni
energii atomu v molekule. Dalsi komplikace nastanou, kdyz plyn nebude zredény a molekuly na sebe
budou vzajemné pusobit. V piipadé jakékoli jiné ndplné kouzelné skiiiiky, nez je ziedény jednoatomovy
plyn, bude na pravé strané rovnice [I.8| néjaka slozitd funkce, zdvisejici na rychlosti molekul, ale ovlivnénd
i jejich rotaci, deformacemi a vzdjemnym pusobenim mezi molekulami. Obdobné se budou chovat i
molekuly mimo kouzelnou skiinku. Pokud v nasi virtudlni realité dovolime sténam kouzelné skiinky,
aby vSechny narazy molekul z jedné strany preddvaly molekuldm na druhé strané, bude se vnitini
energie prendSet pres stény, i kdyz molekuly samy nebudou moci sténami projit. Pravé tuto vyménu
energie nazyvame prenosem tepla. Muzeme tedy ocekévat, ze slozitd funkce na pravé strané rovnice [4.§]
bude néjak souviset s tim, ¢emu Fikdme teplota. Sila, kterou molekuly pusobi na pist, neboli tlak, tak
bude kromé objemu skiinky zaviset jesté na teploteé.

4.3 Termodynamicka teplota

Tepelné stroje pracuji v takzvanych pracovnich cyklech, béhem kterych se méni teplota. Bude uzite¢né si
tuto teplotu néjak oznacit. Protoze zatim nerozumime tajemstvi teploty, pouzijeme ¢islo, které vidime
na nasem teplomeéru (napiiklad 100 °C nebo 212 °F). Toto ¢islo si oznaéime pismenkem . N4s stroj bude
na tom, jak presné kdektery stroj pracuje. Zakonitost, kterou hledame, plati pro vsechny stroje. Ale
pro pochopeni toho, co se s tepelnym strojem déje, bude vyhodné, kdyz si predstavime, ze se pracovni
cyklus skldd4 ze ¢tyt vratnych ¢ésti, ve kterych se bud viibec neméni teplota, nebo se vitbec nevyméiuje
teplo s okolim. Tento cyklus poprvé analyzoval francouzsky inZenyr Sadi Carnot jiz roku 1824, dfive
nez byla formulovana prvni véta termodynamiky.
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Cdst proni: Zacneme tim, Ze cely stroj véetné jeho okoli zahiejeme na teplotu ¥s. Pii této teploté
nechdme stroj konat praci, velmi pomalu, aby byl stdle v tepelné rovnovaze. Pfitom musime stroji stale
dodavat teplo, abychom udrzeli stejnou teplotu. Béhem prvni ¢asti stroji doddme urcité mnozstvi tepla,
které si oznacime @2, a stroj vykona néjakou praci, kterou si oznacime Ws.

Cidst druhd: Kdyz mame pocit, ze jsme dodali tepla dost, dokonale izolujeme stroj od okoli, aby si
uz dél zadné teplo nevymeénoval. Ve skute¢nosti je dokonala izolace obtiznd, ale ve virtudlni realité neni
problém izolaci naprogramovat. Stroj ma stéle dost energie, aby dél konal praci, ale uz nepfijimé teplo
z okoli, takze jeho teplota klesi. Protoze je stroj dokonale izolovany, k veskeré préci, kterou v druhé
¢asti vykond, stroj vyuzivd svou vnitini energii. Takto nechdme stroj pomalu pracovat az do chvile,
kdy teplomér ukazuje hodnotu, kterou jsme si oznacili ©/;. Béhem druhé ¢asti pracovniho cyklu stroj
vykond praci Wa; (toto oznaceni piipomind, ze jde o praci vykonanou v té ¢dsti pracovniho cyklu, kdy
¢islo na teploméru kleslo z hodnoty 92 na hodnotu 94).

Cdst treti: Abychom mohli pokracovat, musime stroj vratit do puvodniho stavu. Na to musime
ur¢itou praci vynalozit. V tfeti ¢asti pracovniho cyklu odebereme izolaci, s vynalozenim prace velmi
pomalu vracime stroj k puvodnimu stavu a pfitom ze stroje odebirame teplo, abychom udrzeli teplotu
na hodnoté ;. Celkem tak doddame stroji praci Wi a odebereme teplo Q5.

Cdst ¢turtd: Ze stroje piestaneme odebirat teplo ve chvili, kdy ndm zbyvé vynalozit pravé tolik préace
Wia, o kolik potiebujeme zvysit vnitini energii. Tedy o stejnou praci, kterou stroj vykonal v druhé ¢asti
(Wa1). V tomto okamziku stroj opét zaizolujeme a pomalicku pokracujeme v doddvéni préce. Protoze
si stroj nemuze vyménovat teplo s okolim, pomalu se zahiivé a ¢islo na teploméru se vraci k hodnoté
Js.

Co vsechno dokazeme fici o zménach energie, vyménach tepla a vykonané praci béhem pracovniho
cyklu, ktery jsme si popsali?

Za prvé vime, Ze na konci se stroj vrati do puvodniho stavu. Bude mit tedy stejnou vnitini energii
jako na zacatku. Jinymi slovy, zména vnitini energie po celém pracovnim cyklu bude nulové:

AU = 0. (4.15)

Za druhé vime, ze béhem pracovniho cyklu dodéme stroji pii vyssi teploté o teplo Q2 a pii nizsi tep-
loté odebereme teplo —@Q; (dodané teplo pocitame s kladnym znaménkem, odebrané teplo se zdpornym
znaménkem, takze Q1 i Q2 jsou kladn4 ¢isla).

Za tteti béhem pracovniho cyklu vykona stroj néjakou celkovou praci W. Tato prace bude rozdilem
praci, které stroj vykonal pro nas v prvnich dvou ¢dstech a préace, kterou jsme naopak my museli
vynaloZit ve zbytku Cykhll W =W+ Wiy — Wy — Wy =W, — W5 (protoZe Wis = WQl).

AU je soucet dodaného tepla a vlozené préce, neboli rozdil dodaného tepla a vykonané préce (do-
danou praci pocitdme s kladnym znaménkem, praci, kterou stroj vykond, se zdpornym znaménkem).
Muzeme si tedy nase t¥i pfedchozi zavéry shrnout do rovnice

AU=0=Qs— Q1 —W. (4.16)

Kdyz si pfevedeme W na levou stranu rovnice, vidime, ze vykonana prace W = Q2 — Q1.
Nejdulezitéjsi otdazka pro odhaleni tajemstvi teploty je: Kolik z dodaného tepla Qo se skuteéné
preménd na prdaci W? Odpovéd je

W _Q-&_, &
Q2 Q2 Q2

K této odpovédi jsme dosli pro jeden konkrétni pracovni cyklus. Muzeme ji ale zobecnit na jakykoli
cyklus. Graficky se prace W rovnd rozdilu ploch pod funkei P(V') béhem prvnich a druhych dvou ¢asti
pracovniho cyklu, neboli plose ohranic¢ené grafy funkce P(V') béhem ¢édsti pracovniho cyklu, kdy objem
roste a kdy se naopak zmensuje. V piipadé jiného pracovniho cyklu bude mit plocha uréujici praci W

(4.17)
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jiny tvar. Tento tvar ale muzeme poskladat z velkého mnozstvi malych plosek, které budou vymezeny
prubéhem tlaku béhem ¢asti pracovniho cyklu, ktery jsme analyzovali.

A ted se zamysleme: pro¢ se vlastné lisi dodané teplo Q2 od odebraného tepla Q17 Protoze jsme Qo
dodavali pti vyssi teploté, nez pii jaké jsme odebirali Q1. ZkuSenost ndm k&, ze pii vyssi teploté musime
dodat vice tepla. Podil % je tedy dén teplotami, mezi kterymi stroj pracuje. Protoze zatim nevime,
jak presné zdvislost na téchto teplotdch vypadd, oznacime si ji velmi obecné fi o (vyraz fi 2 znamend
»1éco, co néjak zavisi na ¢islech 97 a 92“). Abychom se o f1 2 dozvédéli trochu vice, predstavime si, ze
mame jesté druhy stroj, pro ktery je ¢y vyssi teplota a kterému béhem prvni ¢asti cyklu dodame pii
teploté 1 presné tolik tepla @1, kolik jsme z prvniho stroje odebrali v t¥eti ¢asti jeho cyklu. Aby druhy
stroj pracoval, musi se béhem druhé ¢asti ochladit na nizsi teplotu, které odpovida ¢islo ¥y na nasem
teploméru. Prace, kterou vykona druhy stroj, se rovna QlQ_ Qo — 1 @ kde Qg je teplo odebrané

z druhého stroje pii teploté . Podil Q" bude zase zaviset na dvou teplotach tentokrat 9Jg a ;. Toto
»héco, co néjak zavisi na ¥y a 91, si oznacime fo.1- A do tietice si predstavune stroj, ktery pracuje
mezi teplotami ¥ a ¥5. Pro tento tieti stroj oznacime zavislost podllu na teplotdch 9y a ¥ vyrazem

fo,2-

Co muzeme Fici o dvou teplotnich zavislostech f1 2, fo,1 a fo,2 na zdkladé srovnani nasich tif stroja?

Kdyz vynésobime podlly Q1 = fi2 a 83 = fo,1, ziskdme
fi2- fo1= % g? % = fo,2- (4.18)

Vidime, Ze nase dvouteplotni zavislosti musi byt takové, aby se sou¢in fi 2 - fo,1 zavisel jen na ¥y
a ¥, a ne na ;. To znamend, Ze zavislosti fi 2 a fo,1 se musi sklddat ze slozek, které nezdvisi na ¥,
(ozna¢ime si je O9 a ©) a ze slozky, kterd zdvisi jen na 91 a kterd se v soucinu zkrati (oznacime si je
©1). Aby rovnice platila pro jakoukoli hodnotu ¥;, musime f; 2 a fy1 poskladat z ©2, ©; a O
nasledujicim zptisobem

01 6, _ 6y
Ji2: fon = 0, ©, j—foz (4.19)

Kdyz srovname rovnice a vidime, ze

@u_01 Go_O G _ O (4.20)

Q2 Oq Q1 O Q2 O

Prvni dulezity zdvér naseho hrani s tepelnymi stroji je, ze dodand a odcéerpand tepla jsou piimo
imeérnd néjaké matematické funkci O, kterd zavisi jen na ¢&islech 99, kterda néjak popisuji teploty, pfi
kterych teplo dodavame nebo odebirdme. Stile ale nevime, jakd matematicka funkce to je. Zda se, ze
jsme v pékné slamastyce. Teplotu ma popisovat néjakd matematicka funkce ©. My za prvé zatim teplotu
umime popsat jenom ¢&isly ¥, o kterych vime, ze neudavaji teplotu dobie, podil ¥ : ¥ vyjde na ¢eském
teploméru jinak, nez na americkém. To nam ¥ikd, ze takovy podil nema vubec cenu pocitat. A za druhé
ani nevime, jak funkce © na cisle ¥ zavisi.

Lorda Kelvina napadla genialni myslenka: Podil teplot neziskdme vydélenim ¢isel, ktera ¢teme na
teploméru. Vlastné zatim vubec nevime, co to podil teplot je. Nebude nejlepsi, kdyz budeme za podil
teplot pfimo povazovat podil %? Tedy

& _Th (4.21)

Qx T
kde pismenko T oznacuje ,skutecnou® teplotu? Takovato definice opravdu fesi vSechny problémy

s teplotou. Jasné nam 1ikd, kde teplota za¢ina: Pokud bude v nasi definici nizsi teplota 17 = 0, tak
bude platit Q1 = %Qg =0a
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Q2 Qe Qs
neboli W = Q5. Tedy veskeré dodané teplo se preméni na vykonanou praci, vice prace stroj udélat
nemuzeZ

W _@-0_, 0 _, (4.22)

4.4 Entropie aneb co se neméni

Béhem pracovniho cyklu tepelného stroje se méni ruzné fyzikalni veli¢iny. Nékteré z nich popisuji, co
stroj behem cyklu spotiebuje“ (teplo) nebo ,vyrobi“ (celkové price). Tyto veli¢iny se za kazdy cyklus
o uré¢itou hodnotu zvétsi nebo zmensi. Jiné velic¢iny popisuji stav stroje. Proto jim fikame stavové funkce.
Takové veliciny se na konci pracovniho cyklu vrati na svou pocateéni hodnotu, protoze i stroj se vrati
do puvodniho stavu. Piikladem takové veli¢iny je vnitini energie. SniZeni vnitini energie ve druhé ¢ésti
cyklu o hodnotu AU je stejné, jako jeji zvySeni ve ¢tvrté ¢asti, takze celkovd zména je nulové (v prvnf
a tfeti ¢asti cyklu se vnitini energie neméni). Pokud bychom poséitali vSechny malické zmény vntifn{
energie, ke kterym béhem cyklu dochézi, dostali bychom nulu.

Rovnice nam fika, ze podobné jako vnitini energie se chova i pomér % Rovnici si muzeme
prepsat do tvaru

@ _ Q1 (4.23)
T, T
ze kterého vyplyvé, ze teplo dodané v prvni ¢asti vydélené teplotou, kterou v této ¢asti udrzujeme, je
stejné, jako teplo odebrané ve tfeti ¢asti vydélené teplotou, kterou udrzujeme béhem tteti ¢asti. Pokud
si tedy dodané teplo délené teplotou oznacime AS a odebrané teplo délené teplotou —AS, ziskdme na
konci cyklu nulovou zménu veli¢iny S, pomoci které jsme si teplo vydélené teplotou popsali

_ Q2 @1
AS - AS =2 - 2 =0, (4.24)

4.5 Prace vykonana pri isotermalni expanzi idealniho plynu

Uvahy, kterymi jsme dosli k definici teploty a entropie, nijak nezavisely na tom, jakymi molekulami byl
tepelny stroj naplnén. To je velkd vyhoda, protoze ndm to zarucCuje, ze naSe definice plati pro jakoukoli
latku. Na druhou stranu bude uzitecné, kdyz dokazeme praci W vykonanou béhem jednoho cyklu,
vypocitat pro néjakou konkrétni napli tepelného stroje. Nejjednodussi volbou je idealni plyn. Pro néj
vime, jak tlak zavisi na objemu a kterou funkci potfebujeme béhem ¢éasti pracovniho cyklu integrovat.

Zkusme nejdifve spocitat praci vykonanou a dodanou vratnym tepelnym strojem v prvni a tfeti
¢asti pracovniho cyklu, ktery jsme si popsali v kapitole V téchto c¢astech pracovniho cyklu jsme
udrzovali konstantni teplotu kouzelné skiinky, takze slo o déj isotermdini. Pokud by byla kouzelna
skifiku naplnéna idedlnim, velmi zredénym jednoatomovym plynem, byla by vnitini energie rovna
celkové kinetické energii molekul Ney, a pri konstantn{ teploté by se neménila. Pravé stana rovnice [1.14]
by se tak rovnala konstanté K = %N?kin a zavislost P na V by tak byla hyperbolicka.

2Vsimnéme si, Ze stejny podil v rovnici dostaneme, kdyz T4 i T2 vyndsobime jakymkoli nenulovym ¢&islem. To, ze
v rovnici méme podil teplot, znamend, ze definice ndm dava volnost ve volbé jednotky. S touto definici se teplota
stdva stejné dobfe popsanou fyzikalni veli¢inou, jako délka. Kazdy vi, co to znamend nulové délka, ale musime se domluvit,
jestli za jednotku délky budeme povazovat stopu, metr, nebo néco jiného. Podobné je jasné, co je to nulova teplota, ale
musime se domluvit, co budeme povazovat za jednotku teploty. Ve fyzice pouzivame jednotku pojmenovanou po lordu
Kelvinovi, ktera byla zvolena tak, aby ¢iselné vysel rozdil dvou teplot ptiblizné tak, jako na ¢eském teploméru.
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K
P=_— =KV 4.25
= (4:25)
Kdybychom se naivné snazili hledat funkci w ve tvaru ¢, V™ s vyuzitim rovnice [3.26] museli bychom
predpokladat, ze n = 0, abychom po derivovani ziskali objem V' umocnény na n —1 = —1. To by vsak

funkce w byla konstantni, a my vime, ze derivaci konstantni funkce je funkce nulova, ne hyperbolicka.
Jak vidime, hyperbolickd zavislost musi byt derivaci néjaké jiné funkce. V pristi kapitole si ukdzeme,
ze touto funkei je funkce logaritmicka.

4.6 Derivace logaritmické funkce

S logaritmy jsme se setkali pfi porovnavéani pravdépodobnost{ a energii. Rekli jsme si také, ze logaritmy
jsou uziteéné pro poéitdni s velkymi pocty molekul. Kdyz se domluvime na néjakém ¢isle a (kterému
fikdme zdklad), pak muzeme néjaké velké ¢islo t vyjadrit

t=a" (4.26)

a misto s velkym &islem ¢ poéitat s malou mocninou z, o které ifkdme, Ze je logaritmem t. Pojdme se
podivat, jak se pocitaji smérnice tecen k funkci, ktera logaritmus popisuje. Obecné je zvykem oznacovat
takovou funkci jednoduse zkratkou log, za kterou piSeme, z jakého ¢isla logaritmus pocitame:

x = log, (t) (4.27)

Protoze ¢iselnd hodnota zdvisi na tom, na jakém zakladu a jsme se domluvili, piSe se hodnota a ke
zkratceﬂ Dosazenim za x do pfedchozi rovnice ziskdme vzorecek

t = a8t (4.28)

ktery se nam bude za chvilku hodit.
Zkusme ted spoéitat teénu k funkci logaritmus pro libovolnou hodnotu proménné t. Zacneme jako
obvykle vypoctem rozdilu pro t a t + At:

Az log,(t+ At) —log,(t)

AN At . (4.29)
S vyuzitim vzorecku |4.28] a znamého pravidla pro poéitani s mocninami a®~¢ = Z—i muzeme vyraz
s logaritmy trochu preskladat:

t+ At = glo8a(tHAD), t = a8t (4.30)
t+ At N aloga (t+At) _ aloga(t—i-At)—loga (t) (4 31)

t  gloe.(t) T ’ '

z ¢ehoz vyplyva
t+At At

Ar _lony (524) _log 1+2) )

At At At

Dalsim krokem je jako obvykle zmensovani At.

3Pokud nenapiseme ke zkratce log zédnou hodnotu a, predpokldddme, Ze jako zéklad pouziviame &islo 10.
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li g — IOga (1 + %)
Ao\ AL ) T arso At ’

(4.33)

Ted kone¢né vyuzijeme nasf znalosti magického é&isla e. Podle rovnice je
27
e= lim (1 + At) . (4.34)
At—0 t
V rovnici mame logaritmus velmi podobného vyrazu, chybi jen umocnit na ﬁ. Anebo to
muZzeme iici naopak. Vyraz v logaritmu v rovnici @ je ¢islo e odmocnéné ¢islem ﬁ:
(1+%) (4ve) log, (¢

Ax log, (1+ &t log, ( 2%/e a( )
li — li = tl =] —22 ) = i — . 4.
imy (%) g%( Af ) g%( Af A | A (43

Diky vzorecku si muzeme hodnotu e napsat zpusobem

e = qlo%a(e)

(4.36)
ktery je na prvni pohled kostrbaty, ale ktery ndm pomuze vyjadiit si lépe hodnotu v logaritmu
. . A . .o o\ - <
v rovnici Hodnotu e si totiz miZzeme prepsat podobné na

1 ( %)

At og, (e

et =aq ) (4.37)
Do levé strany této rovnice muzeme za e dosadit z predchozi rovnice

At

o — (aloga<e))

At
t

(4.38)
Podle dalsiho pravidla pro poéitdni s mocninami a”” = ¢ si mizeme pravou stranu prepsat
At
St — (aloga(E)) b= Gt loga(e), (4.39)
A ted si tuto rovnici porovndme s rovnici Vidime, ze
1 ( %)
(0] €
‘it 1oga(e) = ¢ 5 . (4.40)
Protoze na levé i pravé strané umociiujeme stejné ¢islo a, mizeme piimo porovnat mocniny
At
log, (eA*) = == log, (¢) (4.41)
Odtud muzeme do rovnice [4.35| dosadit za log,, (e%). Ziskame
log (e%) At ( )
Az a =t log, (e At log,(e)
li — li ——2 | =1 42 = i — =) 4.42
dm, (37) = dim gﬂ( Al ) am (5% (442

At v poslednim vyraze muzeme vykratit. Tim nam ale vSechna At z rovnice zmizela! V rovnici pak
nezbude, co bychom jesté meéli zmensovat, takze uz nema smysl pocitat zadné limity. Vysledkem je
ptimo
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. Ax 1
Aliglo (At) =3 -log,(e). (4.43)

A ted posledni kouzlo. Co se stane, kdyz poéitame logaritmus z ¢isla, které jsme pouzili jako zaklad?
Naposledy pouzijeme vzorecek

a = %8, (4.44)

Opét mame rovnici, kde na levé i pravé strané umocnujeme stejné ¢islo a. Na levé strané mame
pouze a, to znamena, Ze ¢ umocnujeme na prvou. Na pravé strané umocnujeme na nas logaritmus. To
ale znamenad, Ze se tento logaritmus rovnd jednicce! Jaké pouceni si z toho vezmeme? Zéklad a je ¢islo,
na kterém se musime dohodnout, ale je tiplné jedno, jaké ¢islo si zvolime. Jaké ¢islo by bylo nejSikovné;jsi
zvolit, aby se ndm smérnice teCny pocitaly nejlépe? Prece ¢islo e. Pokud bude a = e, tak bude logaritmus
v rovnici roven jedné a rovnice se zjednodusi na

Ax 1
lim | — | =-. 4.45
At—0 ( At ) t (4.45)
Vidime, ze i kdyz mame deset prstu, neni nejpfirozenéjsi pouzivat jako zdklad deset, ale ¢islo e.
Proto také logaritmu se zdkladem e fikdme prirozeny a oznacujeme In (logarithmus naturalis). Predpis
pro smérnici teény k funkci popsané piirozenym logaritmem si tedy muzeme zapsat
dln(t) 1
=-. 4.46
dt t ( )
Pro kazdou hodnotu proménné ¢ je smérnice teény k funkci In(¢) rovna prevracené hodnoté t.
Derivace logaritmu ndm umozni vypocitat préci pro hledany tvar funkce P(V'), kdy tlak je neptimo
umérny objemu. Z rovnice vime, ze funkci % ziskame derivovanim funkce logaritmické:

dln(V) 1
=—. 4.47
dv Vv (447)
Z toho vidime, ze w = —K In(V), aby
dw dIn(-KV) dln(V) K
K R A 7 (4.48)
Préci tedy muzeme spocitat
w(Vy,) Vi Vi 1 v
W = / dw=— | PdV = —K/ VdV =—-K(In(V,) —In(V4)) = —-Kln (V?) . (4.49)
w(Vl) V1 V1 !

4.7 Prace vykonana pri adiabatické expanzi idealniho plynu

Zkusme ted vypoéitat praci vykonanou a dodanou vratnym tepelnym strojem v druhé a &étvrté Edsti
pracovniho cyklu, ktery jsme si popsali v kapitole [I.3] V téchto ¢dstech pracovniho cyklu jsme kouzelnou
skiinku dokonale izolovali, takze nedochézelo k vyméné tepla. Takovému déji se tika adiabaticky. Bez
tepelné vymeény se dodand prace se pfimo rovna zméné vnitini energie skiinky

PAV = —AU. (4.50)

Pro velmi malou zménu objemu se vnitini energie zméni o
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dU = —PdV. (4.51)
Pokud by byla kouzelnéd skfinku naplnéna idedlnim plynem a prava stana rovnice by se tak
rovnala %U , platilo by zaroven
3
dU = §d(PV). (4.52)

Na pravé strané mame diferencidl souc¢inu tlaku a objemu. Tlak i objem jsou funkcemi teploty, ktera
se pii adiabatickém déji méni. Vypocet takového diferencidlu souvisi s derivovanim soucinu dvou funkei.

4.8 Derivace souc¢inu

Jak se zméni soucin tlaku a objemu, kdyz malicko zménime teplotu?

A(PV)=(P+AP)(V+AV)—P.V =P.-V+PAV4+VAP+APAV —-P.V.= PAV+VAP+APAV.

(4.53)

Pokud se budou zmény teploty blizit nule, budou se nule blizit i vysledné zmény tlaku a objemu.

Potom budeme k malym é&islim PAV a VAP piicitat jesté mnohem mensi souéin nepatrnych zmén
APAYV. Pro nekoneéné maly diferencidl d(PV) muzeme soucin dPdV bezpecné zanedbat a psét

d(PV) = PAV + VdP. (4.54)

d(PV) = PAV + VdP. (4.55)

Vydélenim nekone¢né malou zménou teploty bychom ziskali derivaci sou¢inu PV

d(PV) AV dP
T =PtV (4.56)

Ném ovSem stac¢i dosadit do rovnice piimo diferencial

aU = ngP + gpdV. (4.57)

Porovnanim pravych stran rovnic a ziskdme vztah mezi tlakem a objemem

_PAV = ngP—i— gpdV, (4.58)

0 — %VdP—i— gpdV, (4.59)
3dP 54V

0= 3p T2V (4.60)

K dalsimu postupu vyuzijeme piedpis pro derivaci logaritmické funkce. Kdyz vynasobime obé strany
vzorecku [£.46] zménou proménné dt, ziskdme vyraz

dln(t) = %, (4.61)

podle kterého mizeme piepsat rovnici
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gdlnp + gdan = 0. (4.62)

Zavislost tlaku na objemu ziskdme po vyn&asobeni obou stran dvéma tfetinami pomoci neurcitého
integralu

/dlnP+/gdan:0. (4.63)

InP + g InV =1n(C), (4.64)

kde In(C') na pravé strané piSeme proto, ze vyslednd funkce neni integrovanim uréena jednoznac¢né a
se muze od levé strany lisit o néjakou konstantu. Protoze na levé strané mame logaritmické funkce tlaku
a objemu, je vyhodné psit také konstantu na pravé strané jako logaritmus néjakého (zatim nezndmého)
¢isla C. Po odlogaritmovani

PV =C=P=CV 5. (4.65)

Konecné se muzeme pustit do pocitani préce

1% Vi,

w( n) Vi
W= / dw = —/PdV: —O/V*%dv. (4.66)
’LU(Vl) V1 V1

Opét narazime na integral proménné umocnéné na néco jiného, nez celé kladné ¢islo. Zkusenost s
mocninou —1 nds naucila opatrnosti. Misto slepého poziti vztahu pro derivovani polynomialnich funkeci
si odvodime, ¢emu se rovnda derivace proménné umocnéné na jakékoli realné ¢islo. K tomu budeme
nejprve potiebovat védét, jak se logaritmuji exponencialni funkce.

4.9 Derivace exponencialni funkce

Jako dalsi z uziteénych derivaci si spoéitdme smérnici funkce e! vzhledem k proménné ¢. Budeme postu-
povat jako obvykle. Vezme funkci pro proménnou ¢ a pro hodnotu proménné vétsi o nepatrny kousek
At, spoc¢itdme

et+At_et_eteAt_et_ teAt_l 6
At At ST A (4.67)

a budeme zmensovat At az k nule. Vyuzijeme pfitom definice ¢isla e (rovnice[2.20) a e®t si vyjadiime

jako
AryE\ At
e = lim <<1+> ) = lim <1+> : (4.68)
4t 0 t 4t 0 t

Pokud bude ¢ celé kladné ¢islo, tak nam tento vztah nam tiké, ze vyraz v zavorce musime vynasobit

t-krat.
A\’ At At At
(1+t) :<1+t) <1+t)-~-t-krét-~-t(1+t>- (4.69)

My ale chceme znat vysledek pro jakékoli realné ¢islo ¢, nejen pro celo¢iselné hodnoty proménné ¢.
Proto si ¢ zapiSeme jako zlomek ¢ = %, kde u je celé ¢islo (a c takové redlné ¢islo, aby vysledek dal ).
Derivaci si spocitdme pro trochu vétsi, ale stdle velmi malé Au = cAt




56 KAPITOLA 4. ENTROPIE

et+Au ot t Au t Au 1

Au - Au ¢ Au (4.70)

t \ Au u cAt
At 27 ANANY Au\"
e = lim <1 + t) = lim (1 + Ct) = lim (1 + u) . (4.71)
At 3 cht_y0 U Au 40 u

Ziskali jsme tak velmi podobné rovnice, jako diive pro t, ale tentokrat se zarucené celym ¢&islem
u. S vhodnou volbou ¢ si muzeme zapsat et = e jako souéin vyrazu v zévorce z rovnice pro

jakékoli ¢
Au\™ A A A
(1+ u) :(1+“> <1+u)...u_krét...<1+u)_ (4.72)
U u u u

Takovy soucin jsme uz pocitali v rovnici [2.32] a zjistili, ze

(1+A“> (1+M>mu-krat-.-(1+m‘> A S Aut (4.73)
u u u u

kde tecky predstavuji vyrazy s vy$simi mocninami zlomku %. Pti vypoctu derivace pocitame limitu
pro Au — 0, takze tyto vyssi mocniny jsou jeSté mnohem mensi, nez malé Au, a muzeme je zanedbat.
Dochéazime tedy k zavéru, ze bez ohledu na to, jak velké je u je, tak (1 + %)u se pro mald Au blizi
1+ Awu. Po dosazeni do vztahu pro vypocet derivace
efthe ot eAv_1 I+ Au—-1  Au
o _

A =e Ao = A =e Ay = e’ (4.74)

Vidime tak dalsi pozoruhodnou vlastnost &isla e: smérnice funkce e ma stejnou hodnotu, jako funkce
sama:

det
ot 4.
% =° (4.75)

4.10 Derivace slozené funkce

Dale se potfebujeme naucit, jak derivovat kombinace vice funkei. Vezméme si napiiklad exponencialni
funkci, kterd v exponentu ukryva polynomidlni funkci g

2
ed = eco+61t+62t +---. (476)

Jak bychom spocitali derivaci této sloZené funkce? Podle obecného postupu potiebujeme spocitat

de? eItAI _ o9
— = lim ——. 4.
dt — aiso At (4.77)

kde jsme si pro jednoduchost oznacili

Ag=co+ei(t+At)+e(t+ A+ — (co+ et +eat® +---). (4.78)
Malickou zménu At muzeme rozsitit vyrazem Ag
At n ((E+ AD)™ — ™
At = B pg. qim o (EHAD ). (4.79)

Ag " At—0 At
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a dosadit do rovnice .71

(4.80)

de9 eItA9 _e9  Ag) dg e9tAg _ o9
= am )5 dm, S5
dt  At—o0

= . im

Ag At ) dt At—o Ag

Vyraz v limité ma ted stejny tvar, jako v rovnici popisujici odvozeni derivace exponencialni

funkce. Pouze pismenko t je nahrazeno pismenkem g. Muzeme proto vyuzit zavéru predchozi kapitoly
a psat

ded

— =Y. (4.81)

dg
Derivaci % jiz spocitat umime. Hledana derivace nasi slozené funkce tedy bude

de? - de? dg — oCotertteat? 4o
dt dg dt

Tento vysledek muzeme zobecnit. Pokud v sobé néjaka funkee f(t) ukryvé dalsi vnitrnd funkci g(t),
je derivace f(t) podle t rovna

(Cl —+ QCQt + - ) . (482)

df _dfdg

_ , 4,
dt ~ dg dt (4.83)

4.11 Derivace obecné mocniny

Uméni derivovat slozenou funkci vyuzijeme k tomu, abychom predpis pro derivovani polynomidlni funkce
rozsitili na jakoukoli mocninu proménné t. Ve vyrazu t" nahradime proménnou ¢ néjakou funkci f a
celé ¢fslo n jinou funkef g. Funkei f prepiSeme pomoci vzorecku [£.28] abychom obé funkce dostali do
exponentu

F— et (4.84)

Derivaci f9 pak vypocitame

d(f9) _des™D  de™)  d(g-In(f)) oon(p) 4 (g - In(f))

dt dt d(g-In(f)) dt dt '

=f = (4.85)

V dalsim kroku musime pouzit pravidlo pro derivaci sou¢inu. Do vzorecku dosadime za x funkci
g a za y logaritmus funkce f

d(f9 d dln d dln d d d
1 (S 0) (i BO) (B 30 s

Vysledny vztah vypadd moznd pfilis komplikované, ale pro pocitani derivaci a integrélu je uziteény.
Jeho ponékud zjednodusend verze ndm umozni vypocitat praci vykonanou a dodanou vratnym tepelnym
strojem v druhé a ¢tvrté ¢asti pracovniho cyklu, ktery jsme si popsali v kapitole Pro nés pripad se
vztah hodné zjednodusi, protoze funkce f je v rovnici m piimo rovnd proménné V' (objemu) a
funkce g je konstanta.

dvn _ <dg In(V) + 9dV> _ (4.87)
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Protoze derivace konstanty g je nula, zustane v rovnici jenom druhy ¢len, kde se navic vykrati dV.
Vysledkem derivace tedy je

d (V) g _
=Vl — gqy9-1. 4.88
i v =9 (4.88)
Ziskavame tedy stejnou zavislost, jako v piripadé celo¢iselné mocniny. Mocnina v na$i funkci w musi
byt g = —g +1= —%, abychom po zderivovani ziskali V=3 Préce je tedy rovna
V’Vl
5 2 -2 _2
W= —C/V‘idV = 3C (Vn oy, ) , (4.89)
Vi

kde hodnotu C udavé okrajova podminka. Pokud by napiiklad poc¢ateéni hodnoté p1V; = Ky =
25007 (ted uz nejde o konstantu!) odpovidal po¢dteéni objem V; = 27 litrt, byla by

2
3

C =PV} =(PVi)- V) =2500-(27-103)3 J = 225 J. (4.90)

4.12 Exaktni diferencial

Zatim jsme pomoci integralu pocitali praci. Jesté vice nez vykonand ¢i dodand prace nés zajimd vnitini
energie. Zménu vnitini energie pii zahtdti ¢i ochlazeni a stlaceni nebo zvétseni objemu popisuje prvni
véta termodynamiky

AU =Q+W. (4.91)

Pokud sledujeme, jak se vnitini energie postupné méni, muzeme celkové zvyseni poskladat z malickych
postupnych zmén neboli diferencidlu dU

Un
AU = /dU. (4.92)
Uy
Stejné tak celkové teplo a praci muzeme poskladat z malickych prispévku dg a dw
q(Tn)
Q= / dq, (4.93)
q(T1)
w(Vy)
W = / dw. (4.94)
w(Vh)
Posledni tfi rovnice vypadaji velmi podobné. Jejich spojenim ziskdme zapis prvni véty termodyna-
miky v diferencidlnim tvaru
dU = dg + dw. (4.95)

Prispévky dq a dw se ale od dU 1isi v né¢em velmi dulezitém. Ukédzeme si to na piikladu vratného
stroje z kapitoly [:3] Tento stroj pracuje v cyklech. To znamend, Ze se na konci kazdého cyklu vraci do
pocéatecniho stavu, se stejnou vnitini energii jako na pocatku. Zména vnitini energie béhem cyklického
déje musi byt nutné nulova. Matematicky to muzeme zapsat
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AU = §1§dU =0. (4.96)

Krouzek kolem znaku integrélu zduraznuje, ze sc¢itdme diferencidly béhem jednoho cyklu. Naopak
meze nemusime vyznacovat, protoze zména vnitini energie je nulova pro jakékoli pocateéni podminky
a pro jakykoli prubéh pracovniho cyklu. Diferencidlu, jehoz integral je béhem cyklického dé&je nulovy,
fikdme exakind diferencidl nebo uplny (totdlni) diferencidl. Funkcee, jejiz diferenciél je exaktni, se nazyva
stavovd funkce, protoze popisuje stav zkoumaného systému. Pokud je déj opravdu cyklicky, musi systém
nakonec dorazit do stejného stavu, v jakém byl na pocatku, a kazdd funkce, ktera zavisi jen na stavu
systému, se musi vrétit ke své puvodni hodnoté. Kromé vnitini energie jsou stavové funkce napiiklad
objem, teplota, tlak, entropie.

Diferencidly dg a dw ale exaktni nejsou, protoze jejich soucty (integrély) béhem cyklického déje
nejsou nulové. Stroj z kapitoly v kazdém cyklu spotieboval teplo Q2 — @1 > 0 a vykonal préci
W1 — Ws > 0. Diferencidlum dqg a dw se tika neexakini diferencidly nebo neuplné diferencidly a nékdy
se pro né pouzva i zvldstni symbol (napifklad § nebo d). Price ani teplo nejsou stavové veliciny,
nezavisi jen na stavu systému, ale také na prubéhu déje. Funkci, kterd neni stavova, je ale mozné na
stavovou funkci prevést. Piiklad jsme vidéli v kapitole Teplo, které neni stavovou funkci, jsme
prevedli na entropii, kterd je stavovou funkci, tim, ze jsme teplo vydélili termodynamickou teplotou
T. Matematické funkci, jejimz vyndsobenim se nestavova funkce zméni na stavovou, se ¥ika integraént
faktor. V kapitole [4.4] tedy byla integraénim faktorem prevrdcend hodnota teploty .

Zkusme se ted zamyslet nad tim, co pracovni cyklus vratného stroje urcuje. V kapitole jsme
mluvili jen o teplotach 05 a 67 (které jsme pozdéji nahradili termodynamicky definovanymi teplotami
Ty a Tb). Stroj ale také kond préci, takze se méni objem V. Béhem pracovniho cyklu se meéni i tlak,
ale v kapitole jsme si fekli, ze tlak P zavisi pouze na objemu a teploté. Proto je prubéh pracovniho
cyklu jednozna¢né popsan, kdyz uvedeme teplotu a objem v kazdém okamziku cyklu. Vnitini energii
ménici se béhem pracovniho cyklu bude tedy nejlépe popsat jako funkci dvou proménnych, teploty a
objemu.

Zmény vnitini energie béhem pracovniho cyklu budou dédny zménami teploty a objemu. Graficky
si muzeme zavislost vnitini energie na teploté a objemu znézornit jako plochu nad rovinou urcenou
soufadnicemi T a V. Pracovni cyklus bude odpovidat okruzni jizdé po této plose. Pokud bychom se na
T a V divali jako na souradnice na mapé a na U jako na nadmotskou vysku, odpovidal by diferencial dU
zméné nadmotské vysky pii malickém posunuti na mapé. Pokud by se soutadnice pii kazdém posunuti
zménili o stejné malické hodnoty dT" a dV/, byla by velikost dU déna témito hodnotami a sklonem plochy
podél souradnic T a V. K urc¢eni dU tedy potiebujeme znét smérnice dvou tecen k ploSe. Smérnici tecny
muzeme spocitat jako derivaci. V nasem piipadé pujde o parcidlni derivace g—g a g—g. Naézev parcidlni
a odlisny symbol (0 misto d) ffkaji, ze derivujeme jen podle jedné proménné a druhou ignorujeme,
protoze nas zajima vzdy sklon jen ve sméru jedné soutradnice. Soufadnici, kterou ignorujeme, nékdy
zvyraznujeme spodnim indexem. Hodnota dU je tak déna

ou ou
w— (%) ar+ (%) av o

Prvni ¢len ndm k4, o kolik vzroste U pii zméneé teploty o dT' (pfi konstantnim tlaku), druhy ¢len
k4, o kolik vzroste U pii zméné objemu o dV (pii konstantni teploté). Pokud lze diferencidl napsat
v tomto tvaru, tedy jako soucet diferencidlii proménnych vyndsobenych piislusnymi smérnicemi, jde o
diferencidl exaktni. To naptiklad neplati pro vztah W = —PdV. Préce obecné zavisi i na teploté, ale

¢len se smérnici %—V:,[f ve vztahu chybi.
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Kapitola 5

Rovnovahy

There is, essencially, only one problem in statistical thermodynamics: the ditribution of
a given amount of energy £ over N identical systems. ... We assume that each of them has
identically the same "mechanism”attached to it, screws, pistons and what not, which we can
handle and thereby change its nature.
Erwin Schrédinger

Matematika: Exaktni diferencidl, integra¢ni faktor, diferencial sou¢inu, exponencialni funkce a jejich
priblizné hodnoty pro maly exponent, entropie v informatice.

5.1 Mikrokanonické a kanonické soubory

V kapitole jsme si odvodili tvar Boltzmannova zdkona, schdz{ ndm pouze odhalit vyznam zatim
neznamého parametru (. Pii odvozovani jsme pfitom pouzivali pocty jednotlivych molekul. Jak se
muzeme na tento postup divat z pohledu kouzelnych skiinék? Nase odvozeni Boltzmannova zédkona od-
povidd analyze obrovského (teoreticky nekoneéného) poctu vzdjemné izolovanych skifnék, které vsechny
maji stejny objem V', obsahuji stejny pocet molekul N a maji stejnou celkovou energii &€ = Ne€. Ta-
kovému sbirce kouzelnych skiinék se tika mikrokanonicky soubor.

Tajemstvi konstanty 5 muzeme odhalit tak, Ze pohled na kouzelné skiinky trochu zménime. Dovolime
jim, aby si vzdjemné vymeénovaly teplo. VSechny kouzelné skiinky budou mit opét stejny objem V a
obsahovat stejny pocet molekul N. Mohou se ale lisit celkovou energii, kterou si pro skiinku ¢&islo 4
oznacime &;. Misto energie budou mit vSechny skiinky stejnou teplotu 7. Také energie celého souboru
bude konstantni. Pokud se bude soubor sklddat z N skiinck, bude celkovd energie rovna NU, kde
vnitini energie U je stfedni hodnota energii &; jednotlivych skiinék. Takové sadé kouzelnych skiinék se
tiké kanonicky soubor.

V kanonickém souboru se jednotlivé skiinky vlastné chovaji jako tepelné stroje, které jsou schopny
vnitini energii ménit a tedy konat praci. Dava to smysl i fyzikéalné. To, ze je fruktdza v urcitém isomernim
stavu, neznamend jeSté, ze mé jeji molekula pevné danou energii. Vselijaké deformovani, stlacovéni,
natahovani a krouceni molekuly kazdého isomeru energii této molekuly zméni. Takového zvySeni vnitini
energie muzeme dosdhnout tim, ze kouzelnou skiinku s fruktézou zahifejeme nebo stlacime. Puvab
termodynamiky tkvi v tom, Ze pfitom viubec nemusime védét, co presné se s molekulou déje, staéi nam
analyzovat celkové zmény vnitini energie, teploty, objemu a tlaku.

Kouzelné skiiiiky v kanonickém souboru muzeme analyzovat iplné stejné jako jednotlivé molekuly
v mikrokanonickém souboru skiinék se stejnou energii. Energie molekul ¢; nahradime energiemi sk¥inék
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&;, celkovy pocet molekul ve skiffice N nahradime celkovym poctem skiinék N, a pocet skifnék s energif
&; pro nejpravdépodobnéjsi rozdéleni energii vsech skiinék se bude rovnat

—B-E
vi=N-2 7 (5.1)
kde
N
Z=Y e, (5.2)
=0

je kanonickd particni funkce.

Co se stane, kdyz malicko zvysime teplotu kouzelné skiinky s nasimi molekulami? Hodnoty v expo-
nentech nagich rovnic, tedy (8 a energie, se pritom také malicko zmén{ (pfi zméné teplot to uz nebudou
konstanty). To, co se skryvd za hodnotou S, zjistime, kdyz budeme peclivé sledovat, jak se malické
zmény (3 a energi{ odrazi na hodnoté logaritmu vyrazu Z.

5.2 Boltzmannova konstanta

Patrani po hodnoté S zatneme tim, ze prozkoumdame, jak se pii malické zméné teploty zmeéni In(Z2).
Uvédomime si, ze kdyz zménime teplotu, zménime také malicko souciny B - &;. ZvySeni teploty zmeéni
8 o velmi malou hodnotu AS a kazdou z energii o velmi malou hodnotu A&;. Jednotlivé souciny 3 - &;
v exponencidlnich ¢lenech se tedy zméni o hodnotu

AB-&) = (B+AB) - (E+AE)—B-E=0-E+AB-E+B-AE+AB-AE —5-&;

Ted vyuZijeme toho, Ze teplotu mizeme zménit o libovolné malou hodnotu, tak aby AB byla mnohem
mensi nez puvodni hodnota 8. Potom bude i kazdy vyraz AS - AE; mnohem mensi nez 5 - AE;, takze
zménu soucinu J - £, muzeme nahradit diferencidlem d(BE;)

Pii malé zméné teploty se tedy ve vyrazu Z kazdy z exponencidlnich ¢lent zméni na

e B-E—d(BE:) _ (—B-Ei—E:idf—pdE;s (5.5)

Znovu vyuzijeme toho, ze d(8E&;) je libovolné malé éislo. Muzeme tedy opét pouzit rovnici a
exponencidlni vyraz s malicko zménénymi hodnotami § a energii vyjadiit jako
e PETABE) = omBESEAB=BAE — 0Bl (] _ £,dB — BdE;) = e PE —Ee TP dB—B-e 7P EdE. (5.6)

Soucet vyrazii e #€ ovéem nenf nic jiného, nez hodnota Z pied zvysenim (. Hodnota celého souctu
Z po zvySeni 3 proto bude

Z - (Z Sie_ﬁ'g'i> dB— By Ee PEdE,. (5.7)

Podle rovnice je ale vyraz v zavorce rovny U - Z. Ve druhé sumé muzeme zase podle rovnic

dosadit za exponencidlni vyrazy
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v - A
N

Co to znamenda? Vzpomenme, ze energie je schopnost konat praci. Zména energie —d¢&; je tedy prace,
kterou vykond skifiika ¢islo ¢ v dusledku malické zmény teploty. Hodnota —v; - d&; je pak préce, kterou
vykonaji vSechny kouzelné skiiniky s energii &;. Soucet hodnot —v; - d&; pro vSechny stavy vydéleny
celkovym poctem skiinék je primérnd prace vykonanda jednou skiifikou pii nepatrné zmeéné teploty d7T.
Pokud si tuto malickou prumérnou vykonanou préci ozna¢ime —dw, muzeme zdvorku na druhém radku
zapsat jednoduse jako Zdw.

Zjednoduseni obou zavorek nam iika, ze pii nepatrném zvyseni 5 a energii se soucet exponencialnich
¢lent snizi z hodnoty Z na hodnotu Z - (1 — UdS — Bdw). Jak se tedy pfi malé zméné teploty zmeén{
In(Z)? Pokud si zménu oznacime A In(Z), muzeme psit

e_ﬁ'gi’dgi = d.(‘:z (58)

An(Z) = n(Z - (1 — UdB — Bdw)) — n(Z) — In 2= Ugﬁ —8dw) 1~ vdB - pdw). (5.9)

Opét vyuzijeme toho, ze df je tak malé, ze plati

1—UdB — Bdw = e~ UVdb—Fdw (5.10)

takze po dosazeni do logaritmu

dIn(Z) =In (e”V4=Fdw) = _UdB — pdw. (5.11)

Vyraz na pravé strané trochu pfipoming exaktni diferencidl dU = dg + dw (rovnice . Abychom
vSak mohli nés vysledek s timto exaktnim diferencidlem porovnat piimo, potfebovali bychom v nasem
vysledku SdU misto UdS. Toho ale muzeme dosdhnout snadno, kdyz si vzpomeneme jak se pocita
diferencial souc¢inu S - &;:

d(p-U) =Udg + pdU. (5.12)
Misto —UdgB tedy muzeme do rovnice dosadit fdU — d(B - U) a df - U) prevést s opaénym

znaménkem na levou stranu. Tak dostaneme

dIn(Z) +d(B-U) = d(In(2) + B-U) = B (AU — dw). (5.13)

Podle rovnice |4.95| ale neni dU — dw nic jiného, nez teplo dgq. Vidime tedy, ze teplo piijaté kouzelnou
skiinikou s nasi molekulou se rovna

1 1
dq:B~d(ln(Z)—|—B-U):E-dY7 (5.14)
kde jsme si vyraz In(Z)+ 8- U pro jednoduchost oznaéili pismenkem Y. V kapitole |4.4]jsme si dodané
teplo vydélené teplotou oznacili AS. Podle toho tedy

1

ds = T3 -dY. (5.15)

Soucin teploty a dosud zdhadného ¢isla 5 tedy spojuje nasi novou veli¢inou Y s entropii S. Ve-
ledulezita otdzka v nasem patrani po vyznamu [ zni: zavisi soucin teploty a 8 na tom, jakou molekulu
zkouméame, nebo je to univerzalni konstanta, stejnd pro vSechny latky? Abychom nalezli odpovéd,
podivame se jak zavisi S na Y pro ruzné molekuly. Pokud bude tato zdvislost ruznd, znamena to, ze
soucin T - B je pro kazdou latku jiny. Pokud ale bude tato zavislost stejnd, je T - 8 univerzdlni kon-
stanta. V tom piipadé bude dY exaktni diferencidl (protoze se bude az na konstantu rovnat exaktnimu
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diferencidlu dS) a 8 bude hrét roli integraéniho faktoru: po vyndsobeni § se z neexaktniho diferencidlu
d@ stane exaktni diferencidl dY .

Podivame se na dva cukry, o kterych jsme si povidali, na frukt6zu a glukézu. Pfitom budeme zkoumat
t1i kouzelné skiinky. Prvni s fruktézou, hodnoty Y na S v této skiffice oznac¢ime Y; a S¢. Ve druhé skiiiice
bude glukéza. Hodnoty Y na S ve skifiice s glukézou oznacime Y, a S,. TTeti skifitku vyrobime tak, Ze
spojime prvni skiinku s druhou, tak, aby se vzajemné ovlinovaly jen natolik, aby se udrzely v tepelné
rovnovaze, ale nezménily se pfitom energie jednostlivych stavi kyselin. Hodnoty Y na S ve tfeti skiirice
oznacime Yiy, a Spyg.

Cemu se rovnaji hodnoty S a Y ve tieti skifice? Entropie S je dodané teplo délené teplotou. Tiet{
skifiika je postavend ze skiinék s entropiemi St a S, které jsou v tepelné rovnovéze a maji tedy stejnou
teplotu 7T'. Proto entropii Sgyg spocitdme jednoduse jako soucet tepla dodaného prvni a druhé skifiice,
vydéleny jejich spole¢nou teplotou

Qg Qe+ Qg Qr Qg

Sf+g = T — T = ? —|— ? = Sf —+ Sg~ (516)

Veli¢ina Y se skldda z In(Z) a - U. Pro vypocet Yi;, musime tedy predevdim vypocitat In(Zs,g).
Ttet{ skiintka muze mit jednu z 25 energii, danych kombinaci péti energii isomernich stava fruktozy
(&0,E1,E2,E3,E4) a péti energii isomernich stavi gluktézy (aby se ndm nepletly s energiemi fruktézy,
oznacime je pismenkem D: Dy, D1, Da, D3, Dy). Proto je Ziy, je soucet viech ¢lent s ruznymi energiemi
&+ Dj, kde i a j se rovnaji 0,1,2,3,4:

Zirg = e P (Eo+Do) 4 =B (Eo+D1) y o=B(E0+D2) 4 =B (E0+Ds) 4 o—F(E0+Da)
4 e P EdDo) | o=B(E14D1) | o=B(E14D2) | (=B (E14Ds) | =B (E1+Da)
4 e B (E24Do) 4 o=B:(E24D1) 4 =B (E24D2) | o=B(E2+Ds) | o=F(E2+Da)
4 e B (E+Do) 4 =B (Es+D1) 4 o=B:(E3+D2) | o=B(Es+Ds) 4 o—F(E3+Da)

+ e~ B(€a+Do) + e B(&a+D1) + e B (Ea+D2) + e B(Ea+D3) + e B (EatDa) (5.17)

Cleny se stejnou energii isomernich stavii fruktézy muzeme vytknout

_ (e—ﬁ'go + 6—5‘51 + 6—5'52 + 6—5‘53 + 6—5'54) . (e—ﬁ"Do 4 e—B'Dl + e—B'D2 + e—ﬂ'Ds + 6—5-7-74)
=7 - Zg.
(5.18)

Kdyz spocitame logaritmus Zgs = Z¢ - Zg, ziskdme

In(Ziyg) = In(Zs - Zg) = In(Z¢) + In(Zy). (5.19)

K logaritmum pfi¢teme vnitini energie vyndsobené . ProtoZze zatim nevime, jestli je S stejné pro
ruzné latky, budeme radéji rozliSovat B a fg:

ln(ZHg) =1In(Z¢) + ln(Zg)ﬁf ~Up + Bg - Ug. (5.20)
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At uz se § 1isf nebo ne, vidime, Ze velicina Y se s¢itd (podobné, jako se séita entropie S)

Yirg =Y+ Y. (5.21)

Ted uz méame viechno, co potiebujeme k porovndni zavislosti S na Y. Podivdme se, co se stane
s entropif tiet{ skiiiiky, kdyz zménime nejdiive jenom Y; a potom jenom Y.

Kdyz budeme ménit jenom Y%, tak bude zména AY, = 0. Proto plati, Ze zména AY;, = Y;. Zménu
entropie treti skiinky spoc¢itame

1 1
Y + .
T-5 T B,

Protoze ted neménime Yy, muzeme za AY, dosadit nulu a misto AY; psdt AYey,

ASirg = ASp + AS, = Y. (5.22)

ASpiy = Vi (5.23)

1
T B
Kdyz budeme naopak ménit jenom Yy, tak bude zase zména AY; = 0. Proto bude zména AY,, = Y,

a zménu entropie tieti skiinky spocitdme

1 1
- Y} Y. .24
T'Bf f—’_T'ﬁg g (5 )

Tentokrat dosadime nulu misto AY; a AY,, misto AY,

ASirg = ASp + AS, =

1
T B,

Porovnani rovnic a jasné ukazuje, ze B¢ a By musi mit stejnou hodnotu. Z toho vyplyva,
ze T'- f musi byt univerzalni konstanta, stejnd pro vSechny latky (nazvéme ji univerzalni konstantou R:

ASf+g = . }/H,g. (525)

1

-AY = R-AY. (5.26)
Takto jsme zjistili, ze zahadné ¢islo S se rovna

1

R-T

Nase vypocty neiikaji, jakd je ¢iselnd hodnota konstanty R. To totiz zdvisi pouze na tom, jaké
jednotky pouzivame a kolik molekul je v kouzelné skiitice. Pokud energii méiime v jednotkdch J (joule),
teplotu v jednotkdch K (kelvin) a ve skifnice je 602214 076 000 biliénu (1 mol) molekul, je hodnota R
rovna 8,314 - 10723 J. K~ '-mol~!. Pokud by jednotky energie a teploty byly stejné, ale misto skifnék
bychom se bavili o jednotlivych molekuldch, byla by hodnota této konstanty 1,38 - 10723 J.K—!. Toto
¢islo se obvykle zkracuje kg nebo jen k a nazyva se Boltzmannova konstanta.

8= (5.27)

5.3 Boltzmanntv zakon jako vztah energii a teploty

Odhaleni vyznamu ¢isla 5 bylo posledni, co ndm schazelo k uréeni po¢tit molekul v jednotlivych stavech
pro nejpravdépodobnéjsi makrostav za tepelné rovnovahy.

Kdyz si za B v rovnicich dosadime z rovnice vidime, Ze poéty molekul v jednotlivych
isomernich stavech zaviseji pouze na jejich energiich a teploté
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_fo _ 0
no e RT e RT
T 0 1 =) z3 = = (528)
N e RT +e ®Rr +e Rr +e RT +e Rr A

_ £l _ €1
nq e~ RT e RT
~r 0 1 =) - (529)
N e RT +e RT +e RT +e RT + e RT A

_ €2 _ €2
N9 e~ RT e~ RT
T £0 €1 B £3 4 = (530)
N € RT +e RT +e RT +e RT + e RT Z

_ &3 _£3
ns e RT e RT
- — 0 €1 B €3 4 = (5.31)
N e =®r + e RT +e  RT + e~ RT 4+ e RT A

_ €4 _ €4
g e RT e RT
—=— —~ -~ - = = . (5.32)
N e ®RT +e ®Rr +e RT +e RT +e &I A

Ziskali jsme tedy Boltzmanniiv zdkon jako vztah mezi energiemi jednotlivych stavii a teplotou. Riké
nam, ze poméry poctu molekul v jednotlivych stavech zavisi na rozdilu energii timto zpusobem:

n; _gi=%0
— =e BT 5.33
o (5.33)
neboli
Agz&—Eo:—R-T-ln(ni). (5.34)
no
Stejny vztah plati i pro kanonické soubory, kde vnitini energie je
N £
Z Ei-e” RT
0
Z e R%
0

Odhaleni vyznamu 5 ndm navic prozradilo, jak souvisi s energiemi jednotlivych stavu entropie. Po
dosazeni za 8 do rovnice

U ds
neboli
AU —~T-dS = —R-T-dIn(Z). (5.37)

5.4 Entropie a statistika

V naSem hledani nejpravdépodobnéjsich po¢tu molekul v ruznych stavech jsem za¢inali tvahou, ze
s nejvyssi pravdépodobnosti najdeme molekuly v takovém makrostavu, ktery se sklada z nejvétsiho poctu
mikrostavi. Nejvyssi poc¢et mikrostavil, oznaceny pismenkem €2, pochopitelné znamend také nejvyssi
hodnotu logaritmu In(Q2). Zkusme se ted k hledané nejvyssi hodnoté In(Q) vratit.

Podafilo se ndm najit takové pocty kouzelnych skifnék ng, n1, atd., pro které je In(Q2) nejvyssi. Tyto
hodnoty muzeme dosadit do rovnice [2:52] ze které jsme vychdzeli. Pro jednoduchost se omezime na tfi
stavy 0, 1, 2, ale nase ivahy bychom mohli lehce rozsitit na jakykoli pocet stavi. Nejprve dosadime do
rovnice hodnotu N z rovnice (tedy N =ng + nq + no):
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In(Q)~=N -In(N) — N —ng - In(ng) + no — n1 - In(nq) + n1 — na - In(n2) + no
=N -In(N) —ng - In(ng) — ny - In(ny) — nz - In(ng). (5.38)

Podle Boltzmannova zdkona (rovnice 5.32)) je pocet molekul ve stavu éislo i

£

=N e 5.39
n; (5.39)
V rovnici |2.52] potiebujeme také logaritmus tohoto ¢isla
In(n;) = In(N) — & —1In(Z) (5.40)
’ Rj ) ’

Do rovnice dosadime nejdiive jen za tyto logaritmy

& £ &
In(Q) ~ N - In(N) — (ng + ny +nz) - In(N) + noR—; + an—lT + nQRiT + (no + 11 +ns) - In(Z). (5.41)

Kdyz opét dosadime ng + ny + ne = N, ¢leny s In(N) se odectou

&o & &

a za souCet ¢lent s energiemi muzeme dosadit z rovnice [2.89]

N-U U
()~ —+N-In(Z)=N-{—=—+In(2) ). 4
@) ~ 4 N 1n(Z2) = N (g n(2)) (5.43)
Podle rovnice [5.36[se zména vyrazu v zavorce na pravé strané rovnice rovnd zmeéné entropie vydélené

konstantou R, takze muzeme psat

In(Q)~ N - —. (5.44)
Po vydéleni obou stran rovnice celkovym poc¢tem molekul N a vynasobeni konstantou k

R-1n(Q)
N
Az dosud jsme si veli¢inu zvanou entropie spojovali pouze se zménou tepla (vydélenou teplotou) za
tepelné rovnovahy. Ted ale vidime, Ze entropie je pfimo imérnd In(Q2). Pfipomenme si, 7e 2 ndm k4,
kolikrat se v souboru molekul vyskytne jeden urcity makrostav, tedy jedna urcitd kombinace molekul
ve svych ruznych stavech. Entropie tedy pfimo souvisi s po¢ty molekul v jednotlivych stavech.
Vratme se ted tplné na zacatek naSeho povidani, kdy jsme misto molekul poéitali koné. Zaéinali
jsme tim, ze jsme pocitali kolika zpusoby lze zapojit ¢tyii koné do ¢tytspiezi. Dosli jsme k ¢islu 4!, coz
je éestnéctﬂ V piipadé molekul by tomu odpovidala otdzka, kolika zpusoby lze usporadat N molekul,
pokud kazda molekula predstavuje zvlastni, rozlisitelny stav, ktery se neméni. Jaké je ¢islo €2 v tomto
piipadé? Pocet stavu je stejné velky, jako pocet molekul a v kazdém stavu je pravé jedna molekula:
ng =ny1 =---=ny = 1. Podle vzorce [5.38

~ S. (5.45)

In(Q)=N -In(N) — N —ng-In(ng) + np —n1 - In(ny) + ny —--- —ny - In(ny) + ny
=N -In(N) —ng-In(ng) —ny1 -In(ny) —--- —ny -In(ny) = N - In(N), (5.46)

1Stejnou odpoved bychom ovsem dostali, i kdybychom se ptali, kolika zpusoby lze rozdélit ¢tyfi koné do &tyF ohrad.
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protoze ng = ny; = --- =ny = 1 a logaritmus jedni¢ky je nula. Entropie takového souboru molekul
je
R-In(2))  R-N-In(N)
N N
Tento vztah ma zajimavou obdobu v informatice. Poc¢ita¢ pracuje s ¢isly ve dvojkové soustavé.

Kazdé ¢islo si uklada jako kombinaci ur¢itého pocet nul a jednicek, neboli bitu. Kdyby pocita¢ pracoval
s ¢isly sklddajicimi se ze ¢étyi bitil, tedy 0000, 0001, 0010, 0011 atd., mohl by rozligit jen 2* neboli

.....

S = = R-In(N). (5.47)

Riiznych 64-bitovych éisel je 264, pFiblizné stokrat méné, nez molekul v kapce vody. K tomu, abychom

¢islo jednozna¢né uréili, stacilo by ndm polozit tolik otazek, s kolika bitu se ¢islo skladd. V piipadé
CtyT bitu staci ¢tyfi otazky: ,je prvni bit jednicka?“, ,je druhy bit jednicka?“, ,je tieti bit jednicka?*
a ,je ¢tvrty bit jednicka?“. Jeden bit tedy muZeme povazovat za zékladni jednotku informace: pocet
biti ndm k4, kolik ,kousku informace“ ndm schézi, abychom se dozvédéli informaci celou (pfesnou
hodnotu ¢isla). Pokud si pocet ¢isel, kterd dokdzeme rozlisit, ozna¢ime N a pocet bitu b, tak plat{

N =2°, (5.48)
In(N) =b-1n(2) (5.49)
a koneéné
1
b= @ -In(N). (5.50)

Pocet bitu m4 tedy k In(N) podobny vztah, jako entropie. Pouze misto konstanty R, srovnévajici
jednotky entropie s jednotkami teploty a energie, mame bezrozmérné ¢islo: prevracenou hodnotu ln(2)E|

5.5 Samovolné déje

Souvislost entropie s po¢tem mikrostavi nam také pomuzeme lépe porozumét rovnici [5.37] z minulé
kapitoly. Co muzeme ocekévat od souboru molekul? Ze jej nejspise najdeme v nejpravdépodobnéjsim
makrostavu, tedy v takové kombinaci molekul v riznych stavech, pro které je ¢islo Q (pocet mikrostavii)
nejvyssi. Ted vidime, ze &islo 2 muZeme popsat veliéinou zvanou entropie. MuZeme tedy éekat, ze
samovolné budou probihat déje, pii kterych 2 a entropie rostou. Co ndm k tomu iika termodynamika?
Analyza tepelnych strojiu ukazuje, Ze nejvice prace vykonaji kouzelné skifiiky pii vratnych neboli
reverzibilnich déjich. Pro zménu funkce w popisujici piispévek k vykonané praci muzeme psat

—dw > —dw,ev, (5.51)

kde —dwyey je piispévek pro vratny (reverzibiln{) déj. Zména vnitini energie dU ovSem musi byt pro
vratny i nevratny déj stejna, protoze U je stavova funkce

dU = dw + dg = dwyey + dgrey (5.52)
Z toho vyplyva

dqrev - dq = _dwrev + dw 2 0. (553)

Protoze zména entropie je definovana jako

2Kdybychom méfili teplotu v ndsobcich jednotky energie, tak by konstanta k bylo také bezrozmérné &islo.
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dgrev
ds = 5.54
ey, (5.54)
musi také platit Clausiova nerovnost
dg
ds——= >0. .
S T2 0 (5.55)

Pokud budeme dodavat teplo a zaroven udrzovat konstantni objem, nebude se konat zddna préce a
vSechno dodané teplo se prfeméni na vnitini energii

dS—d?UEO:dU—Tdsg(). (5.56)

Rozdil na levé strané uz zndme z rovnice [5.371 Pokud si oznaéime

U-TS=-R-T-In(Z)=A (5.57)

a spocitame diferencial

dA = dU — TdS — SdT, (5.58)
zjistime, Ze za konstantni teploty (d7" = 0)

dA = dU — TdS. (5.59)

Vidime, ze pokud je diferencidl (zména) nové zavedené funkce A zéporny, probiha déj za konstantn{
teploty a konstantniho objemu samovolné a pokud je nulovy, nachazi se systém v rovnovaze. Pokud
se pritom neméni vnitini energie, entropie zkoumaného systému, napiiklad nasi kouzelné skiinky, roste
(diferencidl dS je kladny). Tou je v souladu s nasim ocekdvanim, ze ) a tedy i entropie se budou pfi
samovolnych déjich zvysovat. Co ale, kdyz se entropie systému (kouzelné skifnky) ménit nebude? Pak
podle rovnice musi klesat vnitini energie systému (diferencial dU je zaporny). Mohlo by se zdét,
7e zvySovani entropie neni nutnou podminkou samovolnych procest. Ze krom entropie rozhoduje o
samovolnosti také vnitini energie. Ale i v tomto pfipadé je samovolnost déje uréena zvysenim entropie.
Musime si v8ak uvédomit, ze pozadavek rustu entropie se vztahuje na cely vesmir. Pokud zafixujeme
entropii systému samotného, musi nutné rust entropie okoli. K tomu ale muze systém pfispét pouze tim,
ze dodavé okoli teplo. A protoze mluvime o systému za konstantniho objemu, nekona se zadnd prace a
odevzddn{ tepla musi vést ke snizenf vnitini energie. V rovnici [5.60] je tedy dS zména entropie systému
a dU tepelny piispévek ke zméné entropie okoli.

Co kdyz udrzujeme konstantni tlak, zatimco se objem kouzelné skiinky muze ménit? Odpovédét
nam pomuze, kdyz si zavedeme novou funkci H, zvanou entalpie a definovanou

H=U+PV (5.60)
Diferencidl dH je pak
dH =dU + PdV — VdP, (5.61)
coz je za konstantniho tlaku (dP = 0)
dH = dU + PdV. (5.62)

Za konstantniho tlaku odpovida dH tepelné zméné dq:

dH = dU + PdV =dq + dw + PdV =dg — PdV + PdV. (5.63)
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Diferencial entalpie nam tak fika, jaka ¢ast zmény vnitini energie odpovida tepelnému pienosu.
Protoze systém dodavé okoli entropii préavé prostfednictvim predaného tepla (dS = T'dq), je celkovd
zména entropie ddna kombinaci dH — T'dS, kde dS je zména entropie systému a dH tepelny prispévek
ke zméné entropie okoli. Kdyz si oznac¢ime

H-TS=G (5.64)

a spocitame diferencial

dG =dH —TdS — 5dT, (5.65)
uvidime, ze za konstantni teploty (d7 = 0) muzeme rovnici nahradit vztahem

dG = dH — TdS. (5.66)

5.6 Volna energie

Funkce A a G ndm také fikaji, kolik prace lze v nejlepsim pfipadé pii daném déji za konstantni teploty
ziskat. Kdyz dosadime do rovnice za prispévek k teplu z prvni véty termodynamiky (dU = dw+dg),
dqg dU — dw

dS— —=dS - —— >0, 5.67
T T - ( )
ziskame informaci o maximalni préaci, kterou muze systém vykonat

dw > dU — TdS = dA (5.68)

Proto se funkce A nazyva wvolnd energie, tedy ¢ast energie, kterd je k dispozici pro konani préce.
Presnéji jde o Helmholtzovu volnou energii, kterd popisuje rovnovahu za konstantniho objemu a teploty.

Za konstantniho tlaku a teploty hraje stejnou roli Gibbsova volnd energie G, ktera zahrnuje objemové
zmény tim, Zze nahrazuje vnitin{ energii U entalpii H (vybird z vnitini energie tu édst, kterd se za
konstantniho tlaku pfeméni na teplo dodané okoli)

dG = dH — TdS = dU — PdV — TdS = dA — PdV. (5.69)

Mezi volnymi energiemi je tedy vztah

G=A+PV. (5.70)

Soucin PV, kterym se volné energie lisi, miva pro plyny nezanedbatelnou hodnotu. Objem pevnych
a kapalnych latek, coz zahrnuje i roztoky molekul ve vodé, je ale za béznych podminek tak maly, ze je
sou¢in PV zanedbatelny a hodnoty Helmholtzovy a Gibbsovy volné energie se lisi jen nepatrné.



Kapitola 6

Rychlosti

The actual science of logic is conversant at present only with things either certain, im-
possible, or entirely doubtful, none of which (fortunately) we have to reason on. Therefore
the true logic for this world is the calculus of Probabilities, which takes account of the mag-
nitude of the probability which is, or ought to be, in a reasonable man’s mind.

James Clerk Maxwell

Matematika: Gaussuv integral, L’Hospitalovo pravidlo, integrovani per partes, stiedni hodnota, hus-
totni a kumulativni distribuéni funkce, derivace pii hleddni extrému.

6.1 Kineticka energie idealniho plynu

V naSem zkoumadni fruktézy jsme se zabyvali isomernimi stavy. Energii molekuly ale ovlivni také ledacos
jiného. Energii muzeme zvysit tim, ze budeme molekulu natahovat, ohybat, kroutit. Energie zavisi na
tom, v jakych stavech jsou elektrony a jadra atomt, ze kterych se molekula sklada. A energie zavisi
také na tom, jak se celd molekula pohybuje. Vidime, ze ve skute¢nosti se molekuly mohou nachézet
v obrovském mnozstvi stavi s riznymi energiemi. Sila Boltzmanova zékona je v tom, ze plati nejen pro
isomery, ale pro jakékoli stavyE Abychom si ukézali piiklad vyuziti Boltzmannova zdkona pro piipad,
kdy moznych stavu molekuly je nekoneé¢né mnoho, podivame se na vliv kinetické energie molekuly.

Na zkoumani vlivu kinetické energie je fruktéza piilis slozitd molekula. Proto budeme postupovat
podobné, jako kdyz jsme zkoumali tepelné stroje. Podivame se na molekuly jednodussi, pro které plati
zdkon zachovdni hybnosti, tedy na idedlni plyn.

Kineticka energie jedné molekuly je rovna

1
Ekin = 5 -m~v2, (61)

kde m je hmotnost a v? je druhd mocnina rychlosti molekuly. Jiz v kapitole jsme zminili, ze
rychlost molekuly je veli¢ina, kterd ma velikost a smér, muzeme ji tedy popsat vektorem

U = [va; vy 0], (6.2)

kde v, vy, v, jsou slozky rychlosti ve sméru osy x,y, 2. Druhd mocnina rychlosti bude podle Pytha-
gorovy véty rovné

1Uréit4 dprava je potiebnd, aby Boltzmanntiv zdkon vyhovoval kvantové teorii, kterou musime pouzit pro zkouméni
tak malych ¢éstic, jako jsou elektrony.

71
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v? =02+ v§ + 02, (6.3)

Predstavme si, ze mame obrovské mnozstvi molekul idedlniho plynu. Kazda z nich muze mit jinou
kinetickou energii. Pokud nebudou na molekuly pusobit zadné sily zvenci, budou se molekuly se stejnou
pravdépodobnost{ pohybovat véemi sméry. Proto budou k celkové energii stejnou mérou piispivat v2,
vj i v2. Abychom ziskali celkovou priitmérnou energii, sta¢i ndm spoéitat piispévek rychlosti v jednom
sméru (tfeba ), a vysledek vyndsobit tfemi.

Pti vypoctu se budeme nejdiive muset vyporddat s tim, ze v piipadé kinetické energie idealniho
plynu mame nepredstavitelné velky pocet stavi. Kdyz bychom si chtéli pro takovy soubor molekul
napsat rovnici obdobnou 2:.97 méli bychom v Citateli na pravé strané soucet obrovského poctu ¢lent

typu

2 muv?2
L’LQ’U‘T . ei 2’“B% , (64)

kde jsme konstantu R nahradili konstantou kp, vztazenou na jednu molekulu. Podobné i Z ve

mu;

jmenovateli bude obrovsky soucet exponencidlnich vyrazi e~ 2+ . Energie jednotlivych molekul se lisi
podle toho, jakou maji molekuly rychlost. Zkusme si nejdiive spocitat prumeérnou energii piiblizneé.
Urcity pocet molekul, ktery si oznacime n;, se bude ve sméru x pohybovat rychlosti vétsi nez nula, ale

mensi, nez néjaké malé ¢islo Av,. Tyto rychlosti ptispéji k celkové energii hodnotou o néco mensi nez
m-l-Avi

. Priblizné stejny pocet molekul (n;) se pohybovat stejné rychle, ale opatnym smérem (—zx).

Tyto molekuly ptispéji stejné, protoze kinetickd energie zavisi na druhé mocniné rychlosti. Po¢et molekul

ny bude mit rychlost mezi Av, a 2 - Av, a stejny pocet molekul se bude touto rychlosti pohybovat
.y o .s S o~ PR . ome(2-Avy)? vz . m-(1-Avg)?

v opacném sméru. Jejich pifspévek bude o néco nizsf nez === (ale vyssi nez ———>-+-). Tak

muzeme pokracovat pro vyssi a vyssi rychlosti (v obou smérech). Obdobu rovnice tedy muzeme

zapsat jako

W1 Av)? TTON  ma A, e TETCAR L m(g Ay, )2 o HTOAR? L

U=3
efﬁ'(l'ﬁvz)?‘ + e*ﬁ-(Q-Avw)2 + efﬁ.(g.Avm)z .

(6.5)

Cely zlomek jsme vynésobili tfikrétﬂ protoze stejné prispiva i pohyb ve smérech y a z. Pfipomenme

. 2 . 2

si, Ze rovnice je pouze piibliznd, protoZe vSechny energie v rozmezi mezi m'(l'QAv”) a m‘((”lz)'Av’)

. 2
%. Tato chyba bude tim mens{, ¢im mensi Av, pouZijeme.

jsme si nahradili vyssi hodnotou
Pokud si oznacime

€ = %(z cAvg)?e” g (0Av0)" (6.6)
a
G = o7 (hav) (6.7)
muzeme rovnici zapsat prehlednéji
pog. atetat (6.8)
G+Ge+G+- .

2Pokud tii tecky za poslednim plus znamenaji, ze sGitdme od nulové v, aZ po nekoneéné velké rychlosti v kladném
sméru osy z, tak bychom méli Citatele i jmenovatele vynasobit jesté dvojkou, abychom zahrnuli i pfispévky rychlosti
v zdporném sméru osy z. Tyto dvojky se ale ve zlomku zkréti, proto jsme je v rovnici nepsali.
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Jak jsme vidéli v kapitole takové soucty velkého poctu témeér spojité se ménicich hodnot se
s vyhodou daji povazovat za integrdly. Tou vyhodou je, ze pro poc¢itani s integraly umime najit pravidla,
kterd plati, i kdyz se pocet ¢lenu blizi nekonecénu.

Prepis na integraly za¢neme tim, ze jmenovatele i ¢itatele vyndsobime hodnotou Aw,

(e1+ex+es+---)Av,
(G+CG+G+-) A,

Ted se &itatel i jmenovatel podobaji pravé strané rovnice kterou jsme si v rovnicich a
zapsali jako integral. Stejnym zptusobem si ted zapiSeme naseho citatele a jmenovatele:

U=3-

(6.9)

2

[ edo, f mzvi e TgT -dug

U=3 20— =32 : (6.10)
[ ¢do, fefﬁ - duy
0 0

V zapisu mezi integralu jsme zduraznili, Zze hodnoty € a ( s¢itdme pro vSechny rychlosti, od nulové
az po nekoneéné velkou. Abychom neméli v mocninéch tak slozity vyraz, zavedeme si novou proménnou

[ m
r= 2k‘BTU$ (6.11)

. 2hpT 2
m

Potom ndm v mocniné zbude pouze 12, v ¢itateli pied exponencidlnim vyrazem éislo 2
) 2

a misto dv, dostaneme d <, / %%T -7") = %%T -dr:

muv? 7l m  2kpT 2 —r? 2ksT 2 —r?
x 2kp 1 m  ZkBZL | . . id . s d
‘([ 5 e B d’UaC { > ™ re-e \/ T r f?” e r

U=3- " =3 = =3kpT o . (6.12)
[e BT du, fe .y /2eL . dr [er*-dr
0 0 0

Ziskali jsme, po ¢em jsme touzili, zlomek se dvéma pomérné jednoduse vypadajicimi integraly.
Jediny problém je, ze ackoli na przvm' pohltzed vypadaji ziskané integraly nevinné, jejich vypocet neni
vitbec jednoduchy, protoze r2-e™" ani e™" nejsou derivacemi zddné funkce, kterou jiz zndme.

6.2 Gaussuv integral

Hledani vztahu pro vnitini energii zacneme jednodussim integrélem ve jmenovateli rovnice ktery
obsahuje Gaussovu funkci e;rz. Pomuze nam geometrie. Misto toho, abychom se ponofili do vypocti,
nakreslime si graf funkce e™" . Na prvni pohled by bylo nejjednodussi si na osu x vynéaset hodnotu r a na
osu y hodnotu e Vyhodnéjsi je ale udélat néco zdanlivé slozitéjsitho. Proménnou r budeme povazovat
za polomér kruhu v roviné xy. Podle Pythagorovy véty je pro kazdy bod, ktery lezi na kruznici v roviné

zy, druhd mocnina poloméru této kruznice sou¢tem druhych mocnin souradnic daného bodu

r? =z +y°, (6.13)
takze
e = e (YY), (6.14)

Misto dvourozmérnéhz)o ggafu tedy budeme kreslit trojrozmérny a na jednotlivé osy budeme vynaset
hodnoty z, y a z = e~ (*"+¥7) (obrazek . A ted si polozime trochu piekvapivou otdzku: Jak velky
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Obrézek 6.1: Graf zavislosti z = e~ @*+¥") na z a Y.

je objem prostoru pod plochou grafu na obrazku Se vzorecky pro poc¢itdni objemu tak podivnych
téles se pochopitelné na stiedni Skole nesetkdme. Ale muzeme si pomoci tim, co umime uz z matetské
gkolky. Predstavme si, ze mame za tikol postavit z kostek détské stavebnice model télesa z obrazku
Vysledek nemuze byt samozfejmé dokonaly, plocha na obrazku[6.1] je hladkd a nds model z kostek bude
nutné hranaty. Pokud ale budou kosticky dostateéné malé, mtuzeme tvar pfiblizné vystihnout.

Stavbu modelu za¢neme zjisténim vysky nejvyssitho bodu naseho grafu. Obréazek ukazuje, ze z
je nejvyssi pro x = y = 0. Dosazenim nul do z = e~ (@*+v") gnadno zjistime, Zze nejvyssi z = 1. Potom
postavime prvni patro naseho modelu, které bude tvorit jedna vrstva kostek tvotici pfiblizné ¢tvrtkruh.
Pokud budeme chtit, aby nas model byl vysoky jeden metr a naSe kosticky budou mit hranu jeden
decimetr, vyska prvniho patra bude odpovidat hodnoté z = 0,1 m. Pak budeme pokracovat dalsimi
patry, az po nejvyssi bod. Objem modelu bychom mohli ziskat snadno tak, ze bychom prosté spocitali,

kolik kosticek jsme pouzili a tento pocet vyndsobili objemem jedné kostky (v nasem piipadé decimetr
o0

krychlovy, neboli litr). K nalezen{ vzoretku pro vypocet integralu [ e~ dr nés ale dovede jiny postup.
0

Celkovy objem budeme pocitat tak, ze nejdiive spocitdme objemy jednotlivych svislyjch vrstev kostek

v modelu. Za¢neme prvni svislou vrstvou, ve které bude jen jedna kostka ve sméru x. Pokud si ozna¢ime
rozméry kostek Ax, Ay a Az, bude tloustka prvni vrstvy Az. Jakou plochu bude mit svisla sténa prvni
vrstvy? Bude to soucet ploch jednotlivych sloupecku kostek, které prvni sténu tvoii. Plocha kazdého
sloupecku je rovnd sitce sloupecku Ay vynasobené vyskou sloupecku z. Plocha stény o je proto rovna

o1 = e~ UATPHLAY) | Ay 4 (= (LATH2A9%) Ny 4 o (LATHBAY7) Ay L=
e~ (20)? | (—(LAD* Ay 4 o= (LAD)? | (= (280)° | 7y 4 o=(1AD)?  (=G-A0® Ay | ... o

o (182) | (e—(1~Ay)2 Lo (2097 | o~BAw? | ) - Ay. (6.15)
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Pokud se bude Ay blizit nule, tak muZzeme soucet na poslednim fadku nahradit integralem, tak, jak
jsme soucet z rovnice |3.5| nahradili integralem v rovnici [3.8

o = e~ (A" /enydy . (6.16)
0
Objem prvni vrstvy bude proto
Vi =0y Az = e~ (FAD7, /e*yzdy WAV (6.17)
0
Podobné bude objem druhé vrstvy
Vo = 0g - Az = e~ @AD" /e*dey WAV (6.18)
0
objem tieti vrstvy
Vs =03 Az = e~ @AD" /e*dey WAV (6.19)
0

a tak déle. Celkovy objem

V= Vit Vot Vot =
%)

(0—1 +oy4035+ - ) A = /e*yzdy . (ef(l-Am’)2 + e*(Q-Am)Q + e*(?)-Az)z + .- ) . Ax. (620)
0

Soucet v zavorce opét nahradime integralem

V= /enydy : /efxzdx . (6.21)
0 0

Ve vysledné rovnici mame dva podobné integraly, jeden s & a druhy s y. Kdyz se podivame na
obrézek [6.1] uvidime, ze zavislost na  a y je tiplné stejnd. To znamen4, Ze integraly jsou nejen podobné,
ale ptimo stejné.

/enydy:/eerdz. (6.22)
0 0

Ve vzorecku pro vypocet objemu mame vlastné zavislost jen na jedné proménné, a je tplné jedno,
jestli si ji oznaéime pismenkem x, y nebo néjakym jinym. ProtoZe v integrélu, ktery hleddme (integral
ze jmenovatele rovnice [6.12)), jsme pouzili r, tak v rovnici nahradime z i y pismenkem r

0o 2

V= /e*”"dr . (6.23)
0

Tak jsme zjistili, ze hledany integral se rovna druhé odmocniné objemu naseho podivného télesa
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oo

/e_rzdy =VV. (6.24)
0

Pokud najdeme néjaky zpusob, jak objem V vypocitat, dozvime se zdroveri, ¢emu se rovng integral
ze jmenovatele rovnice [6.12

Zpusob, kterym muzeme spocitat objem télesa na obrazku [6.1] je nasledujici. Téleso si roziezeme
na tenké vodorovné vrstvicky. Kdyz se na vrstvicky podivame shora nebo zdola, uvidime, ze maji tvar
¢tvrtkruhu. Spodni ¢tvrtkruh je o malicko vétsi, nez horni. Pokud budou ¢tvrtkruhy velmi tenké, bude
polomér horniho ¢tvrtkruhu skoro stejny jako polomér spodniho ¢tvrtkruhu. Objemy takovych vrstvicek
se blizi étvrtiné objemu tenkého kotouée, jehoz tloustka je rozdil soufadnic z, ktery si oznaéime Az, a
polomeér se pro vrstvicku ¢islo ¢ rovnd r = i - Ar. Objem celého kotouce (vlastné vélce o polomeéru - Ar
a vysce Az) je m- (i - Ar)? - Az a proto objem vrstvicky &islo i (Etvrtiny kotouce) je

1

Vi= g (i-Ar)? - Az. (6.25)

Celkovy objem bude soucet objemu vsech vrstvicek

1
V=V1—|-V2+V3—|--'-=Z-w-((1-Ar)2+(2-Ar)2+(3-Ar)2+--~)-Az. (6.26)

ppoys

Soucet si opét nahradime integralem. Meze tohoto integralu uréime podle obrézku[6.1] kde je nejnizs{
hodnota z rovna nule a nejvyssi jednicce

1

i /r2 -dz. (6.27)

0

V =

=

Abychom vidéli, jestli tento integral umime spocitat, podivame se, jak zavisi polomér r na vysce z.
Zavislost z na r? dobie znidme

z=e . (6.28)
Podle vzorecku .28
—r? =1In(2), (6.29)
takze pocitame integral
V= —% - /ln(z)dz. (6.30)

Kdyz si uvédomime, ze hodnota z se pro dz — 0 rovna z + dz, tak integrovana funkce napadné
pripomind on; - In(n; + on,;) z rovnice Podle rovnice tedy vime, zZe

d(z - In(2))

In(z)-dz =In(z+dz) - dz =d(z - In(z)) — dz = In(z) = P

~1, (6.31)

takze

Vi~7r~0/1<d(zalg(z))l)dzi~7r~ O/Id(z~1n(z))0/1dz . (6.32)
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Timto méame vyhrano, protoze v obou integrdlech v zdvorce neméme pied diferencidlem zadnou
funkei. Jak jiz vime z rovnice [3.12] k vypoctu takovy integrali ndm staci zndte meznf hodnoty integro-
vanych funkci. V zdvorce v rovnici @méme dva integrély. Ten druhy ( [ dz) je jednoduchy. Vysledkem
integrace je pfimo rozdil mezi

1
/dz:1—0:1. (6.33)
0

kone¢né hodnoty je snadny: z = 1, In(z) = In(1) = 0, takze z - In(z) = 1-0 = 0. Vypocet pocatecni

hodnoty je ale ofisek: z = 0, ale In(0) spocitat neumime. Logaritmus ¢isla blizictho se nule klesd do

nekoneéné velkych zépornych hodnot. Cemu se tedy rovné souéin z - In(z) pro z blizké nule?
Abychom dobfe vidéli, v ¢em je problém, je vyhodné si z - In(z) zapsat trochu jinak:

z-In(z) = lngz). (6.34)
z

Uziteénost tohoto na prvni pohled zbytecné komplikovaného zapisu uvidime, kdyz si uvédomime,
ze jakékoli konecné ¢islo délené nekonecné velkym cislem bude nekonec¢né malé, tedy nulové. Z toho
vyplyva, ze kdyz se z blizi nule, tak se % bliz{ k nekoneénu. K ¢emu je ndm to dobré? Vidyt v upraveném
vyrazu nemuzeme dosadit nulu ani za jedno z. Ale muzeme se podivat, co se bude dit, kdyz se z k nule
blizi, neboli pocitat limitu

;1_1% =——. (6.35)
Ted' vidime, v éem je problém. Jde vlastné o boj dvou nekoneénych vyrazi. Pokud se bude &itatel
zlomku v limité blizit k nekoneénu rychleji, nez jmenovatel, cely zlomek bude nekoneéné velky (se
zdpornym znaménkem). V opacném pripadé bude cely zlomek bude nekoneéné maly, tedy rovny nule.
Tato tivaha je v matematice znama jako L’Hospitalovo pravidloﬂ
Jak pozname, ktera funkce se blizi k nekonecnu rychleji? Nejlépe tak, ze zjistime, jaké jsou smérnice
funkef In(z) a L pro z = 0. Podle vzoretku Mje

din(z) _1_ - (6.36)

dz z

K vypoctu derivace funkce ve jmenovateli pravé strany rovnice [6.34] muzeme pouzit predpis [4.80]
pro derivovani obecné mocniny, ktery ve své zjednodusené formé (pro konstantni mocninu g a funkci f
rovnou proménné, zde z) ifkd

dz9
—— =gz97! 6.37
o -9 (6.37)
Pro g = —1 je tedy
dz71 9
= —z" " 6.38
e z (6.38)

1

Ted se muZeme vratit k rovnici m Zjistili jsme, Ze smérnice v Citateli je % = 27" a smérnice ve

jmenovateli —z72 = — (%)2 Pro velmi mala z je % velké ¢islo a (%)2 pochopitelné jesté vétsi cislo.

3@uillaume Francois Antoine, Marquis de ’'Hépital uvedl toto pravidlo roku 1696 ve své knize o diferencidlnim poctu,
nejspis mu je ale ukézal o dva roky diive Johann Bernoulli.
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Vidime, ze pro z blizici se nule jmenovatel roste rychleji nez citatel, takze celd limita se blizi k nule.
Slozitéjsi integrél je tedy roven nule. Po dosazeni do rovnice [6.33

V:_i.w.</d(z.1n(z))—/dz> :—i-w-(O—l):iﬂ. (6.39)

Koneéné muzeme dosadit za objem do rovnice [6.40] a spocitat integral ve jmenovateli rovnice [6.12

oo

/e*“dr =VV = %\/E. (6.40)

0

6.3 Integrovani per partes

VVVVV ’

Jesté nam zbyva spoéitat slozitéjsi integral v Eitateli rovnice Integraly tohoto typu, ve kterych
ndsobime exponencidln{ funkei funkcei mocninnou, je obvykle vhodné pocitat metodou per partes (Cesky

w ... . » L, 2 . I
»po ¢astech®), kterou ted pouzijeme. Zkusme si spocitat derivaci vyrazu r -e~" . Derivace souéinu jiz

pocitat umime (vztah v kapitole

d (7’ . 677‘2) d —r? —r?
e 2 dr de 2
=r- +e " — =7 +e . 6.41
dr dr dr dr ( )
Derivaci na pravé strané spocitdme jako derivaci slozené funkce (kapitola |4.10)) tak, Ze si —r? na-
hradime proménnou ¢ a Citatele i jmenovatele vynasobime dt

de™” At de! d(-r?) de! >
= .2 = . 9. ., 6.42
dr _ dt ar dr dt re (6:42)
Po dosazeni do rovnice [6.47] ziskdme
d (7“ . e_’"2) , ,
9.2 e e, (6.43)

NN . . L e
Ted si e pievedeme na levou stranu a obé strany rovnice vyndsobime dr a vydélime —2:

1 1
—e ™ dr— =d (r . e_TZ) =27 dr. (6.44)
2 2
Kdyz vlozime vysledek do integralu a prehodime levou a pravou stranu rovnice, uvidime, pro¢ bylo

uziteéné spocitat derivaci soucéinu r-e~" :

2 dr =t e dr— k o
/r e dr—2/e dr 2/d(re ) (6.45)
0 0 0

Integral z citatele rovnice ktery nam vysSel na levé strané, se rovna rozdilu polovin dvou
integrali. Prvnim z nich je integral ze jmenovatele rovnice Pted chvili jsme spocitali, ze se rovna
/7. Druhy integral muzeme pifmo vypocitat jako rozdil meznich hodnot, protoze pred diferencidlem
nemame zadnou dalsi funkci. Za pocateéni hodnotu integrované funkce budeme povazovat soucin re "
pro nulovou v, a tedy nulové r. Tento souc¢in se rovna nule:

0-e%=0-1=0. (6.46)
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. - . . .y . .. 2
7 z v Z z VaZOV: .
Protoze chceme zahrnout vsechny mozné rychlosti, budeme za konecné s povazovat soucin r - e~ "
pro v, jdouci do nekonec¢na. Tady si opét budeme musit poradit s pomérem dvou nekone¢nych cisel.

.. 2 :
Souéin r - e™" si prepiSseme jako zlomek
2 T

ree = (6.47)

29
eT‘

ve kterém budeme r zvySovat do nekone¢na. Jiz na prvni pohled je jasné, ze funkce ve jmenovateli
roste exponencidlné, tedy mnohem rychleji, nez linedrni zavislost v Citateli. I bez pocitdni vidime, ze
vysledek bude nula. Pokud bychom chtéli k tomuto zavéru dojit vypoctem, spocitali bychom si smérnice
Citatele a jmenovatele, jak jsme to udélali pro rovnici Smeérnice citatele % je jedna. Smérnice
jmenovatele je

de™” dr?  de” 2
= —— =2.7.¢" 6.48
dr dr dr? ree ( )

a pro r jdouci do nekonecna také poroste do nekonecna, takze cely zlomek se bude blizit nule.
Zjistili jsme tedy, ze obé mezni hodnoty jsou nulové, takze cely druhy integral z rovnice|[6.45|se rovna
nule. Integral ve jmenovateli rovnice [6.12] se tedy rovnd piresné poloviné integralu z Citatele.

[r2.e .dr %fefr2~dr )
U=3kpgT>——— =3kgT—2>——— = 3kgT - =. (6.49)
[er*-dr [er*-dr 2
0 0

Po dlouhém pocitani jsme tedy dospéli k zavéru, ze stiedni energie idealniho plynu souvisi s teplotou
velmi jednoduchym vztahem

U= ngT. (6.50)

Zkusme se po ziskani kone¢ného vysledku podivat na rovnici trochu obecnéji. Muzeme ji
povazovat za piiklad 1kolu, se kterym se setkdme v chemii ¢asto: spocitat prumérnou hodnotu néjaké
veli¢iny. Zamysleme se nad tim, co takovy kol vlastné znamen4.

6.4 Pocitani priméru

S pocitdnfm prumeéru jsme se setkali uz v kapitole [£.1] kdy nds zajimala prumérnd rychlost ve sméru
pistu. Obecné muzeme prumérnou hodnotu néjaké veli¢iny f spocitat

M=
e

Il
—

N
f_f1+f2+"'+fN_JZ:1fj_J (6.51)
N N N ' '

1

M=

1

<.
Il

Pokud f je funkce proménné ¢ (napiiklad casu) a hodnoty f méfime pro pravidelné rozlozené hodnoty
t (naptiklad po pravidelnych ¢asovych krocich At), muzeme spoéitat prumérnou hodnotu f v intervalu
mezi tg a ty = tg + NAt jako

N N
> i) L)

f) =—F—-= : (6.52)
S 1

j=

—
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Stejny vysledek ziskame, kdyz vyndsobime Citatele i jmenovatele At:
N
> f(t;)At

j=1
(= — (6.53)
SAL
j=1
Zkracovani ¢asového kroku At — 0 ndm umozni vypocitat prumérnou hodnotu spojité se meénici
funkece f(t) integrovanim

thf(t)dt thf(t)dt
fey =" o

- . (6.54)
129 tn —t

[ at N —lo

to

6.5 Distribuéni funkce

V predchozi kapitole jsme si popsali vypocet pruméru hodnot, z nichz kazda k vysledku pfispiva stejnou
meérou. Napiiklad v kapitole k prumérné rychlosti pfispivala rychlost kazdé molekuly. V kapitole
v rovnici jsme ale narazili na jiny typ vypoc¢tu. Poécitali jsme prumérnou energii € ne z energii
jednotlivych molekul, ale z energii molekul v jednotlivych stavech. Pritom v kazdém stavu byl pocet
molekul ruzny. Kazdd hodnota (energie molekul ve stavu ¢) prispivala k pruméru riznou mérou, podle
toho, kolik molekul v daném stavu bylo. P#i vypoctu prumérné energie € jsme proto museli brat pocty
molekul do tvahy

N-E=ng-€9g+mn1-€1+n2-¢e2 (655)
neboli
z_ o o e ) .
€= N €0+N €1+N €a=po-€otp1-€1+ p2-ea. (6.56)

Hodnoty % piedstavuji vdhy, se kterymi energie jednotlivych stavii molekul k primérné energii
prispivaji. 7

V piipadé, ze k praméru f piispiva kazdd hodnota f; s vdhou p;, musime vypocet pruméru upravit
na

N N
opifi Ypifi N

7= pifi+pafo+--+pNfn =1 _ 1:11 :Zpifzv (6.57)
i=1

p1+p2+-+pN N
Z:lpi
i=

kde vaha p; udava pravdépodobnost, ze pii méreni veli¢iny f narazime pravé na hodnotu f;. Jednicka
ve jmenovateli iikda, ze pravdépodobnost, ze pfi méreni narazime na jednu z moznych hodnot, je rovna
jedné (100 %).

Pro spojitou funkci f(t), kde ¢ se muze ménit od —oo do +o0, mluvime o takzvané hustoté pravdépodobnosti
popsané hustotni (distribuéni) funkcd p(t), jejiz integral pres vsechny mozné hodnoty ¢ je jedna

L +fmp(t)f(t)dt +foop(t) f)dt 4o
6 === == = [ s (6.58)
J e %
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Jako priklad si muzeme vzit vypocCet prumérné kinetické energie v rovnici Omezime se na to,
jak pfispiva ke kinetické energii pohyb v jednom sméru (podél osy z). Z rovnicetak zmizi nasobeni
ttemi. Také dusledné vezmeme do uvahy, ze se molekuly mohou pohybovat podél osy x obéma smeéry,
takze do pruméru zahrneme v8echny rychlosti od —oo do +o00. Pfitom muzeme stéle vyuzit vysledku
vypoctu, kde jsme integrovali od 0 do +oo. Prumér kinetickych energii je pro rychlosti v jednom sméru
(od nuly do +00) stejny jako v opa¢ném sméru (od —oo do nuly) a integrdl od —oco do +o0 je proto
prosté dvojnasobek diive spoc¢itaného integrélu od nuly do +oo. Rovnice tak bude mit tvar

oo 2 7nv2
f mQ'“x .e “3%pT . dv,
— 00
Ulvg) = . (6.59)
f e “ 2T . dv,
— 00
V této rovnici je hustotni funkei
7YL”U2 ’VYL'U% ’NL’U:2L, ’NL’Ug
( ) e 2kpT e 2kpT e 2kpT e 2kpT m _ mo2
PVz) = =5 mu2 o0 = = e 2kBT
f “ 2T | —r2 [2kpT QkBT 2 %—BT\/E 2wkgT
e BT du, f e 2L dr 2fe dr =
— o0 — 00

(6.60)

Tato funkce, zndma jako jednorozmérné Mazwellovo—Boltzmannovo rozloZeni rychlosti popisuje hus-

totu pravdépodobnosti, tedy s jakou relativni pravdépodobnosti se molekula idedlniho plynu pohybuje

ve sméru x kterou rychlosti. Pokud se budeme ptat, s jakou pravdépodobnosti nalezneme slozku rychlosti
v, v intervalu od v, ;1 do v, 2, ziskdme odpovéd integraci p(v,) v mezich od Vg1 Ao vy 2

’VTLTJ%
/ 27T7]:‘]3Te‘2kBT. (6.61)
Vg, 1

Zvlastnim piipadem takového tkolu je zjistit, jaka frakce molekul se ve sméru x nebo —x pohybuje

2
maximalné rychlosti v, o (nebo jinymi slovy, 1;“’ ). Obecné

vysledek popisuje kumulativni distribuéni funkce

r m 2 [2kgT 2 r 2
— % Td — 2% de_ - dr = 2 " dr,
/ \/ 27rkBT o e / \/ 27rkBT B /\/ 27Tk:BTe m " 71'/e "
0 0

—Vgz,0 —Vz,0
(6.62)

%. Tento integral bohuzel nema analytické feseni. Setkdvame se s nim ale v pfirodnich

kde u =

véddch a statistice tak casto, ze mé svoje jméno. Vyslednd funkce se nazyva error function a znaéf erf(u).

6.6 Rozdéleni rychlosti

Hustotn{ funkci z rovnice [6.60, kterd popisuje s jakou pravdépodobnost{ ma molekula slozku rychlosti
v, MilZeme pouzit i k pocitani pritmeéri jinych veli¢in, nez kinetické energie. Vypocet pritméru v2 bude

velmi podobny
oo (o)
2= [ 02 p(vy) - dvy = m vie” 2721;% -do (6.63)
Vs e) - dvy 2wkpgT ¥ v '
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Po zavedeni r jako v rovnici|6.12 a pfevedeni integralu od —oo do +oo na dvojnasobek integralu od
0 do o

_ °°2k T [k T 1 dkpT 7 1 4kpT 1 i
v2 = B2 2o B- ar = B e dr = — B2 2 [ e ar
27rkB m m 2
0 0 0

1 4ksT 17 kT

= = . 6.64
N m (6.64)
Protoze pohyb ve sméru y a z pfrispivé ke kinetické energii stejné,
- - — — .~ 3ksT
v? =02 + vl +02 =3v] = — (6.65)
3§
Stredni kvadratickd rychlost (vz) se pak rovna
—\ % 3kT
(v2) 2o/ (6.66)
m

Ale pozor, tato hodnota se lisf od stredni (arimetické) rychlosti molekul, kterou bychom spocitali

U= /v - p(v) - do, (6.67)
0

kde v je velikost rychlosti (bez ohledu na smér). Protoze velikost vektoru rychlosti nemuze byt
zaporné ¢islo, za¢indme pocitat integral od nulové hodnoty v. V rovnici[6.67|ovS§em mame jinou hustotni
funkei p(v), funkei, jejiz proménnou je velikost rychlosti v. Jak ji zjistime? K tomu si musime uvédomit,
co nam vlastné hustotni distribuéni funkce ika.

Pocet molekulu s rychlosti vyssi nez v, ¢ a nizsi nez v, ¢ + Av, muzeme spoéitat

Vg, 0+ AV
ﬂ(’Uw € (U.’K,O; Vg0 + Avx =N / d'Um) (668)

kde N je celkovy pocet molekul. Hustotni funkce pro hodnotu v, udévé, jakd ¢ast molekul dn(vy,o)/N
se bude pohybovat ve sméru x rychlosti v nekoneéné tizkém rozmezi mezi v, a v, +dv,. Tuto ¢dst muzeme
spocitat tak, ze Av, v rovnici [6.68 zmensime na nekoneéné malé dv,

Vg,0+dvg

dn(v,

W: / p(v) - du,. (6.69)
Vzx,0

V tzkém intervalu (vs 0; vy,0 + dvs) je hodnota p(v,) prakticky konstantni, rovna p(v,,0), a miuzeme
ji tedy vytknout z integralu

Vg, 0+dvg
dn(vg
w = p(vy) / dvy = p(vg)dus, (6.70)
Ve,0

¢imz jsme ziskali, na prvni pohled zbyteéné krkolomné, zpatky definici
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_dn(vgo)  dn(veo)
e 7 e (6.71)
N [ du,

Graficky bychom si integrdl v rovnici mohli zndzornit jako rozdil vektoru [v, + dv,;0;0] —
[vz; 05 0].

Jak bude vypadat hustotni funkce, popisujici soucasné hustotu pravdépodobnosti pro v, v, a v,?
Tedy funkce kterd ndm tekne, s jakou pravdépodobnosti najdeme v, v nekoneéné uzkém rozmezi mezi
Uy & Uy + dvg, vy v nekonecné uzkém rozmezi mezi v, a vy, + dv, a v, zdroveil v nekonec¢né tzkém
rozmezi mezi v, a v, +dv,? Pravdépodobnost nezavislého splnéni t¥i podminek zaroven je rovna soucinu
pravdépodobnosti splnéni kazdé podminky zvlast. Frakci molekul s v, v nekoneéné tizkém rozmezi mezi
Uy & Uy +du, popisuje p(vg). Mezi témito molekulami hleddme ty, které maji navic v, v nekone¢né izkém
rozmez{ mezi vy a v, + dvy. Tento jesté mensi zlomek z celkového poctu molekul je dan p(vs) - p(vy). A
z tohoto zlomku nés zajimé jen mala ¢ast molekul s v, nekoneéné tizkém rozmezi mezi v, a v, + dv,.
7 celkového poctu takovych molekul bude

2 mv?2 2
m _ Y m _ Y m _ Vs
) ploy) - plos)yudv, = | [ dit [o Bk e T dudu,do
3 me2me2tme? 32
— <2 T]:T> e TR dvydugdo, = (2 TI:LT> e 287 dvydv,dv,. (6.72)
TKB TTRB

Graficky bychom si toto rozmez{ mohli zndzornit jako malou krychlicku vymezenou rozdily vektoru
(Vg + dvg; vy; V] — [Ug; Uy; V2], [Va; vy + duy; 02] — [Ug; vy U] @ [V vy v + dvs] — [Ug; vy; v,]. Nazvéme si
objem jedné takové krychlicky dV (vs, vy, vs).

Soucin p(vsz) - p(vy) - p(v,) ale jesté neni hustotni funkce, kterou hleddme. Nés zajimd hustota
pravdépodobnosti, ze vektor ¥ ma velikost v bez ohledu na smér. Pro velikost v = vy tomu odpovida
pravdépodobnost nalezeni velikosti v v nekoneéné tizkém rozmezi mezi vy a vy + dv. Toto rozmezi si
muzeme graficky predstavit jako nekoneéné tenkou slupku pomerance o poloméru vg. Objem této slupky
je roven souctu objemu dV (vg, vy, v;) téch krychlicek, jejichz hodnoty v, vy, v, odpovidaji polohdm uv-
nitf slupky. Soucet diferencidltl jako dV (v, vy, v,) je zvykem zapisovat jako integral

Vilupka = / dV (vg, vy, v5) = / dvgdv,dv,. (6.73)
slupka slupka

V tomto integralu jsme vybér krychlicek, které s¢itdme, oznacili pouze obecné slovem ,slupka“.
Matematicky popis toho, pro ktera v, vy, v, lezi krychlicka uvniti slupky, neni jednoduchy a my se k
takovym tlohdm dostaneme pozdé&ji. Ted si vystaéime s nasledujici tvahou.

Objem slupky je vlastné malicky rozdil objemu neoloupaného pomerance o poloméru vg + dv a
oloupaného pomerance o poloméru vg. Se znalosti vzorce pro objem kouhﬂ muzeme tento rozdil spocitat

4 4 4
Vatupka = 57 (v0 + dv)? — gmﬁ; = gw(vg + 3vgdv + 3vpde? + dv?) — §7rv(3j7 (6.74)
kde vyss$i mocniny malického dv muzeme bezpecéné zanedbat
4 4
Velupka = gw(vg + 3vgdv) — ngs’ = 4rvidv. (6.75)

Vysledek muzeme ovSem zapsat také

4Tento vzorec mizeme odvodit pomoci integralti podobnym postupem, jakym jsme poéitali objem télesa z obrazku
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vo+dv vo+dv
Vilupka = 4rvdde = 4nvd / dv = / Arvido, (6.76)
vo Vo

protoze vg je zaroven hodnota v uvnitt slupky.
Pocet molekul ve slupce uddvd integrél hustotni funkce p(vs)p(vy)p(v,) pies cely objem slupky,
obdobné tomu, jak jsme pocitali po¢et molekul v intervalu (vg o; Vg0 + dvs),

dnglupka = N / p(vg)p(vy) p(v;)dvgduy,do, (6.77)

slupka

Uvnitf slupky je hodnota p(v,)p(vy)p(v.) prakticky konstantni, rovnd hodnoté pro vsechny kombi-
nace, pro které plati v2 4+ v2 + v2 = v§. Proto muzeme p(v,)p(vy)p(v.) vytknout pred integrél jako v

rovnici [6.70]

dnslupka

N p(vz) p(vy)p(v2) / dvgdvydv, = p(ve)p(vy)p(v2) - Vilupka- (6.78)

slupka

Za objem slupky miizeme dosadit z rovnice

d vo+dv vo+dv

nsu a

S — p(u)oloy)olv:) [ AmPdo= [ plus)otr, o) - amitd. (6.79)
Vg Vg

Pocet molekul ve slupce ale muzeme vyjadiit také pomoci hledané hustotni funkce p(v)

%: / p(v)dv. (6.80)

slupka

Porovnédn{ poslednich dvou rovnic ndm tak poskytne hledany tvar hustotni funkce p(v)

3
m 2  mo?
p(v) = p(vz)p(vy)p(v:) Amv? = 4mo? (27TkBT> e 2T, (6.81)
Tato funkee je zndma jako Mazwellovo—Boltzmannovo rozloZent velikosti rychlosti. Na rozdil od p(v,,)
nezacind od minus nekoneé¢na, ale od nuly, a pro v = 0 nemé maximum, ale je rovna nule.

Koneéné se tedy muzeme vratit k rovnici a spocitat stfedni aritmetickou velikost rychlosti

[ee] o0 3 3 o©
P L (m )\ [ dv.  (6.82
1= [wv- - Amv? e 2T . duv=— v°e 2’“BT . .
/ plv / 27TkBT /7 \2ksT / (6.82)
0 0 0
Jako v pripadé rovnice [6.10] si zavedeme proménnou
m
v 6.83
2kgT ( )
3
V mocniné ndm tak zbude pouze r2, pred exponencidlnfm vyrazem r3 vyndsobené éislem (2:21)2

m

které se zkrati s vyrazem pfed integralem, a misto dv dostaneme d (1 [ 2kpT r) = QkBT -dr:
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4 [2kgT
U= —=1/ L e L dr. (6.84)
N m
0
K vy ctu tohoto integralu pouzijeme opét metodu per partes. Pii poéitani integralu r2e -y
rovnici se nam hodilo zacit derivaci vyrazu re - , s mocninou r pred exponenc1aln1m vyrazem o
Jednlcku mensi, nez v integralu. Zkusme tedy podobné zaéit derivaci vyrazu r2e” r?
d (7“2 . e_’“z) de—"" 2
2 € 2 dr 3 2 2
=r"- e ——=—-2-7r"e 2.-r-e”" . 6.85
dr dr * dr + ( )
Po dosazeni do integralu ziskame
oo o0 1 oo
1
/7“3~e_’°2 ~dr = 5/2~r~e_’”2 ~dr — §/d<r2~e_rz). (6.86)
0 0 0

2
. o - — 2 . . 7 -r 7’ ~ ’ 7’
Podle rovnice muzeme 2 - - e~ " nahradit derivaci —9¢ a na pravé strané ziskame v obou

dr
integralech pouze diferencialy

o0 1 o0 oo
/r3 e 5/d /d (r2~e_T2). (6.87)
0 0 0

Hodnota prvniho integralu na pravé strané je 0 — 1 = —1. Pii vy¢islovani druhého integralu si

budeme muset poradit s neurcitym vyrazem po dosazeni nekonec¢na za r ve vyrazu

Spocitame si smérnice Citatele a jmenovatele, jak jsme to udélali pro rovnici|6.34] Smérnice citatele
dr je 2-r. Smérnice jmenovatele je
de””  dr? de”
=— =27 (6.89)

dr dr dr?
V poméru smérnic se ndm 2 - r vykrati a zbyvajici vyraz
tak rovnaji

L se pro r — oo bliz{ nule. Integraly se

er

3~ - — - = —— —1 _ = — = —. .
/r e 2/d 2/d S0-1) = 5(0-0) =3 (6.90)
0 0 0

Po dosazeni do vztahu pro stfedni aritmetickou velikost rychlosti

A [2ksT [ 4 [2ksT 1 inT
T=—= . /r3e’T2dr:—\/—Bcf: Shel (6.91)
o m NS m 2 ™m
0

Spocitali jsme stfedni kvadratickou i stfedni aritmetickou hodnotu velikosti rychlosti idedlntho plynu.
Jaké hodnoty rychlosti je nejpravdépodobnéjsi? Odpovéd pro slozku rychlosti v, (a vliastné pro jakoukoli
slozku a tedy i cely vektor rychlosti ) je jednoduchd. Funkce p(v,) md maximum v nule (pro nulové
slozky a tedy in pro nulovy vektor). To neptekvapi, protoze se molekula muze pohybovat obéma sméry se
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stejnou pravdépodobnosti, takze prumér vsech moznych rychlosti je nula. Co je ale nejpravdépodobné;jsi
velikost vektoru rychlosti? Bude to hodnota v, pro kterou je hodnota p(v) nejvyssi. A funkce p(v) nemd
maximum pro nulovou velikost rychlosti v. Jak vime z kapitoly v maximu funkce je jeji derivace
nulova. Spocitejme si tedy

[N

m _ ma? m _ ma?
2ve 2T — 2 37 2kpT 6.92
27rkBT) ( e T T T ) (6.92)

Kdy se tato derivace rovna nule? Kdyz je rozdil v posledni zdvorce nulovy. Nejpravdépodobnéjsi
velikost rychlosti v* je tedy fesenim rovnice

dv 2wkgT dv o

gd<v2e_27’?1§2T)
dp(v):4w< m ) _47T<

7m,('u*)2 77"(1/*)2
(QU*e ST —22]:;T(v*)3e SpT ) ~0, (6.93)
_m(v*)2 _ m(w*)?
eI = (e T (6.94)
m
2= ——(v*)?, 6.95
kBT(v ) (6.95)

2k T
vt = 2 (6.96)
m



Kapitola 7

Rotace

Post hec memorabimus corporum celestium motum esse circularem. Mobilitas enim
Spheere, est in circulum volvi, ipso actu formam suam exprimentis in simplicissimo corpore,
ubi non est reperire principium, nec finem, nec unum ab altero secernere, dum per eadem
n seipsam movetur.

Nicolaus Copernicus

Matematika: Rotace bodu a vektoru v roviné, goniometrické funkce, vektorovy soucin, souctové
vzorce, linedrni algebra, matice, nulova, jednotkovd, inverzni matice, komplexni ¢isla, derivace gonio-
metrickych funkci, exponencidlni tvar komplexniho ¢éisla, Euleruv vztah, rotace v prostoru.

7.1 Rotace bodu v roviné

Boltzmannuv zakon nas uéi, jak dulezitou roli hraje energie v souborech molekul. Potencidlni energie

hovy pohyb jednotlivych atomi) nazyvame rotace. V této kapitole si budeme povidat o rotaci. Muzeme
se na ni divat dvéma zpusoby. Za prvé se muzeme snazit popsat rotaci jako jednorazovou udalost, defi-
nujici uréitou orientaci. Za druhé muzeme chtit popsat rotaci jako plynuly déj. Ve vétsiné této kapitoly
zustaneme u prvnfho pohledu. Protoze popis rotace neni matematicky jednoduchy, zacneme analyzou
rotace v roviné.

P#i popisu rotace molekuly si do znaéné miry vystac¢ime s popisem rotace jednotlivych bodu predstavujicich
jédra atomu. Polohu bodu v roviné muzeme popsat dvéma &isly, souradnicemi x a y (obrdzek

R =[Ry: R,). (7.1)

Naptiklad polohu bodu R vzdéaleného od pocatku soufadné soustavy o ¢tyii jednotky ve sméru osy
T a o tfi jednotky ve sméru osy y muzeme zapsatﬂ

R=[4;3]. (7.2)

Polohu bodu si muzeme také popsat pomoci polohového vektoru, ktery zac¢ind v pocatku souradné
soustavy (v pruseciku os) a konéi v nasem bodé. Ciselné si tento vektor (ffkejme mu 7) mizeme zapsat

1Spréavné bychom méli uvadét za &isly také jednotku, napifklad metr, ale pro jednoduchost jednotky psit nebudeme.

87
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Obrézek 7.1: Ruzné zpisoby popisu rotace bodu.

7= [rz;ry] = [4;3]. (7.3)

Jak uvidime za chvilku, nékdy je Sikovnéjsi psat souiadnice do sloupecku

7= [g] . (7.4)

Polohu bodu si ale muzeme stejné dobie popsat pomoci jingch dvou &isel, pomoci délky vektoru 7 a
ihlu ¢, o ktery musime otocit stejné dlouhy vektor lezici ve sméru osy x (a zac¢inajici v pocdtku souradné
soustavy), aby mifil do bodu R. S trochou trigonometrie snadno najdeme vztah mezi soufadnicemi bodu
a cisly r = |7] (délka vektoru) a :

R, = rcosp = || cos p, (7.5)
R, = rsinp = |F|sin ¢, (7.6)
neboli
= [’“CF’W} = r‘ Cf)w]. (7.7)
rsing |7] sin

Do tfetice muzeme zapsat polohu bodu pomoci jednotkovych vektoru, tedy vektoru, které miii ve
sméru jednotlivych os a jejichz délka je rovna jedné. Takové vektory se znaci napiiklad w, iy, nebo i, j

Uy =1= H , (7.8)
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i, == m . (7.9)

Pomoci nich polohu naseho bodu zapiseme

P E] —4. {(1)] +3. {(1)] = 4ty + 3ty = 47 + 35 (7.10)

Jaky mé smysl zapisovat totéz ruznymi zpusoby? Kazdy zpusob zdpisu ma néjakou vyhodu. Souradnice
x,y si umime snadno predstavit a jsou nejSikovnéjsi pro kresleni grafu. Pouziti vektori ndm umozni
vyuzit vSech pravidel pro poéitani s vektory (vektorovd algebra), které matematika nabizi. Zapisem
pomoci vzdalenosti a thlu ¢ nejjednoduseji popiseme piipad, kdy vime, ze bod se otocil o urcity uhel.
Navic ndm pékné oddéli popis posuvného pohybu (translace) a otacivého pohybu (rotace).

7.2 Pocitani s vektory

Pokud chceme pfii popisu rotace vyuzit vektory, musime samoziejmé védét, jak se s vektory pocita. Pra-
vidla pro pocitani s vektory jsou jednoduchd a dobfe znama, je ale dobré si uvédomit, odkud pochézeji.
My si ukdzeme pravidla na piikladu jednoduchém piikladu, kdy mame dva body A a B, popsané vek-
tory d a b (obrazek . Uhly mezi témito vektory a osou x si ozna¢ime « a (. NaSe uivahy nds brzy
dovedou mimo oblast kladnych soufadnic vektoru. To vyzaduje malé upfesnéni hodnot dhla « a .
Matematika totiz zachézi s ihly dvéma ruznymi zpusoby. Prvni zpusob chépe to, ¢emu fikame sinus a
kosinus, ¢isté jako pomeéry stran v pravouhlém trojuhelniku. Hodnoty thla jsou proto ¢isla mezi nulou
a pravym uhlem. Druhy zpusob chédpe sinus a kosinus jako funkce proménné, kterou je tihel. Hodnoty
thlu jako proménné mohou byt vS8echna realna c¢isla od minus nekonecéna do plus nekonecna. Tento
druhy zpusob je pro popis rotace mnohem Sikovnéjsi, protoze dokaze rozlisit, jestli se bod otocil kolem
stfedu dvakrat nebo tiikrat, jestli se ota¢i po sméru nebo proti sméru hodinovych ruéiéekﬂ a podobné.
V této céasti budeme ale s thly zachazet prvnim zptusobem. Abychom to zduraznili, budeme hodnoty
dhlu pséat jako absolutni hodnoty, « a 3, protoZe nemohou byt zdporné.

A ted jiz k pravidlim. Poéitdn{ je jako hra. Pro pocitani s jakymikoli matematickymi objekty (&fsla,

vvvvvv

pri pocitani, s¢itani a nasobeni. Soucet vektoru je definovan jednoduse souctem jednotlivych souradnic:

@+b=lay +by; a,+b,) (7.11)
neboli
L |ag + by
7= {ay n bJ . (7.12)

Toto dava smysl. Pokud se na$ bod nékolikrat posunul v prostoru, jeho vysledné soutradnice jsou
sou¢tem soufadnic vsech vektoru, které jednotlivd posunuti popisovaly.

S nésobenim to je méné prihledné, u vektoria dokonce mame nékolik ruznych operaci, kterym se iika
ysoucin“. Jednou z nich je skaldrni soudin, jejimz vysledkem je ¢islo (tedy skaldrni velic¢ina, kterd mé
pouze velikost). Definice skaldrniho souc¢inu mé koteny v Pythagorové vété. Podle nf je druhd mocnina
délky vektoru rovna

r2=ri4 Ti. (7.13)

2Plati dohoda, ze kladna hodnota 1ihlu znamené otdceni proti sméru hodinovych rucicek, tedy od kladného sméru osy
z ke kladnému sméru osy y a déle.
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Obrézek 7.2: Pocitani s vektory.

Za druhou mocninu vektoru je povazovana druhd mocnina jeho délky. Tak jako druhd mocnina ¢isla
neni nic jiného, nez nasobeni tohoto ¢isla sebou samym, tak definice druhé mocniny vektoru v sobé
vlastné skryva definici sou¢inu

For=f? =2 (7.14)

Jakousi definici sou¢inu tedy méme, ale dost omezenou. Umime nésobit jenom vektor sebou samym.
Pokud budeme chtit spocitat skalarni souc¢in dvou ruznych vektoru, které miti stejnym smérem, nebude
tak tézké najit reSeni. Jeden z vektoru jednoduse vynasobime pomérem délek

Lo o b ~12 2 b ~ 7
i-b=d-d-—=ld*=a"-—=ab pokud @ || b. (7.15)
a a

Ale co, kdyz vektory a a b mit{ ruznym smérem (obrazek ? Musime skloubit dvé pravidla, kterd
uz zname: pravidlo pro soucet a pravidlo pro druhou mocninu. Za¢neme souctem. Jak je vidét na
obrazku vektor b ziskdme tak, ze k vektoru @ pFi¢teme néjaky rozdilovy vektor & Cemu se rovna
druhd mocnina vektoru ¢? Spocitejme ji nejdiiv stejné, jak jsme zvykli ndsobit souc¢ty dvou éise]ﬂ

— —

c.i=c(b—ad)=cb—c-a=(b-a)-b—(b-a)-a=b-b+ad-a—2-a-b=0+ad>—2-a-b. (7.16)

A podruhé spocitejme druhou mocninu podle Pythagorovy véty, tim Ze si dosadime druhé mocniny
soufadnic vektoru ¢

¢¢=citc) = (bp—ay)*+(by—ay)® = bl +az+b,+a;, —2(azby+ayby) = b*+a*—2(agby +ayby). (7.17)

3Mleky tim definujeme dalsf pravidlo, Ze pro skaldrni soucin souétu vektort plati distributivni zdkon (Ei-‘,—l;) &=ad-c+b-é
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Porovnani poslednich ¢lenu v obou rovnicich ndm dava jednu definici skalarniho sou¢inu, pomoci
soufadnic

@ b= azby + ayb,. (7.18)

Je velmi uziteéné vyjdadrit si skaldrni sou¢in také pomoci thlu, ktery vektory sviraji. Tentokrat si
s ruznymi sméry vektoru poradime pomoci prumétu. Na obrazku je kromé vektoru d a b nakresleny
jesteé vektor p, ktery je prumétem vektoru b do sméru vektoru . Nakreslenfm prumeétu nam vznikly dva
pravouhlé trojihelniky se spoleénou odvésnou h (coz je vyska naseho puvodniho trojihelniku tvoreného
vektory d, l_;, @). Délku prumétu p spocitdme snadno, protoze tvoii odvésnu pravouhlého trojihelniku
s pfeponou b:

p=b-cos(|8] - |al). (7.19)
Podle Pythagorovy véty plati
h? =% — p? (7.20)
a zaroven
h? =c* — (a—p)°. (7.21)

Dosazenim z rovnice [7.20 do rovnice [7.22]

A= —p*+ (a—p)? =b*+a® - 2ap. (7.22)

Porovnanim s rovnicemi a a dosazenim za p z rovnice [7.19] ziskdme definici skaldrniho
souc¢inu vyjadirenou pomoci soufadnic i uhla

@-b=azb, +ayb, = ab- cos(|f] — |al). (7.23)

7.3 Souctové vzorce

Dosazenim za soufadnice v definici navic ziskdme znamé pravidlo pro kosinus rozdilu hla

@ b=azby + ayby, = acos|al-bcos|B| + asin|af - bsin |B] = ab - cos(|f] — |«) (7.24)

a po vydéleni ab
cos(|8| — |a|) = cos |a] cos|B| + sin |« sin |5]. (7.25)
Obdobné pravidlo pro kosinus sou¢tu thli bychom ziskali pro vektor @~ mific{ pod osu = (@~ by

mél soufadnice [a cos |a; —asin|«|]), protoze pak by byl mezi @~ a b dhel 8] + |«]

@ b= agby — ayb, = acos|al - beos|B| — asin || - bsin|8] = ab - cos(|8] + |al) (7.26)

a po vydéleni ab
cos(|B| + |a|) = cos |a] cos|B| — sin |« sin |F]. (7.27)

A odkud pochézeji pravidla pro sinus rozdilu a souctu hlu? Pohled na obrézek [7.2] napovid4, ze
pro vyjadfeni sinu rozdilu dhli musime promitat b do sméru vektoru @<, ktery je oproti @ otocen proti
smeéru hodinovych rucicek o 90° (a jehoz soufadnice jsou [—asin |af; a cos |«|])
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a<-b= —ayby + azb, = —asin|a| - beos|f| + acos|a| - bsin |B| = ab - sin(|5] — |af) (7.28)

a po vydéleni ab

sin(|8| — |a|) = —sin |« cos |B| + cos |a| sin | 3. (7.29)

Koneéné pravidlo pro sinus soué¢tu 1ihlii odvodime z priimétu b do sméru vektoru @<, ktery je oproti
a~ otocen proti smeéru hodinovych rucicek o 90° (a jehoz souradnice jsou [asin |a|; a cos |al])

b= ayby + azb, = asin|al - beos ||+ acos |a| - bsin |3| = ab - sin(|] + |a]) (7.30)

a po vydéleni ab

sin(|f]| + |a|) = sin |a| cos | 8] + cos | sin | B]. (7.31)

Pomoci pravidel (souctovgch vzorei), kterd jsme si pravé uvedli, muzeme spocitat souradnice bodu
po otoceni, kdyz vime, o jaky uhel Ap se nas bod otocil a jaké byly jeho soufadnice pred oto¢enim.
Pokud si bod pfed oto¢enim oznac¢ime A a po otoc¢eni B, bude Ay = || — |a| a a = b = r (vzdédlenost
od stiedu a tedy délka vektoru popisujictho polohu bodu se rotaci neméni). Dosazenim do vzorecku
a [£.29] ziskdme soustavu rovnic

72 cos(Ap) = azby + ayb, (7.32)

r?sin(Ap) = —ayb, + azby, (7.33)

kde neznamymi jsou soufadnice by, by.

Pohled na tuto soustavu rovnic ndm muze podsouvat neduvérivou otdzku, zda opravdu potiebujeme
obé rovnice. Vzdyt se zd4, ze uz v prvnim fadku mame vSechny parametry. To je ale klam. Hodnota
cos(Ayp) ndm neiikd, jestli se vektor otocil ze sméru @ o hodnotu Ay po sméru nebo proti smeéru hodi-
novych rucicek, hodnoté cos(Ayp) proto mohou odpovidat dva ruzné sméry vektoru b. Pro jednoznag¢né
nalezen{ sméru b opravdu potiebujeme obé rovnice.

7.4 Linearni algebra

A¢ to nemusi byt na prvni pohled zfejmé, popis rotace souvisi s linedrni algebrou. Jednak zapis rotace
pomoci soustavy linearni rovnic nutné vede k tomu, ze tyto soustavy budeme budeme chtit fesit, a
feSeni takovych soustav rovnic je dilezitym tikolem linedrni algebry. Navic nés linedrni algebra dovede
k pocitani s maticemi, a matice nam umozni provadét s popisem rotace uc¢inénd kouzla.

Soustavu rovnic, kterou jsme si popsali rotaci bodu z polohy A do polohy B (rovnice [7.32H7.33))
muzeme zapsat nésledujicim zpusobem

{73 cos(Ago)} _ [ ag ay} {bz] ' (7.34)

r? sin(Ayp) —ay  ag| |by

Tento zapis predpokladd, ze kazdé ¢islo z prvniho sloupecku v étvercové tabulce (matici) vyndsobime
prvni nezndmou (zapsanou na prvnim faddku v hranatych zdvorkédch za matici) a kazdé ¢islo z druhého
sloupecku druhou nezndmou (zapsanou na druhém rddku v hranatych zdvorkach za matici). Zpusob
zapisu nezndmych do sloupecku pfipomind to, jak jsme si v rovnici zapsali vektor 7, a skuteéné to
vektor b je. Ten zapis do sloupecku je vlastné také matice. To ze pred néj piSeme ¢tvercovou matici
s hodnotami zndmych soufadnic vektoru @ pfipomina zpusob, jakym v matematice zapisujeme nésobeni.
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A opravdu o nésobeni jde. Vidime, ze matice mezi sebou muzeme nésobit. Pfesnéji fe¢eno, ndsobit
muzeme dvé matice, z nichz ta vlevo mé tolik sloupcu, kolik méa ta vpravo fadka. Aby ndsobeni matic
vedlo ke stejnému vysledku jako puvodni zapis soustavy rovnic, musi platit nasledujici pravidldﬂ

(7.35)

ailr  aiz| bir b1z _ aibin + ai2ba1  a11biz + aizbao
a1t az| |bar b2 a21b11 + ageba1  ag1biz + agbaz |’

Pokud bude mit matice vpravo jen jeden sloupec, tak ze zapisu vynechame sloupecky, ve kterych se
vyskytuji bis a bog

air a2 b11 a11b11 + a12be;
. = . 7.36
{021 022] {521] lelbu + a22b21:| ( )

pokud ma naopak matice vlevo jen jeden fadek, tak ze zdpisu vynechame tadky, ve kterych se
vyskytuji as; a aso

b b
[a11  a12] - [bi b;j = [a11b11 4 a12ba1  a11bia + a12bss] . (7.37)

Kdyz pouzijeme predpis pro ndsobeni na pravou stranu rovnice [7.34]

[ az ay] . [gﬂ _ [ s +ayby:| , (7.38)

—ay Gy —ayby + agby,

tak ziskdme matici obsahujici pravé strany rovnic Vsechno tedy pékné funguje.

Pravidlo o nasobeni matic ndm také napovida, jak si pomoci matic muzeme zapsat skaldrni soucin
dvou vektoru. Trik je v tom, Ze prvni z vektort piSeme jako rddkovou matici a druhy jako sloupcovou
matici

laz ay] - [bz} = azby + ayb, (7.39)

(vysledkem je skaldr, ktery muzeme povazovat za matici s jednim fddkem a jednim sloupcem).
Z toho, co jsme si o ndsoben{ matic fekli, vyplyva jeden dulezity rozdil od ndsobeni ¢isel (a skaldrniho
sou¢inu vektorn): Ndsoben{ matic neni komutativnd, tedy nemuzeme libovolné prehodit poradi matic,
které nisobime (ani kdyz jsou ¢tvercové).

Kromé nasobeni je dalsi dulezitou operaci maticové algebry s¢itani. To je, podobné jako ve vektorové
algebfe, definovédno pruhledné (a samoziejmeé tak, aby odpovidalo puvodnimu zépisu soustavy rovnic).
Sc¢itat muzeme matice stejnych rozméru a vysledkem je soucet prvki na stejnych mistech v matici

[an 012} 4 [bn 512} _ [an + b1 a1z + b1 (7.40)

a1 Q22 bar  bao a1 +ba1  aga + bao

Vedle pravidel hry je dobré podivat se i na klicové hrace. Pro s¢itani ma zvlastni postaveni matice,
ktera obsahuje samé nuly (nulovd matice). Kdyz ji pricteme k néjaké jiné matici, tak tim puvodni matici
nijak nezménime. Podobnou roli hraje pro nésobeni jednotkovd matice. Vypadé takto

47de si pravidlo zapisujeme pro nas konkrétni piipad, ale plati obecné pro nésobeni dvou matic, z nichz ta vlevo ma
tolik s}oupcfl, kolik mé& ta vpravo faddku. Pokud si matici s N sloupci oznac¢ime A, matici s N fddky B a vysledek ndsobeni
C = A - B, a pokud C,, zna¢i hodnotu matice C na fadku [ a ve sloupci m, pak plati

N
Cim = Z A Brm
n=1
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p 10
1= [01] (7.41)
a nasobeni touto matici nijak neméni ndsobenou matici. Napiiklad

vas ][] = [2] = T

vvvvvv

i= ﬁ_(ﬂ : (7.43)

Zkusme touto matici zleva vynasobit nas vektor a

Pa= [?(1)] : [Zﬂ - [Zz] —a<. (7.44)

Vidime, 7ze matice 1 ot4&f vektory o 90° proti sméru hodinovych ruéicek. Podobné

e[ [ - -

Na prvni pohled je také vidét, ze kombinaci matic 1 a i muzeme zapsat matici popisujici znamé
parametry vektoru @ v nasi soustavé rovnic

z— 10 0-1 - 2
[a ay} =a, {01] + ay L O} = az1 + a,i. (7.46)

Zajimavé jsou i druhé mocniny matic 1 a i

1-1= Bg] : Bg] = Bﬂ = 1. (7.47)

22 0-1 0-1 -1 0 10 A
- L O} . L O} _[ 0_1] __M ) (7.48)
Misto s¢itani a odc¢itani je nékdy potieba i odéitat a délit. Pravidlo pro odéitani je jednoduché. Pii
pocitdni s ¢isly odéitdni znamend piicist opacné ¢islo (éislo s opacnym, tedy zdpornym, znaménkem).
Opacnou matici ziskdme tak, ze v8echny jeji prvky vynasobime minus jednickou. S délenim to ale tak
jednoduché neni. Pti pocitani s ¢isly je déleni vlastné nasobeni prevracenou hodnotou

a:b=a- (7.49)

S| =

Maticova algebra umi obdobu pfevrdcené hodnoty (fikd se ji inverzni matice) najit pro ¢tvercové
matice. Vypocet neni tiplné jednoduchy, proto se pro zacitek spokojime se s nepiimou definici

AAT =1, (7.50)
kde A1 je matice inverzni k A. Podle toho

—>

L
I

—>

(7.51)
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iTt=-i (7.52)

protoze 1-i=1ai-i=-1.
Jako dalsi krucek pouzijeme 1 a i k sestaveni matic, které maji podobny tvar jako ¢tvercovd matice

z rovnice [7.34]

s, e 1] [o=1] _ [a —b]

al+bi=a 01 +b 107 b d (7.53)
a

P [10] [0-1] [ a b]

al—bi=a 01 -b 10/ | af (7.54)

To, co vime o nédsobeni a druhych mocnindch matic 1 a i ndm napovida, ze pii hledani inverzni
matice ndm pomuZze tyto dvé matice vyndsobit

A A ~ A oA

(al+bi)(al—bi) =a®-1-1—ab-1-i+ab-i-1-0*-1-i=0a® 1—ab-i4+ab-i+b>-1= (a®+b%)-1. (7.55)

Vidime, ze k matici

al + bi = [Z _2] (7.56)
je inverzni matice
al 4 bi 1 a b
>+ 02 aZ+ b2 [—b a} (7.57)
a k matici
al — bi = {‘; 2] (7.58)
je inverzni matice
al + bi 1 [a —b
>+ b2 a?+ 02 [b a} (7.59)

Hledani inverznich matic je veskrze uziteéné, protoze nalézt inverzni matici k matici popisujici
soustavu rovnic je totéz, jako soustavu rovnic vyresit. Ukdzeme si to na nasi soustavé rovnic
zapsané pomoci maticové rovnice[7.34] Podle poslednich dvou vztahu je k matici z rovnice [7.34] inverzni
matice

L {az _“y] . (7.60)

’1"2 Gy Qg

Kdyz touto matici vyndsobime zleva obé strany rovnice [7.34] ziskdme
1 fa, —ay . r2 cos(Ap) _ 1 la, —ay | oar ay| |be (7.61)
r2 |Gy ay r? sin(Ap) r2 |ay ay —ay ag by |’ )

A
oo e BRI o
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az cos(Ap) — aysin(Ap)] _
| -

b
ag sin(Ay) + a, cos(Agp) b ] ) (7.63)

Y

t‘fﬁgﬁig ifigﬁig] ' [Zﬂ - {Zﬂ ' (7.64)

Na poslednim fadku mame velmi dulezity vztah, dalsi zpusob popisu rotace. Vektor g, popisujici po-
lohu bodu po rotaci, ziskame tak, ze vektor b, popisujici polohu bodu pted rotaci, vynasobime takzvanou
rotacni matici, obsahujici siny a kosiny thlu Ay, o ktery se bod otocil.

7.5 Matice a komplexni cisla

Je dulezité si uveédomit, Ze jedna rovnice s matici je vlastné zapis soustavy nékolika rovnic s (redlnymi)
¢isly. Rovnice s maticemi proto muze mit feseni i tehdy, kdyz obdobné vypadajici rovnice s (redlnymi)
cisly je nefeSitelnd. Napiiklad neexistuji zadnd dvé ruznd redlna cisla p a ¢, pro kterd by existovalo
feSeni rovnice

t?p* = —¢, (7.65)

kde ¢ je nezndmd (redlné ¢islo).

Obdobn4 rovnice s maticemi P a Q ale Fesen{ mit muze. Pokud P =1 a Q = i, tak

2. P2 = —Q? (7.66)

?2.1.1=-1-1 (7.67)

t2.1=—(-1)=1, (7.68)

coz na prvni pohled plati, kdyz t> = 1, takze feeni jsou t = 1 a t = —1. Neni na tom nic magického,

rovnice prosté popisuje néco jiného, nez rovnice [7.65] Prepisme si rovnici jako zapis soustav
dvou rovnic, kterd popisuje, jak se z vektoru a stane vektor b

R o | R P R

Rovnice ndm 1ikd, ze kdyz obé soufadnice vektoru @ dvakrét vyndsobime ¢islem ¢ (dvoji ndsobeni
jednotkovou matici vyndsobenou ¢islem ¢), tak dostaneme ten samy vektor 57 jako kdyz vektor a@ dvakrat
otoc¢ime o devadesdt stupiu proti sméru hodinovych ruci¢ek (dvoji ndsobeni matici i) Resen{ rovnice
ndm F{kd, ze stejny vektor dostaneme jen tehdy, kdyz ¢islo ¢ je jedna nebo minus jedna (to znamend
bud’ s obéma soufadnicemi dvakrdt neudéldme nic, nebo dvakrat zménime jejich smér). Jednoducha
geometrie, zadna kouzla.

Jak jsme si fekli, maticové rovnice obsahuji dulezité informace, které nemuzeme zahodit. Pocitani
s maticemi je ale nékdy trochu tézkopddné. Zkusme se ted zamyslet, jestli je mozné maticové rovnice
piepsat néjak jinak, bez matic. Vezméme si dvé ruzné matice popisujici rotaci, fikejme jim tieba Pa
Q. Kazd4 z nich odsahuje dvé ruznd ¢isla (sinus a kosinus thlu otoceni), ozna¢me si jejich pozice v
maticich ruznou barvou (sinus ¢ervené, kosinus modie)

>
—>

p= +b«i{z _b], Qa.i+d.i{c _d} (7.70)
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Pro tyto matice si napiSme zakladni pocetni operace, s¢itani, ndsobeni a inverzi:

(7.71)

P+Q=(a+c)-1+0b+d)-i= {‘Hc _b_d]

b+d a+c

D A 22 20 A a0 2 : ac—>bd —bc—ad
P-Q = (ac)-1-1+(bd)-1-14(be)-i-14(ad)-1-1 = (ac—bd)- 14 (be+ad) -1 = [bc+ad acbd} (7.72)

H—1 2 2\~ 1 o s 2 n-1| a b
P = (@2 +0%) " (a1 001) = (a2 +17) {_b a]. (7.73)
Jakou roli hraji matice 1 a i v téchto operacich? Predevsim funguji jako rozlifovace modrych a
cervenych ¢isel (kosinovych a sinovych prvku rota¢nich matic). U séitdn{ a poé¢itan{ inverzni matice se
nic dalsiho nedéje, ale pii ndsobeni narazime na soudiny rozliSovacu. Nasobeni jednotkovou matici se
chova stejné jako nédsobeni jedni¢kou pii poéitani s ¢isly. Ale pii ndasobeni dvou matic i plati ii=-1
(tak ném z (ac) - 1-14 (bd) -1-1 vanikne (ac — bd) - 1)). PFi pocitani &fsly by to znamenalo, ze druhd
mocnina néjakého é&fsla se rovnd minus jedné. Toto &islo bychom si mohli tedy zapsat /—1. Takové
realné cislo ale neexistuje.
7 naseho pruzkumu vypoctu s maticemi Pa Q vyplyvaji nasledujici postiehy

1. Pii poéitani jde o to, co se déje s (redlnymi) ¢isly a, b, ¢, d.
2. Matice 1,1 funguji jako rozlisovace (stejné pro jakékoli éselné hodnoty a, b, ¢, d).
3. Pro matici (rozlisovac) 1 plati stejna pocetni pravidla jako pro ¢islo 1.

4. Pro matici (rozlisovag) i plati pocetni pravidlo, jaké by platilo pro &slo v/—1, které neni v oboru
redlnych ¢isel definované.

Na zdkladé téchto postfehu muzeme misto maticovych rovnic pouzit zapis podobny poéitdni s
realnymi ¢isly (vzdyt o redlna éfsla a,b,c,d koneckonci v nagich vypoctech jde), kde matici 1 na-
hradime éfslem 1 a matici i vyrazem +/—1. Protoze mezi redlnymi éisly neni definovano, co v/—1 zna-
mens, nemiizeme s nim provadét zadné podetni operace. Kdykoli v nasich rovnicich na v/—1 narazime,
tak to prosté opiSeme, protoze nevime, co s tim délat. Ale to je vlastné vyhoda, protoze tak se nam
¢isla nasobend y/—1 (ervend éisla) nikdy nepomichaji s obyéejnymi redlnymi éisly (modrymi é&fsly), coz
je pfesné to, co chceme. Jedinou vyjimkou je, kdyz dojde k ndsobeni dvou vyrazi v/—1. V tom piipadé
si my budeme definovat, ze se rozliSovaé v/—1 chové stejné, jako rozlisovaé 1, tedy (v/—1)2 = —1. Pro
jednoduchost misto /—1 piSeme v rovnicich pismenko ,i“. Tomuto rozlifovaéi se v matematice ifka
imagindrni jednotka a nasemu upravenému zapisu rotacnich matic se rika komplexni cislo.

S pouzitim komplexnich ¢isel p = a + bi, g = c+ di si muzeme naSe pocetni pravidla zapsat

pH+q=(a+c)+ (b+d) (7.74)
pq = (ac — bd) + (be + ad)i (7.75)

p = % = (a2 + bz)_1 (a — bi). (7.76)
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7.6 Goniometrické funkce a jejich derivace

Piejdéme ted od popisu sinti a kosinil jako pomért stran pravouhlych trojihelniki k vyhodnéjsimu
popisu sinu a kosint jako funkef. Grafy téchto funkef jsou nakresleny na obrézku [7.3] Proto, abychom
mohli graf nakreslit, jsme se museli rozhodnout, v jakych jednotkach budeme na vodorovnou osu vynaset
hodnoty thlu. My mame sklon povazovat volbu jednotek za nedulezitou formalitu. Do urcité miry to je
pravda, ale vhodnd volba jednotek muze zna¢né zjednodusit pravidla pro pocitani. Uhly se asi nejcastéji
vyjadiuji ve stupnich. Matematici ale maji radi jiné jednotky. thly s oblibou vyjadfuji pomoci oblouku,
ktery ramena thlu vyseknou z kruznice o vcelku libovolném poloméru r. Velikost thlu s pouzitim této
jednotkyﬂ se rovna délce oblouku vydélené polomérem r.
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g \
95}
0

3 N N
wn
& ‘

5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5

Obrézek 7.3: Sinus a kosinus jako funkce.

Stejné jako pro jiné funkce, pro funkce sinus a kosinus muzeme pocitat derivace, neboli smérnice
tetny, pro vSechny hodnoty ¢. Na prvni pohled muze pocitdni derivaci pusobit dojmem nudného a
trochu odtazitého cviceni. V piipadé otacivého pohybu je to ale zbran, kterd mifi pfimo na komoru.
Pravidla pro vypocet smérnice sinu a kosinu jsou velmi jednoduchd a najdeme je uz ve stfedoskolskych
ucebnicich. Opét bude ale dobré se zamyslet, odkud pochézeji.

Obrazek ukazuje geometrickou tvahu, ktera k pravidlu pro vypocet derivace sinu a kosinu vede.
Pro jakoukoli funkci f, kterd zavisi na jedné proménné, spocitdme derivaci neboli smérnici teény velmi
jednoduse. Reknéme, ze hodnota proménné v misté teény je rovna &islu ¢t. Spoéitdme hodnotu funkce
v noto bodé, pak zvysime proménnou o malou hodnotu At a spoc¢itdme, o kolik se zménila hodnota
funkce. Tuto zménu nazveme A f a budeme se divat, k jakému ¢islu se blizi pomér %{, kdyz zmensujeme
At k nule. Pro sinus a kosinus pro thel ¢ hodnota At rovna zméné ihlu Ay a zména funkce (funkcemi
jsou pro nés souradnice bodu uréeného vektorem i podle obrazku rovna Az nebo Ay. Co se stane,
kdyz budeme brat mensi a mensi Ap? Uhel vyznaceny na obrazku zelenym obloukem bude blizsi a
bliz&{ pravému thlu, takze délka zelené usecky se bude vice a vice blizit délce odvésny pravoihlého
trojuhelnika vyznaceného teckovanou carou. Zaroven se bude délce zelené tsecky blizit délka oblouku
nakresleného ¢arkovanou ¢arou.

Jakou roli hraje délka ¢arkovaného oblouku ve vypoc¢tu derivace? Naprosto zasadni. Pokud vy-
jadfujeme 1hel ¢ a jeho zménu Ag v jednotkach, které jsme si pred chvilkou popsali (v obloukové mire
neboli v radidnech), tak se pro velmi mald Ay bliz{ délka zelené tsecky hodnoté rAep. Protoze zména
soufadnice x je r krat zména kosinu A cos ¢ a zména soufadnice y je r krat zména sinu A sin ¢, mizeme
pro nase funkce pomeér % vypocitat jako poméry modré (pro kosinus) a ¢ervené (pro sinus) odvésny k
zelené pireponé v trojbarevném pravothlém trojuhelniku na obrazku

5Rik4 se ji radidn, ale je to jednotka bezrozmérna.



7.7. EXPONENCIALNI TVAR KOMPLEXNIHO CISLA 99

Af _ Ax _ —rAcos _ —Acosp . _dcose (7.77)
At rAyp rAgp Ap de
pro kosinusﬂ a
Af Ay _ rAsing _ Asin p . dsin g (7.78)

At rAp  rAp Ap dep

pro sinus (jak je v matematice zvykem, naznacili jsme v rovnicich to, Ze nds zajimaji velmi malé

zmény tim, Ze jsme misto ,A“ napsali ,d“). A prototoze se pro velmi mald A bliz{ dhel mezi zelenou

pieponou a ¢ervenou odvésnou hodnoté ¢, mizeme snadno spocéitat Az = rAypsin p a Ay = rAyp cos .
Po dosazen{ do rovnic [[.77 a [[.78] ziskdme hledané derivace

d
(;();(p = —sging (7.79)
a
dsi
Sdl;‘p = cos . (7.80)
Y
7 S Ay

7 COS P x

Obrazek 7.4: Derivace sinu a kosinu.

7.7 Exponencialni tvar komplexniho ¢isla

Zmalost derivaci funkei sinus, kosinus a exponencidlni funkce nam umozni dojit k nahrazeni rotacnich

vvvvvv

exponencidlni funkci zaéneme zkoumat tim, ze spocitame derivaci jejich podilu

6Z4porné znaménko ukazuje, ze soufadnice x se otocenim o rA cos ¢ zmenéila.
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Jeosetising d (e*k‘p(cos p +1isin (p)) d (eiktp coS 90)

eke

d (e=F% si
_ - Ldesing) (7.81)
de de de dep

de=h d de=k®
© cosp + e F Sk T
de

—ke % cos o + e (—sinp) —ike P sinp+ie " cosp = e TFP [(i — k) cosp — (1 4 ik)sin ] . (7.83)

kp dSin g _

T (7.82)

siny +ie”

Co se stane, kdyz v nasich rovnicich bude misto konstanty k nas rozlisova¢ ,i“? Zaéneme vyrazy v
zavorkéch, kterymi jsou vynasobeny sinus a kosinus. V zavorce pied kosinem bude i—1i, coZ je samoziejmeé
nula. V zavorce pred sinem bude 1+i-i = 1—1, coz je také nula, takze v celd hranata zavorka bude rovna
nule. Co znamens e~'¥, zatfm netusime (protoze i = v/—1 neni pro redln4 ¢isla definovano), ale vime,
ze zépis komplexnimi &fsly nahrazuje matice. Budeme proto piedpoklddat, ze e~ je matice slozena
z redlnych él'selm ze které vyndsobeni nulami udéld nulovou matici. Protoze nulovou matici muzeme
napsat jako jednotkovou matici vynasobenou nulou a jednotkovou matici nahrazujeme v zapisu pomoci
komplexnich éisel jedniékou, tak miizeme piedpokladat, ze e™'¥ -0 = 0.

Dosli jsme k tomu, ze derivace (smérnice teény) poméru funkei cos ¢ + ising a e™¥ je pro jakékoli
o nulova. Pokud je smérnice nulova, znamend to, ze funkce je konstantni, ma stédle stejnou hodnotu.
Kdyz si tuto hodnotu ozna¢ime tieba H, tak muzeme nas zavér zapsat

d (e7(cos p + isingp))
dep

Protoze hodnota H je stejnd pro vSechna ¢, muzeme ji urcit tak, ze do rovnice dosadime za ¢
libovolnou hodnotu, napiiklad nulu

=0 = e ¥(cosp+ising)=H. (7.84)

H =e"%Ccos0 +isin0) =1 +i-0)=e’(140) =1. (7.85)
Vyuzili jsme toho, ze 0 - i je nulova matice, a proto 0-i = 0. Dosazeni za H do rovnice nam da
e ¥(cosp +ising) = 1. (7.86)
Vidime Ze rota¢ni matici muzeme nahradit nejen komplexnim ¢islem se sinem a kosinem, ale také
vypocetné mnohem vyhodnéj§im exponencidlnim vyrazem
el = cos ¢ + isin . (7.87)
Zmeéna znaménka u ¢ vede k

e ¥ = cos ¢ — isin . (7.88)

a kombinace vztaht a definuje sinus a kosinus pomoci komplexniho exponentu

"Tento predpoklad podporuje napiiklad nasledujici Gvaha. Vime, Ze pro velmi mald Au je e®* = 1 + Au. Muazeme

proto predpoklddat, ze pro velmi mald Ay plati e 4% = 1 — iA¢p, coz nahrazuje matici i- Aapi = {Al(p—?go}. Z Ay

ziskdme ¢ vynésobeni velmi velkym ¢islem C. Proto
. . . C
TP = TICAY = (e_‘A‘P) = lim (1—iAg)%,
Ap—0
coz nahrazuje soucin C' matic 1 — Api

C
1 =Ap|” _ | 1 -Ap| P B SEeAVY
[A«p 1 } - [Aap 1 :| C-krt |:Ago 1 |’

coz je zase néjakd matice.
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1 . 1. 1 1 . i i .
e [ N () . P 1) ip _ e g
cosp = e + 5¢" sin ¢ 57 + 5, 5¢ 5¢%- (7.89)

7.8 Rotace v 3D

Popis rotace muze byt snadno rozsiten do 3D prostoru, protoze kruhovy pohyb se i tam koneckonct
déje v roviné. Zatimco ale v roviné se body otacely kolem stiedu, tedy jednoho konkrétniho bodu, v 3D
prostoru se otaceji kolem piimky zvané osa rotace. Pokud si v kartézské souradné soustavé zvolime osu
rotace jako soutadnici z,

Qg cose sing 0 Qg Qg cosp —sing 0 Qg
ay | = | —sing cosp O ay ay | = | sing cosep 0 ay | . (7.90)
Q. 0 0 1 a, a, 0 0 1 Q.

rotace o thel —¢ rotace o thel 4+¢

Podobné vztahy muzeme odvodit i pro rotace kolem os x a y axes:

Ay 1 0 0 Qg Qg 1 0 0 Ayt
ay | =10 cost, sind, ay ay | =10 cosd, —sind, Ay
.y 0 —sind, cosd, a, a, 0 sind, cos Uy Ay
rotace o uhel —¥, rotace o uhel +9,
(7.91)
and
Qg costy 0 —sind, Ay Qg cosdy, 0 sindy, Qg
ay | = 0 1 0 ay ay | = 0 1 0 Qo
Qy sind, 0 cos ¥y a, a, —sind, 0 cosd, Qyr
rotace o thel -4, rotace o thel +19,,
(7.92)

Ted muZeme pfistoupit k naroénéjsimu popisu libovolné vzdjemné orientace dvou souifadnych sou-
stav x,y, z and x’, 4y, 2. Abychom popsali jakékoli vzdjemné natoceni, potfebujeme tii ndsledné aktivnd
rotace soustavy x,y, z. Volba konkrétnich rotaci je do jisté miry na nés, ale musime byt pfi tom po-
zorni. Pokud zménime volbu os rotaci, nebo i jejich potadi, ¢iselné hodnoty uhlu rotace budou jiné. V
ruznych védeckych odvétvich se pouzivaji ruzné konvence, zadné z nich neni univerzalnim standardem.
My budeme pouzivat rotace znazornéné na obréazku [7.5A):

1. Oto¢ puvodni soufadnou soustavu kolem osy z tak, aby se osa y dostala do roviny z'y’ plane.
Pozadovany thel nazvemeﬁ X a vektor vyznacujici novy smér osy y nazveme 7. Vektor 77 lezi v
prusecce os zy a x'y’.

2. Dale oto¢ soustavu kolem 77 tak, aby osa z splynula se smérem 2’. Tento tihel nazveme 9.

3. Nakonec oto¢ soustavu kolem 2’ tak, aby vektor 7 splynul se smérem 3. Tento tihel rotace nazveme
©.

80ur angles ¢, ¥, x represent Euler angles, usually labeled «, 3, and . As the Greek letters «, 3, and « are traditionally
used for different purposes in NMR spectroscopy, we use other letters in our course.
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Obrazek 7.5: Vzajemny vztah dvou kartézskych souradnych soustav. A, cervenou soustavu ziskdme nésledujicimi tfemi rotacemi
modré: 1) rotaci modré soustavy podle osy z aZ do chvile, kdy modrad osa y splyne se smérem vektoru 7 (dhel této rotace si
oznaéime ). 2) naslednou rotaci kolem 7 o hel 9. Takto ziskdme novy smér osy z, ktery oznac¢ime 2z’ a budeme kreslit cervené.
3) posledn{ rotaci kolem nové osy 2z’ o thel ¢. Touto rotaci ziskdme novy smér osy y, kterou si oznacime y’ budeme ji kreslit
cervené. B grafické zndzornéni 3D objektu (zelené) v popsanych soufadnych soustavich. C, zndzornéni stejného objektu po rotaci
1) o tihel —¢p kolem z’, (ii) o tihel —¥ kolem 7 a 3) o thel —x kolem z. Objekt na obrazku C ma po rotaci stejnou orientaci v
modré soustaveé, jako mél na obrazku B v Cervené soustaveé.

Postup aktivni rotace ménici puvodni soustavu z,y,z na ,carkovanou® z’,7’,z’ muzeme popsat
pomoci matic

cosep —sing 0 costd 0 sind cosy —siny 0
sin ¢ cosp 0 0 1 0 sin x cosy 0] =
0 0 1 —sind 0 cosd 0 0 1
cospcosvcosy —sinpsiny —cospcosdsiny —singpcosy cossind
sinpcostcosy + cospsiny —sinpcosdsiny +cospcosy singsind | . (7.93)
—sin ¥ cos x sin ¥ sin x cos

Pasivni rotaci, popisujici, jak pozorovatel vidi vektor @ z ruznych soufadnych soustav, provadime v
opacném poradi:

Qg cosy siny 0 costy 0 —sind cosp sing 0 Gy
ay | = | —siny cosxy O 0 1 0 —sing cosp 0 y (7.94)
Ay 0 0 1 sind 0 cos 0 0 1 a,
Qg cosp —sing 0 cosd 0 sind cosy —siny O Gy
ay, | = | sine cosp 0 0 1 0 sin y cosy O Qyr (7.95)
a, 0 0 1 —sin¥ 0 cosd 0 0 1 Q.

Kdyz matice roznasobime,

Qg cos Y cos ¥ cos ¢ — sin x sin ¢ cosycos¥sinp +sinycosp  —cosxsindd Ay
ay | = | —sinxcosdcosp —cosxsing —sinycos¥sing+cosycosy  sinxsind Qy
Gy sin ¢ cos ¢ sin ¢ sin ¢ cos Gy
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Qy cospcostcosy —sinpsiny —cosgcostdsiny —sinpcosy cospsind a’,
ay, | = | sinpcostcosy +cospsiny —singcosdsiny +cospcosy sinpsind a;
a, —sind cos x sin ¥ sin cos v a’,
(7.97)

Jazykem vektorové algebry nazyvame matici goniometrickych funkei thlu o, 9, x is a transformacni
matice. Pokud si prvky této matice oznaéime Ry, pro rotaci z puvodni do ,carkované“ soustavy, a Ry
pro opacnou rotaci, muzeme zménu (transformaci) soufadnych soustav popsat pomoci slozek vektoru
a jako

Akr = Z Rii(=p, =0, =x)ay, ag = ZRkk/(X7197 ©)ay:. (7.98)
k k/
Matice slozené z prvki Rk/k( -9, —x) a Rgr (X, ?,¢) jsou inverzni. Pokud si matice zapiSeme

zkracené pomoci stiisky R aR, pOplS rotace se zjednodusi na

@ =R"'a a=Rad. (7.99)

7.9 Rotace jako déj

Pojdme se ted na rotaci podivat ne jako na jednoradzovy akt, ale plynuly déj. P¥i tomto pohledu se
rotujici body neustale pohybuji, maji rychlost. Jak ji spoc¢itat? Okamzitou rychlost definujeme jako
zménu polohy za nekonecné kratky casovy okamzik. Pro jednoduchost opét zaéneme s rotaci v roviné.
Na obrazku [7.4] vyznacuje zménu polohy pii rotaci o thel Ay zelend tusecka. Pokud bude thel rotace
Ay velmi maly, bude se délka zelené tsecky blizit délce ¢arkovaného oblouku rA¢ a zaroven délce
teckované tsecky kolmé k vektoru 7. Zmény souradnic, na obrazku vyznacené modie a ¢ervené, pak
podle Pythagorovy véty budou

Az~ —rApsing = —rAgo% = —yAp, (7.100)
Ay~ +rAgpcosp = —H“AgaE = +zlp. (7.101)
r

Slozky okamzité rychlosti ziskdme jako limity Axz/At a Ay/At pro At — 0

dx

SR 7.102

ve =gy = —ydp = —wy (7.102)
d

vy = d—i = tadp = fwz. (7.103)

Ziskali jsme soustavu dvou diferencidlnich rovnic, ale jejich proménné jsou pomichané. Separovani
proménnych dosdhneme jednoduchym trikem. Druhou rovnici vyndsobime imaginarni jednotkou a obé
rovnice secteme a odecteme

x+iy r+iy
d d
% w(iz —y) = iw(z + iy) = / (;jl;y / d(In(z’' +1iy")) = /Mdt’7
zo+iyo zo+iyo

(7.104)
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r—iy r—iy t
d 3 d s/

% =w(—iz—y) = —iw(z—iy) = / (;_llyy/) = / d(In(2’ —iy")) = —/iwdt',

zo—iyo zo—iyo 0
(7.105)

kde jsme k nalezen{ diferencidlu vyuzili vztah [£:46] Vypocet integréalu je pak snadny

In(z +iy) — In(zo + iyo) = iwt = x+iy = (2o + iyo)e™! = relfrelvt (7.106)
In(z — iy) — In(xo — iyo) = iwt = x — iy = (vg — iyo)e ! = re Poe vt (7.107)

kde jsme si v poslednim kroku uvédomili, ze komplexni ¢isla zg &£ iyg jsou polohové vektory, a ze je
muzeme zapsat v exponencidlnim tvaru. Zpét k hodnotdm x a y se dostaneme sectenim a odectenim
vysledku vydélenych dvéma

1 1 . .

v=glrtiy+o—iy) = gr (el(%*‘“t) + e_l(“"’*“t)) = rcos(pp + wt), (7.108)
1 . . Ll (potwt)  —i(potwt) .

Yy = 5(:13+1y—x+1y) = ET (e wo — e w0 ) = rsin(yg + wt), (7.109)
1 1

Jakou préaci pfi otaceni atomu kondme? Diferencial prace ptfi pootoceni o dy je

dw = Fpda + Fydy = («Fy — yFg)de, (7.110)

kde F,, F, jsou slozky sily zptsobujici rotaci a vyraz v zdvorce je moment sily 7. Moment sily je
pritom derivaci momentu hybnosti L = xp, — yp, podle ¢asu

dy dz 2 2
TPy — YDz T3 —Yar Ty Y Yy x T
dt BT m(dtdt Tae T atdt +ydt2> m(eay —yas) = ek, —y !
(7.111)

7.10 Vektorovy soucin

Pii rotaci v roviné je moment sily skalarni veli¢ina, kterd nemé zadny smér. Jak je to pfi rotaci v
3D prostoru? V 3D prostoru maji polohovy vektor i hybnost tfi slozky, takze muzeme derivovat tii
kombinace téchto slozek

LDy — YPx
dt

Yp. — 2P

ZPx — XP
dt y:szisz:Tyu -

T 2 = 2F, —aF, =T,y
(7.112)
a ziskat t¥i momenty sil, odpovidajici rotacim v rovinach zy, yz a zz. Tyto roviny jsou dany volbou
soufadné soustavy, kterd je obecné libovolna. Stejné dobfe bychom mohli vyjadiit polohovy vektor a
hybnost v souradné soustavé pootocené kolem osy z o thel ¢. Podle rovnice[7.94] by v poototené soustavé
byly slozky polohového vektoru a sily popsany

=l —yF, = 7py,

x' = 4z cos p + ysin p, Fp = +F,cosp+ Fysinp,
y = —xsinp + ycosp, Fy = —F;sinp + Fycosp, (7.113)
7 =z F,=F,.

Kdyz si oznacime cos ¢ = ¢, sinp = s a dosadime do rovnice [7.112]

Tory = &' Fy —y' Fy = (xe+ ys)(Fyc — Fys) — (s + ye) (Fps + Fyc)
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=aF, (4 5%) — yFu(® + s*) + xF,(—sc + sc) + yFy(—sc + sc) = xF, — yF, = Ty, (7.114)

Ty =Y Fo—2'Fy = (—vs+ye)F,—z2(Fyc—Fys) = (yF, —2F,)c+ (2 Fy, —xF,)s = 7, cos gofTZEC sin go),
7.115

Tow =Y Fy —2'Fy = 2(Fye+ Fys)— (ve+ys)F, = (2F, —aF,)c— (yF, —2Fy)s = —T,, coS p+ T, sin .
(7.116)
Srovnani s rovnicemi ukazuje, Ze skalarni momenty sil 7., 7., a 7,y se prevadéji do ¢arkované
soustavy uplné stejné, jako by to byly slozky x, y a z néjakého 3D vektoru. Muzeme proto mluvit o vek-
toru 7 = [Tyz; Taw; Tay] = [Ta; Ty; 72]. Neni to ale ,poctivy vektor®, je to jen vysledek ur¢ité matematické
konstrukce, kterd funguje jen v trojrozmérném prostoru. Soucasti této konstrukce je domluva, ze smér
7 udavé v pravotocivé souradné soustavé pravidlo pravé ruky: K roviné, ve které lezi vektory 7 a p),
prilozime malikovou hranu pravé ruky, prsty ohneme ve sméru od 7k p’ a palec urc¢uje smér 7. Vektor 7
je jakysi prizrak ve svété vektoru, proto se mu fika pseudovektor. V nékterych strasidelnych pohadkach
se prizrak poznd podle toho, Ze se neodrazi spravné v zrcadle. Podobné odhali zrcadlo i pseudovektor,
protoze v zrcadle neuvidime jeho zrcadlovy obraz, ale zrcadlovy obraz oto¢eny vzhuru nohama.

Pro rovnice |[7.112| byl zaveden zjednoduseny zapis

F=7xF, (7.117)

kterému se iika wvektorovy soucin. Pro vektorovy souc¢in neplati stejna pravidla, jako pro skaldrni
souc¢in. Vektorovy soucin nen{ ani asociativni, ani komutativni (je antikomutativni 7 x F=_Fx 7).

Moment sily neni jediny pseudovektor. Pseudovektorem je kazda vektorova veli¢ina odvozend z
pravych vektoru pomoci vztahu obdobného rovnici neboli soustavé rovnic 7 veli¢in, o
kterych jiz byla fe¢, jde pseudovektor momentu hybnosti L, definovany rovnici L = #x p a pseudovektor
thlové rychlosti &, definovany rovnici ¢ = & x 7.
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Kapitola 8

Difuze

Die Mathematik ist die Konigin der Wissenschaften, und die Arithmetik ist die Kdonigin
der Mathematik.
Carl Friedrich Gaufl (podle Wolfganga Sartoria von Waltershausen)

Matematika: Hustota pravdépodobnosti, skaldrni a vekorova pole, vektorova algebra (gradient, di-
vergence, rotace), Gaussova véta, trojny, kiivkovy, plosny integrél, Stokesova véta.

8.1 Pohyb z mista na misto

Dusledky toho, ze se molekuly pohybuji v prostoru, jsme zkoumali jiz v ¢astech a Zatim jsme
ale nezkouseli popsat pohyb molekul jako takovy. Pro¢ se vlastné molekuly (a atomy v nich) pohybuji z
nebo tla¢i vSechny molekuly stejnym smérem. Molekuly se ale pohybuji i tehdy, kdyz na né takova
vnéjsi sila nepusobi. Mohli bychom fici, Ze se pohybuji proto, ze néjakym zpisobem ziskaly kinetickou
energii, kterd je uizce spojena s teplotou. Vysledkem je pohyb nahodny, kterému fikame difuze. Sluvko
,hahodny* ale neznamend, ze by se pohyb molekul netidil zddnymi pravidly. Pohyb jednotlivych molekul
se 1di Newtonovymi zédkony. To co se déje s velkymi soubory molekul, které nelze analyzovat jednoduse,
zase muzeme popsat jazykem statistiky.

8.2 Pohyb v pritomnosti vnéjsi sily

Zkusme se zamyslet, co se déje s molekulami, kdyZz na né pusobi vnéjsi sila a jsou pritom vystaveny
ndhodnym srazkam s dalsimi molekulami. Pusobeni vnéjsi sily Fey popisuje druhy Newtonuv zdkon

_ R dv
F.x =ma= ma,

kde jsme zduraznili, ze zrychleni je derivace rychlosti molekuly podle ¢asu. Bez srazek s ostatnimi
molekulami bychom okamzitou rychlost v ¢ase 7 spocitali snadno. Pokud si zvolime smér osy x podél
sméru pusobent sily, budou slozky rychlosti v, a v, nulové a

(8.1)

Um("') T T
FEX Fex FEX
Uy = / dv, :/ dt = /dt = T, (8.2)
m m m
v (0) 0 0

107
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kde predpokladame, ze v ¢ase t = 0 je rychlost nulova. Nase molekula se ale s ostatnimi molekulami
srazi a kazdd srdzka okamzitou rychlost (ve vSech tfech smérech) nepredvidatelné zmeéni. Mazeme tedy
o okamzité rychlosti nasi molekuly néco fici? Bohuzel ne. Néco ale vime o stiedni hodnoté jeji rychlosti.
Muzeme piedpokladat, ze ndhodné zmény rychlosti v dusledku srazek se po uréitém case zpruméruji
k nule. Pokud si pismenkem 7 oznacime ¢as potfebny k tomu, aby se vliv srazek na okamzitou rych-
lost pravé zpruméroval k nule, muzeme rovnici vyuzit k tomu, abychom spocitali stredni rychlost
molekuly béhem jejiho prodirani se davem ostatnich molekuEI

to
Fex Fex
L) = dt = ) 8.3
) == [ at=12r (83)
to—T

Na rozdil od rovnice|8.2) neni vysledkem hodnota ménici se v ¢ase, ale hodnota konstantni, protoze 7
je néjaka konkrétni doba, pravé tak dlouhd, aby béhem ni molekula ,zapomnéla®, jakou rychlost méla
pred ¢asem T a stfedni hodnota byla tedy ddna jenom tim, jak béhem doby 7 prumérné urychli molekulu
vnéjsi sila F... Pii vypoctu stiedni rychlosti v jakémkoli ¢ase tg zac¢indme s nulovou rychlosti, protoze
okamzitou rychlost v ¢ase to — 7 stihly srdzky s okolnimi molekulami béhem doby 7 zpruameérovat k nule.
Vidime tedy, ze pfi prodirani se davem molekul neni vnéjsi sila imérnd zrychleni nasi molekuly, jako v
rovnici [B.2] ale jejf stiedni rychlosti

Foy = ?@1,) = £(vy). (8.4)

Konstanté imeérnosti, kterou jsme si zkracené oznadili £, se Fika frikcéni koeficient. To, ze se stiedni
rychlost molekuly neméni, pfirozené znamend, ze stiedni zrychleni molekuly je nulové. Podle druhého
Newtonova zdkona (rovnice , ale nulové zrychleni znamend, ze vysledna sila je také nulovéa. Pokud
tedy plati nas predpoklad, ze se vliv srazek zpruméruje k nule, tak je sila Fey je zcela vyvazena hodnotou
&(v,), kterd predstavuje odpor prostiedi. Tuto rovnovahu sil si muzeme zapsat také

Fex - €<v:v> =0. (85)

8.3 Translac¢ni difuze

Podivejme se ted na difuzi, pohyb molekul v nepiftomnosti vnéjsi sily. Difuze je disledek srazek po-
translaci) a jeji orientaci (zpusobuje rotaci). V této ¢asti se zaméiime na translacni difuzi, kterou si
muzeme popsat pomoci oblibeného modelu opilého némofm’kaEI Chuze dokonale opilého ndmoinika je
ndhodnd v tom smyslu, ze kazdy jeho dalsi krok muze sméfovat jakymkoli smérem, zcela nezavisle na
tom, kam mifil krok predchozi. Kdyz se takovy opilec vypotaci z vrat hospody, nelze odhadnout, do
jaké dalsi putyky dojde. Muzeme ale studovat, s jakou pravdépodobnosti jej muzeme v jednotlivych
okolnich krémach po ¢ase najit. Stejny piistup budeme aplikovat na difundujici molekuly.

Opét pouzijeme predstavu kouzelné skiinky, ale trochu jinak, nez v termodynamice. Nase skiinika
bude mit tu vlastnost, ze jejimi sténami mohou molekuly volné prochazet. Na zacatku nebudeme
predpokladat nic o jejich rozmérech. Pozdéjsi tivahy nas dovedou k uréité predstavé o jeji velikosti.
Jak uvidime za chvili, skiinky jsou velmi malé. Pravdépodobnost, ze néjakou molekulu najdeme v ¢ase
t uvniti skifiiky o objemu AV = AxAyAz se stfedem v bodé xq, yo, 29, muzeme spocitat

1Budeme se snazit rozlisovat, jestli poéitdme stiedni hodnotu jedné molekuly v éase, tu budeme znagit (v;), nebo
stFfedni hodnotu souboru molekul v urcitém okamziku, kterou bychom znagcili ;. Mnohé tivahy zejména vypocetni chemie
jsou ale zalozeny na pfedpokladu, Ze tyto stfedni hodnoty jsou stejné (ergodickd hypotéza).

2Pro molekuly v roztoku musime oviem model opilého ndmoinika rozsifit do trojrozmérného prostoru.
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zo+4% yot &Y zo+4E zo+4E [ yot B [ zo+4E
/ / p(z,y, z,t) dedydz = / / plx,y,z,t)dz | dy | dz,  (8.6)
zo— 42 yo—4Y 20— 42 zo— 5% \yo— 5 0o— 42

kde p(z,y,z,t) je hustota pravdépodobnosti v bodé z,y,z, odpovidajici lokalni koncentraci nasf
molekuly. Setkdvame se tak poprvé s prikladem trojného integrdlu, zapsaného nejdiive tak, jak je v
matematice zvykem, a potom tak, jak jej ve skute¢nosti postupné poc¢itame. Pokud je skiinika tak mald,
Ze se uvnitt nf hustota pravdépodobnosti prakticky neméni, muzeme vytknout p(x,y, z,t) pied integraly

xo+% yo+% Zo+%
p(x,y, z,t) / / / dz | dy | d= (8.7)

Vypocet je pak trividlni. Nejdiive vypocitame integral v nejvnitinéjsi zavorce, kde s¢itdme piispévky
dz (snadny piipad, kdy integrujeme pouze diferencidl)

zo+ 47

e (S (2 e -

20— A
Vysledek dosadime do prostiedniho integralu

yo+% y0+% A A
/ Azdy = Az / dy = Az (yo + Ty — (yo — 2y>> = AzAy, (8.9)
yo—% yo—%

kde jsme mohli Az vytknout pied integrél, protoze neni funkei proménné y, a opét integrovali pouze
diferencidl. Nakonec dosadime prubézny vysledek do puvodniho vztahu a hrajeme stejnou hru

zo+ 52 zo+ 42
Az Az
p($7ya27t) AZAde(} = p(xayazvt) AZAy de = P(%%ZJ)AZAIU Zo + 7 — | %o — 7
. _ Az Az
ro—F* To— &%
= p(z,y, 2, ) AzAyAz = p(x,y, 2, 1) AV. (8.10)

P#i studiu difuze nds oviem nezajima pravdépodobnost, ze molekula je uvnitt skifniky. Chceme urcit
pravdépodobnost, ze molekula sk¥inkou proputuje napiiklad ve sméru osy x. Takovou molekularni turis-
tiku popiseme pomoci pravdépodobnosti, ze molekula ze skiinky, jejiz stfed ma soutadnice x,y, z, vleti
béhem ¢asového intervalu At do skifiiky, jejiz stfed méa soutadnice x + Ax,y, z. Tato pravdépodobnost
je rovna pravdépodobnosti, ze molekula pohybujici se rychlosti se slozkou v, se nachazi ve vzdélenosti
nejvys v, At od levé stény pravé skiinky. Pokud je pravdépodobnost nalezeni molekuly letici rychlosti
v v celé levé skitnce p(vy;x,y, z,t)AV, tak pravdépodobnost nalezeni molekuly letici rychlosti v, do
vzdélenosti v, At od stény je p(vs; x,y, 2, t)v, AtAyAz. Ocekdvand frekvence prelett takovych molekul
z levé skrinky do pravé je tedy

P(Vz; T, Y, 2, t) v AtAyAz
At

= p(vg; 2,9, 2, t)v,. (8.11)
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Obvykle se uvddi frekvence preletu mezi skifikami spoc¢itand pro jednotku plochy stény, kterou
molekuly prolétaji. Takové veliciné fikame tok. Pokud budeme pocitat tok molekul leticich rychlosti v,
z levé skiinky do pravé, vyjde nam

P(veim,y.2,)va At AYAZ
Vgs T, Y, 2, £) U AtAYAz
Toosatan(Vas 2,1, 2, 1) = A _ = p(ve; 7,y 2,1) vy, (8.12
IPNCRTSP AL v P05 2,9, 2,1) vy (8.12)

Molekuly mohou ovSem cestovat i opacnym smérem, z pravé skiinky do levé. Pravdépodobnost,
ze molekula vleti béhem ¢asového intervalu At z pravé skiinky do levé je rovnd pravdépodobnosti, ze
molekula pohybujici se rychlosti se slozkou —v, se nachézi ve vzdalenosti nejvys v, At od pravé stény
levé skifniky. Pokud je pravdépodobnost nalezeni molekuly v celé pravé skiince p(v,;z + Az, y, z,t) AV,
tak pravdépodobnost nalezeni do vzdélenosti v, At od levé stény stény pravé skiiiiky muzeme vyjadrit
jako p(—vg; x+Ax,y, z,t)v, AtAyAz. Visledny tok ve sméru z je potom rozdil toku jednotlivymi sméry

Jz(vx;xyyozyt) = Jx—)z+Aa:(vm;$7y7zvt) - J:E+Az~>x(vz;xvyaz7t>

= (P(%?ﬂfay,%t) - p(_vw;x + Amayvzat)) * Vg = —Ap(vw;x,y,z,t) Vg, (813)

kde jsme rozdil hustot pravdépodobnosti vyskytu p(v,; x + Az, y, z,t) — p(vs; 2, y, 2, t) pro jednodu-
chost oznacili Ap(v,;z,y, z,t). Vidime, ze vysledny tok J,(vs; x,y, z,t) nejenom zpusobuje rozdil mezi
hustotami pravdépodobnosti vyskytu molekuly v sousednich skfinkach, ale na tomto rozdilu také zavisi.
Pokud budou skifiiky, mezi kterymi molekuly pfelétaji, velmi malé, muzeme predpokladat, ze

ox
9p(va; ) . . L : e e,
kde W je smérnice zavislosti p(vy;x,y, z,t) na x. Parcidlni derivace zduraziuje, Ze nds

zajim4 smérnice zavislosti p(v,;x,y, z,t) jen na z, ne na y nebo z. Po dosazeni do rovnice m

Ap(vz;x,y, 2,1) = Az, (8.14)

8 ZI/‘; b b 7t
Jo (Vg 2.y, 2, 1) = —vax%. (8.15)

Ocividnym omezenim nasich tivah je, ze porad mluvime o molekulach pohybujicich se néjakou rych-
lost{ v, (zleva doprava) nebo —v, (zprava doleva). Ve skutecnosti se ale rychlost molekul ve sméru x po
kazdé srazce zméni. Jak se s tim vypotradat? Zatim ndm nic nefikalo, jak bychom méli zvolit konkrétni
hodnoty At a Az. Nic ndm tedy nebrani, zvolit si At rovné ¢asu 7, za ktery se vliv srazek na okamzitou
rychlost molekul zpruméruje k nule. Stejné tak si muzeme zvolit velikost skiinék tak, ze Ax = v, 7

0 2 T, Y, 2,5t
T (Vg 2.y, 2,t) = —vzr%. (8.16)

Cas 7 navic muzeme vyjdadfit pomoc{ frikéniho koeficientu & = m/r

m  Op(vg; Ty, 2, 1)
Jr(vz; @, y,2,1) = —’ng : # (8.17)
Jak nam tyto upravy pomohou rozsitit neuzite¢né tvahy o preletech molekul s uréitou rychlosti ve
smeéru x na obecny popis difuze molekul, jejichz rychlost ve sméru x se stdle méni? Pfi popisu difuze
nemuzeme piece sledovat kazdou molekulu v kazdém okamziku. Muzeme ale pocitat stiedni hodnotu
toku ve sméru x. Sta¢i nahradit druhou mocninu rychlosti v nasem vztahu jeji stiedni kvadratickou
hodnotou

m  Op(z,y,2,t)

/2

. (8.18)
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Ziskand velicina J, se nazyva difuzni tok ve sméru z a p(z,y, z,t) ve vysledném vztahu je hustota
pravdépodobnosti vyskytu jakékoli molekuly v misté x,y, z v Case t.

Navic vime, ze m(v2) = 1(v?) urcuje stredni kinetickou energii molekuly
1 3
() = mle?) = Smio2). (8.19)

Je rozumné predpokladat, ze stiedni kineticka energie jedné molekuly vystavené srazkam s ostatnimi
molekulami bude mit stejnou hodnotu jako prumérnd kinetickd energie vSech molekul, kterd tizce souvisi
s teplotou a neméni se v ¢ase, pokud je teplota konstantni. Vidime tedy, ze vyraz pred parcialni derivaci
je konstantou, kterd se vétsinou oznacuje jako translaéni difuzni koeficient D,

2 in IR 7t s Y, ,t
oy o t) = — 2 (n) @y, 20t) e Op(wy, 2, t)

3 £ ox Or

Protoze pohyb molekul pii difuzi je ndhodny a ve vSech smérech stejny (isotropni), muzeme stejné
rovnice psat pro difuzni toky ve vSech tfech smérech

. (8.20)

ap(x’ y? Z’ t)

Jw(xvyazvt):_Dtr o ) (821)

Jy(z,y, 2, t)=—D" ‘W, (8.22)
t

J.(z,y, 2,t)=— D' %. (8.23)

Celkovy difuzni tok je vektorova veli¢ina, kterou muzeme zapsat

Op(w,y,2,t) dp(x,y,2,t) Op(x,y,2,t)
Ox ’ Oy ’ 0z
(8.24)

j(xayyzvt) = [']x(mayvzat)?Jy(xay7z7t)a Jz(xayazvt)] = _Dtr

Tento vztah se nazyva proni Fickiv zdkon.

8.4 Gradient

Prvni Fickiv zékon je pozoruhodny vztah. Rikd ndm, ze kdyZ vezmeme skaldrni veli¢inu hustotu
pravdépodobnosti, kterda nema zadny smér, muzeme z ni spocitat vektor difuzniho toku f, ktery ma
nejen velikost, ale i smér. Aby tento vztah mezi skaldrni a vektorovou veli¢inou vice vynikl, pouzivé se
ve vektorovém poctu zapis
[Jo3 Jy; Jo] = =D Lfm; a%; aaz] p- (8.25)
Na pravé strané jsme jaksi vytkli hustotu pravdépodobnosti p z vektoru jejich parcidlnich derivaci.
Co v zavorce na pravé strané zbylo, vypada jako vektor. Je to ale podivny vektor, vlastné nesmysl.
Piedpis pro vypocet tif parcidlnich derivaci nééeho. Ceho ale, to vektor nefikd. Takovému nedplnému
zapisu se ik operdtor. Dava smysl teprve s vyrazem, ktery je uveden za nim a ktery definuje pro co
(pro jaké ¢islo ¢i funkei) mdme predpis vyuzit. Operdtoru t#{ parcidlnich derivaci, ktery z jedné skaldrn{
veli¢iny vytvoii tii slozky vektorové veli¢iny, fikame gradient. Protoze se s timto operdtorem ve fyzice
a v chemii setkdvame ¢asto, pozivaji se pro ngj ruzné zkracené formy zapisu

oz’ Oy’ 0z

J = —D%grad p = J=—-D"Vp. (8.26)

[Jm;Jy;JZ]Dtr[a. 9 a]p
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8.5 Derivace vektorovych poli

Pro¢ jsme v ¢4sti[8.3 u slozek difuzniho toku a u hustoty pravdépodobnosti tak tvrdosijné psali zdvorku
se souradnicemi (a ¢asem)? Chtéli jsme zduraznit, Ze hodnota téchto veli¢in je v kazdém bodu prostoru
jind (a meéni se v ¢ase). Takovym veli¢indm se ve fyzice tika pole. Pokud sta¢i popsat, jak se v prostoru
meéni velikost ngjaké veliciny, jde o skaldrni pole. Piikladem je hustota pravdépodobnosti (nebo lokdln{
koncentrace) v ¢ésti nebo teplota v meteorologickych mapéach pii predpovédi pocasi. Pokud musime
popsat, jak se v prostoru méni velikost a smér, jde o vektorové pole. Ptikladem je difuzni tok v ¢asti
nebo rychlost vétru v meteorologickych mapéch pii predpovédi pocasi. Méli bychom si zduraznit, ze
v nésledujicim povidani budeme slovo vektor pouzivat pro popis veli¢in, které maji velikost a smér ve
fyzickém trojrozmérném prostoru, ktery ¢asto popisujeme kartézskymi soufadnicemi z,y, z. V matema-
tice miva slovo vektor i obecnéjsi vyznam, jako usporadana n-tice ¢isel, pro kterou plati néjaka pravidla
(napifklad soucet druhych mocnin téchto ¢isel se pri nékterych operacich neméni).

Na ptikladu difuzniho toku coby gradientu hustoty pravdépodobnost jsme si ukéazali, ze vektorové
pole miiZzeme vypoéitat pomoci parcidlnich derivaci odpovidajiciho skaldrniho pole. Ted’ se podivame,
k ¢emu nam poslouzi parcialni derivace poli vektorovych.

Ptedpis pro vypocet gradlentu skalarniho pole vypadal jako ndsobeni skaldrni veli¢iny (napiiklad p)
vektorovym operatorem V. Mize operator v podobné pusobit na vektorové pole? Pokud se budeme
snazit zapsat zapsat takové pusobeni tfeba pro vektor difuzniho toku, narazime na problém hned na
zacatku. Nasobeni skalaru vektorem pii vypoctu gradientu mélo jednoznaény smysl: kazdou slozkou
vektorového operdtoru jsme pusobili na skalar p, tak jako pri nasobeni skaldru vektorem nasoblme
skalar kazdou slozkou vektoru. Co ale znamena zapis vJ? Vizdyt v matematice se slovem ,soucin®
oznacuje nékolik raznych operaci mezi vektory. Musime tedy pfedem fici, jaky druh souc¢inu ma zapis
predstavovat. V algebife vektorovych poli hraji dulezitou roli derivace, které pfipominaji dva druhy
soucinu: skaldrni a vektorovy.

8.6 Divergence

Skaldrni souc¢in je velmi univerzalni matematickd operace, kterd je definovana pro jakoukoli dimenzi
vektori v obecném matematickém smyslu. Podminkou je, aby oba vektory méli dimenzi stejnou. Pro
vektory dimenze N je predpis pro skaldrni soucin

N
=1

Skaldrni soucin je operace komutativng, tedy nezavisld na porad{ (slozek) vektoru, které ndsobime

I

N N
= Zaibi = Z bzaz (828)
i=1 i=1

Vysledkem skaldrniho soucinu je ¢islo, skalar. Toto ¢islo nijak nezavisi na konkrétni volbé souradné
soustavy v obecné N-rozmérném (abstraktnim matematickém) prostoru, ve kterém skaldrni soucin
pocitdme. Skaldrni sou¢in nam definuje i velikost vektoru. Pokud vektor vynasobime sebou samym, je
vysledkem druha mocnina velikosti

l
l

N
al Z a2. (8.29)
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Tento vztah je rozsitenim Pythagorovy véty pro N-rozmeérny prostor. Pokud vektorem @ v N-
rozmérném prostoru otdc¢ime, smér a hodnoty jednotlivych slozek se méni, ale velikost |a| je stéle
stejna.

Ve fyzickém trojrozmérném prostoru, popsaném kartézskymi souradnicemi x,y, z, je konkrétni tvar
skalarniho souc¢inu

G-b="b-a=ayb, + ayby + a.b, = bga, +bya, +b.a., (8.30)

Derivaci, kterd zédpisem pripomina skalarni soucin, se fika divergence. Naptiklad divergenci vekto-
rového pole J zapisujeme

. 9 o dJ, 0J, 0OJ,
dlefV~Jfame+any+azJ27 o "oy T on

(8.31)

Od skalarniho sou¢inu dvou opravdovych vektoru a a b se divergence oviem li§{ tim, ze komutativni
neni. Zapis J - V nedévé smysl (vysledkem by nebyl skalar, ale ngjaky operdtor).

Vyznam nazvu ,divergence“ si zkusime uvédomit na nékolika jednoduchych piikladech. Do tabulky
si zakreslime grafy vektoru Ja zapiseme odchylku polohového vektoru od pocatku souradné soustavy
[Az; Ay; Az] a odchylku AJ = J(z,y,z)—J(0,0,0) ve éyfech mistech prostoru vzdalenych od pocétku
soufadné soustavy ve sméru z, y, —z a —y vzdy o stejnou malickou hodnotu Ar. Z toho, jak se méni
slozky vektoru J pak spocitdme divergenci v pocatku soufadné soustavy.

Zacneme piikladem, kdy vektor J bude mit viude v prostoru stejny smér, naptiklad podél osy =x.
Fyzicky by takové pole odpovidalo akvariu, ve kterém by koncentrace molekul klesala zleva doprava a
podle prvniho Fickova zdkona (rovnice by difuzni tok sméroval stejnym smérem.

graf J [Az; Ay; Az] ATy AJy; AJ)
=S |=]= [0; +Ar; 0] [0; 0; 0]
=== [=Ar0;0] [0;0;0] |[+Ar;0;0]  [0;0;0]|[0;0;0][0; 0; 0]
=== [0; —Ar; 0] [0; 0; 0]

Cemu se rovna divergence v po¢atku souradné soustavy? At se pohybuje kterymkoli smérem, vektor
se neméni. Vsechny slozky jsou konstantni, takze smérnice vSech slozek jsou nulové

o _y Oy _, e _

= ==Y - ) .32
ox oy 0z 0 (8:32)
Proto je nulova i divergence
- - 0J, 0d0J, 0J,
V-J=—— Y =04+04+0=0. (8.33)

8x+8y+82

To odpovida grafu v prvnim sloupecku tabulky: pole vektoru J se nikam nerozbihd, tedy nediverguje.

Druhy piiklad je pole, kde se vektory J sbihaji do stfedu. Fyzicky bychom si takové pole mohli
predstavit jako akvarium s molekulami zkoumané latky, které bychom ze stfedu intenzivné odsavali
tenkou hadickou, takze by ve stfedu byla koncentrace molekul vyrazné snizena. Podle prvniho Fickova
zékona (rovnice by v takovém akvériu mitil difuzni tok do stfedu. V roviné xy takové pole popisuje
nasledujici tabulka
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graf J [Az; Ay; Az] [AJy; AJy; AJ]
N [0; +Ar; 0] [0; —AJ; 0]

— +— [-Ar;0;0]| [0;0;0] [+Ar;0;0] [+AJ;0;0]| [0;0;0] ([—AJ;0;0]
TN [0; —Ar; 0] [0; +AJ; 0]

Kdyz se pohybujeme zleva doprava, hodnota J, klesa se smérnici —%. Kdyz se pohybujeme zdola
nahoru, hodnota J, klesa se stejnou smérnici —%. Smeérnici ve sméru z sice tabulka nezachycuje, ale
pro sféricky symetrické pole muzeme piedpoklddat, ze bude stejné: fﬁ—;{. Divergence je soucet téchto
smérnic, tedy —3%. Tentokrat je tedy divergence v pocatku souradné soustavy nenulovi. Kladna
divergence by znamenala pole, které se rozbihd. Zaporna divergence naopak popisuje pole, které se
sbiha. To také odpovidd grafu pole, které se sbiha do stredu.

Poslednim piikladem je pole, ve kterém se smér vektoru J toéi v kruzich kolem stfedu, kolmo k
ose z. Pritom budeme predpokladat, ze vektor J bude mit slozku J. =0 a slozky J, a J, se nebudou
ménit ve sméru osy z. Realizaci takového pole pomoci difuze si lze predstavit obtizné. Muzeme ale J
povazovat za vektor popisujici proudéni molekul vifenych napiiklad pomoci michédtka. Pole vektoru J
rotujicich kolem stfedu si muzeme popsat tabulkou

graf J [Az; Ay; Az] ATy AJy; AJ]
N [0; +Ar; 0] [~AJ;0;0]

1 T [-Ar0;0] [0;0;0] [+Ar;0;0]  [0; —AJ;0] [0;0;0] [[0;+AJ;0]
N =] [0; —Ar; 0] [+AJ;0;0]

Kdyz se pohybujeme zleva doprava, ve sméru x, hodnota J, se neméni. Kdyz se pohybujeme zdola
nahoru, ve sméru y, hodnota J, se také neméni. To, Ze se vektor J neméni pfi pohybu ve sméru osy z,
jsme si fekli pti popisu pole. Takze

o _y Oy _, O

—_— = .4
Ox dy 0z 0 (8.34)
a
= - 0J, 0dJ, 0J. B
Vo= Gr g, T g = 0r0+0=0. (8.35)

V tomto piikladu je tedy divergence v poc¢atku souradné soustavy nulové.

8.7 Rotace

Vektorovy soucin je, na rozdil od skaldrniho, matematickd operace, kterd je definovana pouze ve fy-
zickém trojrozmérném prostoru, ktery muzeme popsat kartézskymi souradnicemi z,y, z. Vysledkem
vektorového soucinu trojrozmérnych vektort @ a b je vektor, jehoz slozky jsou ayb, — a.by, a.b, —azb.
a azby — ayb,. Pokud si vysledny vektor oznacime ¢, mizeme psat
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axb= ¢, kde Cz = ayb, —azby; ¢y = aby —agb; € = Gzby — ayby. (8.36)

Vysledny vektor muzeme jednoduse popsat geometricky. Jeho velikost je rovna obsahu rovnobézniku
vytvoreného vektory a a b. Vysledny vektor je k vektorum & a b kolmy a jeho konkrétni smér urcuje
pravidlo pravé ruky: pokud prsty pravé ruky miii od vektoru @ k vektoru 5, palec ukazuje smér vektoru
¢. Kdyz si zvolime kartézskou soufadnou soustavu chytie tak, aby vektor @ sméfoval ve sméru osy x
a b lezel nékde v roviné xy (takové volba je vzdycky moznd), budou slozky a,, a, a b, nulové, slozka
a; = |a| a

¢z =0-0-0-b, =0; ¢y =0-by —al-0=0; c.=lal-by —0-by = |a| - by. (8.37)

Vidime, ze (1) vektor € je opravdu kolmy k roviné zy, ve které lezi vektory a a 57 protoze pouze
soufadnice ¢, je nenulova, (2) pro kladné b, je c¢. > 0, jak odpovida pravidlu pravé ruky a (3) velikost
vektoru ¢ je rovnd ¢, = |al - by, coz je obsah rovnobézniku tvoreného vektory @ a b.

Na rozdil od skalarniho sou¢inu neni vektorovy sou¢in komutativni, protoze prehozeni poradi ndsobenych
vektoru otd¢i smér vysledného vektoru

Czx = bya, — b.ay; ¢y =bray — bya; ¢: = byay — byay, (8.38)

coz odpovida zméné znaménka vektorového soucinu

bxada=—axb. (8.39)

Derivaci, ktera zapisem pfipominda vektorovy soucin, se fikd rotace. Napiiklad rotaci vektorového
pole J zapisujem

5 = o 0 0 0 0 0 0
tJ = J=|l=—Lo— =y )| =Jo—=— L ;| =Jy—=—Jz || =
rotS =V x [(ay Bz y) (az Bz ) (ax v By )}

oJ, 0J, 0J, 0J, aJ, 0Jy
-2, -2} (= - . (8.40)

oy 0z 0z ox or dy
Od vektorového soucinu dvou opravdovych vektoru @ a b se rotace lisi tim, ze poradi ValJ prehodit

nemuzeme, J x V neddvéa smysl (vysledkem by nebyl vektor, ale néjaky operétor).

Vyznam nazvu ,rotace“ si ukazeme na piikladech stejnych poli, jakd jsme pouzili pro ilustraci
divergence. Zacneme piikladem, kdy vektor J bude mit vSude v prostoru stejny smér podél osy .

graf J [Az; Ay; Az (AT AJy; AT,
Bl s [0; +Ar; 0] [0; 0 0]
— | == [ZAr00] [0;0;0] |[+Ar;0;0]  [050;0])0; 05 0][0; 0; 0]
=== [0; —Ar; 0] [0 0; 0]

3V anglické literatufe se ¢asto misto rotJ pise curlJ.
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Jak jiz jsme si popsali u divergence, vektor J se neméni, af se pohybuje kterymkoli smérem. Viechny
slozky jsou konstantni, takze smérnice vSech slozek jsou nulové

aJ. aJ. 0Jr 0Jr 9y 0Jy
By_o ox =0 0z =0 oy =0 83:_0 0z

= 0. (8.41)

Proto je nulova i rotace

O oJ, 0J, oJ, 0J, aJ, 0J,
Vx.J = — =) _ = =1[0;0;0]. 8.42
[( Oy 0z ) ( 0z Ox Ox Oy [ ] (842)
To odpovida grafu v prvnim sloupecku tabulky: pole vektoru J se nijak netoc¢i, nerotuje.
Druhym piikladem je pole, pro které jsme spocitali nenulovou divergenci:

graf J [Az; Ay; Az (AT Ady; AT
N4 [0; +Ar; 0] 0; —~AJ; 0]

— — [-Ar;0;0]| [0;0;0] [+Ar;0;0] [+AJ;0;0] [0;0;0] ([—AJ;0;0]
1IN [0; —Ar; 0] [0; +AT; 0]

Ted nés oviem zajimajf jiné parcidlni derivace. Vime, Ze slozka J, je véude rovna nule a ani zbyvajici
dveé slozky se neméni podél osy z. Proto

a‘]z—o 0J: 0 0J 0 aJy:o. (8.43)

oy or oz 0z

Zajimaji nas tedy jenom smérnice slozky J, ve sméru y a slozky J, ve sméru x

0L _,  0Jy _

oy or
Kdyz se pohybujeme v tabulce zdola nahoru (ve sméru y), hodnota J, se neméni. Kdyz se pohy-
bujeme zleva doprava, tak se zase neméni hodnota .J,. TakZe i hledané dvé smérnice jsou nulové. Také
toto pole mé tedy nulovou rotaci, coz opét odpovida grafu v prvnim sloupecku tabulky, kde se sipky
znazornujici vektor J sice sbihaji, ale nerotuji.
Poslednim piikladem je pole, ve kterém se smér vektoru J toti v kruzich kolem stiedu

2. (8.44)

graf J [Az; Ay; Az (AT Ady; AT
N [0; +A7r; 0] [-AJ;0;0]

1 T [ZAr0;0] [0;0;0] |[+Ar;0;0] [0, —AJ;0]] [0;0;0] [[0; +AJ;0]
N [0; —Ar; 0] [+AJ;0;0]

I pro toto pole je slozka J, vSude rovna nule a ani zbyvajici dvé slozky se neméni podél osy z. Proto

arl. a1, al, aJ,
A T A A (8.45)
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a opét nds zajimaji jenom smérnice slozky J, ve sméru y a slozky J, ve sméru x

0L _,  0Jy _

— =1 — =7 A
o " o (8.46)

Kdyz se pohybujeme zdola nahoru, ve sméru y, slozka J, klesa se smérnici f% (pole J mif{ vice a

vice doleva). Kdyz se pohybujeme zleva doprava, ve sméru «, hodnota J, naopak roste se smérnici %

(pole J mifi vice a vice doleva). Takze

01 _ AT o5, _AJ
oy  Ar’ dr  Ar’

Po dosazeni do rovnice pro vypocet rotace

- o aJ aJ, aJ. aJ aJ, aJ. AJ AJ AJ
VxJ= [ T2 (-2 ) =100~ [ ———= )| = ]0;0;2——|.
X {(81/ 8z>’<8z 81‘)’(836 8y>} [ " Ar ( Ar)] { Ar]
8.4
V tomto pfikladu ma tedy rotace v pocatku soutadné soustavy nenulovou slozku z. To ndm iika, ze
smér vektoru J v tomto poli rotuje kolem osy z, coz odpovidé obrazku v prvnim sloupecku tabulky.

(8.47)

8.8 Tok vektorového pole

Pti popisu pohybu molekul v prostoru predpoklddame, ze se molekuly pohybuji, ale nevznikaji ani
nezanikaji. Takovy zakon zachovani poc¢tu molekul bychom si mohli popsat opét pomoci néjaké kouzelné
skifnky. Aby se ndm ale tato skiinika nepletla se skiinkou rozméru v, 7, pomoci které jsme si definovali
difuzni tok f, pouzijeme misto skifiky kouzelny pytel (obrdzek ) Zkoumané molekuly mohou
povrchem takového pytle volné prolétat, pricemz frekvenci, se kterou prolétaji jednotkovou plochou
povrchu pytle popisuje difuzni tok J. Také budeme potiebovat veli¢inu, kterd ndm fekne, kolik molekul
celkem prolétne za jednotku casu povrchem pytle. Takové velicina se vétSinou oznacuje pismenem P.
Protoze pocita vSechny molekuly, které povrchem prolétnou v jakémkoli sméru, neni ® vektor, ale pouze
¢islo. Rozlisujeme ale molekuly, které vlétaji dovnitt pytle (ty pocitdme se zdpornym znaménkem), a
ty, které vylétaji z pytle ven (ty pocitdme s kladnym znaménkem). Trochu matouci muze byt, ze i ¢ se
oznacuje jako tok. Aby se ndm to nepletlo s difuznim tokem, budeme ® nazyvat celkovy tok.

Je-li J tok na jednotku plochy a @ celkovy tok, zda se vypocet @ z J jednoduchy: prosté vynasobime
J plochou povrchu pytle. Plochu celého nepravidelného povrchu pfitom muZzeme ziskat poscitdnim
malickych plosek, jejichz tvar uz muze byt pravidelny. Tak snadné to ale neni. Za prvé je J vektor, ale
® skalar. Za druhé zavisi celkovy tok také na smeéru, ve kterém molekuly pytlem prolétaji. Vektor J
je frekvence pruleti na jednotkovou plochu kolmou ke sméru J. Vektor J ale mize ale miFit sikmo k
plosce, ze které v daném misté celkovy povrch pytle skladdame.

Oba problémy zminéné v predchozim odstavci vyfesime tim, ze si plosky, ze kterych skladame povrch
pytle, popiSeme pomoci vektoru d&'. Velikost tohoto vektoru do je velikost malické plosky a smér vektoru
do je smér kolmy k povrchu pytle v daném misté. Protoze je d& vektor, muzeme jej rozlozit na slozky
dos, doy, a do,. Tyto slozky odpovidaji primétim plosky do smért kolmych na osy x, y a 2. Frekvence
pruletu molekul malickou ploskou neni Jdo, ale

d® = J - dé. (8.49)

Skalarni sou¢in v tomto vztahu zafidi pfepocet frekvence priletu Ssikmou ploskou do na frekvenci
pruletu stejné velkou kolmou plochou, ke které je vztazen vektor J. To si muzeme ovéfit, kdyz si zvolime
osu x ve sméru vektoru J. Potom mé vektor J slozky J, 0,0 a poc¢itany skaldrni soucin je
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Az
Ay

[0 Yo; 20] Az

Obréazek 8.1: Celkovy tok povrchem kouzelného pytle (A) a malé krychlicky (B).

d® = J-d& = Jodo, + Jydoy, + J.do, = J -do, +0-doy, +0 - do, = J - do,. (8.50)

Jak vidime, pocitany skaldrni soucin se rovna soucinu velikosti J a prumétu plosky do do sméru
kolmého k J. Tento prumét je pritom piesné tou plochou kolmou k J, na kterou je difuzni tok vztazen.
Poséitdanim jednotlivych piispévka d® = J - d& ziskdme celkovy tok celym povrchem pytle. Toto

sCitani si muzeme zapsat jako integrél
/ Ao = / J-dé, (8.51)

Opytel Opytel

kde pozndmka pod integrdlem piipomind, ze pocitdme tok celym povrchem pytle opytel.
Pohyb molekul v duasledku difuze vede k tomu, ze se méni pravdépodobnost nalezeni molekuly v
urcité ¢asti prostoru. Pravdépodobnost, ze molekulu nalezneme v kouzelném pytli je

/ pdV, (8.52)

Voytel

kde Vpytel je objem pytle. V dusledku difuze se tato pravdépodobnost méni. Pfitom zména pravdépodobnosti
nalezeni molekuly v pytli se musi rovnat pravdépodobnosti, ze molekula zvenku do pytle ptileti. Tedy
zménu pravdépodobnosti nalezeni molekuly v pytli za jednotku ¢asu muzeme vyjadiit pomoci celkového

toku molekul ven z pytle.
ap >
—dV = — J-do 8.53
| | Ja (553)

Voytel Opytel
neboli
0 o
/ 8it’dv+ / J-dé =0. (8.54)
Viytel Opytel

Tento dusledek zachovani celkového poctu molekul se nazyva rovnice kontinuity.



8.9. GAUSSOVA VETA 119

8.9 Gaussova véta

Rovnice definuje, jak spolu souvisi zména hustoty pravdépodobnosti nalezeni molekuly v urcitém
objemu a celkovy tok povrchem, ktery tento objem uzavird. Otdzkou ale zustdvd, jak celkovy tok
spocitat. Zacneme tim, ze si ukazeme, jak lze celkovy tok rozdélit.

Predstavme si, ze uprostifed naseho kouzelného pytle mame prepazku, kterd pytel déli na levou a
pravou polovinu (obrézek ) Jak spocitame tok povrchem levé poloviny? Objem levé poloviny je
obklopen povrchem levé ¢éasti pytle a plochou ptfepazky. Tok timto povrchem spocitame

/ do + / dd = / J-dé + / J-dé. (8.55)

Tleva cést Opiepdzka zleva Tleva cast Opiepazka zleva

Oznaceni ,pfepdzka zleva® pod integralem upozornuje, ze soucdsti toku ven z levé ¢dsti pytle je tok
prepazkou zleva doprava.

Jak spocitame tok povrchem pravé poloviny? Objem pravé poloviny je obklopen povrchem pravé
casti pytle a plochou prepazky. Ale pozor! Soucédsti toku ven z levé ¢asti pytle je tentokrat tok prepazkou
zprava doleva.

/ dd + / dd = / J-dé+ / J-da = / J-da— / J-dé.

Oprava ¢ast Opiepéazka zprava Oprava ¢ast Opiepazka zprava Opravd ¢ast Opiepéazka zleva

Posledni rovnost nam pripomind, Ze tok prepazkou zleva i zprava ma stejnou absolutni hodnotu, ale
opac¢né znaménko. Diky této rovnosti muzeme psat

/ J.de = / J.dé + / J.dé + / J.dé+ / J.dé =
Opytel Oleva cést Opiepazka zleva Opravd cast Opiepéazka zprava
/ J-dd+ / J-do+ / J-do— / J-dd = / J-do+ / J-da.
Oleva cast Opiepazka zleva Oprava cast Opiepazka zleva Tleva cast Oprava &ast

(8.57)
Tato rovnice ukazuje, jak muzeme spocitat celkovy tok uzavienym povrchem nepravidelného tvaru.
Objem uvniti tohoto povrchu muzeme rozdélit na dvé mensi ¢dsti, spocitat toky povrchy kolem téchto
Casti a tyto toky pak secist. Pokud muzeme zminény objem rozdélit na dvé ¢asti, muzeme tyto ¢asti
délit dél na mensi a mensi objemy. Takovym délenim muzeme dospét k malickym krychlickdm s hranami
rovnobéznymi s osami x,y, z, ze kterych lze poskladat jakykoli tvar.
Celkovy tok povrchem takové malé krychlicky lze spocitat snadno.

/ J-dé = / JdG, + / Jyd@, + / J.dG, + . (8.58)

Okrychlicka Okrychlicka Okrychlicka Okrychlicka

Protoze jsou stény krychlicky kolmé k osam soufadné soustavy, z povrchu krychlicky oirychlicka ma
nenulovy prumét do roviny kolmé ke sméru x pouze leva a prava sténa. Tento prumét je pfitom rovny
obsahu levé i pravé stény, protoze ty jsou k ose x kolmé. Totéz plati pro pfedni a zadni sténu a prumét
do roviny kolmé ke sméru y a pro spodni a vrchni sténu a prumét do roviny kolmé ke sméru z. Celkovy
tok povrchem krychlicky muzeme tedy spocitat
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/ J-dé = / szaw—/de%—&- / Jydo, — / Jydo, + / J.do, — / J.do,.

Okrychlicka Oprava Oleva Ozadni Opiedni Ovrchni Ospodni
(8.59)
Pokud oznac¢ime délky hran krychlicky Az, Ay a Az a polohu krychlicky v prostoru popiSeme tak,
ze uvedeme soutadnice g, Yo, 29 jednoho jejiho rohu, tok pravou a levou sténou muzeme spocitat

Yo+AY zo+Az Yo+AyY zo+Az
Lo+ Arg. 2z~ [ [ (e, )y, (8.60)
Yo 20 Yo 20

kde Jy(zo,y,2) je slozka x difuzniho toku v roviné kolmé ke sméru z v misté zo (levd sténa)
a Jy(xzg + Az,y,2) je slozka x difuzniho toku v roviné kolmé ke sméru z v misté zo + Az (pravd

sténa). Pokud je krychlicka opravdu mald, muzeme predpoklddat, ze smérnice %‘;t se v ramci krychlicky
vyznamné nezméni. V tom ptipadé plati

0J,
ox

Vztah pro vypocet toku pravou a levou sténou muzeme proto prepsat

Jo(wo + Az, y, 2) = Jo(20,y,2) +

Az. (8.61)

Yo+AyY zo+Az yo+Ay Zo+AzaJ Yo+AyY zo+Az
X
Yo Z0 Yo Z0 Yo 20
Yyo+Ay 20+A26J Yyo+Ay 20+A28J
/ / 5 % dydz 5 D% dz | dy (8.62)
Yo zZ0 Yo 20

Protoze predpokldddame, Ze se smérnice aai 2 ge v ramci krychlicky neméni, muzeme vyraz %Am

vytknout pred integraly, jejichz vypocet je pak jiz snadny

Yyo+Ay [/ zo+Az

Ax / / dz | dy = anx AxAyAz =
x

0J,
ox

0J,
ox

AV, (8.63)
Yo 20

kde jsme objem krychlicky oznaédili AV. Podobné muzeme spocitat, Ze tok pfedni a zadni sténou je
%AV a tok spodni a vrchni sténou je %=AV. Celkovy tok krychlickou pak je

0z

- (3], B,  J,

Okrychlicka

Vyraz v zdvorce ale neni nic jiného, nez divergence pole J

/ J-dg =V -JAV. (8.65)
Okrychlicka

Z téchto malych krychlicek sklddame tvar kouzelného pytle, tok jehoz povrchem nas nakonec zajima.
Pfesny tvar pytle ziskdme, kdyz krychlicky zmensime do nekonecné malé velikosti, takze AV nahradime
diferencidlem dV. Poc¢itani celkového toku povrchem pytle pak muzeme zapsat jako integrél
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d= / J - dé = / 4o = / V. Jav. (8.66)

Opytel Opytel pytcl

Odvodili jsme tak velmi uziteény vztah znamy jako Gaussova véta. Kdyz dosadime tento vysledek
do rovnice kontinuity (rovnice ,

op ., R
/ 8th - / J - dad (8.67)

prtel Opytel
3
/ pdV_— / V. Jdv, (8.68)
prtcl pyt(_l

tak zjistime néco pozoruhodného. Na levé i pravé strané mame integral pres stejny objem, takze levou
a pravou muzeme konefné piimo srovnat. Aby se rovnaly integraly, musf se rovnat to, co integrujeme.
To je dobfte vidét, kdyz oba integraly prevedeme na levou stranu

/apdV—i— / V.Jdv = / (g’t)+ﬁf)dvzo, (8.69)

pytel pytel pytel

coz plati pouze tehdy, kdyz

ap B op = =
E—FV = = 5% V- J. (8.70)

Za J mizeme dosadit z prvniho Fickova zékona (rovnice | a dostaneme

op _

2 2 2
2 VJ:—V(—D”VP):D“(Bap o 9p aaf’):p <3 Pp  Pp

oz0x T oyoy 0202

Tento vztah, popisujici jak souvisi zména hustoty pravdépodobnosti nalezeni molekuly v case s
rozlozenim hustoty pravdépodobnosti nalezeni molekuly v prostoru, se nazyva druhy Fickiv zdkon.
Setkdvame se v ném s novou derivaci skaldrniho pole. Jde o druhou derivaci, jejiz predpis se oznacujé
jako Laplacuv operdtor, nebo laplacidn a zkricené zapisuje

Dlouhy fetéz pomérné jednoduchych tivah o tocich molekul nas dovedl ke kvantitativnimu popisu
difuze. Vysledek vypada skoro jako zazrak. Pustili jsme se do zdanlivé beznadéjného tkolu popsat
pohyb, ktery je vysledkem divokych srazek obrovskych poc¢tu molekul. Popsat slozity a nepredvidatelny
pohyb jedné z téchto molekul je prakticky nemozné. Piesto jsme dokézali predpovédét pravdépodobné
chovani takové molekuly pomoci celkem jednoduchych rovnic. Hustotu pravdépodobnosti vyskytu jedné
molekuly muzeme nahradit lokélni koncentraci chemické latky, coz je pojem chemikovi blizsi. Druhy
Fickuv zdkon nam pak fekne, jak se méni koncentrace v ¢ase, pokud ovSem dokazeme tuto diferencidlni
rovnici vytesit.
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8.10 Difuze v kapilare

Podivejme se alespon na jeden piiklad feSeni difuzni rovnice. Budeme sledovat difuzi molekul v dlouhé
rovné tenké trubicce (kapildfe). Pokud bude trubicka tenkd, molekuly se velmi brzy rozmisti tak, ze
pravdépodobnost jejich nalezeni bude stejnd kdekoli napfi¢ trubickou. Bude ale néjakou dobu trvat,
nez se vyrovna pravdépodobnost nalezeni molekuly v ruznych mistech podél trubicky. Pravé hustota
pravdépodobnosti nalezeni molekuly podél kapilary nas bude zajimat. Pokud si zvolime soutadnou
soustavu tak, aby osa x mifila podél kapildry, zjednodusi se druhy Fickuv zakon na

T ’p(x
w _p (f?g;t) ) , (8.73)

Tuto difuzni rovnici budeme fesit zptusobem na prvni pohled dosti bizarnim. Reknéme, Ze rovnici
spliuje néjakd funkee f(x,t)

of (x,t) o 02 f(z,1)
o = DTS (8.74)
coz muzeme také zapsat
Of (x,t) o O f(,t) B
5t D pre 0. (8.75)
Bude difuzni rovnici spliiovat i parcidlni derivace funkce f(z,t) podle 7 Zkusme to:
0 0f(x,t) 0 Of(x,t) o 0% Of(x,t) 0 O*f(x,t)
ot 0x  Or ot b 0x2  Or b dr 0x2 (8.76)
Kdyz si vSechny derivace pfevedeme na levou stranu,
0 Of(x,t) o 0 O2f(x,t) 0 [Of(x,0) @02 f(z, )\
o ot P ae 02 —ax\ o P a2 )70 (®.77)

Pokud ale funkce f(x,t) spliuje rovnici m je cervend zavorka v rovnici rovnd nule. Derivace
nuly je oviem nula, takZe je splnéna i rovnice Vidime, ze pokud néjaks funkce f(z,t) splituje
difuzni rovnici, muze byt hledanym rozlozenim hustoty pravdépodobnosti i df(x,t)/0x.

Polozme si dalsi otdzku. Pokud nasi rovnici spliiuje néjaké rozlozeni hustoty p(x,t), bude ji spliiovat i
rozloZzeni v Case a-krat del$im a v misté b-krat vzdalenéjsim od pocatku souradné soustavy? Vyzkousime
to dosazenim takového rozlozeni do nasi rovnice

dp(bx,at) . (9%p(bx,at)
P = (SRR (8.78)

Derivaci na levé strané spocitdme

Op(bx,at)  Op(bx,at) d(at)  Op(bx,at)

at o) ot " ) (8.79)
Vypocet druhé derivace na pravé strané bude trochu delsi
0?p(bx, at) _ 0 (9p(bz,at)\ _ O (0Op(bz,at) d(bx) —bg dp(bzx, at)
Ox? ~ Or ox - Ox obz) 0ox )  ox O(bx)
., 0 Op(ba,at) O(bx)  ,0%p(bx,at)
= 550 ( 0ba) ) or U 0wz (8.80)

Po dosazeni do rovnice
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(8.81)

Op(bz,at) o o (O*p(bx, at)
P 022 )

coz bude mit tvar rovnice[8.74] pokud b? = a a a na obou stranich rovnice se vykrati. Ted si polozime
jesté podivnéjsi otazku. Pokud se a vykrati, tak by vlastné mohlo byt a rovno ¢emukoli. Mohlo by byt
rovno 1/t? Pokud ano, tak by funkce, ktera je Fesenim difuzni rovnice, zdvisela jen na jedné proménné
u = y/axr = x/\/t, protoze at = t/t = 1. Zkusme si takovou funkeci f(u) dosadit do difuzni rovnice.
Derivace na levé strané ted bude

Of(uw) _ df(u)0u _ df(w) O(xt2) 1 _sdf(w) _

ot du ot  du ot 2 du

z df(w) 1 df(u)
tvi du T o (8:82)

.

a derivace na pravé strané

du Oz

du ox

9z ox ox oz Oz du

82 f(u) a<agiu>> _8(df(u) au) :a<df(u>a(xt%)> :téﬁ(df(u)>

_1 2
o d (A du_yd (df) ettt 1d() 559
du \ du ) Oz du \  du ox t du?
Difuzni rovnice tak ziska tvar
1 df(u) o 42 f (u)
— = —D r . . 4
2" du du? (8:84)
Pokud si df(u)/du ozna¢ime f'(u),
Lo o S’ (u) 1 df’(u)
p— — _D r = — . .
2uf (u) ™ = 5Dt udu o) (8.85)
Kdyz si uvédomime, jak se derivuji mocninné (rovnice [3.26]) a logaritmické (rovnice [4.46]) funkce
du? dln(f) 1
= 9 = — .
T u, af 2 (8.86)
muzeme difuzni rovnici fesit jednoduchym integrovanim
f(u) u? )
2
/ dn(f'(u")) = —/4Dtrdu’ (8.87)
0 0
'(u) u? fru?) e
In(f'(u)) —In(f'(0)) = In Fo) = ipn ORI (8.88)
Po dosazen{ zpét za f'(u)
d w2
J;i“) = f'(0)e~ 15w, (8.89)

Zatim jsme nevypocitali funkci f(u), ale jen jeji derivaci podle v = x/v/t. Ukézali jsme si ale, ze
pokud spliuje difuzni rovnici néjaka funkce f, tak je feSenim difuzni rovnice také parcidlni derivace f
podle z. Pojdme tedy prozkoumat, jak souvisi derivace f podle u s parcidlni derivaci podle z
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Of(w) _ Oudf(u) O df(w) _ f(0) _w2
or  dr du  dr du \/Ee ’ (8.90)

kde f/(0) je zatim nezndm4 konstanta. Protoze vime, ze 0f /Ox je feSenim difuzni rovnice, muzeme
ocekavat, ze

pz,t) = f;([(z)e_zu;f"t (8.91)

odpovidé distribuci hustoty pravdépodobnosti vyskytu molekuly popsané druhym Fickovym zdkonem.
Takto definovand hustota pravdépodobnosti ndm poskytuje informaci o hodnoté f/(0), protoze celkova
pravdépodobnost nalezeni molekuly nékde v kapildfe musi byt rovna jedné. Pro nekoneéné dlouhou
kapilaru o prufezu o

o0

1= / p(a:,t)dV:U/p(x,t)dmzafiﬁg) /e_élgfrtdx:%/ﬁaf’(O)/e_élgitd(

Vikapilara —o0 —o00 —00

X
2\/D“t> ’

(8.92)
kde vysledny integral md tvar Gaussova integrdlu, ktery jsme vyfesili v ¢dsti[6.2] Podle rovnice

oo

1 =2VD%sf'(0) / e~ mwid <m> =4V Dbof (O)O/ewmd (m) = 2V Do f(0) /7

— 00

1 1 2

- ") = —— = r,t) = ——— e ipw 8.93
J10) 20V D pla.t) 20V Dt ( )

My ovsem vime, Ze Jf/0x je jen jednim z mnoha feseni. Podivejme se, jaké situaci, nebo presnéji
jakym okrajovym podminkdm, toto feSeni odpovida.

Prot =0 a x # 0 se 1//t blizi nekoneénu a exponencilni ¢len nule (protoze u? — oo pro x # 0 a
e~ = 0), takze hodnotu jejich souéinu musime zjistit pomoci L’Hospitalova pravidla. Nejvyhodnéjsi
bude zapsat si p(x,0) jako

P dt—2 _14-3
,0) = lim f/(0 = 0) = lim f'(0) —4t— = lim f/(0 2
p(x ) tl_l;%f( )e#frt p(xu ) tgr(l)f( )aeﬁlmbiztrtil tgr(l)f( ) de4¢Dtht,1 3( Ttrt_l)
ot d(&%’trﬁl) ot
—14-3 t3 0 0
— 1' / 2 = 1' / _— = ! —_— = / — = U. . 4
f Ot = IO s = O = SO =0 894

Prot =0 a 2 = 0 se u bliz{ nule, protoze 22 klesa k nule rychleji, nez t.

0
BT ! e 17
p(0,0) = lim f (0)7IE = f(0)5 = oo (8.95)
Vidime, ze hustota pravdépodobnosti nalezeni molekuly je v case ¢t = 0 nekonecnd v pocatku

soufadného systému a nulova vsude jinde a v case t > 0 ma stejny tvar, jako Maxwellovo-Boltzmannovo
rozlozeni rychlosti. Takovato distribuce hustoty pravdépodobnosti je limitnim ptipadem difuze z okamZzitého
zdroje, kdy difuze kazdé molekuly zac¢ind z polohy molekuly pfesné v pocdtku souradné soustavy, coz
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A

[z0: %05 20] Az

Obrazek 8.2: Cirkulace uzavienou kiivkou (A) a malym &tvereckem (B).

odpovidé souboru molekul zahusténému do nekonecné malého objemu v poc¢atku souradné soustavy. V
takovém piipadé je pravdépodobnost nalezeni molekuly v misté x = 0 rovnd jedné, takze

1
p(0,0)dV =1 = p(0,0) = — = lim

v~ avseav (8.96)

8.11 Stokesova véta

V povidéni o tocich vektorovych poli jsme zatim nenarazili na vypocet rotace. S ni bychom se setkali,
kdyby vektorové pole cirkulovalo. To znamenad, ze bychom mohli sledovat jak vektor, naptiklad f, méni
svij smér podél uzaviené kiivky. I kdyz se s takovym tokem u difuze nesetkdvame, muzeme se cirkulact
zamyslet.

Jako cirkulaci I budeme ozna¢ovat nasledujici integral podél uzaviené kiivky (obrazek )

r= 9§ J-ds, (8.97)

Skiivka

kde ds ma velikost danou délkou kratického tuseku kiivky a smér dany smérem teCny ke kiivce v
misté tohoto tseku. Pii integrovani vlastné sc¢itame podél celé kiivky ty Cdsti vektoru j, které miti
ve sméru tecny ke kiivce. Cesta k vypoctu je obdobna jako u celkového toku povrchem. Nejprve si
uzavienou kfivku libovolného tvaru rozdélime na dvé c¢asti ,zkratkou® a spocitdme integraly levé a
pravé casti

5]5 J-ds+ 55 J - ds, (8.98)

Sleva edst Szkratka

7 - 7 -

J-ds— J-ds. (8.99)
Sprava Cést Szkratka

Zaporné znaménko v druhé rovnici nas upozoriiuje na to, ze pokud zkratkou poprvé prochazime ve
stejném smeéru, jako putujeme kiivkou, podruhé musime jit smérem opacnym. Cirkulace celou kiivkou
je pak
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% J-ds= yﬁ J-d5+ % J-d5+ }5 J-ds— yﬁ J-d5= 515 J-d5+ }5 J-d3.
Skiivka Sleva cést Szkratka Sprava cast Szkratka Sleva cést Sprava cast
(8.100)
Jak vidime, kiivku muzeme rozdélit na vice mensich uzavienych kiivek, spocitat jejich cirkulace a
cirkulaci puvodni kfivkou ziskat jako soucet cirkulaci kfivkami mensimi. V déleni muzeme pokracovat
tak dlouho, az si tvar kiivky rozdélime na velké mnozstvi malickych ¢tverecku. Pro vypocet cirkulace
¢tvereckem si zvolime soufadnou soustavu tak, aby osy x a y byly rovnobézné se stranami ¢tverecku,
ozna¢ime soufadnice jednoho rohu étverecku g, yo, délku stran Az a Ay (obrdzek ) a secteme
integraly podél jednotlivych stran

zo+Az yo+Ay o Yo
yg J-d5 = / Jo (2, yo)da+ / Jy(xzo+ Az, y)dy+ / Jo(x, yo+ Ay)da + / Jy(xo,y)dy
Setverecek xo Yo zo+Ax y0+Ay
zo+Ax Yo+Ay zo+Ax Yo+Ay
= [ rwies [ ardend- [ L+ dnds— [ g G100
o Yo o Yo

Pokud je ¢tverecek opravdu maly, muzeme opét predpokladat, Ze smérnice 86‘2” se v ramci ctverecku

vyznamné nezméni. V tom piipadé

0J,
Ju (@, 90 + Ay) = Ju(2,90) + 9y Ay (8.102)
a
0Jy
Jy(xo + Az, y) = Jy(z0,y) + %Ax. (8.103)
Proto
To+Ax zTo+Ax fc0+AzaJ a7 xo+Ax a7
(z,y0)dz / (z,y0 +Ay)dz / By y dx 3y Y / x By yAx
zo xo To o
(8.104)

kde jsme vyuzili toho, ze smérnice 88‘;” se v ramci ¢tverecku nemeéni a muzeme ji tedy vytknout pied

integral.

Podobneée
yo+Ay Yyo+Ay yo-‘v—AyaJ 8 yo+Ay 9
Jy(zo + Az, y)dy — / Jy(zo,y)dy = / a—;Aaz dz = ?;Aw / dy = a—xon:Ay,
Yo Yo Yo Yo
(8.105)
takze

- oJ, 0Jy
ds = =¥ — Az A 1
7§ J-ds (&r 8y) T Ay, (8.106)

Setverecek



8.11. STOKESOVA VETA 127

kde AxzAy je obsah plochy ¢tverecku, kterd je kolmd ke sméru z. Protoze cirkulace celou kiivkou je
soucet cirkulaci vSemi ¢tverecky, muzeme cirkulaci jednim ¢tvereckem povazovat za diferencial

(8, B,
dr = (33@ - 5 > do. (8.107)

Vyraz v zavorce ovSem neni nic jiného, nez slozka z vektoru V x J. Protoze jsme souradnou soustavu
zvolili tak, aby slozky x a y vektoru d&g byly nulové, rovna se vlastné soucin slozek z vektori V x J a
dé skalarnimu soucinu téchto vektoru

ar = (ﬁ x f) -G (8.108)

Cirkulace celou kiivkou pak je

95 J-ds= / (ﬁxf) - dd, (8.109)

Skiivka Okiivka

kde oysivka je plocha ohranicena kiivkou. Tento vztah se nazyva Stokesova véta.

Zkusme si ted’ polozit kacifskou otdzku. Co kdyby J prece jen byl difuzni tok? Pak by podle prvniho
Fickova zdkona (rovnice muselo platit J = —D“ﬁp. O kolik se zméni hustota pravdépodobnosti,
kdyZ se po nadi kiivce posuneme o vzddlenost ds, tedy o ds, ve sméru x, o ds, ve sméru y a o ds, ve
sméru z? Zména dp bude zaviset na smérnicich v jednotlivych smérech

dp ap ap -
dp = ——ds, + ——d —ds, = - ds. 8.110
p 8x5+8y8y+628 Vp-ds ( )
Cirkulace krivkou tedy bude
[ =-D% 515 Vp-ds=—D% 55 dp. (8.111)
Skfivka Skfivka

Kdyz ovSsem poscitame vS8echny malické zmény po celé uzaviené kiivce, musime nam vyjit nula,
protoze nakonec dojdeme k mistu se poc¢ateéni hodnotou p. To ale podle Stokesovy véty znamena
—Dp* / (ﬁ X ﬁp) -dé = 0. (8.112)
Okiivka
Pokud toto ma platit pro jakoukoli plochu oysivka, musi se nule rovnat vyraz, ktery integrujeme
V x Vp = 0. (8.113)

Stokesova véta nam nejen vysvétlila, pro¢ difuzni tok nemuze cirkulovat, ale také poskytla dulezity
matematicky vztah: rotace gradientu jakéhokoli skaldrniho pole je nulova.
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Kapitola 9

Koule

Jak#iv nevidél ndrod Birimarataotiv néco tak velkolepého a nadlidského; nebot i kdyz
jegich knézi dovedli vSechno mozné, kouli stvoriti nedovedli, a proto byla jim morskd perla
POSVAtNoU.

Eduard Bass

Matematika: Gradient, divergence a Laplaceuv operator ve sférickych souradnicich, integrovani ve
sférickych soutadnicich, parcidlni a obycejné diferencialni rovnice druhého Fadu, separace proménnych,
substituce, derivace soucinu, druhé derivace goniometrickych funkci, okrajové podminky, Frobeniova
metoda, Legendrova rovnice, mocninné fady, sférické harmonické funkce.

9.1 Gradient ve sférickych souradnicich

Popis rotace v prostoru nam umozinuje popsat polohu v prostoru nejen pomoci kartézskych soutadnic
x,y, z, ale také pomoci vzdélenosti r od poc¢atku souradné soustavy a pomoci uhliu ¥, z Casti
Posunuti bodu z pocatku soufadné soustavy o hodnoty r,,7,,r, ve smérech z,y, z je totiz totéz, jako

posunuti o hodnotu r = , /72 + 72 + r2 ve sméru z, otoceni kolem osy y o thel ¥ (inklinaci) a otoceni

kolem osy z o thel ¢ (azimut). Cisla r, 9, ¢ se nazyvaji sférické souradnice a s kartézskymi souvisi
nasledujicimi vztahy

x = rsind cos g, y = rsindsin @, z =rcos?. (9.1)

P#i zkoumani difuze, ale i dalsich déju popsanych skaldrnimi a vektorovymi poli, ¢asto narazime na
pripady se sférickou symetrii. V téchto piipadech je pfirozené (a pro nalezeni matematického Feseni v
podstaté nutné) pracovat ve sférickych souradnicich. Pievedeni Fickovych zdkonu do sférickych soufadnic
ale neni jednoduchy ukol. Prvnim tuskalim je vypocet gradientu, se kterym se setkame jiz v prvnim Fic-
koveé zakonu.

Gradient (vyjadfeny jak pomoci slozek, tak pomoci jednotkovych vektoru @, @, i)

= dp Op Op ap op ap
p[@x@y@z or " oy Y 0z ° (92)
v kartézskych souradnicich x, y, z ndm tik4, o kolik se zméni hodnota p, kdyz se ve sméru x posuneme
o vzdalenost dz, ve sméru y posuneme o vzdalenost dy a ve sméru z posuneme o vzdalenost dz. Totéz
musi gradient fikat i ve sférickych soutadnicich. Slozky vektoru V ve sférickych soufadnicich nebudou

jednoduse smérnice zavislosti p na r, ¥ a ¢, ale na vzddlenostech, o které se v prostoru posuneme, kdyz

129
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Obrazek 9.1: Infinitezimaln{ posunut{ v dfisledku zmén sférickych soufadnic (A) a jednotkové vektory iy, iy, @, (B).

tyto soufadnice zménime. Pokud si vzdélenost, o kterou se posuneme pii malické zméné i-té soutradnice,
oznacime s;, bude mit gradient ve sférickych soufadnicich tvar

= [dp 9p ] _9p_.  dp_  9p_
Vp = L%T’ D5y Ds,| 88Tur+ 8819u19+ 3 Lpugaa (9.3)
nikoli
= [0p 0p 0p] _Op_.  Op.  Op. B
Vp = {Or’ 99’ 95|~ or Uy + 5 0 + a0 Uy, (Spatneé)! (9.4)

Vzdalenost s;, o kterou se posuneme pii malické zméné i-té sférické souradnice, musi byt rovnd délce
zmény polohového vektoru 7 pii zméné sférické souradnice. Pii zméné souradnice r o dr se pochopitelné
zméni délka vektoru 7 o dr, takze ds, = dr (zelend tisecka na obrazku [9.1A).

Pii zméné soutadnice ¥ o d¥ se vektor 7 pootoci tak, ze jeho konec opiSe na ,poledniku“ koule o
poloméru r oblou¢ek o délce dsy = rdd. Konec vektoru # se piitom pohybuje po poledniku ,jiznim*
smérem (Cerveny obloucek na obrazku [0.1A).

Koneéné pii zméné soutradnice ¢ o di se vektor 7 pootoci tak, Ze jeho konec opise na ,rov-
nobézce* koule o poloméru r obloucek délky ds, smérem na vychod. ProtoZze polomér ,rovnobézky“ pii
»zemeépisné sifce“ udané thlem ¥ je rovny rsind, je délka obloucku ds, = rsinddy (modry obloucek
na obrdzku [0.1A).

Kdyz to shrneme, vztah mezi zménou i-té sférické souradnice a vyslednou vzdélenosti posunuti s;
muzeme popsat Skdlovacim faktorem h;

ds, = Os dr=h,-dr=1-dr, dsy =
or

%i;dﬁ =hy-dd =r-dv, ds, = %dap = hy-dp = rsind-de.
(9.5)

Smér, kterym se pii zméné i-té sférické soufadnice posuneme, muzeme popsat jednotkovym vektorem
;. PFitom @, bude z mista uré¢eného vektorem 7 mifit ve sméru 7 (pryé¢ od stfedu, k vyssi ,nadmoiské
vySce“, ve sméru zelené Sipky na obrazku ), iy bude mifit ,k jihu®, ve sméru Cervené Sipky na
obrézku [0.1B, a @, .k vychodu“, ve sméru modré sipky na obrazku [9.1B. Protoze sméry ,na jih“, ,na
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vychod* a ,vzhiru* jsou navzdjem kolmé, vidime, zZe i sférické souradnice jsou pravouhlé (ortogondlni),
stejné jako souradnice kartézské. Proto také pro nekoneéné malé zmény plati Pythagorova véta.

ds? = ds? +ds3 + dsi =hZ-dr® 4+ A3 - d9? + hi cdp? = dr? +r? - d¥? + r?sin? 9 - dp? (9.6)

Smeéry jednotkovych vektorii @, Uy a U, jsme si popsali slovné, jak je ale vyjadiit matematicky? V
piipadé @, je to jednoduché, protoze @, mii{ podél 7, takze @, = 7/|F]. Pro ostatni jednotkové vektory
7 udévaji h; a smér jednotkové vektory. Proto muzeme zmény vektoru 7 (tedy zmény kartézskych
soufadnic) zpusobené zménami jednotlivych sférickych soufadnic popsat jako

or . or . or .
5 = hrur7 6719 = h§u19, % = hwuw (97)
Z toho vyplyva
or or L or or L. or or L
EEthuruTth, %%:hgwuﬂ:hf% %%:hiuw (p:hi (98)
a
1 or 1 or 1 or
poLor oF o7 09

mor T hgoo T h, 00

Zatimco hodnoty h; bychom si mohli spoc¢itat z rovnic (kdybychom k nim uz diive nedosli
prostymi geometrickymi tivahami), rovnice ndm poslouzi k zapisu vektoru i,, iy a i, v kartézskych
soufadnicich. Nejdiive si ovSem musime spocitat, jak se méni kartézské souradnice se zménou sférickych
soufadnic. Vyjdeme z definic sférickych soufadnic a podrobime je pfislusnym parcidlnim derivacim

7 h, @, = U, : hytly = rily : het, = rsinvi, :
x = rsind cos g = %:sinﬂcoscp g—g:rcosﬂsincp g—;:frsinﬁsincp (9.10)
y = rsindsin e = %:sinﬁsingo g—g:rcosﬁsinap g—izrsinﬁcosgp
— 9z _ 0z _ g 9z _
z =rcost = 5 = cos v 95 = rsind e =0

Vydélenim jednotlivych sloupecku ptislusnym skédlovacim faktorem h; ziskdme soutadnice vektort
;. Konetné mame v8e potiebné k vyjadieni gradientu ve sférickych soutradnicich:

- 10p 1 9p | 1 0p | dp , 190p 1 0Jp |
- —Pg = =g, =L =L — L, 9.11
Ve hraru+h19819uﬂ+h¢8cpuw 8ru+r819u19+7'sm198cpuw ( )
kde
U, = [sin ¥ cos p;sin ¥ sin p; cos ], Uy = [cosV cos p; cosIsinp; —sind], U, = [—sin p; cos ¢; 0]

(9.12)
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9.2 Divergence ve sférickych souradnicich

V kartézskych souradnicich muzeme divergenci vektoru J zapsat

- o o 0 0 O Jptdy) L O(Jytdy) L O(J.1)
ves= [690 oy’ 02 ] as Jyi Jo] = =2 = tla e = 22 vl =
_0J, o, oJy ., oy oJ, ., o,
T T T 1 a_ Uy Uy z ~ Uz, 1
=5, 0 T By C —|—8qu UJ+Jy0y uy—|—azu Uy + J 5, & (9.13)

Modie oznacené druhé mocniny jednotkovych vektoru se rovnaji jedné. Zaroven v plati, Ze jednotkové
vektory neméni ani velikost ani smér, kdyz se zméni kartézské soutadnice. Proto jsou jejich ¢ervené
oznacené derivace nulové. Posledni fadek se tedy zjednodusi

oJy , Oty _  OJy ., oty , 0J,, ou, , 0Jy 0Jy, 0J,
. o T Up T 71 . - Uy - Uy z 5 Uz — - . 14
Jr +J. or " + dy dy -y +Jy y 0z et 9. ¢ Ox + dy + 0z (9-14)

Jak vyjadrit divergenci ve sférickych soufadnicich? Zkusme ji zapsat obdobné, jako piipadé kartézskych
soufadnic. Pfitom ovSem nesmime zapomenout, ze derivujeme podle vzdalenosti s, sy, s,,, 0 kterou se
posuneme, kdyz zménime sférické soutadnice 7,19, p,

- 0o o0 0 oJpty) _  O(Jgty) - O(J,iy,)
V-J= J.TJo J. ] = . . Z\erel
[837« sy’ GSJ [Jrs T3 Jo] = 0s, Ur + 05y Uo + Jsy e
o aJr N N 057 8J19 N 07719 N Jgp N N du@ N
= 95, Uy - Uy + Iy D5, Uy + D5, — Uy - Uy + Jyg—— D5, - Uy + Ds.) Uy - Uy de U
P N/ Y X L R WY dup )
- g T g g gy 2T Jo Mo g . (915
=y o U e g T oy T g e e g e (915)

Ackoli jsme se snazili zapsat divergenci stejné, jako pro kartézské soufadnice, je mezi kartézskymi a
sférickymi souradnicemi jeden podstatny rozdil. Zatimco vektory i, @y, @, vektory miii vSude stejnym
smérem, smér vektoru i, @y, U, je ruzny pro ruzné souradnice 9 a ¢ (pro ruznou ,zemépisnou délku*

. . . “ -~ , 21 . dily diy,
a ,zemépisnou §itku“). Proto se cervené parcidlni derivace Z a T nerovnaji nule, coz je vazna
prekazka. Musime se proto poohlédnout po chytiejsim zapisu divergence

Zacneme tim, Ze se podivame na to, jak se méni smér jednotkovych vektoru. Zkusime k tomu dojit
z trochu neobvyklého sméru, tim, ze spocitdme podle rovnice gradienty jednotlivych sférickych

soutadnic. Naptiklad

- 1 or 1 or 1 or
Vr=—— i+ ——= Uy + — 7 Ugp. 9.16
hedr " hgoo U h,0p ¥ (9.16)
My sice vime, ¢emu se h,., hy a h, rovnaji, zatim je ale budeme zapisovat obecng, aby 1épe vynikl
postup nasich tvah. Misto dosazeni za h,., hy a hy, si uvédomime, ze vzhledem k ortogonalité (kolmosti)

jednotkovych vektoru

or or or

- -1 - = — = N

or ’ 09 0, Op 0, (9-17)
takze

o 1 . -

Vr = h—ur = i, = h,.Vr. (9.18)

Podobné dojdeme k
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iy = hyV9, i, =h,Ve. (9.19)

Vzajemnou kolmost jednotkovych vektoru popisuje také vektorovy soucin

Uy X Uy = U, Uy X Uy = U, Uy X Uy = Uy. (9.20)
Kdyz si jednotkové vektory v soucinu vyjadiime pomoci gradientu soutradnic,

huhlg = Vr x V19 huh = V(p X Vr h::h

Dosli jsme k tomu, ze vektorovy soucin gradientu dvou soufadnic se rovnd jednotkovému vektoru
tfeti soufadnice, podélenému soucinem skalovacich faktorta prvnich dvou soufadnic. Zkusme si spocitat
divergence téchto jednotkovych vektoru podélenych soucinem Skélovacich faktoru. Abychom pocho-
pili, co je pravé na téchto divergencich zajimavého, musime si je trochu upravit. Nejpfimocarejsi, i
kdyz tézkopadnou, cestou je rozepsat si dlvergence pomoci parcidlnich derivaci, zatim v kartézskych
soufadnicich. Pokud si oznaéime Vr = @ a Vi = b muzeme psat

=V x V. (9.21)

> 0

V- (@xb)= o g(a:cby — ayby)

0z
L Du Oy, Da Db, u,
oy 7 oy Y0z Y0z Yoz U0z

da + %+b %,
“ dy oy
B Oa, Oay Oa, Oa, Oa,  Oay
_b””<ay 8z>+by<8z 8x>+bz<8x 8y>
(P O\ (b b (b, b,
e oy Oz W\, " o or Oy
=b-(Vxad)—a- (Vxb)y=VI-(VxVr)—Vr (VxVI) =V -0—Vr-0, (9.22)

kde jsme v poslednim kroku vyuzili zdvér odvozeny ze Stokesovy véty, Zo rotace gradientu jakéhokoli
skaldrnfho pole je nulové (rovnice |8.113)). Takto dospivame k uziteénému zjisténi, ze

0
(ayb, —azby) + a—y(asz —azb,) +
_0b, Oay 0b,
=gy Thg TG, T,

- U
V- —2 =0 9.23
o (9.23)
a stejnym zpusobem muzeme odvodit
= Uﬂ = ﬁr
V- =0, : =0. 9.24
h(phr hﬁhap ( )
Kdyz si uvédomime, ze pro kazdy vektor a
Oy = Q- Uz, Ay = @ - Uy; a, = a- U, (9.25)
a podobné
a, = a- i, ay = a - Uy; ap = d - Uy, (9.26)

muzeme si divergenci zapsat

i d(a,i,) ﬂﬁa(aﬁuﬁ) .ﬁﬁa(a@u@) = o((a- a.)uy,) +5‘((@ Uy)iy) o O((a@-Up)uy)
oSy 0sy 05y, Osy
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Pro jednotkové vektory vydélené skalovacimi faktory proto plati

. Uy il Wy Uy = Uy — [
- U ahﬂhw Up ahﬁhw Uy ahﬁhw Up | ahﬁhv .
: — iy e Dy e g = Role g — ), (9.28)
hghg s, Osy 05 s,
7,  Omld 0¥l 05 07
= Uy hyhg T hohy 20 hoh, hrhy o
V- = iy e g e g = e gy <0, (9.29)
hrheg s, 0sy 05 0sy
N Wy Uy = Wy Ty —~ Uy Uy — .
= Uy 9 hy Ur 9 hgy W hhy Ue hhy
: = Up+ — 5 Uy + — 5 U= Uy =0, (9.30)
hrhg 0s, 0sy Os,, 0s,

kde jsme vyuzili toho, ze diky kolmosti jednotkovych vektoru se modré skalarni souciny rovnaji jedné
a Cervené nule.

Vidime, ze by se nam hodilo mit v rovnici jednotkové vektory podélené skalovacimi faktory
zbylych dvou soutadnic. Toho docilime snadno tim, ze jednotkové vektory skdlovacimi faktory vydélime
a slozky vektoru J jimi vynasobime

0 (hohytr75) e ) (AP

5. 7= | |
v bz tr By o ¥ oz U
a(hﬁhgw]r) ﬁr ' ﬁr h :7}’1" -
= h h r L. r
D5, hohy, el
8(hrhwjﬁ) 1719 -ﬁﬁ 0 hﬁz -
hyhyJy——= -
T sy hoh, el a0
8<hrh19jcp) Etp : ﬁtp ahgli -
hyheyd, .
s, kg e e
1 A(hyhyJ, A(hyhydJ O(hyhyJ,
— ( 0 ¥ )+ ( P 19) + ( 9 LP) ) (931)
hhiohy ar a0 Dy

kde se modré skaldrni souciny rovnaji jedné a Cervené parcidlni derivace nule, jak potfebujeme. Po
dosazeni konkrétnich hodnot skélovacich faktoru

1 <8(r2 sin¥J,) N A(rsindJy) N 5‘(72]@)

or 09 Oy (9-32)

.-

r2 sin ¥

9.3 Laplacetuv operator ve sférickych souradnicich

-

V druhém Fickové zdkonu se setkdvame s divergenci difuzniho toku V- J. kterd nas ve spojeni s prvnim
Fickovym zékonem .J = —DYVp dovede k vyjadieni V2p. Do rovnice dosadime za J; jednotlivé
slozky Vp z rovnice S obecnym vyjadienim skédlovacich faktoru ziskame

VJ o e <o 1 (0 (hohy0p\ | 0 (hehyOp\ | O (heohy dp
=V Vp_Vp_hrh,ﬂ% (m( h or) a0\ hy 90) "o \h, 09)) (9.33)

Po dosazeni konkrétnich hodnot skalovacich faktoru

V' o a1 (5. 0\ 0 (. 9p o (1 dp
pr v VPEVP S g (8r <T w5 )t oo a5 ) T ap oy ) O3
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9.4 Sféricky symetricka translacni difuze

Vyjadieni Laplaceova operatoru ve sférickych soufadnicich ndm umoziiuje prepsat druhy Fickuv zdkon
do sférickych soufadnicich. To je zvlast vyhodné v piipadé radidini difuze, kdy je pohyb zkoumané
molekuly (nebo souboru molekul) sféricky symetricky. Hustota pravdépodobnosti nalezeni molekuly
(nebo lokalni koncentrace) tak zdvisi pouze na vzddlenosti r od stfedu, nikoli na dhlech ¥ a ¢. To
zjednodusi rovnici na

% _1d (ﬁd”) (9.35)

a druhy Fickuv zdkon tak nabude tvaru

ot r2 or or 2 or or? r or or?
(9.36)
kde jsme pouzili pravidlo o derivovani sou¢inu. Toto pravidlo ndm také pomuze rovnici dal zjed-

nodusit. Uvédomime si, ze

dp(r,t) D™ 9 (TQ dp(r, t)) _pv <2r<9p(7“, t) L2 *p(r, t)) _ D~ (28/)(7‘, t) +r82p(7“, t)) 7

W = p(r, ) + 122 g); 2 (9.37)
a tedy
Plro(rt) _ 0 0rp(r,t) _ Dp(rt) | Dp(rt) | 0%o(rt) (9.38)

oz ot Ot ot ot or2
coZ je vyraz v zavorce na pravé strané rovnice Rovnici tedy muzeme prepsat do tvaru

Oplrit) _ Orp(r 1), 0(rp(r, 1)
ot ot orz 7
ktery je pro f = rp identicky s rovnici|8.75 Pro okamzity zdroj molekul v po¢atku souradné soustavy
bychom tedy mohli pfimo pouzit feSeni z ¢dsti které by se ligilo pouze vypoctem hodnoty f(0).
Zde si ale ukazeme jiny postup, ktery nas dovede k obecnéjsim vysledkum.

(9.39)

9.5 Separace casové a prostorové proménné

Zkusime, jestli je mozné najit feSeni ve tvaru rp(r,t) = f(r)- g(t), tedy jako soucin dvou funkei, z nichz
prvni zavisi jen na poloze molekuly a druhd jen na case. Pokud ano,

 fy 90 _ e PUOWO) _ e £10)

Kdy7 vydélime obé strany rovnice sou¢inem f(r)g(t) (a navic D', abychom si co nejvic zjednodusili
slozitéjsi pravou stranu), bude levd strana rovnice zdviset jenom na ¢ase a pravd jenom na poloze

L dg(y) 1 ()

Dig(t) dt  f(r) dr? (9-41)

(9.40)

Cas a poloha v prostoru jsou obecné nezavislé idaje. Pokud mé tedy nasSe rovnice platit obecné,
nemuze se leva strana ménit v ¢ase a prava s polohou. Obé strany rovnice se tedy musi rovnat néjaké
konstanté, stejné pro obé strany.
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1 dg(¥) 1 d2f(r)
7D“g(t) e konstanta, m E I konstanta. (9.42)
Zapis konstanty zvolime tak, aby byl co nejprakti¢téjsi pro pravou stranu. Po vyndsobeni f(r)
d2
d{"(;) = f(r) - konstanta (9.43)

vidime, ze druhd derivace funkce f(r) se az na vyndsobeni konstantou rovnd funkci samotné. Jakd
funkce ma takové vlastnosti? Vzpomenme na derivace goniometrickych funkci. Derivace funkce sinus je

(rovnice [7.80))
dsin(r)
dr

= cos(r), (9.44)
nebo obecnéji

dsin(Ar)  d(Ar) dsin(ir)

= = Ar). 9.45
ar drd(w) cos(Ar) (9.45)
Derivace funkce kosinus je (rovnice [7.79)
dCZi(r) = —sin(r), (9.46)
nebo obecnéji
d cos(Ar) _ d(Ar) d cos(Ar) — _Xsin(\r). (9.47)

dr dr  d(Mr)
Z toho vyplyva

d?sin(Ar)  d dsin(\r) dcos(Ar) d(Ar) dcos(Ar) 5 .
= — = =\ =-A A 48
dr? dr dr dr dr  d(\r) sin(Ar) (9.48)
a
d?cos(Ar)  d dcos(\r) dsin(Ar) d(Ar) dsin(Ar) 9
ar? dr dr A dr d(w) A" cos(Ar) (9.49)
Jak vidime, konstantu bude nejlépe zapsat jako —\?:
d?f(r) 2
= — 9.50
N (9.50)

a 7e feSenim této rovnice je bud funkce sin(Ar), nebo cos(Ar), nebo jakdkoli linedrni kombinace
funkef sin(Ar) a cos(Ar) se vSemi moznymi hodnotami A. Obecné si takovou linedrni kombinaci muzeme
zapsat

o0
F(r) =" (Aisin(\ir) + B; cos(Air)) (9.51)
i=1

kde hodnoty A;, B; a A; musi byt ur¢eny z okrajovych podminek. Po vyfeseni rovnice pro f(r) se
vratme k rovnici pro g(t), kterd s nagim zdpisem konstanty bude mit tvar

L dolt) —\2D"™, (9.52)

g(t) dt
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Srovnani s pfedpisem pro derivaci logaritmické funkce (rovnice 4.46|) néds ihned dovede k feseni

W) T e — zpe [ ar
/g(t’) _/dl (g(t')) = —A2D O/dt, (9.53)

I(g(t) — In(g(0) = =AD"t = g(t) = g(0)e NP, (9-54)

Kdyz dosadime ¢ = 0 (coz je okrajovd podminka), vyjde ndm ¢(0) = 1. Protoze jsme vychdzeli z
predpokladu rp(r,t) = f(r) - g(t), ma vysledné feseni difuzni rovnice obecny tvar

f(r)= i (A;sin(\jr) + B;cos(\;r)) e_)‘?Dtrt, (9.55)
i=1

kde, jak bylo fec¢eno, hodnoty A;, B; a A; udavaji okrajové podminky.

9.6 Rotacni difuze

Difuze nezpusobuje jen nédhodny pohyb molekul z mista na misto, ale také jejich otaceni v prostoru. To si
muzeme znazornit pomoci vektoru 7, ktery popisuje nato¢eni molekuly, napiiklad smér urcité chemické
vazby. Smér tohoto vektoru se v dusledku rotac¢ni difuze stdle ndhodné meéni. Jeho délka ale zustava
poidd stejnd, protoze nas ted nezajima poloha tézisté molekuly, ale jen jeji natoceni. Pokud pouzijeme
zacatek vektoru jako pocatek souradné soustavy, jeho konec bude nahodné bloudit po povrchu koule, jejiz
polomér je délkou vektoru r. Podoba s opilym namoinikem je dokonald. Namoinik putuje po povrchu
zemékoule, konec vektoru po povrchu koule o poloméru r. Protoze na velikosti koule nezalezi, muzeme ji
klidné povazovat za rovnu jedné. Pii popisu transla¢ni difuze jsme sledovali hustotu pravdépodobnosti
nalezeni molekuly v misté o soutadnicich z,y, z, které muzeme ur¢it pomoci polohového vektoru 7.
Popis rotacni difuze bude velmi podobny, pouze délka vektoru bude zafixovina na hodnoté jedna.
Pro zafixovani délky vektoru 7 bude vyhodné pracovat ve sférickych souradnicich r, 9, ¢, protoze délka
vektoru je jednou z téchto soufadnic. Nastavenim r na konstantni hodnotu r = 1 tak snizime pocet
potfebnych proménnych na dvé. Druhy Fickuv zdkon se ndm tak zjednodusi z tvaru

dp D™t 0 (5. 0p 0 dp 0 1 0p
P rZsind (ar ( 05 )+ 55 % ) o v o (9:56)

dp D™ (9 [ 3p 0 1 9p

or _ il S 9.57

ot~ smo (819 ( 90) T op \smvag) ) (9.57)
kde D** je jina konstanta, nez D*. Pro jednoduchost pfedpokldddme, Ze pravdépodobnost otoéeni

molekuly je podle viech os stejnd, a miiZeme je tedy popsat jednim difuznim koeficientem D'. To plati
presné jen pro sféricky symetrické molekuly. Obecna analyza je moznd i pro nesymetrické molekuly, je

VVVVVV

na

S pouzitim substltuce u = cos ¥, a tedy du = — sin 909,

ap rot 2 82p ap 1 82
ot =D <( “ )8u2 2u ou 1= a2 0p? (9:58)

Opét zkusime oddélit ¢asové a prostorové soutadnice, tedy vyjadrit si p(9, ¢, t) jako Y (¥, ) - g(t)

dg
Yy =2 = Drot 1— 2
=Y (( u’)

2 2
0°Y oY 1 0 Y) (9.59)

97
ou? You Jr1—u2&p
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Kdyz vydélime obé strany D™tp = D*'Yg,

2 2
! 1dg_1((1_u2)ay_ or ! ay). (9.60)

——= = 2u— + e

Drotgdt Y ou? ou 1 —wu?9p?

Pokud je mozné oddélit ¢asové a prostorové promeénné, tedy pokud rovnice [9.60] plati pro jakékoli ¢

a jakékoli 9, ¢, obé strany rovnice se musi rovnat néjaké konstanté, kterou si prozatim oznaéime —\?

jako v &asti

1 1d
Drot gﬁ :_AQ (961)
1 L OXf L OY 1 Y\ .,

ResSenim prvni rovnice je

g(t) = g(0)e NP, (9.63)

kde A2 ziskdme feSenfm druhé rovnice. K tomu budeme potiebovat jesté oddélit ¥ od .

9.7 Separace thlovych proménnych

Postup bude obdobny, jako pii separovdni ¢asové proménné. Funkci YV si zapiSeme jako Y (9, ) =

o) - o(»)

1 d?e de e d%o 1 d?e doe 1 1 d%o
— (21 - u?)"— — 20u— )= (1) —2u— ) o = )2
@<I>< ( u)du2 udu+1—u2dga2) @<( u)du2 udu) O 1 —u?dp?
(9.64)
Po vynésobeni obou stran 1 — u? a pievedeni —\? na levou stranu
(1—u?) 5. d20 doe 9 1 d%®
S 1 - wd) e - 2u— === .
5 (1—wu )duQ Lo + A0 B 2 (9.65)

Opét si uvédomime, ze ma-li platit rovnice pro vSechny inklinace ¥ a nezavisle na nich pro vsechny
azimuty ¢, musi se levd i pravé strana rovnat stejné konstanté, kterou tentokrat oznacime tieba u?

(1 —u?) 5. d?0 doe 9 9 1 d%® 9
—— (1 —-u")— — 2u— = — =2 .
5 ( u)du2 udu+/\® e, B 2 7 (9.66)
Vztah pro @
d2o 9
i (9.67)

ma& stejny tvar, jako rovnice a proto musi mit i stejné feSeni: je bud funkei sin(uyp), nebo
cos(Ay), nebo linedrn{ kombinaci funkef sin(ugp) a cos(pp) se viemi moznymi hodnotami pi. Ze vztahu[7.89]
ale vyplyva, Ze sin(uy) a cos(up) mitzeme zapsat jako linedrni kombinace e*? a e~#*. Proto mizeme
také tici, ze feSenim jsou i linearni kombinace

D, (p) = Auet? (9.68)

pro ruznd (kladnd i zdpornd) p, kde A, uré¢ime z okrajovych podminek.
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9.8 Frobeniova metoda

Zlatym hiebem je feSeni rovnice pro O, kterou si muzeme piepsat

d%e doe u?
2 2
(1—u )—du2 —2u—du + ()\ - 1_u2>@:0, (9.69)

Tuto rovnici budeme fesit postupem, kterému se iika Frobeniova metoda. Zatneme matematicky

riskantnim krokem, vydélenfm obou stran vyrazem 1 — u?.

d?e 2u dO A2 o u?
du?  1—w?du  1—u? (1 —u?)?
Pokud u? # 1, Z4dné nebezpedci nehrozi. Co kdyz se ale molekula natoéf tak, ze (jednotkovy) vektor
7 miff .k severnimu, nebo jiznimu pélu“? Pak je ¥ = 0 nebo ¥ = 7, cos??¥ = u? = 1, 1 — u? se blizi
nule a déleni takovym vyrazem zpusobi, Ze leva strana poroste do nekoneéna, pokud ji v tom nezabréan{
takovy tvar funkce ©, ktery nepiistojny vyraz 1 —u? zkrati. Musime tedy nejdiive peclivé vysetiit, jaké
tvary funkce © zaruéi, ze rovnice bude mit fefeni i pro u? = 1. Vlastné to znamend, Ze budeme
hledat tvar funkce © pro okrajovou podminku u? = 1.
Problémy s nulovym 1—u? se odstrani, pokud bude funkce © obsahovat nasobeni dostateéné vysokou
mocninou vyrazu 1 — u2, aby tento vyraz ,piezil“ i derivovani. Takovy tvar si mizeme obecné zapsat

&) (9.70)

O(u) = (1 —u?)*X (u), (9.71)

kde X (u) je néjakd funkce proménné u, jejiz tvar budeme hledat pozdéji. Pro dosazeni do rovnicem

budeme potiebovat prvni a druhou derivaci (1 —u?)®X (u), pfi jejichZ vypoctu budeme hojné pouzivat
pravidlo o derivovani soucinu:

de dX  d(1—u?)d(1 - u?)® dx _

— =(1-u?)"—= X =(1—-u?)*== —2au(l —u?)*"1X 72

du (1 =) du du d(1 —u?) (1 =) du ou(l —u’) ’ (9.72)
d?0  dde Ld2X d(1 — u?) d(1 — u?)e!

— - dX
— = = (1—u? _ _2ya-14X  ovely
du?  dudu (1=u%) du2 dau(l—u”) au 20(1 —u™)* " X —2au

2

du d(1 — u?)

d
o 2\«
= (1= du?

dX
—4dou(l— uz)afld— —2a(1—u?)* 71X —20(1 —u?)* ' X +da(a—1)u?(1 —u?)*2X.
u
(9.73)
Dosazenim za funkci © a jeji derivace do rovnice vznikne

d2X

2\«
(1—u%) el

dX
—4au(l - UZ)aila =201 —u?*)*71X = 20(1 = u?)* X +da(a - (1 —u?)* 72X

—2u(1 —u?)*! (;—X
u

Kdyz obé strany vynasobime (1 — u?)*—2

—dou®(1 —u?)* 72X + N2 (1 — ) X — 2 (1 —u?)*2X =0, (9.74)

,d2X dx

(1 —u?) Tz dou(l — UQ)@ —2a(1 —u?)X —20(1 — u?) X + da(a — Du’X

dXx
—2u(1 — u2)E —dau?X + N (1 —u*)X — p?X =0, (9.75)

zistanou v rovnici uz jen kladné mocniny (1 —u?). Proto miizeme bez obav dosadit v = 1. Pfitom
vypadne mnozstvi ¢lenti s (1 — u?) = 0, coz rovnici znaéné zjednodusf
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(4ofa —1) —da — p?)X = (4* — )X = 0. (9.76)

Pokud mé byt tato rovnice splnéna pro jakékoli X, musi byt o = |u|/2 (pro @ = —|u|/2 by rov-
nice v pifpadé u? = 1 neméla feseni). Vztah tedy muzeme upfesnit na

O(u) = (1-u2)F X(u). (9.77)
Hodnotu o = |p|/2 muzeme dosadit do rovnice a seskupit v nf stejné derivace X

(1= S = 2l Dl ) S (21 =) 2 (1~ 2) + (] — 2)u® — 2l — 4?]) X
= (1P S = 2l + D~ ) S (O [l + 1)) (1~ )X
_ ((1 - u2)iu)§ (|l + l)u% (N = [l + 1)) X) (1—u?)=0. (9.78)

Pro u # +1 tato rovnice plati, kdyz se vyraz ve velké zavorce rovnd nule.

9.9 Legendrova diferencialni rovnice

Nasim poslednim cilem je najit funkce X (u), pro které plati

2
(1 - uQ)diX
du?

coz je Legendrova diferencidlni rovnice.

Zékladni uvaha je néasledujici. V rovnici se kromé X (u) vyskytuji mocniny w. My hleddme
takovou funkci X (u), aby se leva strana rovni rovnala nule pro jakykoli thel ¢, tedy pro jakékoli
u = cos¥ mezi —1 a 1. Pokud by i funkce X (u) byla polynomem proménné u, byly by i derivace X (u)
polynomy a celd leva strana rovnice byla polynom. Aby se leva strana rovnala nule pro vSechna
u mezi —1 a 1, musely by se rovnat nule koeficienty u vSech mocnin u na levé strané. Takze hledani
spravné X (u) by znamenalo hledéni takovych koeficienti polynomu X (u), aby vysledné koeficienty po
dosazeni do rovnice byly nulové u viech mocnin .

Zkusme si tedy funkci X (u) zapsat jako mocninnou fadu s teoreticky neomezenym poc¢tem ¢lenu a
koeficientu ay,

2l a4+ (¥~ fl(ul + 1) X =0, (9.79)

X =) awt (9.80)
k=0
Prvni a druhd derivace X (u) budou
dX &
E :Z kakuk_l, (981)
k=0
eX &
12 = k(k — Dapu*—2. (9.82)
k=0

Po dosazeni do rovnice



9.9. LEGENDROVA DIFERENCIALNI ROVNICE 141

(1 =u?) Y k(k — Dagu®? = 2(|p| +1 Zkaku + N = ul(lpl + 1)) D axu® =0 (9.83)
Z k(k —Dagur=2 — Z E(k — Dagu® —2(|u| +1) Z kagu® + (N2 — || (|p] 4 1)) Z aru® = 0. (9.84)
k=0 k=0 k=0 k=0

V prvn{ sumé jsou prvni dva ¢leny rovné nule (prvni obsahuje ndsobeni k¥ = 0 a druhy ndsobeni
k—1=0 pro k =1). Proto muzeme v prvnim ¢lenu zacit s¢itat az od k = 2

NE

k(k — Dagu®~ Zk — Dagu® —2(|p| +1) Zkaku + (A 2—|,u|(\,u|+1))2akuk20 (9.85)
k=0 k=0 k=0

~
||
N

a posunout index v prvni sumé o dva, abychom prvni sumu zapsali se stejnymi mocninami u, jako
ostatni dvé sumy

(k+2)(k+1)ajsou” —Zk (k—1)apu® —2(|u+1) Zkaku + (|| (|| +1) /\2)Zakuk20 (9.86)

WK

k=0 k=0 k=0
D ((k+2)(k+ Dagrs — (k(k = 1) +2(|u| + Dk + (|l + 1) = N)ax) v
k=0
=> ((k+2)(k+ Dagrz — ((k+ |ul)(k + [u] + 1) = X)ax) u* =0. (9.87)
k=0

musi byt rovno nule
Tato rovnice plati pro u # 0 pouze pokud se oznaceny vyraz rovna nule. To ndm umozni vyjadfit si
koeficienty rekurentné, vyssi ax4o pomoci nizstho ay:
(k + ) (k + [p] + 1) = N2
(k+2)(k+1)
Tento vzorec muzeme pouzit k zapsani mocninné fady pomoci ag a a1:

l(pl+1) =X 5 (el +1) =2 (el +2)(pl+3) =N,
X = .
ao(+ 12 u” + 12 3.1 u +

ag4+2 = Qg . (9.88)

u5—|—...

(Ipl+ D)l +2) =22 5 (el +Dpl+2) = A2 (pl+3)(ul +4) — N2
+a1<u+ 2.3 u” + 9.3 : 15
(9.89)
Pokud budou fady u ag a a; nekonecéné, porostou jejich hodnoty pro u = +1 donekone¢na. Tomu
muzeme zabrénit tim, ze fadu ukonéime (ziskdme kone¢ny polynom). Vyzijeme toho, ze agy2 = 0, kdyz
zatim neurcend konstanta A\? = (k+ |u|)(k +|u| +1). Pokud si konstantu A\? zapfseme jako A\? = [(I+1),
jednu z fad zastavime na hodnoté k = — |u|, protoze koeficient aj2 bude nulovy pro I =k + ||

(kA lpD(k A+ |pl+1) =11+ 1)

k42 = (k n 2)(]{1 n 1) . (990)
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Abychom tim ukonéili celou fadu X, musime zvolit pro sudé rozdily [ — || koeficient a3 = 0 a pro
liché rozdily { — |u| koeficient ag = 0. Nenulové ag a a; budou pak predstavovat konstantu, kterou si
oznacime By, a uréime ji z okrajovych podminek. Volba I také omezuje mozné hodnoty |u|. Konstanta

|| je celé Eislo nejvys rovné I, protoze nejnizsi hodnota indexu k = I — |u| je nula. Resen{ pro I rovno
0, 1 a 2 jsou v tabulce

I pl K ao a1 Xy (u) Oy, 1| (u)

0 0 <0 DBoo 0 Boo By,o

1 0 § 1 0 Bl,O BL()’U, Bl’ou

1 1 S 0 B171 0 Bl,l Bl,1<1 - UQ)%
2 0 S 2 3270 0 BQ’O (%’LL2 — %) BQ’O (%u2 — %)
2 1 <1 0 Bg,l B271u 3271(1 — u2)§u
2 2 S 0 B272 0 B272 3272(1 - U2)

Ve vzorcich [9.77] 2 [9.90| se vyskytuje jen |u|, zatimco funkce ® je definovana pro kladnd i zdpornd
. Méli bychom tedy uréit i funkci © pro vSechny hodnoty p. Pro > 0 je u = |u| a tedy ©;, = Oy,
Pro 1 < 0 je p = —|p|. Funkci © pro zapornd u si dodefinujeme jako ©;, = ©; _j,) = (=1)*O .

9.10 Sférické harmonické funkce

Po odvozeni tvara funkci ® a © prichazi ¢as spojit je opét do funkce Y, popisujici hustotu pravdépodobnosti
jednotlivych orientaci. Kombinaci vztahu [9.68] [0.77} [9-80] a [0.90] ziskdme obecny tvar funkce Y;,, pro
ruzné hodnoty [ a u, ve kterém musime jesté z okrajovych podminek uré¢it konstanty B, a parametry
A, z rovnice

Jako okrajovou podminku budeme pozadovat, aby funkce Y7 , byly ortonormdind, tedy aby integral

2m 7T 27
/ de / Y1, Y)r 0 sin Odd) = / de / 1Y, .Y du (9.91)
0 0 0 -1

byl roven jedné, kdyz | = I’ a zdroven u = ', a roven nule, pokud se indexy [ a I’, nebo indexy i a
', 1isl. Hvézdicka u Y W nam ik, ze ve funkei Yy ,» médme zménit znaménko o imagindrni jednotky,
tedy pouzit komplexné sdruzenou hodnotu k Y/ . Protoze ® zavisi jen na ¢ a © na ¢ nebo u, mizeme
integral rozdélit

27 1 27 1 1
/ o, 0%, dy / 01,0} ,du = / A AL =18y / 01,07 ydu =1, / 01,07 pdu.  (9.92)
0 -1 0 -1 -1
Pro p =y
27 27
nge = Toge = [ Auiudo = 4,7 [ dp = 2ni4,% (9.99)
0 0

takze I, , = 1, pokud zvolime A, = 1/+/27 pro vSechna p.
Jestlize p a p' jsou celd ¢isla, tak jejich rozdil u — p' je také celé ¢islo. Pro p # p/ muzeme pri
integrovani

2T 27 27

Tnge = [ Ausip 0 = [ A, cosl(n = w)oNdo+ [ Audy s w)pde (999
0 0 0
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pouzit substituci (1 — p')p = a:
2m(p—p') 2 2
I, 0= A#A;/ei“da = /A#Az/ cos(a)da + /AHAZ, sin(a)da = 0, (9.95)
0 0 0

protoze integrujeme pies celo¢iselny nasobek period (od 0 do 27 (p — 1)) a integrél funkef sinus a
kosinus pies celou periodu je nulovy.

Po zjisténi, ze integral I, ,» = 0 pro pu # ' a I, = 1 pro p = i/, muzeme postoupit k druhému
integralu. Pro integral

1
/@l7M@f/,M/dU (996)
-1

lze také obecné dokdzat, ze je roven jedné pro I =1’ a nule pro I # I’. Odvozeni je ale zdlouhavé,
proto si hodnoty integrali ovéfime jen pro funkce ©;, vypocitané pro hodnotu ! rovnou 0, 1 a 2.
Budeme pocitat integraly

1

/Imu’@lw@;,u'du (9.97)
21
souc¢inu uvedenych v tabulce

L 0,0 1,0 1,1 2,0 2,1 2,2

0,0 | 10000,005,0 100000079 110000071 100000050 1100000351 12000003,

1,0 10010079 110010071 100010050 110010051 12001003,

1,1 1101107, 10101105, 11101105, 15101105,

2,0 100020050 11002005, 15002005,

2,1 11,102,1021 151021025

2,0 15202203 2

V tabulce maji byt integraly vyrazu na diagonile rovné jedné a integrédly ostatnich vyrazi rovné
nule. Cervené jsou oznacené nulové hodnoty I s p # . Integraly, které cervend I, ,, obsahuji,
budou rovné nule uréité. Modie jsou oznacené hodnoty I, ,, = 1. Mimo diagonélu se vyskytuji pouze
¢tyfi vyrazy s modrym I, , = 1. Integraly ti{ z nich se budou rovnat nule na prvni pohled:

1 1
/@070®T70du = /B()’(]Bioudu = 0, (998)
-1 —1

1 1 1 1
3 1 3 1
[ 01003 4du= [ BioB3 gu <2u2 - 2) du=BioB5, [ Sutdu— B3, [ gudu=0, (999)
—1 —1 —1 —1

1 1 1 1
/@17163)1du = /Bl,lB;J(l - uz)%(l —u?)Tudu = Bi1B53 4 /udu — B11B3, /u?’du =0, (9.100)
~1 1 1 1

protoze integrujeme samé liché funkce, a integral liché funkce f(u) v mezich od —1 do 1 musi byt
nulovy
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/lf :/1f du+/0f :/1f du/lf /1f du/lf , (9.101)
el 0 el 0 0 0

protoze pro liché funkce f(u) plati f(u) = —f(—u). Posledni mimodiagondlni integrdl s modrym
I,,,, = 1 musime spocitat:

1 1
3 1 3 1 BooB3
/@Oo@sodu:/BooBgo “u?— = du:BooB§0/ “u?— - duzM[u3—u]£1:O.
072, 0720\ 3" T 0720 [ \2" T3 2
41 1 1

(9.102)
Zbyva uz jen spocitat hodnoty B z okrajové podminky, ze integraly na diagondle jsou rovné jedné

1 1
1
1= /@070@;,0@ = /Bg,odu = 13’370[u]1_1 = Bg,o(l +1)=2Bj, = DByo= 7 (9.103)
-1 -1

/ i w3 2 3
= /91,0@?0(1 / Ouzdu = B%O |:3:| = gBiO = Bl,O = \/g, (9104)
-1 -1 -t
1
9 9 w3l 4 5 3
1= /@1_’1@“{71du = /Bl 1 du = Bl 1 |: — 3:| = gBl»l = Bl,l = 1, (9105)
—1
-1 —1

1 1 2 1 2
3 1 9 3 1
1= * _ 2 o o 1 _ 2 J4 9 o 1
-1 -1 -1

9 1 11" B3 2 5
= B3, {20& ——ud 4 u] = 2% [9u® —10u +5u]. | = B2y = Baog= \/; (9.106)
-1

2 4 20 )
1 1 X a1 ) :
1:/@21@21du:/B§1(1—u2)u2du: 2 12 L =ZB2, = Byy=4/—, (9.107)
’ : 3 5], Ip : 2
21 21
/ / 2 WPt 8 15
U u®
/@22@2 pdu = /Bil(l—uz)zdu: 2, {u . 5} = B332 = Bia=/7%
21 21
(9.108)
Ted jiz méme vse, abychom mohli vyjadiit Y; , = ©,0;,
1 3 3 L
Yoo =1/—, Yio=14/-— cos?, Y1ﬂ:$1/—ei‘¢sin19.
’ s ' 4 ’ 8

—_

. 1 .
Yoo = \/%(3 cos? 9-1), Yor1=F ﬁeiw sin 1} cos ¥, Yo 4o =14/ %eﬂw sin? 9. (9.109)

Takto normalizované ortonormdlni Y; ,, se nazyvaji sférické harmonické funkce.
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Po zahrnuti ¢asové zavislosti popsané rovnici |9.63| ziskdme obecné feseni jako linedrni kombinaci
vSech moznych Y] ,,

00 l

o) l
P 1) = 30 3 Vil @0 I =D B Vi @Y (o, o),
=0 p=-1 1=0 p=—1

(9.110)
kde g, g jsou hodnoty ¥, ¢ v case t = 0.

9.11 Korelaéni funkce

K ¢emu je takova analyza rotacni difuze dobrda? Rotac¢ni difuze ovliviiuje vysledky fady metod, pouzivanych
ke studiu molekul, napiiklad méfeni anizotropie fluorescence nebo spekter NMR. Vliv rota¢ni difuze na
tyto metody popisuje casovd korelaéni funkce C. Korelaéni funkce nam k4, jak rychle se v dusledku
nahodnych srazek molekul ztraci informace o hodnoté néjakého parametru urcujici vysledek méfeni.
Obecné ma takovy parametr vztah k orientaci zkoumané molekuly. V piipadé anizotropie fluorescence,
nebo relaxaénich déji ve spektroskopii NMR, je pfislusny parametr imérny hodnoté Y5 .

Korela¢ni funkce Cy (pro Yz ) je definovand

T ™

Cof /dtﬂo//)o(%,ﬁo)yg 0(4,00,?90)81n90d190/d<p/ (0, Dolp, 9, 1) Ya 0(p,9) sindd, (9.111)
0 0

kde g, Yo popisuji orientaci v ¢ase t = 0, po(po, Jo) je hustota pravdépodobnosti nalezeni molekuly
v orientaci s ¢g, ¥g v case t = 0 a p(po, Yolp, I, 1) je takzvany propagdtor, hustota pravdépodobnosti, ze
pokud byla molekula v ¢ase t = 0 v orientaci s g, ¥g, najdeme ji v Case t v orientaci s ¢, 9. Hvézdicku
u Y3 o vlastné nemusime psat, protoze tato sférickd harmonicka funkce je realna.

V béznych (izotropm’c?ﬂ) rozpoustédlech muzeme predpokladat, ze vSechny orientace maji stejnou
hustotu pravdépodobnosti. Proto mizeme hustotu pravdépodobnosti py vytknout pfed integrdl a jeji
hodnotu urcit z okrajové podminky, ze néjakou orientaci molekula mit musi

2m ™ 2T 1
1= po/dgoo /51n90d190 = po /dapo/udu =2m(1+1)po = 4mpo = po=— (9.112)
0 0 21
Roli propagatoru hraje pravé vysledek nasi analyzy, uvedeny v rovnici[9.110
Ca(t) =
1 27 iy 27 T
E/dQDO/}/QiO(@OvﬁO)SinoOdﬂO/d /Yzo ®,9 Z Z Y9, 9) Y], (Y0, o)™ H+1D™" gin gy,
0 0 0 0 =0 p=-1
(9.113)

Diky ortonormalité sférickych harmonickych funkei budou souciny Y5y (40, U0)Y2,0(¢, ) se viemi
V)", (00, 90) Y1, (¢, V) 2 dvojité sumy rovné nule, s vyjimkou soucint s Y5, (w0, 90)Y2,0(, ¥), které budou
rovny jedné. Vypocet korelacni funkce se ndm tak zjednodusi na

11 asymetrické molekuly, jejichz rotaéni difuze je anizotropni, jsou v béznych rozpoustédlech orientovany izotropné.
Nesmime zaménovat izotropii pohybu s izotropii orientace.
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ﬂ- 76Drott

2 ™ 2

1 rot 1 rot

Cy(t) = E/dgoo/sinﬁodﬁo/dgo/efz‘?'D tsin 0dY = ¢ p A 4w = Ee*GD Lo (9.114)
0 0 0 0

Slozitd analyza néds tak dovedla (diky predpokladu izotropni difuze) k jednoduché exponencidlni
zavislosti.



Kapitola 10
Naboje

La force répulsive de deux petits globes Electrisés de la méme nature d’électricité est en
raison inverse du carré de la distance du centre des deux globes.
Charles-Augustin Coulomb

Matematika: Sférické souradnice, skaldrni a vekorova pole, vektorova algebra (gradient, divergence,
rotace), integrovani per partes, Tayloruv rozvoj, mocninné fady, Laplaceuv operator ve sférickych
soufadnicich, druhé derivace exponencidlnich funkeci.

10.1 Elektrické pole

Hodné jsme si jiz povidali o tom, Zze molekuly na sebe vzdjemné pusobi. Zatim jsme se ale nezabyvali
elektrické. Protoze elektrické sily zdvisi také na vlastnostech samotnych molekul (na tom, jaky m4
molekula elektricky ndboj, nebo jak jsou elektrické ndboje v molekule rozlozeny), popisujeme elektrické
pole pomoci veli¢iny elektrickd intenzita, coz je sila pusobici na jednotkovy naboj
. F
E = 0 (10.1)
kde F je sila, kterou pusobi pole na naboj @, a E je elektricka intenzita pole.

Je pozoruhodné, Ze popis pusobeni elektrickych sil vychédzi ze stejnych tvah o tocich povrchem, jaké
jsme pouzili pii popisu difuze. Pokud se elektrické pole neméni a ndboje nepohybuji, vyplyvaji vlastnosti
tohoto pole z nasledujiciho konstatovani. Celkovy tok elektrické intenzity E povrchem kouzelného pytle
je urcen elektrickym nabojem uvniti pytle. To muzeme zapsat

. 1
/E-d&:— / pdV, (10.2)
€0

Opytel prcel

kde p je hustota elektrického naboje a elektrickd permitivita vakua ¢y = 8,854.10712Fm~! je
konstanta, kterd vlastné definuje jednotky elektrického naboje. Pokud v pytli Zzddny nédboj neni, je
celkovy tok povrchem pytle nulovy (kolik elektrické intenzity mif{ dovnitf, tolik mif{ ven). Stejné dvahy,
pomoci kterych jsme analyzovali difuzni tok, nds dovedou ke vztahu

o o 1 - o

/V-EdV:— /pdV = Vv.E=2 (10.3)
€0 €0

prtel prtel

147
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coz je pruni Maxwellova rovnice.

10.2 Elektricky potencial

V ¢asti[3.5 jsme pocitali, jakou préici kond vnéjsi sila, kdyz tlaci pist uréitym smérem. Podobné muzeme
spocitat praci, kterou vykoname proti elektrické sile mezi naboji @)1 a @2, kdyz pfesuneme zkusebni
néaboj Q2 z mista o souradnicich x1, 1, 21 do mista o soufadnicich s, ys, 2zo0. Nejuziteénéjsi je spocitat
préaci, kterou vykondme pii presunuti ndboje Q2 z mista, kde mezi naboji zddna sila nepusobi. Kde
je takové misto? Kdekoli, kde jsou nédboje nekonecné daleko od sebe. Pokud si zvolime naboj Q1 jako
pocatek souradné soustavy a smér posouvani ndboje Q2 jako smér osy x, bude se vykonand prace rovnat
integralu

W = —/Fdx, (10.4)

kde r je vysledna vzdalenost mezi naboji. Po celou dobu presouvani pusobi elektricks sila F ve sméru
x, takie F = [Fy; Fy; F.] = [F;0;0]. Vykonanim této préce ziskd ndboj Q2 v poli ndboje Q1 elektrickou
potencidlni energii rovnou hodnoté W. Pokud vydélime obé strany rovnice ndbojem (o, ziskdme na
pravé strané misto elektrické sily elektrickou intenzitu E a na levé strané misto elektrické potencialni
energie elektricky potencial ¢ v bodé o soutadnicich r, 0, 0.

o(r,0,0) = —/Eda:. (10.5)

muzeme spocitat v jakémkoli misté o souradnicich xg, yo, 20. Zkusme spocitat prispévek k praci (dife-
rencidl dW), ktery odpovidd posunuti zkusebniho ndboje z mista xg, yo, 20 ve sméru x o dx. Protoze
diferencidl dx je nekone¢né mald vzdalenost, muzeme predpoklddat ze se potencial ¢ v rdmci této

vzdélenosti méni se stejnou smérnici %. Potom je prispévek k praci spojeny s timto pfesunem roven

0 0
dW = Q2 (¢(wo + dz, Yo, 20) — (%0, Yo, 20)) = Q2 (¢($07y0,20) + %dx — (20, Yo, Zo)) = Qza*id%
(10.6)
Tento ptispévek se ale také rovna
dW = —Qq E,dx, (10.7)
z ¢ehoz vyplyva
¢
E,=-—-". 10.8
o (10.8)
Totéz plati pro posunuti ve sméru y a z. Muzeme tedy psat
= ¢ 0¢ 0¢ =
F=|E;E;;E,|=—|—;=—;—| =—-Vo. 10.9
Po dosazeni do rovnice [10.3]
V- E=-V.-Vo=-V¢=2 (10.10)
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coz je vztah zndmy jako Poissonova rovnice. Vysledek muzeme také dosadit do rovnice [8.113

VxVé=-VxE=0, (10.11)

coz nam tikd, ze rotace statického elektrického pole popsaného potencidlem ¢ je nulova. Rovnice
10.10| a [10.11| pfedstavuji plny popis elektrostatiky (elektrickych poli nehybnych ndboji) a odpovidaji
prvnim dvéma Maxwellovym rovnicim pro tento pripad.

10.3 Coulombuv zakon

7 tvah o kouzelném pytli vedoucich k prvni Maxwellové rovnici muzeme odvodit i Coulombiv zdkon
ve formé popisujici elektrickou silu mezi dvéma néboji. Predstavme si, ze mdme bodovy naboj Q1 a
zajimd nas, jakou silou pusobi na jiny naboj Q2. Naboj @)1 uzavieme do kouzelného pytle. Protoze je
naboj @1 soustifedén do jediného bodu, muzeme tvar pytle zvolit chytie jako kulovy povrch s ndbojem
(1 uprostied a ndbojem (o presné na povrchu pytle. V ¢em je kulovy tvar vyhodny? Bodovy naboj Q1
je stéricky symetricky. Pokud je @1 jedinym zdrojem elektrického pole, mély by elektrické sily pusobici
na pifpadné naboje v okoli sméfovat bud smérem ke Q; nebo naopak od Qq, tedy smérem kolmym na
povrch koule se stiedem v naboji Q1. V jakémkoli misté na povrchu kulového pytle o poloméru r kolem
niboje @1 bude tedy vektor E kolmy k vektoru d&'. Skaldrni soucin E-dé je tedy v kazdém misté rovny
soucinu velikosti E a velikosti plosky do

€0 €0

Vioule Opovrch koule Opovrch koule

e

.46 = / Edo. (10.12)

Vzdélenost povrchu koule od ndboje @1 je ve vSech mistech na povrchu rovna r. Proto je také velikost
elektrické intenzity kdekoli na povrchu stejnd, muzeme si ji oznacit E(r) a vytknout pfed integrél

o

€0

= E(r) / do. (10.13)

Opovrch koule

Integral na pravé strané predstavuje poscitani vSech plosek na povrchu koule, takze vysledkem musi
byt obsah povrchu koule

Q1 _ E(r) - 4mr?, (10.14)
€0
z ¢ehoz jednoduchou tpravou ziskdme obvykly tvar Coulombova zakona
1 G 1 1@
E(r) = - = F(r) = . 10.15
(r) 4dmeg 12 (r) dmeg 12 ( )

Je také dobré si uvédomit, ze sila a elektricka intenzita jsou vektory, maji smér. Smér sily muzeme do
Coulombova zakona zahrnout pomoci jednotkového vektoru miriciho ve sméru sily. Takovy jednotkovy
vektor muzeme zapsat jako 7/r, kde 7 je vektor uddvajici vzdjemnou polohu interagujicich néboju v dané
soufadné soustavé a r je velikost tohoto vektoru, tedy vzdalenost naboju:

s L QT 1 Qi@

= 2 = 3
dmeg 1% r  dmeg T

(10.16)

Obdobné muzeme popsat vektor elektrické intenzity jako vektor elektrické sily pusobici na jednot-
kovy naboj v elektrickém poli jiného naboje o velikosti @

L er 1 Qg (10.17)

E = - =
dmegr?2r  4dmeg 13
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Cemu se rovna potencidlni energie nasi dvojice nadboju? Jak jsme si fekli v ¢ésti m potencialni
energie naboje kterou bychom vykonali pii pfemisténi ndboju ze vzdédlenosti, kde na sebe nédboje jiz
nepusobi (coz by musela byt nekone¢na vzdélenost), do vzdalenosti r. Pokud zvolime osu x ve sméru
posouvani naboje Q2 k ndboji ()1, spocitame praci jako integral

W :/Fdr’ _ Qi@ 1, 1 Qs (10.18)

47eq r2 dmmeg T
o0

Pokud budeme chtit uvadét energii ndbojiu v jednom molu molekul, musime vysledek vyndsobit
Avogadrovym ¢islem:

~ Na @Q1Q2

dmeg 1

. (10.19)

V molekuléch se obvykle nesetkame s dvojici bodovych naboju, ale spiSe s pomérné slozitym rozlozenim
hustoty elektrického nédboje (elektronové hustoty). Rozlozeni ndboju muzeme popsat pomoci elek-
trickgch multipdlovijch momenti, tedy navenek neutrdlnich dvojic, ¢tvefic atd. opaénych ndboju. My
se podivame jen na interakce nejjednodussiho multipélu, kterym je elektricky dipdl. Vzéjemné pusobeni
néboju a dipdlu lze popsat nepiilis slozitymi rovnicemi. Jde o rizné varianty Coulombova zikona. Od-
vozeni uvedenych rovnic ¢asto jednoduché neni, v ucCebnicich vétsinou chybi a v literatuie se hleda
obtizné. V této kapitole si uvedeme i pomérné zdlouhavéd odvozeni, abychom si ukazali, odkud se vzaly
ruzné mocniny vzdélenosti mezi interagujicimi ndboji a dipélovymi momenty a zévislosti na teploté.

10.4 Energie naboje a elektrického dipélu v jedné molekule

Energie U interakce mezi ndbojem @ a trvalym elektrickym dipélovym momentem o velikosti qd, ktery
odpovidéd dvojici ndboju +q a —q ve vzdjemné vzdalenosti d, je rovnd préaci spojené s oto¢enim dip6lu
v poli ndboje @. Dle dohody za¢iname dipdl otacet z polohy zndzornéné na obrazku vlevo. Jak
je ukazano na obrazku na kazdy ndboj @ pusobi sila sméfujici od nebo k ndboji @ (na obrizku
¢ervené). Pokud je vzddlenost dip6lu od ndboje @ mnohem vétsi, nez vzajemnd vzddlenost ndboju +q
a —q, lze sily povazovat za témeér rovnobézné (na obrazku zndzornéno ¢erné). Posunuti +¢q a —¢ vudi
Q@ 1ze pak vyjadrit pomoci thlu ¥, definovaného na obrazku vpravo. Celkovou praci na posunuti
obou naboju o hodnotu Ar < r lze spocitat

r+Ar r—Ar Q r+Ar Q r—Ar
q 1 q 1
U= Fydr’ Fodr’ = / dr’ — dr’
/ rdr o+ / 24" 4meq (r")? " 4meq (r')? "
T I I T
qQ 1 1 1 1 qQ 2Ar qQ 2Ar 1 qQd 9
== - == - = ~ = — —cos .
deg \r+Ar r r—Ar 7 dmeg 2 — Ar?2  4mweg 12 dmeg T T
(10.20)
Po vynasobeni Avogadrovou konstantou
N, d
- A aQd cos v, (10.21)
deg T T

kde ¢ervena barva zvyrazinuje, ¢im se vztah 1isi od energie dvou naboju. Porovnéni s rovnici
nam iiké, ze

L7 d = NagE - d, (10.22)
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Ar
d

Ar

2Ar =—d cos (n-9)
2Ar =dcos9
F=F

d<<r

Obrézek 10.1: Interakce elektrického dipélového momentu s ndbojem.
¢ehoz vyuzijeme pii zkouméni vzdjemného pusobeni dvou elektrickych dipdli.

10.5 Energie dvou elektrickych dipélia v jedné molekule

Vzajemna interakce dvou elektrickych dipélovych momentu vlastné zahrnuje vzajemné silové pusobeni
¢tyt naboju. Jak ukazuje obrazek k popisu vzdjemné polohy dvou dipdli potiebujeme uréit
vzajemnou orientaci dvou vektoru v prostoru (aﬁ,cfg) Pro zapis vektoru je vyhodné pouzit sférické
soufadnice:

d1,=dj sin 91 cos 1, (10.23)

dly:dl sin 7.91 sin ®1, (1024)

dlzzdl COS 191 (1025)
a

doy =dsg sin ¥4 cos @2, (10.26)

doy =ds sin ¥y sin o, (10.27)

dzz :d2 [¢{0)] 192 (1028)

Souradnou soustavu muzeme pfitom vzdy zvolit tak, aby ¢1 = 0 (aby dy lezelo v roving xz), jak je
ukdzéno na obrézku

Analyza vzdjemné interakce ¢tyt naboju nebo dvou dipdlu je pomérné narocénd, ale znaéné nam ji
zjednodusi vztah Staci nam urcit, jakou intenzitu E (tedy sflu pusobici na jednotkovy ndboj)
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Obrazek 10.2: Interakce dvou elektrickych dipélovych momenti. Zluté vybarveny trojihelnik lezf v roviné zz.

mé elektrické pole prvniho dipdlu v misté, kde se nachdzi druhy dipdl. Energii pak snadno spocitdme

pomoci skaldrniho soué¢inu podle rovnice [10.22}

U = NagE - d,.

(10.29)

Kde ale vzit intenzitu E? Obecné to je dosti slozity tkol. Intenzita E v misté uréeném polohovym
vektorem 7 je vektorovym souctem sil, kterymi na jednotkovy ndboj v daném misté pusobi oba naboje
prvniho dip6lu. Na obrazku jsou intenzity odpovidajici témto sildm zndzornény ¢ervenou Sipkou E_

(intenzita zdporného ndboje) a modrou sipkou F, (intenzita zéporného ndboje). V soufadné soustaveé,
pouzité na obrézku[10.2] maji obé intenzity nulovou slozku ve sméru y. Slozky ve vSech smérech muzeme

vyjadrit
E_,=F_sinc,
E_,=0,
E_.=FE_cosa
a
Ei,=FE,sing,
Eyy=0,
By.=E. cos,

(10.30)
(10.31)
(10.32)

(10.33)
(10.34)
(10.35)
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kde E_ a E. jsou velikosti (absolutn{ hodnoty) intenzit a thly «, 8 jsou vyznaceny na obrzizkum
Absolutni hodnoty E_ a E jsou nepiimo imérné druhé mocniné vzdalenosti od piislusného naboje
(Cervena usecka délky a a modra dsecka délky b na obrazku |10.2):

:(111

Trcg a2’ (10.36)
g 1
Siny dhla «, 8 muzeme vyjadfit pomoci sinové véty
d
sina:2—1$in191, (10.38)
a
d d
sin f= 2—11) sin(r — 1) = 2—2 sin ;. (10.39)
K vyjadreni kosinu zase pouzijeme vétu kosinovou
2
& +r2— %
lea2+r2—2arcosa ==cosa = a27"747 (10.40)
ar
2
d2 b2 492 — dy
=b2 412 —2brcos S ==cosf§ = #. (10.41)

4 2br

Jak ukazuje obrazek celkova intenzita ve sméru x je souctem slozek intenzit £_ a E, v tomto
smeéru:

. . q1 disinty (1 1 @ a®+ b3 dysiny
E,=F, ,+E_,=F E_ = — | =+ =)= . (10.42
+otEo, +sinf+E_sina 47eq 2 <b3 4meg  ab3 2 ( )
Celkova intenzita ve sméru z je naopak rozdilem svislych slozek intenzit £_ a E:
d d?
q 1 (P+r—2 a4+
E.=FE,,+E_.,=FE cosf—FE_cosa= Tres 2r ( & 4 _ pe 4. (10.43)
Vzdélenosti a a b ndm poskytne opét kosinova véta
d2
a’= Z + 1% —dyrcosdy, (10.44)
d? d?
b= ) + 72 — dyrcos(m — 1) = Il + 1% 4+ dyrcosd;. (10.45)

Po dosazeni do ¢itatele rovnice [10.43]

a1 [2r%— dlr cost;  2r2 +dircosty q1 1 1 1 N 1\ dqcost
= _ — Sl PR (NI B St
E.= 47eq 2r a3 4d1eq b ad b ad 2
o3

q1 -0 a® 4+ b3 dy cos Y
47T60 PR E NI 2 '

(10.46)



154 KAPITOLA 10. NABOJE

Vyrazy a® + b® a a® — b® miizeme pievést na souciny

a® + b*=(a + b)(a® + b* — ab) (10.47)
a® —b3=(a — b)(a® + b* + ab). (10.48)

Souéet a? + b? mitzeme snadno prevést na 272 + d7 /2, ale snaha vyjadiit ab, a +b a a — b pomoci r
a dy vede k neptehlednym odmocnindm

42 42 42 2 )
ab= (41 + 72— dlrcosﬂl) (41 +r? +d1rcos191> = (41 +r2) — (dyrcosty)” =

! d3r? di\" (d 2
—\/1é +rt+ 1; - (dlrcosﬂl)2 = 1“2\/1 + <2i> - <r1 COSﬂl) . (10.49)

d2 d\' (di 2
a+b=v/(a+b)2=+a2+0b+2ab= 22+ 2 L4 (o) — | STcosty
r T

1 2 4 2
=712+ = <dl> + 2\/1 + (dl) - (dl cosﬁl) , (10.50)
2\ r 2r r

2 _p2 2d; cos
a—b="2 - LEO8 T . (10.51)

a+b
Vo b8 ey (B (B’

Pro d; < r muzeme nastést{ zanedbat vyss{ mocniny zlomku dy /r, coz vyrazy pro ab, a+baa —b
dramaticky zjednodusi:

ab=r? (10.52)
a+b=2r (10.53)
a —b=d; costy, (10.54)

takze

a®+b> (a+bd)(a®+b>—ab)  (2r)(2r2 —1?) 2

a3h3 33 = 6 =3 (10.55)
a® -0 (a—0b)(a®+b*+ab) (dycost)(2r® +12)  3dycost
TR TR = s = " ) (10.56)
Po dosazeni do vztahu pro E, a E,
q1 dpsinth
E,= e 10.57
4meg 13 ( )
2d V)
p=— 1L 20180 (10.58)

47eq 73
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Konecné,

N, 1, d
A NG 0%z (sin ¥4 sin ¥y cos g — 2 cos U1 cos va),

dweg T T T
(10.59)

U = Nag2E-dy = Naqa(Eydog+ Eydoy+E.ds,) =

kde Cervend barva zvyraznuje, ¢im se vztah lisi od energie dvou naboju.

10.6 Energie naboje a indukovaného elektrického dipdlu

Vnéjsi elektrické sily pusobici na elektrony vedou ke vzniku indukovangch elektrickych dipdlu i v jinak
nepoldrnich molekuldch. Velikost indukovaného dipdlu je umérnd elektrické intenzité (elektrické sile
na pusobici na jednotkovy ndboj) indukujictho pole. Orientace indukovaného dipélu je dédna smérem,
kterym na elektrony sila pusobi. Protoze mé elektron zaporny néboj, je tento smér opacény ke sméru
elektrické intenzity E. Mizeme tedy psat

qd = —aeE. (10.60)

Konstantou umérnosti obsahuje takzvanou polarizovatelnost «, ochotu elektronu nechat se vnéjsi
silou posunout. Permitivita vakua € je zahrnuta do konstanty imérnosti z historickych davodi.

Zkusme ted odvodit, jaka je energie molekuly s polarizovatelnymi elektrony pobliz naboje Q. Jako
obvykle, energii spoc¢itame jako praci, kterou by dipdl vykonal, kdybychom jej pfemistili z mista s nulo-
vou elektrickou intenzitou (tedy z nekonecna) do dané vzdalenosti od ndboje Q. Vyjdeme ptfitom z diive
odvozeného vztahu pro energii elektrického dipélu v poli naboje Q:

1 d - =
= 29Q cost¥ = qdE cosY = qd - E. (10.61)
dmey 12

Piispévek k praci dU’ pri kazdém malickém posunuti dipélu muzeme tedy spocitat
- o - - 1
dU' = qd-dE' = —aegE' - dE' = —§aeod(E’)27 (10.62)

kde E’ je elektrickd intenzita ve vzdalenosti r’. Celkovou energii ziskdme integraci vsech prispévku
k préaci

r FE P
1 1 : 1\ Q2
U= /dU’ =3 /aeod(E’)2 = —5aqE? = YO N, ( ) Qo (10.63)
%) 0

kde ¢ervend barva oznacuje rozdily od vztahu pro energii dvou naboju.

10.7 Energie permamentniho a indukovaného elektrického dipdlu

Obdobné muzeme odvodit i energii dip6lu indukovaného permanentnim elektrickym dipélem. S vyuzitim
vztaht pro energii dvou permanentnich dipélu

oo L 1
dU' = qd-dE' = —aegE' - AE' = —aeo(ELAE!, + EL.dE) = —iaeo(d(E;)Q +d(EL)?) (10.64)
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T

E
1 1 1\ g2 (
U= /dU’ . /aeo(d(E;)2+d(E;)2) = fiozeo(EngEz) = f@NA ( ) q——(l + 3 cos® 1),
0

2 dmeq ) 1212
o0

(10.65)
kde ¢ervend barva opét oznacuje rozdily od vztahu pro energii dvou naboju.

10.8 Prumeérovani zavislosti na orientaci

Zatim jsme pocitali energie naboju a dipdlu pro jejich jednu urcitou orientaci. Pokud jsou naboj a elek-
tricky dipdl v ruznych molekuléch, které se mohou vuci sobé volné otacet, ddva smysl poéitat prumérnou
energii pro vSechny vzdjemné orientace. Ruzné orientace pfitom nebudou stejné pravdépodobné, ale je-
jich hustota pravdépodobnosti bude zaviset na energiich niaboju a dipéla v ruaznych orientacich. S
pocitanim pruameéru vazenych ruznou hustotou pravdépodobnosti jsme se seznamili jiz v ¢asti6.5] Tehdy
nam ale stacilo prumeérovat funkce jedné proménné, zatimco k popisu orientace v prostoru potiebujeme
dvé sférické soutadnice ¥ a .
Rozsifeni pramérovani na funkce dvou kartézskych soutadnic je snadné

fo %fyf (2, y)dady ic[N ? f(z,y)dady
flay) == === : 0.66
T e g vl ) (10.66)

Geometricka interpretace je ukdzdna na obrizku . Prumér funkce f(z,y) odpovidd objemu
pod ruzovou plochou nad obdélnikem o rozmérech (xxy —x¢) X (yn — yo), vydélenému objemem hranolu
o rozmérech (xy — o) X (yv — yo) X 1. Objem pod ruzovou plochou je pfitom souc¢tem objemu velkého
poctu fialovych hranolki s nepatrnym obsahem podstavy dx - dy (zluté na obrazku [10.3]A). Vizeny
prumér funkce f(z,y) v celém jejim rozsahu pak je

+o0o +o0o

Fay) = / / ol 9) f(y)dzdy. (10.67)

— 00 —O0

S prumeérovanim zavislosti na orientaci je to trochu slozitéjsi. Orientaci muzeme popsat pomoci
vektoru 7, ktery definuje viechny orientace jako body na povrchu koule o poloméru |r| (obrézek [10.3B).
Pokud nés nezajima zéavislost na vzdédlenosti, muzeme pro jednoduchost zvolit [r| = 1. Hodnota f zavisld
na orientaci pak muze byt popsdna pomoci thlu ¥ a ¢. Prumérnou f(¢,¢) spoc¢itime jako integral
hodnot df (¢, ¢) ,nad“ povrchem koule, vydéleny obsahem povrchu koule 47 (pro r = 1). Integral
yhad“ povrchem koule je souctem integrali nad uzkymi prouzky na povrchu koule, z nichz jeden je
znézornén zelené na obrazku[10.3B. Kazdy prouzek si muzeme rozdélit na malé obdélnicky, z nichz jeden
je zndzornén zluté na obrazku [I0.3B. Strana obdélnicku, kterd je na obrdzku [I0.3B nakreslena cervené,
odpovida §itce zeleného pasku. Tato Sitka je dand délkou oblouku mezi body vymezenymi vektory
(9, ¢) (na obrazku[10.3B zakreslen zelené) a 7(v — dv, ¢) (na obrazku[10.3B zakreslen erveng). Strana
zlutého obdélnicku, ktera je na obrazku nakreslena modfe, odpovida délce oblouku mezi pruméty
vektorti 7(1, ¢) (na obrdzku[10.3B zakreslen zelen¢) a #(¥, ¢ +dyp) (na obrazku [10.3B zakreslen modre).
Délka tohoto oblouku je rsinddy. Z toho vyplyva, ze obsah zlutého obdélnicku je r2 sin ¥didy, nebo
jednoduse sindddde, protoze r = 1. Integrovéni ,nad“ povrchem koule je s¢itani malickych objemu
hranolku podobnych tém z obrdzku [10.3/A. Jeden takovy hranolek je nakreslen na obrazku [10.3[C.
Celkovy vysledny integral je
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A

rdd .7
rsin vdep

N

Obréazek 10.3: Integrovani ve vypoctu priméri. Integrovan{ funkce f(z,y) (A), integrovani funkce f(9, ) (B) a dife-
rencidl objemu f (19, ¢)r2 sin 9d¥dep (C). Detaily jsou popsiny v textu.

Y=m =21 27 ™
/ f(¥9,¢)sinvddde = /d(p/sinﬁdﬁf(ﬁ, ®) (10.68)
9=0 =0 0 0
a prumeér se rovna
27 T 2 by 27 T
[ de [sindddf(d,0) [ de [sin0ddf(d,) [ dp [sindddf(0, )
f@,0) = *—"— e r— = , (10.69)
[ de [ sin¥dd [de [ du
0 0 [
kde jsme vyuzili substituci
du dcosd .
u=cos?¥ = du= @dﬁ = Tdﬁ = —sin¥dd. (10.70)

V ptipadé vazeného pruméru

27 T
J de [ sindddp()p. (9, ¢)
0 0

f(0,¢) = (10.71)

2 T

[ de [ p(¥)sinddd

0 0

10.9 Energie naboje a dipdlu v riznych molekulach
Pokud se bude v jedné molekule nachédzet ndboj @ a v druhé dipdl ¢d, bude vypocet prumérné energie

jednodussi. Orientace dipdlu vici ndboji muzeme totiz popsat jedinym thlem ¢. Navic plati, ze néjakou
orientaci dipél mit musi, takze pravdépodobnost nalezeni dipélu v néjaké orientaci je rovna jedné
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/p(l?) sin¥dd = 1. (10.72)
0
Proto
Qfﬁdgo fsin IdIp(9)U (9) <2f7rdcp> <}T pe(I)U (V) sin 19d19> ™
W: ° 2m ° ™ = - - 2m = /peq(qg)UO” Sin’&dﬁ?
Ofdgpofp(ﬁ) sin 9dd Ofdap 0

(10.73)
kde p®4(99) je hustota pravdépodobnosti nalezeni urcité orientace v termodynamické rovnovaze. Tuto
hustotu pravdépodobnosti poskytuje Boltzmannuv zakon

e—U(u)/RT

ca(y) =S T ¢ 10.74
kde
u = cos v, (10.75)
Na dqQ
_ 10.
4dmeg T2 RT (10.76)

a Z je soucet vSech moznych hodnot e*™, zvany partiéni funkce. Tento soucet muzeme spocitat jako
integral

™ —1 1
Z = /peq(cosﬁ) sin¥dd = —/e“wdu = /e"wdu = %. (10.77)
0 1 S1
Pti vypoctu integralu jsme vyuzili toho, ze
du  d(cos?) )
R —sind, (10.78)
takze sin 9d¢ = —du. Prameérnou energii potom muzeme spocitat
1 RTw? 1
U= /peq(u)U(u)du = ﬁ /ue“wdu. (10.79)
21 21
Integral funkce ue“® je vyhodné pocitat per partes. Vzpomeneme, ze derivace souéinu je
d(fg) _ df dg
_ 3 - 10.80
du — a’ T (10.80)

a hleddme takové funkce f a g, abychom mohli nas integral vyjadfit jako

1 1 1

1 1 1 1
d d d d d
[ueeau= [ 1= [ YDau [ 8au= [aio)- [g3an= 1"~ [ iLau aosy
-1 -1

-1 -1 -1 -1 -1
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kde g% je funkce, jejiz integral je znamy. Uré¢ité bude dobré vyuzit toho, ze
du
— =1 10.82
T (10.82)
a zvolit si f = u. Pak ndm nezbude, nez povazovat e** za derivaci néjaké funkce g. To ale neni velky
problém, protoze podle pravidla o derivovani slozené funkce

de*™  d(uw) de**
_ _ uw 10.
du du  d(uw) e (10.83)

takze hledanou funkci g je %de““’. Po dosazeni za f a g do rovnice |10.81

1 1 1
1 1 1 L1 .

/ue u /w (ude™™) /we U= [ue"], 5[],
1 1

w

1
= (" +e ™)== (e"—e™™). (10.84)
Kdyz tento vysledek dosadime do rovnice [10.79

(e +e )~ (¥ )

e’LU . e*’u)

U =—RTw (10.85)

w —w 1
—  RTw (e +e _)

ew —e~w w

10.10 Taylorav rozvoj

V rovnici jsme ziskali presny vysledek prumérné energie pro ruzné orientace elektrického dipdlu
pobliz ndboje. Mohli bychom tedy byt spokojeni. Pomeér sou¢tu a rozdilu exponencialnich funkci je ale
dost slozita zavislost. Proto se pokusime vysledek jesté zjednodusit. Exponencidlni funkce jsme pro malé
hodnoty v exponentu zjednodusovali uz vickrat. Obvyklym pfedpokladem bylo

A a1+ At (10.86)

kde At < 1. V rovnici [10.85] by ndm to ale moc nepomohlo. Vyraz e + e~ % v zdvorkach by se
zjednodusil

e’ +e™™ 1 1+w+1- 1 2 1 1 1
evie 1 ltwlow 1_2 1_1_1_, (1057)
e —e v w l4w-14+w w 2w w w w

takze bychom zddnou prumérnou energii neziskali. Pfesto jsme ale nebyli na iplné Spatné cesté, jen

Predstavme si, ze mame funkci gg, kterd je n-tou derivaci néjaké jiné funkce f

d" f(t)
= . 10.88
g (10.88)
Zkusme spocitat integral g pro proménnou ¢ v rozsahu od ty po néjakou hodnotu ¢y
f oo [, ) A )
"t n- tq n- to
= = = - . 1 .
g1 /gdt / s dt T i (10.89)
to to

Predpokliadejme, ze vypocet opakujeme mnohokrat pro stejné tg, ale ruznd t;. Ve vysledném vztahu
pak bude to konstantou a t; proménnou, d"~1 f(t1)/dt"~! bude funkce proménné t; a d"~! f(to)/dt" 1
bude jedno konkrétni ¢islo. Abychom to zduraznili, nahradime si ¢; obecnym ¢
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dnfl dnfl
g = T

V dalsim kroku spocitdme stejny integréal pro g1

(10.90)

ty
dn1f(t) d"_lf(to) d"2f(ty) d"2f(to) d"'f(to)
92 = /gldt / T T /dt— S S (—t). (1091)

to

Tento integral opét napocitdme pro ruznd t;, kterd budeme povazovat za proménnou, a v zdpise
tedy t; nahradime obecnym t

dnf2 dn72 dnfl
RO S (U D!

(10.92)

Daéle budeme integrovat go. Pfitom vyuzijeme toho, ze d(t — tp)/dt = 1 a pfi integrovani poslednich
dvou ¢lenu zavedeme substituci t — tg = At

t1 t Aty Aty

CA () AP f () d" 1f<to>
gs = / ga(t)dt = / 2 dt — 2 / dAt — ———— / AtdAt
to to 0 0
A" f(t)  d"f(to)  d**f(to) d"1f(to) A
= — At _— . 10.
dt"_3 dt”_3 dtn— 2 1= din— 1 2 ( 0 93)

Stejné zintegrujeme gz po zameéneé t; — t

t1

94:/93(t)dt:/d"—3f(t)dt_d" 3 f(to) /dAt_d" 2 £ty /AtdAt d"‘lf(to)/AtldAt

dtn73 din— 3 den—1

to to 0
dP=4f(ty)  d" (k)  d"T3F(to) d"2f(to) At?  d"Lf(tg) AtS
= — — At — -1 - S\ 10.94
d¢n—4 din—4 d¢n—3 ! dtn—2 2 din=1 3.2 (10.94)

Kdyz budeme cely postup opakovat n-krat, ziskame

o 2 32 n—2 . n—2 n—1 . n—1
In = f(t)*f(tO)*(t*tO)dféttO)*(t 2!%) : gt(ZtO)*' -5 dtnf—(;O) (t(n ﬁ))2)! - dt”f—(ltO) (t(n ﬁ))1)!
(10.95)

Pievedenim f(t) na levou stranu a g, na pravou stranu dojdeme k vyjadieni funkce f(t)

df(to) (t—to)* d*f(to) (t—to)" > d"2f(to) (t—to)""' d""'f(to)
1) = flto)=(t=to) =3~ = a2 T o2l @ (-1 a9
(10.96)
Pfipomerime, Ze g, je n-ndsobny integral funkce go = d™ f(¢)/dt™. Obecné je tedy g, néjaks funkce
proménné t. Pro nékteré funkce f(¢) se ale hodnota integralu g, bliz{ nule pro n — oo. Takové funkce
muzeme zapsat jako nekonecné fady

o d"f(to) (t—to)"

1) = dt !

(10.97)
n=0
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Tomuto zpusobu zépisu se iikda Tayloruv rozvoj a nekonetné fady v tomto zapisu se oznacuji jako
Taylorovy Tady. Pokud g,, — 0 pro n — oo, je nekoneénd Taylorova fada presnym zdpisem funkce f(¢).
Pro rozhodnuti, zda se g, blizi k nule pro n — oo, je uzitetnd nésledujici uvaha.

Pii vypoctu g, integrujeme n-tou derivaci funkce f(t). Tato derivace je koneckoncu zase néjakd
H a h. Integral D(t) v mezich od tg do t; je rovny obsahu plochy pod grafem D(t) v rozmezi od ¢y do
t1. Tento obsah je urc¢ité mensi, nez obsah obdélniku §itky t; — tg a vysky H, a urcité vétsi, nez obsah
obdélniku 8itky ¢; — tg a vysky h. Zminéné obdélniky jsou pfitom integraly konstantnich funkci H a h
v mezich od ¢y do t1. Je také jasné, ze integrél D(t) se rovnd obsahu obdélniku siiky ¢; — ¢y a néjaké
vysky 7, coz je hodnota D(7) pro néjaké 7 v intervalu (to,t1). PFi pocitdni dvojného integrdlu bude
integral rovny objemu pod plochou grafu D(¢) nad ¢tvercem rozméru (¢ —to) X (¢1 — tp). Tento objem
je mensi, nez objem hranolu vysky H nad zdkladnou (¢1 — tg) X (t1 — to), a vétsi, nez objem hranolu
vysky h nad stejnou zakladnou. Objemy hranola jsou pfitom dvojné integraly konstantnich funkci H
a h v mezich od ty do t; v obou rozmérech. Opét musi existovat takové 7, ze hranol se zdkladnou
(t1 —to) X (t1 — to) a vyskou D(7) md stejny objem, jako dvojny integrdl D(t). Vicendsobné integraly
uz si graficky zndzornit nedokdzeme. I pro né vsak plati, ze (1) n-ndsobny integral funkce D(t) je vétsi,
nez n-nasobny integral konstantni funkce H, a mensi, nez n-nasobny integral konstantni funkce h pro
stejné meze, a (2), ze musi existovat hodnota ¢t = 7, pro kterou je n-nasobny integrédl konstantni funkce
D(r) stejny, jako n-ndsobny integral D(¢). Integraly konstantnich funkei spoéitdme snadno s pouzitim
substituce At =t — g

At At At At A
t'n
/dAt---n—krét~--/KdAtzK/dAt~~-n—krét~~~/dAt:K7, (10.98)
0 0 0 0 '
kde K je H, h, nebo D(1). Z toho vyplyva, ze
(t—to)" (t—to)" d"f(7) (t—to)"
< = . < .
= o p i o H (10.99)

pro né&jaké 7 mezi tg a t. Pokud vyraz rovnajici se g, v rovnici klesd k nule, kdyz vic a vic
zvétsujeme n, popisuje Taylorova fada presné funkei f(t).

To, jestli g, klesd k nule, nebo ne, zjistime porovnanim hodnot g, v rovnici pron an —
1. Napifklad vSechny derivace exponencidlni funkce f(t) = e se rovnaji ef, takze hodnota d"&{ﬁ” %
rovnici je rovna e” pro jakékoli n. Zbyva ndm tedy porovnat (t —to)"/n! a (t —to)"~1/(n — 1)!

Jn _ (t—to)n (n—l)!:t—to = lim (gn )th (t—to)zo
g1 (t _to)n_l ! n n— 00 o n—00 n

= limp oo (gn) =0 gn—1 = 0. (10.100)

Diky tomu, 7e viechny derivace exponencidln{ funkce f(t) = e’ se rovnaji e!, je také snadné spocitat
Taylortiv rozvoj exponencidlni funkce. Pro to = 0 jsou véechny derivace v fadé e = 1 a fada m4 tvar

o " 2 B ¢
f(t):zm:1+t+5+§+1... (10.101)
n=0
Nejcastéjsim vyuzitim Taylorova rozvoje je nahrazeni néjaké slozité funkce proménné ¢ v okoli bodu
to funkci polynomiélni, se kterou umime dobfe zachdzet. Pokud se hodnoty vyssich ¢lenu Taylorovy fady

cvvs

Taylorovy fady. Nase zjednoduseni e®! ~ 1 + At je vlastné pouzitim prvnich dvou ¢lenti (konstantniho

a linedrniho) Taylorovy fady.
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Pro zjednoduseni vztahu v rovnici [10.85| se ndm vyplati zac¢it s celou Taylorovou fadou

1 1 1 1 1 1
+w _ + 0o, 1, + 2, + L L2, 1 3, .
et = O!(:tu)) + 1!(j:u)) + 2!(:I:w) + 3!(:I:w) +-=1tw+ 5W + g + (10.102)

Protoze jsme predpokladali, Zze d < r, muZzeme také predpokladat, ze w < 1. Proto muzeme
zanedbat vysoké mocniny w. Jmenovatel prvntho zlomku ve vysledku rovnice [I0.85 je pro velmi mald
w priblizné

e —e"rltw+--—14w—-- = 2w (10.103)

Pfi vycislen{ ¢itatele musime byt ale opatrnéjsi. Po pfevedeni na spoleéného jmenovatele w(e® —e™")
bude citatel w(e® +e %) — (e¥ — e~ ). Kdybychom v jeho rozvoji zanedbali véechny mocniny vyssi
nez prvni, vylili bychom s vani¢kou i dité: ziskali bychom nulu. Kdyz ale zachovdme mocniny az do w?,
ziskame

1 1 2
w(e? +e ) — (e¥ —e ™) x w2+ w?) — (2w + §w3) = 2w+ w®) — (2w + §w3) = gw?’. (10.104)

Celkoveé tedy

U = —RTw

w(e e ) — (e —e ") RTw 2w’ _RTw? 1 < Na qdQ
4dmeq 12

2
— 10.105
w(ew —ew) w - 2w 3 3RT ) )

kde je cervené vyznacen rozdil od energie dipélu a naboje pevné zakotvenych v jedné molekule.

10.11 Energie dvou elektrickych dipdla v riznych molekulach

Vypocet prumérné energie interakce elektrickych dipélu ve dvou molekulach, které se mohou vuéi sobé
volné otacet, jak ukazuje obrazek je dosti zdlouhavy. Pti poéitdni prumért musime integrovat pies
vSechny tii thly 91,92, @2. Exponencidlni ¢len Boltzmannova zdkona muzeme opét psat jako

e U/RT — quw (10.106)
kde
N, dy d
W= A 192 @1 A2 (10.107)
dmeg r T T
podobné jako ve vztahu pro nédboj a dipdl, ale
u = sin 1 sin ¥y cos o — 2 cos Y1 cos Vs. (10.108)
Prumérnou energii pak pocitdme jako
2 T 27 T
[ des [ [Ue* sintddy sindodds —RTw [ dos [ [ue* sinddy sindadds
g=2__0°0 7 = 9 9% . (10.109)

27 T
f ngQ ffe““’ sin 191(1191 sin 192(1’192
0 00

Vztah se velmi zjednodusi, kdyz si uvédomime, ze
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de’U/UJ
ue™ = . 10.110
T ( )
Protoze w nezavisi na hlech ¥4, 92, @2, muzeme podle w derivovat cely integral. Integrél v citateli
je tak vlastné derivaci parti¢ni funkce Z podle w:

_  —RTwdZ
= dw, 10.111
7= (10.111)
Kdyz si uvédomime, ze
dnZz) 1
= — 10.112
1z 7 (10.112)
muzeme psat
Ad(ln 7 q 2m T
U =—RTw (In ): —RTw—1n /dgog//e“w sin 1 d sin ¥2dds | . (10.113)
dw dw
0 00

P#i vypoctu integrdlu Z muzeme opét exponencidlni zavislost vyjadiit jako mocninnou fadu

1
e = a(uw)o + —(uw)' + = (uw)? +

1 . 1 1 -
g(uw)‘g +-o-=1+uw+ §(uw)2 + g(uw)3 +--- (10.114)

a predpokladat, ze w < 1. Tentokrat budeme moci zanedbat vSechny mocniny vyssi nez druhou a
integrovat vyraz

1
14+ uw + = (uw)? ) sind; sin ¥y = sin ¥y sin 95 + w sin? 95 sin® ¥ cos Y — 2w sin ¥; cos ¥y sin Js cos o +
5 ¥

2
2w? cos? ¥ cos? ¥ sin ¥ sin ¥a — 2w? sin® ¥ cos ¥, sin? ¥y cos ¥ cos w2 + -5 sin® 9, sin® ¥4 cos? V2

(10.115)

Integraly vyrazi obsahujicich cos @, musi byt rovné nule, protoze integrujeme pies celou periodu
(pfes vSechna @9 od nuly do 27) a integrély funkef sinus a kosinus pfes celou periodu (dmérné prumérnym
hodnotdm téchto funkei) jsou nulové. Ze stejného divodu je nulovy integral vyrazu

1
2sin ¥y cos ¥y sindy cos Iy = 3 sin(294 ) sin(293), (10.116)

protoze thly ¥1 a 95 integrujeme od nuly do 7, coz odpovidé celé periodé pro 291 a 295 (od nuly
do 27). Sta¢i ndm tedy spocitat integraly tfech vyrazu. Vypocet usnadni substituce u; = cosd; a
ug = cos g, pro které plati du; = sin¢1dvy a dug = sindoddds.

Prvni integrél je

—-1-1

27 T 27
/dcpg//sinﬁldﬁl sin ¥addy = /dcpg//dmdug = [(pg]gﬂ [ul]fl [Ug];l = 8. (10.117)
0 00 0

1 1

Druhy integral je
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27 T T —-1-1
2w2/d4p2//cos 97 cos? U5 sin 91 dv¥; sin 95dds —2w2/dg02//u1u2du1duQ
0 00 0 11
7N [u3]7t 16
=2 [P | 2| |22 ~rw? 10.118
el |5 |15 - T (10.118)
Pii feSen{ tretfho integrélu navic vyuzijeme toho, ze cos® s = (1 + cos(2p2)). Integral élenu

cos(2p2) pies dvé celé periody (pro s od nuly do 27, tedy pro 2ps od nuly do 47) je nula. Staci tedy
spocitat

27

27 T e

2 2

%/dm//sm?’ﬁl sind 9o dd; dddy = %/dm// (1 — cos? 91)(1 — cos® ) sin 91 dv; sin Padds
0 0

—-1-1

w2 w? up — ul ! Uy — us g 9
= dg02 (1 —u?)(1 — u3)duduy = I[ ] 3 ) 3 ) =g (10.119)

0 1 1

Se¢tenfm integrali ziskdame Z = 87(1 + w?/3). Podle rovnice [10.113| musfme In Z zderivovat podle
w:

d(InZ)  d(In(8w(1 +w?/3))) _ d(n87 +In(1 +w?/3))  2w/3 2w

_ - ~ Y 10.120
dw dw dw 14+w?/3 37 ( )
kde jsme v poslednim kroku predpokladali, ze w < 1.
Dosazenim do rovnice [10.113| ziskdme vysledny vztah,
— d(In Z) w? 2 Na qiga dy do 2
U=-RT =—-RlT— =——— _— = 10.121
v dw 3 SRT \4meg r 1 1 ( )

ve kterém jsou Cervené zvyraznény rozdily od vztahu pro energii dvou iontu.

10.12 Debyeova—Hiickelova teorie

Dalsim strankou elektrostatickych interakei je ovlivnéni energie iontu piitomnosti ostatnich iontu v
okoli. Debye a Hiickel popsali roztoky iontu nasledujicim zpusobem. Zkoumany ion polozili do stfedu
soufadné soustavy a ostatni ionty v okoli popsali jako rozlozeni hustoty elektrického nédboje p. Pritom
predpokladali, ze rozlozeni hustoty ndboje kolem pozorovaného iontu je sféricky symetrické. To sa-
moziejmé neni piflis realistické, pokud ostatni ionty nejsou hodné daleko (za nizkych koncentrac).
Sféricky symetrické rozlozeni ndboje ma ale obrovskou vyhodu vypocetni. Umozni nam zapsat Poisso-
novu rovnici (rovnice ve tvaru, ktery je snadno feSitelny, coz pro rovnice s parcidlnimi druhymi
derivacemi neni zdaleka samoziejmé.

Poissonovu rovnici si nejprve vyjadiime ve sférickych soufadnicich, stejné jako v piipadé rovnice
popisujici prostorovou zavislost sféricky symetrické translacni difuze. Poissonova rovnice tak ziskd tvar

1d< d¢> _p (10.122)

r2dr dr €
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(parcidln{ derivace jsme nahradili oby¢ejnymi, protoze na jiné proménné, nez r, potencidl nezavisi).
Kromé symetrického rozlozeni nédboje je dalsim omezenim Debyeovy—Hiickelovy teorie, ze ignoruje mo-
lekuly rozpoustédla. Rozpoustédlo, zvldsté poldrni, ovSem dramaticky ovliviiuje volnou energii roztoku
iontu, protoze orientace molekul rozpoustédla vyzaduje nemalou préaci, kterd spolykd vétsi ¢ast po-
tencidlni energie. V upravené Poissonové rovnici se to snazime postihnout tim, ze permitivitu vakua €q
nahradime néjakou jinou konstantou e. Opét jde jen o hrubé ptiblizeni, které nebude fungovat napiiklad
pobliz rozhrani s jinym prostiedim.

S védomim vsech zminénych omezeni zkusime néjak vyjadrit rozlozeni hustoty ndboje. Pro kazdy
ion v okoli plati, ze prace, kterou musime vykonat, abychom ion ¢islo ¢ o ndboji Q); prenesli z nekone¢na
do mista s potencidlem ¢, se rovnd potencidlni energii Q;¢. Podle Boltzmannova zédkona (rovnice
je pomér poctu ionttd s energii Q;¢ k poétu iontd s priimérnou energii £ v néjakém objemu rovny

n; Q;9—E

— = ReT | (10.123)

n;

Vzhledem k tomu, Ze navenek jsou roztoky iontu elektricky neutralni, je prumérna energie vsech
kladnych a zapornych iontu nulova. Celkova hustota ndboje v objemu V' je soucet vsech naboju vydéleny
objemem V'

N
n; Qi
o= ZQi%ewBT_ (10.124)
i=1

Rekli jsme si, ze Debyeova-Hiickelova teorie je rozumnym pfiblizenim jen pro ziedéné roztoky, kde
jsou naboje daleko od sebe. Pokud jsou naboje hodné vzdédlené od zkoumaného naboje, budou energie
Q¢ nizsi nez kinetické energie iontu a tedy i nez kgT'. Kdyby tomu tak nebylo, nerozptylily by se ionty
difuzi v celém objemu roztoku, ale elektrostatické sily by je pritahly k sobé a ionty by vytvorily iontovy
krystal. Proto muzeme exponencialni funkci nahradit Taylorovym rozvojem

Y oom Qid
pZQiV@kBT > ZQZV k;T VQ2 (10.125)

Prvni ¢len rozvoje se musi rovnat nule, aby byl roztok elektricky neutrélm’, a vySsi ¢leny muzeme
pro Q;¢ < kT zanedbat, takze Poissonovu rovnici muzeme zapsat

1d e ) 10} i 9 10}
0% = = 10.12
r2 dr ( dr) ekgT Zz:; |- (10.126)

kde jsme na pravé strané viechno kromé potencidlu zahrnuli do parametru 1/73 (pro¢ jsme zvolili
prave tento zdpis, si ukdzeme za chvili). Této rovnici se Fkd Poissonova—Boltzmannova. Co ndm brén{
tuto rovnici vytesit? V zavorce v levé strané nam r? piekdz{ v tom, abychom jednoduse vyjidrili
druhou derivaci néjaké proménné. Tento problém jsme ale jiz Fesili v ¢dsti[0.4] Substituci f = rp jsme
rovnici [9.36 obsahujici stejny problematicky ¢len, jako Poissonova—-Boltzmannova rovnice, pievedli na
rovnici [0.39 s druhou derivaci podle r. Zkusme obdobné nahradit 7¢ novou funkef u. Kdyz si zapiSeme
levou stranu Poissonovy—Boltzmannovy rovnice s funkei u

LA (A LY LA (e N (e de @ ey 1o
r2dr dr ~or2dr dr 2 \dr ' dr dr? ar) ~ rar? _1"123’
(10.127)

ziskame jako v ¢asti rovnici pouze s druhou derivaci. Vynasobenim obou stran r dojdeme k
rovnici
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du U
- = 10.128
dr? ~ 12’ ( )
kterou uz budeme umét vytesit. Rovnice ndm totiz ikd, ze druhou derivaci funkce u je (az na
kladnou konstantu 1/r%) tatdz funkce. Takto se chovd funkce exponencialn{

2
iei’“’ = dketkr =  _ = k2ethr, (10.129)

dr dr?

P - o e
Z toho vyplyva, ze feSenim Poissonovy—Boltzmannovy rovnice je bud e, nebo e~ ™o, nebo jejich
linedrni kombinace

w=Aye™ +A_e . (10.130)

Vyrazy v exponentu musi byt bezrozmérné. To nam 7iké, ze rp ma rozmér délky. Proto jsme v
Poissonové-Boltzmannové rovnici shrnuli konstanty do vyrazu 1/rd), ve kterém se vyskytuje rp. Této
konstanté se iika Debyeova délka. Hodnotu konstant Ay a A_ uréime z okrajovych podminek, kdyz se
od funkce u vratime k potencidlu ¢

¢=A+?+A—e

10.131
- (10.131)

Potenciél ¢ je nulovy pro » — co. Clen s A_ se skutecné k nule blizi. K ¢emu se blizi A, zjistime
podobné jako v rovnici [6.35] Protoze ¢itatel i jmenovatel v limité

_r
€D o0

lim == (10.132)

z—o0 T e}

jsou nekonec¢né, spocitame, jak rychle se hodnoty v ¢itateli a jmenovateli k nekone¢nu blizi. To ndm
podle L’Hospitalova pravidla feknou jejich derivace

de ™ 1 - dr . %e% 00
d,r. = Ee D, E = 1’ Zli}nolo 1 = T = 0. (10133)

Jak vidime, ¢len s A, se blizi nekone¢nu, protoze exponencialni funkce v Citateli roste rychleji,
nez linedrni v jmenovateli. Aby byl potencial nulovy, musi byt A, = 0. Hodnotu A_ ziskdme, kdyz

porovname pravé strany rovnic [10.122] a [10.126

A_e
p_¢ _Ae (10.134)
€ TD TD T

V elektricky neutralnim roztoku je integral ndbojové hustoty p v celém okoli zkoumaného iontu (tedy
od iontového poloméru ry do nekoneéna) rovny nédboji zkoumaného iontu Qo s opaénym znaménkem

o0 o0
AmA_ .
Qo = — / pdV = —/47r7"2pd1": Wrz 6/re ™ dr. (10.135)

D
Vokoli To To

Takovy integral jsme resili metodou per partes v rovnici [10.81} Kdyz si jako funkce f a g z rov-
nice |10.81| zvolime r a —rpe” "o, je FeSeni

o0

/ re S dr = / £ 4y / 4U9) g, / oSLar = 7 d<fg>—/°°gjjfdr=[fg]:z— 7 gSLar. (10136)
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Po dosazeni za f a g (a opét s pouzitim L’Hospitalova pravidla)

7 _r . 7 _r N _r > _ro
/re " dr = [—ere TD} +/rDe " dr = [—ere TD} — {r%e TD} = (ro +rp)rpe ™,
T0 T0 To
To ro
(10.137)
takze
dmA_e _ro
Qo = T(To + 7“[))7“[)6 D (10138)
D
a odtud
_ Qo ™ (10.139)
4me rg + 1D
Celkovy potencial je tedy
e ™ Qo ™ e ™
=A_ = e . 10.140
¢ T dmerg + 1D T ( )
Kdyz od tohoto potencidlu ode¢teme potencial zkoumaného iontu, podle Coulombova zédkona rovny
471r€ Qr” , ziskdme potenciél ostatnich iontu (iontové atmosféry okolo zkoumaného iontu)
e ™ 1 1 o _
Patm = Go _ro e — 1 Qo = L & D eme ™ —1). (10.141)
4me rg + 1D T 4me r dme r \rg+7rp

Tento potencidl se ve vzdélenosti, kam se mohou ostatni ionty ke zkoumanému iontu nejvice priblizit
(iontovy polomér r¢), rovnd

batm(r0) = — QO( D e%e‘%_l) ! QO( 'D —1):—1 Q0 (10.142)

dre ro \ro + 7D dre o \To+ ™™ 4me rg + 1D

Protoze ve ziedénych roztocich je ro < rp,

1 Qo
atm N —— . 10.14
Gam (ro) 4me rp (10.143)

Potencidl iontové atmosféry ndm umoznuje spocitat tu ¢ast Gibbsovy volné energie roztoku, ktera
souvisi s tim, ze roztok obsahuje nabité ionty. Tento prispévek se rovnda praci, kterou bychom museli
vynalozit na to, abychom né&jakym kouzlem zvysili naboj iontu z nuly na Qg

0
AGo =W = | ¢otm(10)dQ = = 2 — 10.144
Ga =W /(’bt (ro)d@ 47Ter0+rD/Q @ 8776r0+rDQ0 8merp QO (10 )
0

Pro popis souvisejicich vlivii na chovani redlnych roztoka byl zaveden aktivitni koeficient -y, pro
ktery plati

AG 1 1, Q@

1 pr—y = — ~ =
n kT 8mekgT 1o + 7D @ 8merpkT 8mekpT

N __
1 n;
ekBTE @ (10.145)
i=1

kde vyraz pod odmocninou je pro zfedéné roztoky timeérny iontové sile I.
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Kapitola 11

Vibrace

The career of a young theoretical physicist consists of treating the harmonic oscillator in
ever-increasing levels of abstraction.
Sidney R. Coleman

Matematika: Diferencialni rovnice druhého fadu, druhé derivace goniometrickych funkei, Legendrova
transformace, soustavy diferencidlnich rovnic druhého fadu, separace proménnych, komplexni ¢isla v
exponencidlnim tvaru, homogenni a nehomogenni soustavy linearnich rovnic a jejich maticovy zapis,
Gaussova elimina¢ni metoda, vlastni hodnoty a vlastni vektory, determinanty, charakteristicky polynom,
vektorovy soucin a kolmost vektoru.

11.1 Harmonicky oscilator

V chemii se ¢asto setkdvame s periodickymi jevy, a to jak v Case, tak i v prostoru. Jednim z nejjed-
nodussich piikladu jsou vibrace, napiiklad atomu v molekulach. Sily, které urcuji kmitani atomu kolem
jejich rovnovaznych poloh, maji svij puvod ve slozitych elektrickych interakcich jader a elektronu v mo-
lekuldch. Intuitivni pfedstavu ndm ale poskytne makroskopicky objekt zvany pruzina (obrézek .

Kdyz povésime na svislou pruzinu zavazi, bude na né pusobit rozdil (neboli vektorovy soucet) dvou
sil: tihy, tahnouci zdvazi dolu, a silou pruznosti, tdhnouci zavazi nahoru. Kdyby se pruzina chovala jako
idedlni harmonickyj oscildtor, byla by vysledna sila F' timérna vychylce zdvazi od jeho rovnovazné polohy
F = —kAx. Konstanté této imérnosti k se 1ikd tuhost pruziny a vychylku muzeme pii vhodné volbé
soufadné soustavy povazovat za soufadnici polohy zavazi x = Ax. Podle druhého Newtonova zékona
se vyslednd sila zaroven rovna derivaci hybnosti zdvazi p podle ¢asu, coz je druhd derivace vychylky
vynasobend hmotnosti m

dp A2z
= — =ma=m— = —kz. 11.1
dt dt? (11.1)
Podle této diferencialni rovnice je druhd derivace vychylky pfimo timérnd zdporné hodnoté vychylky

samotné. K feeni ndm pomuze, kdyz si uvédomime, ze stejné se chovaji funkce sinus a kosinus:

F

% sin(wt) = % <d$21@> = %(fmr cos(wt)) = —w? sin(wt), (11.2)
2 cos(w
% cos(wt) = % (ddit)) = % (—wy sin(wt)) = —w? cos(wt). (11.3)

169
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il
il

Ax

Obréazek 11.1: Pruzina se zdvazim jako harmonicky oscildtor v rovnovazné poloze (A), natazena (B) a stlacend (C).
Vodorovné Seda ¢ara oznacCuje rovnovaznou polohu, svisld ¢ernd Sipka odchylku od rovnovazné polohy a cervend Sipka
vyslednou silu pusobici na zdvazi.
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Resenim nasi diferencialni rovnice je tedy jakakoli linedrni kombinace funkci sinus a kosinus

x = Asin(wt) + B cos(wt). (11.4)

S vyuzitim vztahu [7.31] muzeme vysledek zapsat také

Asin(wt + ¢) = Acos ¢ sin(wt) + Asin ¢ cos(wt). (11.5)
— T

Nebo muzeme pouzit vztah [7.89] a FeSeni zapsat

B+iA _,, -B+id |
J;l e*“ﬂ+%ew. (11.6)
—— ~—
c_ cy

Vztah konstanty w k hmotnosti m a tuhosti k& piimo vyplyva z vysledku druhé derivace feSeni nasi
rovnice

d? d?sin(wt d?sin(wt k k
d—tf =A Sclirtlz(w ) +B s(111t12(w ) = —Aw? sin(wt) — Bw?sin(wt) = —w?z = T = w=y o
(11.7)
Koeficienty A, B ur¢ime z poc¢atecnich podminek. Pokud napiiklad za¢neme méfit ¢as od okamziku,
kdy zavazi prochézi rovnovaznou polohou, bude v ¢ase ¢ = 0 vychylka = 0 a rychlost maximéaln{

(ozna¢me ji vg). Z toho vyplyva

z(t =0) =0 = Asin(0) + B4 cos(0) = B = z(t) = Asin(wt) (11.8)
dz(t=0 /
7x(dt ) = vy = Aw cos(0) = Aw = A= % = Vo % (11.9)

a tedy maximdln{ vychylka A je maximélni rychlost vydélend w = /k/m.

Zatimco sila pusobici na zavazi, jeho vychylka, rychlost a zrychleni se s kmitdnim pruziny stédle
méni, celkovd energie pruziny zustava konstantni. Tato celkovd energie se skladd z kinetické energie
zévazi a potencialni energie stlagen{ ¢i natazeni pruziny. Kineticka energie je mv?/2, potencidlni energii
muzeme spocitat jako préaci potiebnou k premisténi zévazi z rovnovazné polohy, kde z = 0, do polohy
s okamzitou vychylkou x;

W= /(fF)d:r = /(kx)dx = %kxf (11.10)
0 0

Celkova neménna energie zdvazi s pruzinou je tedy

1 1
E= §mvt2 + ikwf, (11.11)

kde v; je rychlost zavazi ve chvili, kdy je vychylka x;.
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11.2 Lagrangian
Pii popisu vibrace jsme zacinali Newtonovym zdkonem sily

o dﬁ
F=md=—. 11.12
ma gr ( )

Jinou moznosti je vyjit z energii. Celkové kinetickd energie molekuly sklddajici se z N atomu je

N
1 .
Exin = im Eﬁ Uy, * Un, (11.13)

a zavisi jen na rychlostech jednotlivych atomt @, ne na jejich polohéch 7,. Zrychleni atomu a,,
souvisi s derivacemi kinetické energie podle rychlosti a ¢asu

8gkin 1

Do 2 m(2vp1) = MUp; = P, ( )
d dpn; d O&in
= — p— = — 1 1 . 1
man = g (mum) = =3= = 4 vy (11.15)

kde n je ¢islo atomu a [ je slozka vektoru (z, y, nebo z). V piftomnosti sil, které zavisej{ pouze na
soufadnicich x, y, z a mohou byt tedy vypocitany jako gradienty potencidlni energie, muze byt zdkon
sily zapsan
d d 0&; o0&
Pnl _ = kin _ pot — F,. (1116)
dt dt Ovy, Oru
Protoze Eyin zévisi jen na rychlostech (ne na polohdch) a £yt zase zdvisi jen na polohdch atomu (ne
na jejich rychlostech), mizeme slouéit Exin a Epor, do jedné funkce, zvané Lagrangidn L:

dpnl _ d 65kin 6‘S‘pot _ d a(‘S‘kin - gpot) a(‘S‘kin - gpot) d 8£ aﬁ

0= —Fpy = — = = - =
de nl dt (%nl 8rnl dt 6vnl 8rnl dt (%nl 8rnl

(11.17)

Soustava rovnic pro viechny hodnoty n a I (celkem 3N kombinaci) dobfe poslouzi popisu N
volnych atomu (napiiklad vzéacnych plynu), které maji 3N stupiiu volnosti. Pokud jsou atomy omezeny
3N — C vaznymi podminkami, napiiklad vazbami v molekule, pocet stupinu volnosti je snizen na 3N —C'
a tolik by také mélo byt rovnic, které pohyby atomu popisuji. Proto je zadouci 3N hodnot r,,; nahradit
3N — C hodnotami jinych proménnych, zvanych zobecnéné soutadnice g;. Kazda hodnota r,; pak muze
byt kombinaci vice hodnot g;, takze

3N-C

drg= Y Orat 44 (11.18)

Py 6qj

J
a pokud vazné podminky nezavisi na case
N-C
drnl 3rnl dq] 3 arnl

= 11.19
=Gt Y Gde S (110

kde tecka oznacuje derivaci podle ¢asu. Pohybovou rovnici pak muzeme piepsat

d oL oc

— === 11.2
dt dg;  9g; (11:20)
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t=f(o)—z(o)s

C \
y=9g(&) + sz
g
g
D
H

f
L x
gpot
—Cpot *L
y=-H+pq
—H

Obrazek 11.2: Legendrova tranformace obecné funkce f(z) (A) a jednorozmérného Lagrangidanu £ (B) a inverzni Legendrova
tranformace obecné funkce g(s) (C) a jednorozmérného Hamitonidnu H (D). Transformace je zndzornéna pro Lagrangian L a
Hamiltonian H popisujici sily nezavislé na rychlosti.
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Rovnici jsme si odvodili z Newtonova zdkona sily. Mechanika muze byt ale vybudovana i
opacnym smeérem. Muzeme vyjit z tvrzeni, ze pohybové rovnice popisujici déj, ktery zacéind v ¢ase t1 a
konc¢i v case to musi byt takové, aby integrdl f:f LAt byl staciondrni, tedy aby variace tohoto integrdalu
byla nulovd. Toto tvrzeni je zndamé jako princip nejmensiho ucinku a pomoci varia¢niho poctu z néj
muze byt rovnice [I1.20] odvozena. Radost z nalezen{ Svatého Gralu mechaniky v Lagrangidnu je ale
zkalena skutec¢nosti, ze neexistuje obecné pravidlo, podle kterého bychom mohli Lagrangian vyjadfit
jako konkrétni matematickou funkci. Nalezeni Lagrangianu muze byt pékny ofisek, vyzadujici zkuSenost
a fyzikaln{ intuici. Nagtésti se v nasi zakladni analyze pohybu atomt v molekule muzeme omezit na sily
nezavisejici na rychlostech. V tomto ptipadé je Lagrangian jednoduse rozdilem kinetické a potencialni
energie.

7 Lagrangidnu muzeme spocitat jinou funkci spojenou s energii, zvanou Hamiltonidn. Vztah mezi
Lagrangianem a Hamiltonidnem popisuje takzvana Legendrova transformace

Mg p5) + L(gj,d5) = Y _(pj - d5); (11.21)
j
kde
oL
pj= e (11.22)
J

Pro nasi soustavu IV volnych atomil, na které neptisobi sily, které by zévisely na rychlostech, ¢; = 7y,
p; = 0L£/9q; je hybnost n-tého atomu ve sméru [ (rovnice a Hamiltonidn je jednoduse soucet
kinetické a potencidln{ energie (H = Exin +Epot). Obecné je proménnd p; nazyvana zobecnénou hybnosti.

Ackoli se zavedeni Lagrangianu a Hamiltonianu muze zdat zbytecnou komplikaci Newtonovy mecha-
mechanice. Stejné tak muze Legendrova transformace vypadat jen jako slozity nézev pro prosty soucet.
V pripadé sil zavisejicich na rychlostech se ale stava dulezitym a netrividlnim pfedpisem. Jde o obec-
nou matematickou operaci, kterd nespojuje jen Lagrangidn s Hamiltonidnem, ale také napiiklad ruzné
termodynamické funkce.

Na obrizku je Legendrova transformace zndzornéna graficky. Obrazek[I1.2]A je obecné zndzornéni.
Pokud f(x) je funkce proménné z, smérnice pro ur¢itou hodnotu z je rovna s(§) = (0f/0z)¢. Rovnice
Cervené tecny y(€), dotykajici se grafu funkce f v misté o soufadnici x = ¢, je y = g + s(&)z, kde
s(€) je smeérnice tecny a g(&) usek. Zavislost velikosti tiseku na hodnoté & muzeme vyjddiit jako funkci
smérnice g(s) = y(&) —s(§)§ = f(€) — s(€)€ (y a f majf stejnou hodnotu pro z = £, protoze se dotykaji
v bodé s touto souradnici). Konkrétni zndzornéni pro transformaci Lagrangidnu na Hamiltonidn v jed-
norozmérném piipadé (j = 1) ukazuje obrazek , kde z ptredstavuje ¢, f predstavuje Lagrangian L,
a —g predstavuje Hamiltonidn . Inverzni Legendrova transformace je definovana obdobné pro funkci
g(s) a jeji smérnici t v bodé se souradnici s = o, jak je ukdzdno obecné na obrazku . Priklad Le-
gendrovy transformace Hamilotindnu #, hrajictho roli —g, na Lagrangian £, hrajici roli f, je zndzornén
na obrazku [1.2ID.

11.3 Pohyby molekul

S vyjimkou nejjednodussich molekul se v chemii nesetkdvame s nezavislymi vibracemi dvojic atomu, ale s
provézanymi, spiazenymi pohyby atomu v celé molekule. Podivejme se na jednoduchy piiklad molekuly
oxidu uhli¢itého (COs). Tato molekula se skldd4 ze tif atomu, které musime popsat deviti souradnicemi.
Odchylky téchto soufadnic od hodnot v néjakém pocatecnim okamziku, kdy je tvar molekuly energeticky
nejvyhodnéjsi, si ozna¢ime Az, Ay, Az; pro prvaf atom (kyslik s hmotnosti mo), Azg, Ays, Azy pro
druhy atom (uhlik s hmotnosti m¢), a Azs, Ays, Azs pro tiet! atom (druhy kyslik).
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A B
A.’L‘l ALL'Q AZg
®—0 6 @ O
S @ @
C E
Axl A.Tg «
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‘ Azn'T\ IT\A?B
—¥1 P3
D F
Ay Aﬂ72 Afd
> < >

P1 'T‘A

Obréazek 11.3: Pohybové médy molekuly oxidu uhli¢itého. Translaéni médy popsané proménnou g1 (A) a g2 (B),
znazornéni médu popsaného proménnou g3 bychom ziskali vyménou osy y za osu z v panelu B. Vibra¢ni médy popsané
proménnou g4 (C), g5 (D), g¢ (E), zndzornéni médu popsaného proménnou g7 bychom ziskali vymeénou osy y za osu z v
panelu E. Rota¢n{ méd popsany proménnou gg (F), zndzornén{ médu popsaného proménnou gg bychom ziskali vyménou
osy y za osu z v panelu F. Atomy kysliku a uhliku jsou zobrazeny cervené a Cerné, svétlymi barvami jsou znazornény
pocatecni (rovnovdzné) polohy atomu.

Molekula COs mé tedy devét stupnu volnosti, takze bychom méli fesit devét pohybovych rovnic,
které ziskame ze vztahu pro energie. Kinetickou energii ziskdme snadno

2 2 2 2 2 2 2 2 2
movi, | MoV  moVi, | McVy, | MCU3y  mcvy, | Mov3,  MOV3y  Mmovs,
2 2 2 2 2 2 2 2 2

cvvs

Exin = . (11.23)

linearni, s néjakou délkou vazby r. Pocatecni orientaci této linedrni molekuly budeme povazovat za
smeér osy z. Budeme predpokladat, ze malé oscilace vazebné délky budou prispivat k potencialni energii
jako natahovani a smrifovani pruzin tuhosti k, spojujici atomy

— 2 _ 2
gpomx _ kx(A1‘22 Al’l) + k‘x(Al"g,Q A:IJQ) ' (1124)

Molekula se také muze ohybat, coz popiSeme oscilacemi vazebného tihlu o« = Z0CO. Pokud budeme
povazovat rovinu, ve které dochézi k ohybdni, za rovinu xy, budou se polohy kysliku vychylovat o
hodnoty Ay; a Ays na jednu stranu a poloha uhliku o Ay, na druhou stranu. Kdyz odchylku vazeb
C-0O od sméru x do sméru y popiSeme uhly rotace vektorat C—O, které oznac¢ime ¢; a 3, bude mezi
ahly «a, @1 a w3 vztah

a—@1+p3=m = =T+ P — 3. (11.25)
Pro malé odchylky od linearniho tvaru budeme opét predpokladat kvadratickou zavislost energie na
odchylce ihlu a od jeho nejvyhodnéjsi hodnoty oy = m, coz odpovida linedrni zavislosti vratné sily na
odchylce a — ag
kola —ag)?  kola—m)?% kq —p3—m)?% kg — p3)?
Epote = (@ —a)® _ kala—m)" _ ka(m+¢1—p3—m)° _ kalor —@3)" (11.26)
’ 2 2 2 2
Pro nasi definici (malych) dhla ¢1 a ¢3 bude platit
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Tabulka 11.1: Odvozen{ pohybovych rovnic pro molekulu COs.

887"1'31 d : 611”1 pohybové rovnice ¢islo

gTﬁ = ko (Azz — Axy) %aai =mo dthQ mo ddtx; = kz(Azy — Azy) I

B = i ra, = Mo me G =

ky(Axg — Axso) — ky(Aze — Axy) kr(Azg — Axs) — ky(Azg — Axy) I
9L — —ky(Azs — Axy) S = mo ddf? moYst = —k,(Aws — Aws) 111

Bar = kfa(QAyz — Ayr — Ays) o 8%14 =mo ddty21 mo ddt%l = 20y — Ay~ Ays) IV
gTLz = L2 (20y; — Ay — Ays)  San =me T omotE = B 20y - Ay - Ayy)
8y3 = %(2&/2 —Ayr —Ays) & £ny =mo d;%s mo dd % o= Ea(2Ay, — Ay; — Ays) VI
o ="5220m — An — Az) G0 = Mo ddtZ21 Odd = 522082 — Az —Az) VI
B'n 0an - An - An) AL —mod motE = kA - A - Az) VD
BBTi = fo (202, — Az — Azg) i pr = MO G mo d2t2 =220%n-An-Az) KX

Ays — Ayy = rsin gy & rp;, Ayz — Ays = rsin gz = ros, (11.27)

kde r je délka vazby mezi kyslikem a uhlikem. Proto

k‘a(ZAyQ — Ayl — Ay3)2
272 '
K ohybéani ovéem muze dochazet ve vsech smérech kolmych k z. Obecné tedy bude druhd mocnina
vychylky podle Pythagorovy véty (2Ays — Ay; — Ayz)? + (2425 — Az — Az3)?. Celkova potencidlni
energie tak je

Epot.a R (11.28)

k‘x(Axg — A.’L‘l)2 + kI(A.’IIg, — AJ,‘Q)Q + ka(QAyQ — Ayl — Ay3)2 + ka(2A22 — Azl — AZg)Q

Epot =
pot 2 2 22 2r2

(11.29)
Rozdil kinetické a potencidlni energie je Lagrangidnem, jehoz derivace ndm podle rovnice [T1.17]
poskytnou pohybové rovnice, shrnuté v tabulce
V pohybovych rovnicich v tabulce zrychleni, tedy druha derivace kazdé soutadnice podle ¢asu
(napifklad d2z;/dt?), zavisf i na hodnotach ostatnich soutadnic. Abychom rovnice vytesili, potiebovali
bychom proménné separovat, aby druhd derivace kazdé proménné zavisela jen na této proménné samotné.
K tomuto tkolu muZeme pfistoupit dvéma zptsoby. Bud miiZzeme pouZit intuici a rovnice vhodné
zkombinovat, nebo muzeme nésledovat obecny predpis linearni algebry.

11.4 Translacni pohyby

Zacnéme nejdiive intuici. Pohyby ve sméru x popisuji jen rovnice I-III. Kdyz tyto rovnice secteme,
ziskdame na pravé strané nulu. Prvni rovnice se separovanymi proménnymi tedy je

d2

d? mox1 + mexs + mozx d2
de2 (mo.’tl +mcx2+mox3) 0 = = ot S o073 _ @ =0. (1130)

dt? 2mo + mg dt?

rovnice nam fika, ze ma nulové zrychleni. Ke stejnému zavéru dojdeme pro soufadnice y a z polohy
tézisté sectenim rovnic IV-VI a VII-VIII.
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4 moy1 +mcys +moys _ A2 0 d® moz1 +meza +mozz  d’qz 0. (11.31)
dt? 2mo + mc dt? ’ dt? 2mo + mc dt? ' '

To ndm i1k, Ze translaénim pohybem celé molekuly (obrizek 7B) se neméni potencidlni energie
a na atomy tedy nepusobi zddné sila, kterd by je vracela do puvodni polohy (vratnd sila). Tak jsme
popsali tfi transla¢ni pohybové médy molekuly COq, se kterymi neni spojen zadny periodicky pohyb.
Tyto pohybova médy jsou navzdjem kolmé, tedy z geometrického pohledu normdini, vzajemné nezavislé,
vSechny atomy se pfi nich pohybuji zaroven. Celkovy transla¢ni pohyb celé molekuly v libovolném sméru
je linedrni kombinaci popsanych tii médu.

11.5 Vibrac¢ni pohyby

Vratme se k rovnicim I-III. P#i porovnani rovnic I a III nds ihned napadne, ze dalsi separovanou
proménnou ziskame jejich odec¢tenim

d42 a4z d2q,
m()@ (‘7}1 — QU3) = mO@ (Axl - A.’Eg) = mOW = _kx (A.Tl - Aflfg) = _kxq4, (1132)
d2Q4 Ky
_ ke 11.33
de? mo «“ ( )

Ziskali jsme pohybovou rovnici harmonického oscildtoru (rovnice . Protoze jsme se rozhodli
merit cas od okamziku, kdy atomy maji nulové odchylky od nejvyhodnéjsich poloh, je pocateéni hodnota
q4(0) = Az1(0) — Az3(0) = 0. ReSenim rovnice pro ¢4 = Az — Axg je proto

qa(t) = Agsin(wat), (11.34)

kde wy = y/ks/mo. Pohybovy méd, ktery tato rovnice popisuje, je asymetrickd vibrace, pii které
atom uhliku zustava nehybny a atomy kysliku se od néj se stejnou fazi a s frekvenci wy vzdaluji nebo
k nému piiblizuji (obrézek [11.3(C).

Posledni kombinace rovnic I-III mozna neni tak ziejma. Odvodime si ji proto trochu podrobnéji.
Zatneme tim, ze seCteme velmi podobné rovnice I a III a porovname je s rovnici IT

d?(xq + x3) d?(Axy + Axs)

Mo —— g = Mo~ 5 = ke (Az1 + Az3) + 2ks Az (11.35)
Az, d2Ax,
mogz = Mo gp = the(Arn+ Awg) — 2ke Axs. (11.36)

Druhou rovnici vynasobime néjakou konstantou A a obé rovnice secteme

d2
@(mo(Al‘l + Al’g) + /\chZL’Q) = (/\ — l)kx(Al‘l + Al’g) — 2(/\ — l)kxA.'EQ (1137)
Jakou hodnotu musi mit A, aby pomeér konstant ndsobicich Azs ke konstantdm ndsobicim (Azq +
Az3) byl stejny na levé i pravé strané, a mohli jsme tak vychylky Axzy, Azs, Axs sloucit do jedné
proménné g5?
Amc mo

— =2 A=—-2——. 11.38
mo = )\mc ( )
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Jak vidime, tfeti kombinace rovnic I-IIT je I + III — (2mo /mc)II

2
mo— (Axy + Az — 2Axs) = —k, | 1 + 2mo (Azy + Azs — 2Axz,), (11.39)
dt? mc
d? dz k. 2m
@(Aﬂfl + AIg - QAJCQ) = qu; = 7m70 <1 + ’I”I’LCO) (A.Il + Al‘g - QAIQ) = 7(.4)%(]5. (1140)

Resenim této rovnice je

g5 (t) = As sin(wqyt), w5 = \/ K (1 + 2mo>. (11.41)
mo mc

Rovnice pro g5 popisuje symetrickou vibraci, pii které se atomy kysliku pohybuji stejnym smérem
se stejnou fazi, zatimco atom uhliku se pohybuje také se stejnou fazi, ale v opacném sméru, tak aby
tézisté zistalo nehybné (obrézek [I1.3D).

Podivejme se ted na rovnice IV-IX. Translaéni pohybové médy, popsané soufadnicemi ¢z a g3,
jsme uz zminili. Srovnani souc¢tu rovnic IV a VI s rovnici V pfipominé rovnice a To ndm
napovidd, ze k dalsimu pohybovému mdédu nas dovede kombinace IV + VI — (2mo/mc)V. Vysledkem
je

d? d?%q k 2mo
@(yl +yz —2y2) = ?26 = _mii) (1 + mc) (y1 +ys — 2y2) = —widqs (11.42)

s TeSenim

g6(t) = Agsin(wet),  we = \/Tiy (1 + 2mo> (11.43)

(6] mc

Tato rovnice popisuje deformaéni vibraci, kdy se atomy kysliku pohybuji na jednu stranu se stejnou

stejné dojdeme k popisu deformacni vibrace v roviné xz

d? d? d?q k 2m
@(yl +y3—2y2) = @(Ayl +Ayz —2Ay2) = ?27 = —WTZ; (1 + mco> (Ay1+Ays—2Ayy) = —wigr,
(11.44)
k 2
gr(t) = Aysin(wrt),  wy = \/y (1 + mo) (11.45)
mo mcgc

Vztah mezi vibra¢nimi pohybovymi mddy, popsanymi proménnymi qq, g5, gs, g7, je podobny jako
v piipadé transla¢nich pohybt. Vibrace jsou nezdvislé, druhd derivace kazdé proménné zdvisi (piimou
imeérou) pouze na hodnoté této proménné. Jednotlivé médy popisuji pohyby, pfi kterych viechny atomy
vibruji se stejnou frekvenci i fazi. Pozadavek na stejnou frekvenci a fazi byva uvadén primo jako definice
normdlnich vibraénich mddi. Popsané vibraéni médy jsou ale normdlni i ve smyslu kolmosti (v geo-
metrii slovo norméla popisuje kolmici). V ¢tyfrozmérném abstraktnim prostoru tvoreném proménnymi
q4, G5, 96, g7 jsou pohyby, které souviseji se zménou vzdy jen jedné proménné, vzdjemné kolmé. Kolmosti
vektori budeme vénovat pozornost jesté pozdéji.
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11.6 Rotac¢ni pohyby

Posledni kombinaci trojice rovnic IV-VI je rozdil IV a VI. Protoze jsou pravé strany téchto rovnic
stejné, vysledkem je

d d? d*gs
Mo 32 (1 —ys) = mo 42 (Ayr — Ays) = mo-g = 0. (11.46)

Separovana proménnd gg, coz je rozdil vychylek atomu kysliku do sméru y pfi zachovani atomu
malické rotaci celé molekuly kolem osy z (obrazek ) Ke stejnému zavéru dojdeme pro souradnici
qo = Az — Azz v rozdilu rovnic VII a IX. Tento pohybovy mdd zase popisuje rotaci kolem osy y.

Nulova zrychleni proménnych gg a g9 pfipominaji transla¢ni pohybové médy. To dava smysl, protoze
ani rota¢nim pohybem celé molekuly se neméni potencidlni energie a na atomy tedy nepusobi zddna
sila, kterd by je vracela do puvodni polohyﬂ V nécem se ale rota¢ni pohybové mdédy od translaénich
lisi. S rotaénimi pohybovymi mddy, na rozdil od transla¢nich, je spojen periodicky pohyb. Zatim jsme
predpokladali, ze vychylky jsou malé. To je rozumny pfedpoklad pro vibracni médy, kde velké vratné
sily udrzuji molekulu pobliz nejvyhodnéjsi konformace. V piipadé rotace (a translace) jsou vsak vratné
sily nulové. Proto nemé smysl omezovat dhly ¢; a ¢ na malé hodnoty.

Pro vétsi 1 a @9 ovSem neplati rovnice Muzeme ale pouzit postup popsany v ¢asti[7.9 a
popsat rotaci kolem osy z jako

xg + ixg = rel@rott (11.47)

pro rotaci kolem osy y plati

23 + 1z3 = relWrott, (11.48)

se stejnou thlovou rychlosti wye (oba rotaéni pohybové médy jsou degenerované, spojené se stejnou
kinetickou energii). Dva rotaéni médy molekuly COs jsou nezdvislé, popisuji rotace kolem os na sebe
kolmych, atomy pii nich rotuji se stejnou frekvenci, takze je také muzeme povazovat za normalni.

11.7 Gaussova eliminac¢ni metoda

Pohybové rovnice atomu v molekule oxidu uhli¢itého jsme vyfesili s pomoci nasi intuice. Ukazme si
ted’, jak by nés k feSeni dovedly piedpisy linedrni algebry. Zaéneme typickym tkolem linedrni algebry,
feSenim soustavy linedrnich rovnic. V pohybovych rovnicich v tabulce jsou separované vychylky ve
smérech jednotlivych os, takze misto jedné soustavy deviti rovnic fesime t¥i soustavy t¥i rovnic pro tii
neznamé. Podivejme se tedy na obecny piiklad feseni soustavy tif linedrnich rovnic

Y1=b11X1 + 012 X2 + b13X3 (11.49)
Yo=bo1 X1 + baa X2 + b23 X3 (11.50)
Y3=0b31X1 + b32 X2 + b33 X3, (11.51)

Podobné jako v &asti miZeme nasi soustavu zapsat také pomoci matic

IToto oviem plati jen tehdy, kdyZ zanedbdme odstiedivou sflu, kterd pfinejmensim u vyssich frekvenci rotace vede k
natazeni vazebné délky.
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Y, b11b12b13 X1
Yo| = |ba1babos | - | X2 . (11.52)
Y3 b31 b32 b33 X3
—_—— —————— e —
Y B X

Piimocarym zpusobem feSeni takové soustavy je Gaussova eliminacéni metoda. V prvnim kroku
vynésobime druhou rovnici pomérem by /be; a od vysledku odec¢teme prvnim rovnici. Stejné tak vyndsobime
tfeti rovnici pomérem by;/bs; a od vysledku opét odecteme prvnim rovnici

Y = b11 X1+ b12 Xo+ b13 X3,
Yz% - = b21% — b1 ) X1+ 522% —b12 ) Xo+ b2322% —b13 ) X3, (11.53)
Yggéi -V = b31b“ — b1 ) Xa+ bgzlg;ﬁ—bm Xo+ bssgﬁ—bm X3.

Koeficienty ndsobici X; v druhé a tfeti rovnici jsou ovSem rovny nule, takze z druhé a tfeti rovnice

jsme eliminovali proménnou X;. Kdyz si ozna¢ime nové koeficienty ndsobici X; v druhém a tietim

radku jako B(l) a B(l) a nové levé strany rovnic jako Bé(l)) a B:(,)(l]), m4 soustava po prvni eliminaci tvar

Y1 =bi1 Xa+ b2 Xo+ b1z X3,
B =0 X,+ B} Xo+ B X, (11.54)
By =0 X1+B<1>X2+B(”X3

Ve druhém kroku eliminace vyndsobime tfeti rovnici pomérem B / B 2 a od vysledku odecteme
druhou rovnici

Yy =bi1 Xq+ b2 Xo+ b3 X3,
B =0 X+ BYY Xot B X,

By _ p)_

(11.55)
1) B{Y 1) B{Y 1
By sy~ Bao'= 0 Xt <B§2) B T B, )> Xot <B§3) B~ Bé:»)) Xs.

Tentokrat se nule rovnd koeficient nasobici X5 ve tieti rovnici, takze z tfeti rovnice jsme eliminovali
)

také proménnou Xs. Kdyz si oznaéime novy koeficient nasobici X3 jako B(3 a novou levou stranu tiet{

rovnice jako Béo), ma soustava po druhé eliminaci tvar

Y1 =b11 Xi+ b1z Xo+ b1z X,
B{Y)= 0 X1+ B Xo+ BY) X3, (11.56)
B{)=0 X1+ 0 Xo+BY Xi.

Tieti rovnice ma ted tvar

BS) = B X, (11.57)
jejimz fesenim je
B@
Xy = % (11.58)
BBB

Proménnd X3 je tedy pomér kombinaci levych stran rovnic a koeficientl b;;, ke kterym jsme dosli
o L . L (2 2 S Ll .
Gaussovou elimina¢ni metodou a které jsme si oznacili B:(ao) a B§3). V feSeni rovnic muzeme pokracovat
bud tak, ze X3 dosadime do druhé rovnice, vypoéitdme X5 a posledni proménnou X ziskdme dosazenim
X5 a X3 do prvni rovnice. Nebo muzeme vymeénit poradi rovnic a stejnym zpusobem ziskat rovnici
obsahujici pouze X; a Xo.
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11.8 Homogenni soustavy linearnich rovnic

Posunime se od obecného piikladu k nasim pohybovym rovnicim. Napiiklad rovnice I-III z tabulky
muzeme zapsat

d2z, ky Ky
— oA ~TA 11.59
ds2 mo Ty + mo T2, ( )
d? ky ke Ky
22 e Ny — 25 Apy 4+ 2 Ay, (11.60)
dt2 mc mec mc
A2z ke Ky

=% Azy — —= Azs. 11.61
dt? 2 mo 3 ( )

Kdyz si tyto pohybové rovnice porovname s obecnou soustavou rovnic [11.49H11.49] vidime, ze na
misté ¢isel Y7, Y5, Y3 mame na levé strané pohybovych rovnic druhé derivace. Jak si s tim poradime?
Klicem k tspéchu je uvédomit si, co je nasim cilem. Pokud hleddme normdini mddy, tak to znamend, ze
chceme popsat takové pohyby, ve kterych se véechny zucastnéné vychylky poloh atomu méni se stejnou
frekvenctd a se stejnou fdzi. Hodnota faze je ddna pocateénimi podminkami, které si muzeme napiiklad
zvolit tak, aby kazdd vychylka byla popséana funkeci

X, = Ay sin(wt), (11.62)

kde amplitudy A, jednotlivych vychylek se mohou lisit, ale frekvence vSech vychylek w jsou pro
dany normdln{ méd stejné (mohou se ovSem lisit mezi ruznymi normélnimi médy). Zkusme si takové
feSeni dosadit do pohybovych rovnic I-I1II:

d?(A; sin(wt)) ky ky
I _ % i —= i 11.
e e Aj sin(wt) + o Az sin(wt), (11.63)
d2(A2 sin(wt)) kx . kx . kx .
—a - %Al sin(wt) — Qm—cAQ sin(wt) + %Ag sin(wt), (11.64)
d?(Azsin(wt))  k, . ki .
— e - m—oAg sin(wt) — m—oAg sin(wt). (11.65)
Po vypoctu druhych derivaci
—w* Ay sin(wt) = —— A sin(wt) + — Ag sin(wt), (11.66)
mo mo
24 ks . ks . ks .
—w®Ag sin(wt) = — A sin(wt) — 2—— Ag sin(wt) + — Az sin(wt), (11.67)
mc mc mc
—w? Az sin(wt) = —= Ay sin(wt) — —— A sin(wt), (11.68)
mo mo
neboli
—w?X=— Ko X1+ Fa X, (11.69)
mo mo
—W2X2: ke X, — QEXQ + kng,, (11.70)
mcgc mcgc mcgc
2 ks ks
—Ww ng X2 - 7X3. (1171)
mo mo
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Jak vidime, ziskali jsme soustavu linezirm'ch rovnic bez druhych derivaci. Kdyz si tuto soustavu
zapiSeme pomoci matic tak jako soustavu

Yy X1 b11b12b13 X1
Yo| =8| Xo| = [barbaobos| - [ X2, (11.72)
Y3 X3 b31 b32 b33 X3
Y X B X

vynikne podivuhodny rozdil. Vektor Y je ted ndsobkem vektoru X. 1 kdyz XaY jsou vektory v
matematickém smyslu a nepopisuji smér ve fyzikalnim trojrozmérném prostoru, muzeme fici, ze XaY
jsou rovnobézné.

Hledani podminek, za kterych se vektory X a Y ligf jen vynasobenim ¢&islem S, je jinym tkolem
linearni algebry, nez urceni N nezndmych z N rovnic. Jde o to nalézt pro matici B vsechna éfsla 3, pro
kterd lze dohledat takové vektory X, aby platilo B - X = 8X. Hledanym éfsliim a vektortim se #fkd
vlastni hodnoty a vlastni vektory. Z némeckého oznaceni vlastni hodnoty Eigenwert pochazi i podivny
anglicky nazev eigenvalue.

Hodnoty —w?X,, nebo 8X,, mizeme v nasf soustavé pfevést na pravou stranu, takze na levé strané
vSech rovnic zustanou nuly

ke ke
0= <w2 - ) X1+ —XQ, (11.73)
mo
Ky
—Xl - 2— X 4+ —2 X, (11.74)
mc
7)(2 + ( > Xs. (11.75)

Takovéto soustavé linedrnich rovnic se ikd homogenni. Pomoci matic muzeme pievedeni X, na
pravou stranu zapsat

0 b11b12b13 Xy X bin — B bio b1s X C11C12C13 Xy
O = |ba1bagbos| - | Xo| =B [ X2 | = bar baa — b3 - | Xo| = |ca1cancos | - | X,
0 b31 b32 b33 X3 X3 b31 b3y bzz —f3 X3 €31€32C33 X3
SN—— N—— S~ Y =
0 B X X X X
(11.76)

Proménné muzeme v homogenni soustavé Gaussovou metodou eliminovat iplné stejné, jak jsme si
popsali pro soustavu nehomogenn{ (s nenulovou levou stranou).

0= ci1 X+ 12 Xo+ €13 X3,
0= C21* —c ) X1+ 022(:1*1 —c12) Xo+ 023@ —c13) X3, (11.77)
O0={cs1ot —cin ) Xi+ (ese it — iz ) Xot szt — 13 ) X,

Tentokrat si oznacfme nové koeficienty nasobici X; v druhém a tretim tédku jako C5)) a CJ)

Y1 =c11 Xa+ ci2 Xo+ ci3 X3,
ci=0 X1+C(1>X2+C§§>X3, (11.78)
i) =0 X,+C%) Xo+ CSY) X,
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Ve druhém kroku eliminace vyndsobime t¥eti rovnici pomérem CQ(? / C:g) a od vysledku odecteme
druhou rovnici

O=c11 X1+ C12 Xo+ c13 X3,
0= 0 X1+ i) Xot iy X,

Ml ) Wk ) (1L.79)
0= 0 X1+ <C32 o — Coa )X2+ (Cszs o — Cag )X?n
32 32

0=c11 X1+ c12 Xo+ c13 X3,
0= 0 X;+C Xot+C8) X, (11.80)
0=0 X1+ 0 Xo+C2 X,

takze rovnice, ve které nam zbude X3, bude mit tvar

0=C%)Xs. (11.81)

Tato rovnice bude samoziejmé splnéna pro X3 = 0. Homogenni soustavy linedrnich rovnic ale maji i
nenulova feseni. V piipadé pohybovych rovnic nas pravé zajimaji feSeni pro nenulové vychylky, popsané
funkcemi X,,. Aby rovnice platila pro nenulové hodnoty X3, musime X3 nasobit nulou.

Ukéazeme si nejdiive feSeni pro obecny tvar homogenni soustavy. Postupnym zpétnym dosazenim
ziskame

@ _ 0% cn Co2gyy ~ C12 cn
0= C33 = 033 CT — Uhy = <633 — (,'13) —2 <623 — (,'13) s (1182)
32

C11
- —cC
€31 €327, 12 C21

C11 C11 C11 C11
0= (CQZ - 012> <C33 - 6‘13> - <C32 - Cl2> <623 - Cl:;) . (11.83)
C21 C31 C31 C21

Co vznikne roznasobenim velkych zavorek? V obou souc¢inech se vyskytuji Cervené vyrazy cio a
c13, vyrazy ciscs vzniklé jejich vynasobenim se odectou a ve vysledku se proto nevyskytnou. VSechny
ostatni vyrazy vzniklé roznasobenim ¢itatele i jmenovatele budou obsahovat alespon jednou modry ¢len

C11

_ €11 ‘1 C11 | C11 | €11~ €11 C11 | C11 |
0= (coa—c33— —cog—Ci13 —C33—Cia | — | Caa—Ca3— — Cc39—Ci13 —ca3—cCi2 | . (11.84)
Co1 €31 a1 €31 €31 Ca1 €31 Ca1

Po vytknuti ¢1; a pfevedeni na spoleéného jmenovatele

C11C22C33 — C12€21C33 — C13C22C31 C11€23C32 — C12€23€C31 — C13C21C32
0= C11 - . (1185)
C21C31 C21C31
Pokud je koeficient ¢11 nenulovy, muZeme obé strany rovnice vyndsobit ca1¢31/¢11
0 = c11022¢33 — €12€21€33 — C13C22C31 — €11€23C32 + C12C23C31 + €13C21C32, (11.86)

Vysledkem nasich tprav je docela slozitd kombinace soucint koeficientt c;;, kterou nasobime Xs. Pro
j # 1 jsou koeficienty c;; rovné koeficientim b;; z matice B puvodné nasobici vektor X na pravé strané
rovnice Pro j = [ plati ¢j; = bj; — 5. Rovnice ndm tak umoZiiuje nalézt vlastni hodnoty 3
pro matici B. Kombinaci souéinii na pravé strané se z pohledu hodnot g tika charakteristicky polynom.
Jak ukazuje hned prvni sou¢in v kombinaci, pro soustavu ti{ rovnic jde o polynom tietiho fadu, tedy
kubickou rovnici se tfemi kofeny (3.
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11.9 Determinanty

Kombinace soucinii koeficientii ¢j; z rovnice [11.86] se skladd ze souc¢inu tif ¢j;, z nichz kazdy pochazi z
jiné rovnice (jiného fadku matice C). Pokud si vytkneme koeficienty z prvni rovnice,

0= 011(622633 - 623632) + (112(023031 - 021033) + (513(621632 - 022031)» (11~87)

obsahuji zdvorky nasobici kazdy koeficient cy; vyraz copcspr — copresyr, kde I # 1 al” # 1. Co urcuje,
ktery index je I’ a ktery ", tedy pred kterym soucinem je kladné znaménko a pred kterym zdporné?
Napiiklad ve vyrazu coacss—cascse se vlastné vyskytuji souciny s permutacems ¢isel 2, 3 v druhém indexu.
Zaporné znaménko ma pfitom soucin, kde je poradi druhych indexu oproti posloupnosti 2,3 obracené,
tedy 3, 2. Podobné je tomu i s druhymi indexy ostatnich vyrazu cop ¢y —coprcgpr . Pied souciny, ve kterych
je pofadi druhych indexu obracené proti posloupnosti 1,2,3,1,2,3,. .., je zdporné znaménko. Kombinaci
soucini koeficientu ¢;; poskladanych tak, jak jsme si pravé popsali, fikaji matematici determinant matice
C.

Rozsifit pojem determinantu ndm pomuze nésledujici ivaha. Co by se stalo, kdyby se v soustavé
rovnic [[T.49HIT.51] rovnalo X; nule? Pak by ndm k reeni soustavy stacily rovnice dvé, napiiklad [TT.50]

a1
Yo = C22 Xo+ C23 X3,
C22 C22 C22
Ys— —Yo=[c32— — ¢ X+<c —= —c >X.
3 ean 2 ( 32 22> 2 38, (%) (11.88)
Cho) 0 b
Pokud Y5 =Y3 =0,
(1) C22
0= 033 X3 = <C3gc - 623> X3. (1189)
32

Tato rovnice plati pro X3 # 0 tehdy, kdyz

0 = ca2c33 — ca3c32, (11.90)

coz je obdoba rovnice[I1.87] pro soustavu dvou homogennich linedrnich rovnic, ale také vyraz ndsobici
koeficient ¢j; v rovnici

Podobné muzeme analyzovat ptipad, kdy se nule rovnd X5. Pokud opét pouzijeme rovnice [L1.50] a
ale pro zménu budeme eliminovat X3, ziskémﬂ

Y, = ca1 X+ c23 X3,
C23 C23 C23
Y5— —Yo=|c31— —¢ X—l—(c — —c )X.
3033 2 ( 31 Ca3 21> 1 33 Ca3 23 3 (11.91)
Cio) cfy 0
Pokud Ys = Y3 = 0,
0= Céi)Xl = (631623 — 621) Xl. (11.92)
€33

2Mohli bychom stejné dobfe eliminovat X1 a ziskat rovnici pro X3, ve které by misto Céi) bylo Céé), které je rovno

—Céi). Vzhledem k tomu, Ze na levé strané je v piipadé homogenni soustavy nula, ndm nic nebrdni vyslednou rovnici
vynésobit —1 a psat vysledek se stejnymi znaménky u co3cs1 a ca1css at uz eliminujeme X1 nebo X3. Jak jsme si fekli, o
znaménkéch rozhoduje pofadi ¢isel 1,2,3 v druhém indexu. Eliminaci X3 jsme si zvolili jen proto, abychom se ndsobeni
—1 vyhnuli.
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Tato rovnice plati pro X3 # 0 tehdy, kdyz

0 = o331 — ca1033, (11.93)

coz je kromé obdoby rovnice pro soustavu dvou homogennich linedrnich rovnic také vyraz
nasobici koeficient ¢19 v rovnici [11.87
Do tfetice prozkoumdme pripad, kdy se nule rovnd X3. Vyjdeme-li i tentokrét z rovnic[I1.50]a[T1.51]

Y = Co1 X1+ Co2 Xo,
C21 C21 €21

Ys— —Yo=(c31— —¢ X1+ | e3o— —¢ Xo.

3(:31 2 ( 31(:31 21> 1 ( 32 a1 22) 2 (11.94)
5’ 0 iy
Pokud Y, = Y3 =0,
0= C?();)XQ == (033222 — ng) Xg. (1195)
32

Tato rovnice plati pro X5 # 0 tehdy, kdyz

0 = c21032 — ca2031, (11.96)

coz je kromé obdoby rovnice pro soustavu dvou homogennich linedrnich rovnic také vyraz
nésobici koeficient c¢13 v rovnici Co jsme se ze zkoumdéni FeSeni tii ruznych soustav dvou rov-
nic dozvedéli? Ze determinant matice o rozméru 3 x 3 se rovnd souctu koeficienttt prvnfho Fadku,
vynasobenych determinanty matic o rozmérech 2 x 2 ziskanych z matice o rozméru 3 x 3 takto: vy-
nechdme vzdy prvni fadek a ten sloupec, ve kterém se nachdzi koeficient ¢y, ktery ndsobime. Pokud je
poradi druhych indext koeficient co;rc3;7 opaéné, nez v posloupnosti 1,2,3,1,2,3, ..., ndsobime navic
souc¢in cq; s determinantem —1. Tento krkolomny navod pro pocitani determinantu plati obecné pro
matici rozméru N x N. Determinant se rovna souctu koeficient prvniho fddku ndsobenych determi-
nanty matic rozméru (N — 1) x (N — 1) ziskanych pfesné tak, jak jsme si popsali pro matice o rozmérech
2 x 2. Tyto souciny nasobime —1 tehdy, kdyz poradi druhych indexti odpovidé lichému poctu piehozeni
¢isel z posloupnosti 1,2,3,4,...N,1,2,3,....

11.10 Vlastni hodnoty frekvenci

Vratme se ted k feSeni pohybovych rovnic a podivejme se na determinant, ke kterému dojdeme eliminaci
proménnych v soustavé rovnic Koeficienty cj; pro tuto soustavu jsou

k k o ks .

T T 2
Clg =C33=—, C1=C3=—, C1=C3=W ——, Cp=w —2—, c3=c31 =0.
mo mc mo mc

(11.97)
Gaussova elimina¢ni metoda nds dovede k

2 C11C22C33 — C12€21C33 — C13C22C31 C11C23C32 — C12C€23C31 — C13C21C32
0=CP X5 =cpy ( - ) Xs. (11.98)

C21C31 C21C31

M34-li byt vychylka X3 nenulova, musi se nule rovnat determinant

0 = c11(caac33 — casc32) + c12(cascar — ca1¢33) + c13(Ca1632 — C22C31), (11.99)
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vlastné jen

0 = c11(caac33 — c23C32) — C12€21€33, (11.100)

protoze ci13 = c31 = 0. Po dosazeni

o) (oot (o) - e - -
mo mcg mo mo mg mo mgc mo
(WQ_kCE) <w4_w2<km +2kx)_~_2ijkl_2km k””>:
mo mo mc mo mc mo mc

w? <w2 - k‘”) (w2 - (kf’“’ + 2“)) =0. (11.101)
mo mo mc

Tato rovnice, kubické pro proménnou w?, mé tii kofeny

2
W =0, Wt e 2 — ka(Zmo +mc) (11.102)
mo momc

Tyto kofeny odpovidaji frekvencim w; z ¢asti|ll.4]a wy a ws z ¢asti|l1.5

11.11 Amplitudy

Zname-li jiz frekvence, muzeme postoupit k uréeni amplitud. Prvn{ pohled na rovnice k4,
ze pokud jsou vychylky nenulové, muzeme vsechny rovnice vydeélit sin(wt) a ziskat pro kazdou hodnotu w
soustavu tii rovnic pro amplitudy jako neznamé. Dosazenim kotfent do téchto rovnic ziskame relativaI
hodnoty amplitud A;—Aj.

Dosazeni w; = 0 vede k soustavé

0=—k, A1 + k Ay = km(AQ — Al), (11103)
0=k, Ay — 2k, Ao + k Az = km(Al + Az — 2A2), (11.104)
0=ky Ay — ky A = ko (As — As), (11.105)

Protoze k, # 0, pravé strany se rovnaji nule jen, kdyz A; = Ay = As. Dosazeni wy = /k,/mo vede
k soustavé

sz%AQ:szl — kg Ao+ koAs = 0= k(A + Ag), (11.107)
o
—kp A=k, Ay — k Az = 0=k,As. (11.108)

Z prvni a tieti rovnice vyplyva, ze A; = 0, a dosazeni tohoto vysledku do druhé rovnice ukazuje, ze
A3 = —Aq. Dosazen{ ws = \/lcz (2mo + mg)/momc vede k trochu slozitéjsi soustave

3 Absolutni hodnoty amplitud z&visi na konkrétnich po¢éteénich podminkach.
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2
—k, (1 + mo) A =—k Al + k Ay =

187

P
(1 + :;O) Ay = Ay — Ay, (11.109)

C

&, (2 + mc) Ap=kyAy — 2k Ag + oAy = (2 + mc) Ay = Ay + Az — 245, (11.110)

mo mo
2 2
mg mc
Kdyz odecteme prvni rovnici od teti, ziskdme
0=A4; — A3 A = As. (11.112)
Po dosazeni do druhé rovnice
2
24+ DO Ay = Ay + Ay — 24, =24, — 24, = Ay=-"94, (11.113)
mo mc

11.12 Normalni vlastni vektory

Pro kazdou frekvenci uré¢enou z determinantu jsme ziskali trojici relativnich hodnot amplitud, kterou
muzeme zapsat jako vektor (v matematickém smyslu, ne jako veli¢inu, kterd ma néjaky smér v troj-
rozmérném fyzikalnim prostoru):

wi=0  [131;1]A, (11.114)
Wy = Fa : [1;0; —1] Ay, (11.115)
mo
e — ([ Fa@motme) . 2mo ], (11.116)
5 oG : e 1- :

Jak pozndme, jestli jsou tyto vektory (v matematickém smyslu) kolmé? Vypoctem jejich skaldrniho
soucinu. Pokud bude rovny nule, vektory jsou kolmé. Jednoduchy vypocet ukaze, ze

[1;1:1]A; - [1;0; —1]A; = (1+0 — 1)4; =0, (11.117)
ale
[1;1;1)4; - [1; _2mo. 1] A = (1 _mo | 1) A2 =29 (1 - mo) A2 £0, (11.118)
mqg mgc mc

takze vektory sestavené z amplitud kolmé (normdlni) nejsou. Musime se tedy poohlédnou po jinych
vektorech [uq,us,us], které by kolmé byly. Budeme piedpoklddat, Zze mezi amplitudami a slozkami

kolmych vektoru uy, us, us je vztah
Ay = My, Az = Aaug,

Ag = >\3U3 (11119)

a hledat dosud neznamé koeficienty A1, A2, A3. Vektor, ktery jsme ziskali pro frekvenci wy = 0 tedy

prepiseme

[A1; Ag; Ag] = [15 15 1] Ay = [Arug; Adaug; Agus]. (11.120)
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Rovnost amplitud vyzaduje

)\1 Al )\1 >\1
= — = — = =1, —; — . 11.121
Uz )\2’ us )\3 ulau27u3] |: 9 )\2a )\3:| Uy ( )
Podobné tvar vektoru [1;0; —1]A; vyzaduje
A A
us=—=2 = [ugug,us) = 150525 |y (11.122)
)\3 /\3
Koneéné vektor
2mo
[A1; Ag; As] = | L ——— 1| 4 (11.123)
me
ukazuje, ze
2mo )\1 )\1 Qmo )\1 )\1
=021 =1 = |1, 202 A, 11.124
Uz me Ay us s = [u1, ug, us] R VW u1 ( )

Koeficienty A1, A2, A3 uréime z pozadavku, aby byly vzdjemné skaldrni souciny vsSech tii vektoru
nulové

)\1 )\1 )\1 >\1 2 )\1
— 1. 2L, 10228 — (12 — =1 11.12
0 { v /\J U1 [ ;0; )\3] U1 ( /\3) uy = " , ( 5)
2mo )\1 2
0= |1~ "0 g - [1:0; 1wy = (1 - 1), (11.126)
mc Mg

)\1 2mo )\1 2mo )\% 2 )\1 mcg
0=|1;=1 w1, -1 = (1- 22 41 = == == (11127
|: e :|u1 [ . ]U1 < e )\g + 1) uy o o ( )

Pokud budeme také chtit, aby mély vektory [u1, us,us] jednotkovou velikost, musi platit

1= {1;\/7717@;1] uy - {1; mc;l] up = (1+mc+1> u? = Uy = $, (11.128)
mo mo mo 2mo + mc

1
1=1[1;0;—1]u; - [1;0; —1]u; = (1 4+ 2)u? = U = —, 11.129
[ Jui - | Jur = (14 2)uy 1= ( )
mo mo mo 2 1 mcgc
1=11L-2,/—1|u - |;-2y/—;1{ur=(14+4—+1)u = U = —= | ———,
{ me ] ' { me ] ' ( me ) ! V2V 2mo +me
(11.130)

Frekvencim wq, wyg, ws, a tedy vlastnim hodnotdm w?, w?, w2, ted jiz muzeme piifadit opravdu jed-
) ) ) y 1:%W4H%W5),

notkové normdlni (vzdjemné kolmé) vlastni vektory

wy = 0: \/mo{l mc;l]:\/li[\/m*o,\/m*c,\/m*oy (11.131)

2mo +me | mio 2mo + mc
ke 1
Wy = o —[1;0;-1], 11.132
4 mo \/i [ ] ( )
k. (2mo + mc) 1 1

Wy =

mc mc 1
o — -2, =S| = e [/mo, —2ymo, V/md) -
momc V2 2mo+mc[ mo } V2 2mo+mc[ ¢ © <
(11.133)



Kapitola 12

Viny

L’analyse mathématique ... dans ’étude de tous les phénomeénes; elle les interpréte par
le méme langage, comme pour attester l'unité et la simplicité du plan de l'univers, et rendre
encore plus manifeste cet ordre immuable qui préside a toutes les causes naturelles.
Jean-Baptiste Joseph Fourier

Matematika: vektorovy soucin, parcialni a obycejné diferencidlni rovnice druhého fadu, rovnice viny,
komplexni ¢isla v exponencialnim tvaru, druhé derivace goniometrickych funkci, sumy a integraly, inte-
grovani per partes, derivace souinu, separace proménnych, substituce, mocninné fady, Fourierovy fady,
Fourierova transformace, delta funkce, konvoluce.

12.1 Elektromagnetické viny

V césti jsme si popsali Maxwellovy rovnice pro piipad nehybného elektrického pole. Pokud se
naboje pohybuji, objevuje se navic zahadna sila, kterou nelze popsat pomoci skalarnitho potencialu a
které fikame magnetismus. Jakmile dratem zacne téci proud, vytvoii se kolem dratu magnetické pole,
které obvykle popisujeme vektorem magnetické indukce B. Jde vlastné o relativisticky jev, dusledek
toho, ze vzdélenost mezi néboji (a tedy pocCet ndboju na jednotku délky drétu) je jind z pohledu
soutadné soustavy spojené s nehybnou kovovou mftizkou tvoiici material dratu, nez z pohledu souradné
soustavy pohybujici se s elektrony tekoucimi dratem. Proto se pritahuji draty, kterymi tece proud
ve stejném sméru (jédra atomu v jednom drétu ,vidi nadbytek elektront“ v druhém drétu a tento
nadbyteény ndboj je pritahuje). Je pozoruhodné, ze Maxwell tento projev specidlni teorie relativity
svymi rovnicemi spravné popsal vice nez padesat let predtim, nez Einstein teorii relativity formuloval.

V elektrodynamice musime zménit jednu ze dvou Maxwellovych rovnic, kterymi jsme v ¢asti
popsali elektrostatiku. Rovnice popisujici divergenci E , plati i v elektrodynamice. AvSak tvrzeni
rovnice 7e rotace E je nulova, v elektrodynamice neplati. Jak dobie vime, elektrickd intenzita
popsand vektorem E zaéne v dratu stoceném do smycky cirkulovat, kdyz se méni vektor magnetické
indukee prochézejici plochou smycky. Tohoto jevu muzeme vyuzit k vyrobé elektiiny (pfesnéji k indukei
elektromotorického napéti). Pro rotaci E tedy plati

. . OB
E=—-——
V x T

coz je jedna z verzi Faradayova zdkona. Dale musime popsat i ,nové“ magnetické pole. Protoze
<
neexistuji zadné ,magnetické naboje“, obdoba prvni Maxwellovy rovnice pro B je

(12.1)

189
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V-B=0. (12.2)

Jak jsme jiz fekli, zdrojem magnetického pole je pohyb elektrickych ndboja, neboli zména rozlozeni
hustoty néboje p. Pii analyze hustoty pravdépodobnosti p, ze molekulu najdeme v urc¢itém misté, nés
v &4sti B Gaussova véta nas dovedla k rovnici [BZ0)

ap g

Y =_-V.J 12.3

2 | (123)
Pokud touto rovnici nepopiseme rozlozeni hustoty pravdépodobnosti nalezeni molekuly, ale rozlozeni

hustoty naboje, bude mit J vyznam elektrického proudu. Podle Ampérova zdkona by méla byt rotace

magnetické indukce B kolem dratu timérnd elektrickému proudu

V x B = g, (12.4)

kde konstanta pg je nazyvana magnetickd permeabilita vakua. Maxwell si ale vSiml jedné nesrovna-
losti. Kdyz spocitame divergenci vyrazu na levé strané rovnice méli bychom dostat nulu, protoze
a-(ax E) = 0 pro jakékoli vektory a a b. Je tomu tak proto, ze vysledkem vektorového soucinu @ x b je
vektor kolmy k @ i b a skaldrni soucin dvou kolmych vektoru @ a @ x b je nula. Pak ale musi byt nule
rovna i divergence proudu V - J = V - (V x B)/puo. Podle rovnice nenf ale —V - J nic jiného, nez
zména naboje v ¢ase, kterd prece nemusi byt nutné nulova! Maxwell tento problém vyftesil genidlné tak,
ze ,opravil“ Ampéruv zakon

- —

E
VxB= 0J+60Mo8

12.
T (12.5)
takze
p/e€o
. . ="
S S LB S 0 = o - OF o(V-E) 3/)
0=V- (V B) =V- <MOJ+60M0 675) = V-J=—¢V P €0 It =T (12 6)

jak ocekdvame (svorka ukazuje, kde jsme pouzili prvni Maxwellovu rovnici).

Dalsi pozoruhodnou skutecnosti je, ze elektrickd a magnetickd pole mohou existovat i v nepiitomnosti
elektrického néboje (daleko od jakéhokoli naboje, ,,ve vakuu“). Bez ndboju a proudu vypadaji Ma-
xwellovy rovnice takto

VEZO, VB:O7 VXE:—%, VXB—E(]ﬂoczf

Predstavu, jak se muze elektromagnetické pole §ifit ,,prazdnym prostorem“, ndm poskytnou posledni

dvé rovnice. K cili nds dovede, kdyz spocitame rotace obou stran rovnic. Na levych strandch tak ziskdme

dvojnasobné rotace, se kterymi Jsme se jesté nesetkali. Spoc1tame si takovy dvojndsobny vektorovy

soucin nejdifv obecné pro vektory @, b ¢ a pak vyménime @ a b za V. Proto budeme psat ¢ vzdycky
napravo od a@ a b.

(12.7)

@ =ax (bxd) (12.8)
H:—/

e = byc. — bycy, Uy = b.cy — byes, Uy = byey — bycy (12.9)
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Wy = AylUy — AUy = Ay (bpcy — bycy) — az(b.cy — byc.) = braycy — aybycy — azb.cy + byasc,

= by(aycy + azcy) — (ayby + azb,)cy, = by (d- ¢ — agey) — (@ b— Qzby )y = by (- 6) — (@-b)e, (12.10)
Wy = AUy — agu, =by(d- ) — (a- g)cy (12.11)
W, = AUy — AyUy = b, (3-8 — (@- b)c. (12.12)
= @=ax((bxd=ba-é—(abe (12.13)
Dosazen{ E a B misto @a V misto @ a b nam poskytne rotace levych stran rovnic:
Vx(VxE)=V(V-E)—(V-V)E = -V2E (12.14)
=0
Vi Vi _‘7_’_'._’7_‘._'_’:72_'
Vx(VxB)=VV OB) (V-V)B V*B (12.15)
Pfi vypoctu levych stran dosadime za rotaci B ze ¢tvrté rovnice a za rotaci E z tieti rovnice
- 0B  9(VxB) B OE O’E
ot ot 6tGW°m> 0RO B2 (12.16)
- OF d(V x E) o ( 0B 9B
€0tV X a1 €00 e 60#0(% ( 8t> €oHo 12 ( )
Spojenim levych a pravych stran a rozepsanim V na jednotlivé parcialni derivace dostdvame rovnice
?E N i) N ?E  O°E 0°B N 0°B N #?B 9B (12.18)
007 a2 T 022 M 022 " oy 022 Map '

V obou rovnicich mame (az na konstantu eppo) parcidlni druhé derivace stejné funkce. Resenim je
jakakoli funkce E nebo B , kterd zavisi na takové linearni kombinaci ¢asovych a prostorovych proménnych
ke + kyy + k.2 —wt = ¢(2,y, 2,t), pro kterou konstanty ks, ky, k., w spliiuji rovnici Hodnoty
konstant zjistime jednodusSe dosazenim E(qﬁ) do rovnice (stejné dobfe bychom mohli pouzit E)
Nejprve spocitdme vSechny parcidlni druhé derivace

O’E(9) P9 E(¢) _ 0*(kox + kyy + ko2 — wt) 92E(¢) 5 0%E(9)

dr2 92 99 92 057 ' 02 -
O*E(¢)  0%9PE(¢)  0*(kaw +kyy + ko2 —wt) O*E(¢) 2 O*E(9) (12.20)
o2 Oyr 99 y? 99? Y 0¢? '
PE) _ 0’9 OPE(9) _ 0°(kut + kyy + ko2 — wt) E(¢) _50°E(9) (12.21)
922 922 992 022 dp2 7 0¢? '
o2 R 052 or 962~ “ 042 '

Po dosazeni do rovnice [12.18] se parcidlni druhé derivace podle ¢ vykrati a zbude

k24 k2 + k2 =k = eopuow’®. (12.23)
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Kdyz ¢ vydélime k

ke  ky k. ow
Zrt Y + s Et7 (12.24)

budou mit vSechny ¢leny rozmeér délky (poméry k;/k jsou bezrozmérné). Aby to platilo i pro posledni
¢len, musi mit zlomek w/k rozmér rychlosti, kterou si ozna¢ime pismenkem c. Podle rovnice [12.23 se

tedy rychlosti ¢ musi rovnat i 1/,/€gpg, takze rovnici [12.18| muzeme piepsat
O’E N OE N PE 1 0°E 0°B N 0°B N B 19°B
ox2 Oy 022 2 o2’ ox2 Oy 022 2 o2

(12.25)

Rychlosti ¢ putuje prostorem vlna néjakého konkrétniho vektoru E. Pokud v ¢ase t = 0 se v misté
0, Yo, 20 vektor E rovnd E(¢0), stejny vektor najdeme v ¢ase t v misté x+Ax, y+ Ay, z+ Az, posunutém
od xg, Yo, 20 0 vzdalenost ct ve sméru daném pomeérem konstant kg, ky, k.. Pokud se navic ve stejném
misté g, yg, 20 vektor E po kazdé casové periodé 7 vrati do stejného stavu, znamena to, ze misto
T+ Ax,y + Ay, z + Az je od xg, Yo, 29 posunuto o vinovou délku A. Smér posunuti udavaji poméry
Az, Ay, Az, které jsou stejné, jako pomeéry k,, ky, k.. Vyjadieno ve sférickych souradnicich,

Ax kg . Ay ky . Az k,
3 . cos psin v, 3 . cos p sin ¥, \ ? cos 1, (12.26)
takze
k k k. . . A
= fo—i-?yAy—i—?Az = (cos2<,0s1r1219—|—cos2<,0s111219—|—cos2 =X = =—=c= % (12.27)
T

Uplne stejnou analyzu bychom mohli provést pro B Maxwellovy rovnice tedy predpovidaji, ze ve
vakuu, bez ndboju a proudii, mohou pole vektoru E a B tvorit vlny 8itici se prostorem stejnou rychlosti
a se stejnou vinovou délkou. Podle vlnové délky povazujeme tyto elektromagnetzcke viny za Rontgenovy
paprsky, svétlo, mikrovlny, ¢i radiové viny. Rotace v I‘OVHICICh 7| ptitom rlkaJ1 7e E a B kmitaji ve
smérech na sebe kolmych Zmeéna (derivace podle ¢asu) B j je imeérnd rotaci Ea naopak. Vektor umérny
rotaci vektoru E musi byt na E kolmy. To zduraznujeme jiz tim, Ze rotaci zapisujeme jako vektorovy
soutin V x E (vysledek vektorového soucinu je vektor kolmy k ndsobenym vektorim).

Tvar viny tvofené vektory E a B mize byt velmi slozity. Jednim z nejjednodussich feSeni rov-
nice Mje (pséno pro E)

E = Ege?® = Egelk=athyythz2—wt) — B cos ¢ + iEp sin . (12.28)

VInu zde popisujeme vlastné dvakrat, v ¢islech redlnych i imagindrnich, coz muze pro pro realnou
fyzikélni veli¢inu E vypadat jako zbytecnost. V kvantové mechanice ale hraji komplexni ¢isla dilezitou
roli a s exponencidlnimi funkcemi se kazdopddné pocitd 1épe, nez s kombinacemi sinti a kosinu. na
druhou stranu, ve funkcich sinus a kosinus ale hraji konstanty k& a w dobte pochopitelnou roli. V téchto
funkeich je k = 2/)\ a w = 27/7, aby pro /a2 +y? + 22 = X a t = 7 byl argument sinu 27 a funkce
tak ukoncila prvni periodu a vratila se na pocateéni hodnotu.

12.2 Superpozice
Ukézali jsme si jiz piiklady nékolika periodickych zmén v ¢ase (rotace a vibrace molekul). V prirodé

se setkavame i s periodickym usporadanim v prostoru. Elektromagnetickd vina je objekt, ktery se pe-
riodicky méni v prostoru i ¢ase. Zdaleka ne vSechno se ale v chemii a fyzice pravidelné opakuje. Proto



12.2. SUPERPOZICE 193

bychom si mohli fikat, ze periodické jevy jsou spiSe vyjimkou. Pomoci jednoduchych periodickych funkei
sinus a kosinus muzeme ale popsat i tvary a zavislosti na prvni pohled neperiodické a neharmonické.
Jako ptiklad nepftilis chemicky, ale snadno predstavitelny, si muzeme predstavit strunu, tfeba na kytafre.
N4s zéjem o molekuly muze uklidnit, ze podobné se chovaji naptiklad elektrony v kyaninovych (poly-
methinovych) barvivech, tvorenych dlouhymi Fetézci konjugovanych dvojnych vazeb.

Pokud zachytime druhou nejtlustsi strunu kytary, pritdhneme ji na stranu a pustime, budeme pozo-
rovat rozmazany obraz kmitajic{ struny. Kdybychom si nahréli video s rychlosti 1320 snimku za sekundu,
vidéli bychom zmény struny nacrtnuté sedé na obrdzku [I2.JJA. Napnutd struna mé ve své rovnovazné
poloze tvar tiseCky mezi zafezy, ve kterych je uchycena. Kdyz strunu vychylime, tento tvar porusime
a donutime strunu mit tvar pfiblizné trojuihelniku. Jakmile strunu uvolnime, vychyleni se po struné
rozbéhne jako malé vlnka obéma sméry. V obou smérech ale tyto vinky brzy narazi na prekazku. U ky-
tary jsou témi prekazkami kobylka a posledni prazec, zvany ofech. Vlnky, které se po kytafe rozbéhnou
opatnymi sméry po uvolnéni struny, budou mit podobny tvar jako vychylena struna, ale s polovi¢ni
vychylkou. Vinka, kterd pobézi nahoru k ofechu, je na obrazku [I2:I]A nakreslena modfe a vlnka, kterd
se rozbéhne dolu ke kobylce, Cervené.

V okamziku uvolnéni jsou obé poloviéni vinky stejné, celkové vychyleni struny se rovna souctu
vychylek modré a ¢ervené vinky. Na druhém snimku obrézku [[2.IJA vidime ¢ervenou vlnku préve ve
chvili, kdy se jeji vrchol odrédzi od kobylky. Vinka se odrazi zpét, ale vychylend na druhou stranu,
doprava,k. Modra vinka se posunula o stejnou vzdélenost k ofechu, od kterého se jeji konecek odrazil,
také s opacnou vychylkou. Zména sméru vychyleni dava smysl, kdyz si uvédomime, ze tvar struny
ziskame slozenim vSech vlnek, které sledujeme. Dole, v misté kobylky, musime secist zbytek cervené
vinky bézici dolu a kousicek ¢ervené vinky, ktery uz se odrazil zpét nahoru. Struna je ale ke kobylce
pevné prichycena, takze v tomto misté nemize mit zédnou vychylku. Cervens vinka se musi odrazit
s presné opacnou vychylkou, nez se kterou do kobylky nardzi, aby se obé vychylky od sebe odecetly a
vysledkem byla nulova vychylka na konci struny.

Takto se trojuhelnikové viny odrazi od ofechu a kobylky mnohokrat. Po delsi dobé bude ale tvar
struny vypadat spiSe jako tmavé zelend kiivka na obrdzku [I2.1B, kterd mnohem lépe odpovidd nasim
znalostem o funkci hudebnich néstroju. Jakym kouzlem se zménil trojihelnikovy tvar struny na hladky
tvar popsany funkci sinus? Souvisi to s tim, ze jakykoli tvar, véetné trojuhelniku, muzeme ziskat souctem,
neboli superpozici dostatecného mnozstvi funkci sinus a kosinus popisujicich vlny s rozdilnou vlnovou
délkou, neboli periodou vlny v prostoru. V piipadé trojihelniku je ovSem dostate¢né mmnozstvi ne-
konecné, takze v praxi se muzeme trojihelnikovému tvaru jen priblizit. Jak ale ukazuje obrazek
vlevo, jiz tfi funkce sinus vystihuji tvar rovnoramenného trojihelniku velmi vérné, snad kromé vrcholu.
S vyuzitim funkef sinus i kosinus mtzeme napodobit obecny trojuhelnik, jak je ukazano na obrazku
Vpravo.

Trojthelnikovy tvar vychylené struny si tak mtizeme popsat jako soucet velkého (idedlné nekonecného)
mnozstvi sinovych a kosinovych funkei, jejichz periody (vlnové délky) odpovidaji dvojndsobku délky
struny vydélenému celym ¢islem A = 2L /n. Takové viny se ${f{ obéma sméry, odrézeji na konci strun a
zase putuji zpét. Tvar struny je souc¢tem takovych vin. Ackoli se séitaji viny béhajici po struné, soucet
vln, které maji stejnou A = 2L /n, ale putuji opaénym smérem, je vina stojatd, kterd neputuje nikam.
Stojaté viny s A = 2L/n jsou pro n = 1,2, 3 ukdzdny na obrdzku fD.

Pro¢ ale na struné vidime jen stojatou vlnu s A = 2L? Struna nekmitd ve vzduchoprazdnu. Musi
rozechvét télo kytary, které pak rozkmitd vzduch a vznikne tak to, cemu fikame zvuk. Z pohledu fyziky
prsty dodaji energii struné a ta ji pak pfeda kytafe a kytara molekuldm vzduchu. Jak jsme si fekli,
po drnknuti se po struné rozbéhnou trojihelnikové vlny, které lze rozlozit na vlny tvaru funkei sinus
a kosinus lisici se vlnovou délkou. Tyto viny se také §ifi po struné tam a zpatky, stejnou rychlosti bez
ohledu na vlnovou délku. Rychlost vin zavisi jen na hustoté materidlu struny a na tom, jak je struna
napnutd, tedy naladénd. Protoze je rychlost stejnd, viny s delsi vinovou délkou A musi mit také delsi
periodu kmitani v ¢ase 7, kterd je zaroven periodou kmitani stojaté viny, kterd vznika jejich slozenim.
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Obréazek 12.1: A. Zmény tvaru struny (zndzornéna sedé) po vychyleni. Viny sifici se po uvolnéni struny jsou znézornény
modfe a Eerveng, vychylky téchto vin jsou vyznaceny vodorovnymi sipkami. Sipky nad a pod obrézky oznaguji odraz viny
na pevném konci struny. B. Stojatd vlna (zndzornéna tmavé zelené) vlnové délky A = 2L pozorovand na struné po delsi
dobé. C. Stojatd vlna (zndzornéna modrosedé) vinové délky A = L, pfedstavujici druhou harmonickou vinu. D. Stojatd
vlna (zndzornéna svétle zeleng) vinové délky A = %L, predstavujici tfeti harmonickou vinu. Viny §ifici se podél struny, ze
kterych se stojaté viny na obrazcich B-D sklddaji, jsou zndzornény modfe a Cervené.
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Obréazek 12.2: Napodobeni tvart trojihelniki pomoci superpozice funkci sinus a kosinus. Pozadovany trojihelnikovy
tvar je nakreslen Sedé, vysledek superpozice cervené a grafy funkci, které s¢itdme, ostatnimi barvami.

Energie jednotlivych viln se pfedavéa vzduchu tim vice, ¢im rychleji viny kmitaji, tedy ¢im maji kratsi
periodu. Proto nejdiive odezni viny s nejkratsi periodou a tedy i vilnovou délkou. Z trojuhelnikového
tvaru struny tedy nejrychleji mizi viny s kratsi délkou, az se nakonec tvar struny zméni na stojatou vinu
nakreslenou tmavé zelené na obrazku[I2.IB. To je stojatd vlna, kterou vidime, kdyz se divdme na strunu.
V ptipadé kytary je ale lepsi véfit svym usim, nez o¢im. Tmavé zelena vlna s vrcholem uprostied na
struné, které fikdme A, kmitd sto desetkrat za sekundu. To je vyska ténu, ktery slysime. VIna, kterd je
rozpulend nulou uprostied, méa poloviéni vlnovou délku a dvakrat vyssi frekvenci kmitani. To odpovida
ténu v hudebni stupnici o oktavu vys. Tuto vlnu sice oko nepostiehne, ale lidské ucho dokaze rozpoznat,
ze se do zékladniho ténu pfimicha jesté dalsi, o oktavu vyssi. Viny s tiikrat, ¢tytrikrat, pétkrat vyssi
frekvenci také trochu pfispivaji ke zvuku struny A a spolecné vytvafeji to, ¢emu hudebnici fikaji barva
nastroje.

12.3 Fourierovy rady

Na obrézku[I2:2]jsme si ukdzali, jak muzeme tvar trojihelniku posklddat z funkef sinus a kosinus. Nefekli
jsme si ale, podle ¢eho pozname, v jakém poméru mame funkce sinus a kosinus secist. Podle vztahu [7.89
miizeme kombinaci sinti a kosinii nahradit linedrn{ kombinaci funkci *? s riiznymi (kladnymi i zipornymi)
¢isly k. Presnéji feceno, linearn{ kombinaci funkef e** s redlnymi koeficienty ziskdme kombinaci funkci
cos(kz) aisin(kx), ale tato drobnd komplikace je vyvdzena mnohem snadnéjsim pocitdnim s (komplexni)
exponencidlni funkei ve srovnani s poc¢itanim s goniometrickymi funkcemi. Dalsi komplikaci je, ze po-
moci linedrni kombinaci sint a kosint muzeme nahradit jakoukoli periodickou funkci, zatimco struna na
kytafe ma zaCatek a konec. Pro zndzornéni tvaru vychylené struny muzeme ale pouzit matematickou
funkci skladajici se ze stale se opakujicich trojihelniku a takova funkce jiz periodicka je.

Pro zacéatek budeme predpoklddat, Ze éisla k v nasf linedrni kombinaci funkci e** (nebo cos(kz) a
isin(kx)) jsou celociselné ndsobky Ak = 27w /L, kde L je délka struny (a perioda funkce strunu popisujici).
Vychylku y v kazdém misté & podél struny pak muzeme popsat nasledujici linedrni kombinaci zvanou
Fourierova rada

y(m) — Z Aneiknx — Z AneinAkx — Z AneiQﬂ'nx/L. (12_29)

n—=—oo n=—oo n=—oo

Periodi¢nost ndm umoziiuje vypocitat jednotlivé koeficienty A,, integrovanim
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2m
L Ak

/ ( ) 71k”wdx _ Z An’ / 1” -n AIm:d — 7];An, (1230)

0 n/=—o00

kde v8echny integrované funkce jsou kombinace sinu a kosinti a jejich integrély pies celou periodu jsou
proto nulové. Jedinou vyjimkou je piipad, kdy n’ = n, exponent (argument sinové a kosinové funkce)
je proto nulovy a funkce je tedy konstantni (rovnd jedné). Z tohoto pohledu pfipominaji integraly
funkef e("' =4k gkaldrni souciny kolmych (ortogonalnich) vektorti. Soucin dvou riiznych je nulovy,
souc¢in dvou stejnych rovny druhé mocniné velikosti. Proto se i naSe funkce el(n'—n)Akz oznacuji jako
ortogondlni. Ke stejnému vysledku dojdeme integrovanim pies jakékoli meze lisici se o L = 27/Ak,
napiiklad

/ P
1<" —mAkz gy — A%:A"' (12.31)

n'=—oo

+25
/y( _’kmdx— Z Ay
=

Z\* \P‘q

Ortogonalita funkci e2*% g rliznym n ndm umoziuje najit uziteény vztah mezi druhymi mocninami

koeficientu A,, a funkce y(z). Staci vypocitat integrél

oo

2 9
N ALl (12.32)

n=—oo

1 n'—n Akzdfﬂ

o\%

L L o
[v@ntaras = [ly@as = Y S AL
0 0 n

'=—0c0on=—00

Ziskany vztah se nazyvéa Parsevalova véta.

Zatim jsme funkcemi e'** popisovali jen tvar struny, zavisejici na jediné prostorové proménné z.
Uprava rovnice pro popis casovych zavislosti, stejné jako rozsifeni na trojrozmérné objekty, jsou
pfimocaré:

9 9 3]
Z Aneiwnt — Z AneinAwt — Z .AneiQﬂ'nt/T7 (1233)
n=—o00 n=-—o00 n=-—o00
oo S oo
P, 2 ZA T = ST ST N Ay gy el T e, (12.34)
Ng=—00Ny=—00 N, =—00

12.4 Fourierova transformace

Fourierovy tady jsme si popsali jako posloupnosti funkei sinus a kosinus (v exponencidlni forme), je-
jichz prostorovéd nebo casové frekvence se ménila skokové, jako celoc¢iselné ndsobky Ak = 27 /L nebo
Aw = 27 /7. Prostorové a ¢asové proménné jsou ve skutecnosti spojité. Kdyz ale potizujeme digitaln{
zaznamy obrazu, zvuku, ¢i vysledku néjakého méteni, ukladame v pocitaci prostorové a casové zavislosti
také nespojité, po jednotlivych pixelech, voxelech, ¢i ¢asovych krocich. Tyto zavislosti bychom tedy
vlastné méli popisovat jako nespojité fady ¢isel. To by se mélo projevit i na vyéislovani koeficientu ve
Fourierovych fadach. Misto integralu v rovnici bychom proto méli psat

N-—1 s} N-—1

2
D I S
=0 n'=—oo j=0 J=0 L

(12.35)
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a misto rovnice [[2.29]

1 & . .
v = 5 > Vet AL, (12.36)

n=—oo

Pokud v posledni rovnici omezime pocet Fourierovych fad na stejné ¢islo N, jako pocet ,pixelu® na
L, ziskdme témét symetrické vztahy pro pfepocet posloupnosti y; na posloupnosti Y;, a naopak

N-1 N-1
Y= — YnelnAkgAzAk, Yn _ § yje—lnAkqAxAx. (1237)
2m n=0 j=0

Zcela obdobné vztahy plati i pro ¢asové zavislosti

1 N-1 N-1
yj = % Z YnelnAngtAw’ Yn — yje—lnAw‘jAtAt. (1238)
n=0 j=0

V obou piipadech jsme si jako y; oznacili ¢isla, kterd se méni se skokovymi zménami prostorové
nebo Casové promeénné, v redlném prostoru nebo ¢ase. Naproti tomu Y,, jsou ¢&isla zavisejici na skokoveé
se ménici prostorové ¢i ¢asové frekvenci, tedy postupné se ménici v reciprokém prostoru nebo ve frek-
vencni doméné. Popsanému pievadéni posloupnosti y; na posloupnosti Y;,, a naopak, se iikd diskrétns
Fourierova transformace. Diskrétni Fourierova transformace se Casto pouziva pii zpracovani obrazu ¢i
zvuku. Jak si pozdéji ukazeme, hraje dulezitou roli i pii studiu struktur molekul.

Co se stane s rovnicemi a kdyz za¢neme zvétSovat L nebo 7 nade viechny meze?
Hodnoty Ak = 27/L a Aw = 27 /7 se budou blizit nule, takze je muzeme nahradit diferencidly a misto
sum pocitat integraly

o0 oo

y(x):% / Y (k)el**dk Y(k) = / y(z)e *dz, (12.39)
y(t) = % / Y (w)e“!dw Y(w) = /y(t)e_iwtdt. (12.40)

Tyto vztahy predstavuji spojitou Fourierovu transformaci. Spojité funkce sice nepopisuji realisticky
digitalni zdznamy meéfeni, umoznuji nam ale pochopit napiiklad chovéni vlnovych funkci v kvantové
mechanice. Navic vysledky integrovani v rovnicich a byvaji ¢asto jednodussi, nez vysledky
vypoétll sum v rovnicich a

Rovnice popisuji prepocty posloupnosti obéma sméry. Kdyz provedeme po sobé oba
prepocty, méli bychom zpatky ziskat posloupnost, se kterou jsme zacinali. Napiiklad

N-1 o N-1 NolN-t AkAx
Yn _ 2 : 5 § Yn/eln Ak:-jAa:AkefmAk-jAwa _ E § el(n *“)Ak']AQJT. (]_24]_)
T m
=0 n’=0 Jj=0 n'=0

Tento vztah je diky ortogonalité funkci el(n' =mAkz okvivalentn{ rovnici Protoze k vysledku
prispivaji jen ¢leny s n = [, muzeme rozsah | v sumé rozsitit do nekonecna. Abychom ziskali zpét Y,,, musi
se sou¢in AkAx rovnat 27. To ndm pfipomind, ze krok Ak, o ktery se lis{ sousedni ¢leny Fourierovych
fad, neni libovolny, ale je pevné dén velikosti pixelu Az a poc¢tem pixelu N: Ak = 2x/L = 27 /(N Ax).
Na druhou stranu, rozsah hodnot k, které je schopna diskrétni Fourierova transformace jednoznacné
uréit, je K = NAk = 2nN/L = 27 /Ax. Zahrnuje-li spektrdini sirka K interval od —kpmax do kmax, musi
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byt velikost pixelu nejvys 7/kmax (Nyquistova podminka). Velikost pixelu tak urcuje spektralni sitku,
kterou je digitdlni zdznam schopen pokryt. Pokud k tvaru popsanému zavislosti y; pfispiva i periodick4
funkce s |k| > 7/Ax, Fourierova transformace ji interpretuje jako funkei s |k| nizs{ o takovy nédsobek
w/Az, aby se k veslo do intervalu mezi —7w/Az a 7/Ax.

Stejné vztahy plati i mezi hodnotami Aw, w, 7 a At. Lze rozlisit pouze frekvence lisici se alespon
0 Aw = 27/7 = 27 /(NAt) a frekvencni sftka je ddna ¢asovym krokem digitdlniho zdznamu, zahrnuje
frekvence od —wN/7 = —n/At do nN/T = 7/ At.

Pozadavek, abychom se Fourierovou transformaci tam a zpét vratili k puvodni hodnoté y nebo Y,
ma zajimavy dusledek i pro transformaci spojitou. Mizeme si to tentokrat ukazat na piikladu ¢asové
zavislosti

17 . 1 [ e [ o T 1 [ oy
y(t) = — / Y(w)e“"tdw:—/e“‘“tdw/y(t')e_l“}t dt’ = /y(t’)dt’—/e“"(t_t)dw. (12.42)
2 27 2T

Abychom ziskali zpatky y(t), musi se druhy integrdl rovnat 2w pro t = t a nule pro t' # t. Tento
integral muzeme vyuzit k definovani delta funkce

U [ oy
5(t—t’):2—/el‘”(t’t)dw. (12.43)
™

Oveérili jsme si, ze rovnice [12.39] a opravdu spravné popisuji prepocty y a Y obéma sméry.
Pokud by nés trapilo, ze vztahy nejsou zcela symetrické (symetrii kazi faktor 27), sta¢i jen malicko
zménit definici koeficientt A;. Napiiklad pro casovou zavislost na

- Aj iw; = A, ijAw
P Vi T Vi r I
Jj=—00

j=—o0

coz upravi rovnice [12.39| a na

17 . 17 .
=— [ Y(k)e*2dk Y(k)= — / e ikzq 12.45
o) = o= [ V() ()= o= [ waeda (12.45
a
(t) 1 / Y (w)el“td Y (w) L / (t)e “idt (12.46)
= — w w W) = —F/— . .
4 Vo 27 Y
Jinou moznost{ je vyjadiit Fourierovy fady pomoci s = k/(27) a v = w/(27)
o0 o0
y(z) = / ¥ (s)ei2msds, y(t) = / ¥ (v)ei2™ dy. (12.47)

12.5 Konvoluce

Pomoci rovnic [12.39| a [12.40| jsme si popsali, jak prepocitat funkce y(x) nebo y(¢) na funkce Y (k) nebo
Y (w) a naopak. Jak muzeme prepocitavat kombinace vice funkci? V piipadé souctu to je jednoduché.
Podstatou Fourierovy transformace je integrovani, tedy vlastné s¢itdni. Integral souc¢tu proto muzeme
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rozdélit na soucet dvou integrali. Proto Fourierova transformace souc¢tu funkei y; + yo je soucet trans-
formaci Y7 + Y5 a naopak.

Se soucinem funkci to tak jednoduché neni. Podivejme se na dvé funkce vyjadiené pomoci Fourie-
rovych fad podle rovnice [12.29

D AR (@) = Y BuetAh (12.48)

n=—oo n=—oo

Protoze sumy séitdme od —oco do co, muzeme pro yo(x) klidné otocit smér pocitdni n a navic zacit
pocitat n nikoli od nuly, ale od néjaké jiné hodnoty I. V druhé sumé pak budeme psat [ — n misto [.
Zkusme se podivat na soucin y;(x) s takto oto¢enou a posunutou sumou popisujici yo(z)

( i AneinAk:r) < Z Bl n/el(l n’ Akx) eilAkz( i AneinAkx> ( Z Bl n/efln Akz)

n=-—oo '=—00 n=-—o00 '=—o00
(12.49)
Budeme-li pocitat integral takového soucinu vyndsobeného e~ 4% podobné jako v rovnici
budou diky ortogonalité nenulové integraly pouze pro stejnd n v obou suméach

e—ilAkx( Z AneinAkx> ( Z Blnei(l—n)Akx> dx =

n=—oo n=—oo

P~}

ﬂ oo o0
Z ABi / dm:ii; S AB =Y %A ik ZYlanl n k. (12.50)

Ak

V limité Ak — 0 nahrad{ sumu integral. Pokud si oznacime [Ak/(27) = s a lAk/(27) = s/, muzeme
pséat

/ Y1 (z)ys(z)e 1252 dy = /Yl(SI)Y2(575/>dSI. (12.51)

Integrélu na pravé strané se iika konvoluce a zkrécené se zapisuje Y7 * Y2(s). Rovnice ukazuje, ze
Fourierova transformace sou¢inu dvou funkei se rovna konvoluci Fourierovych transformaci jednotlivych
funkei.

12.6 Zareni ¢erného télesa

Trojrozmérnou obdobou kmitéani struny pro elektromagnetické viny je takzvané céerné téleso. Takové
téleso pohlcuje zafeni vech vinovych délek (proto je ,cerné“) a jeho energii pfeménuje na tepelnou
energii svych atomu. Nebo naopak pii zahféati se rozkmitané ndboje stdvaji zdroji elektromagnetickych
vin, jejichz vinova délka zavisi jen na teploté. Jako Cerné téleso si muzeme predstavit pec, nebo spise
troubu, zahfatou na néjakou teplotu. Pti nepatrném pootevieni dvitek bude §térbinou vychézet zareni
(pro urcité teploty svételné), jehoz vinovd délka bude odpovidat teploté trouby. Pozorovand zavislost
hustoty zdrivé energie na vinové délce, kterd neodpovidala klasické fyzice, dovedla Plancka k prvnimu
krucku ke kvantové mechanice.

Pro jednoduchost budeme predpokladat, ze vnitiek nasi trouby mé tvar krychle o rozmérech Lx L x L.
Pokud budou vnitini stény dokonale vodivé, bude muset mit elektrické pole na sténdch nulovou intenzitu
E. Tuto podminky spliuji viny tvaru funkce sinus, ve kterych
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kol =mng, kyL=mn,, kL=mn, =  ky=-—2 Fk, = % k. = 7”22, (12.52)

kde ng,ny,n, jsou pfirozend ¢isla, aby hodnoty k,L, k,L, k. L byly celo¢iselné ndsobky m a funkce
sinus tak byla pro x = L, y = L a z = L nulové. Z kombinace podminek [12.23|a A = 2L/n vyplyvd, ze

472 n2m?
2 2 2
=k + ky +k; = T2 (12.53)

w2 4rn%y?

c? c?

kde jsme zavedli frekvenci v = 1/7.

Geometrickd interpretace této rovnice je, ze v trojrozmérném grafu s osami n,, ny, n, (v takzvaném
k-prostoru) odpovidaji véem vlndm, které se vejdou do trouby, body na povrchu koule o poloméru nz/L.
Piesnéji feceno, jde pouze o body na povrchu osminy takové koule s kladnymi hodnotami ng,ny,n..

Kolik vIn s rznou kombinaci n,,n,,n, existuje pro vlnové délky rovné vzddlenosti 2L vydélené
cisly mezi n a n + An? Graficky to znamena se¢ist pocet bodu ve vrstvé mezi koulemi s poloméry n
a n + An. Na jednotku objemu v k-prostoru (krychlicku o strandch délky jedna) pfipadd v prumeéru
jeden bod (jedna trojice pfirozenych ¢isel). Pocet bodia N v uréitém objemu se tedy ¢iselné rovnd piimo
objemu poc¢itaném v jednotkach k-prostoru (coz jsou pfirozend ¢isla). Objem vrstvy mezi koulemi se
rovna rozdilu objemu téchto kouli. Od osminy objemu vétsi koule %w(n—i—An)?’ odecteme osminu objemu
mensi koule %wn?’

7 (n® + 3n®An + 3nAn® + An® —n?) = g <n2An + nAn? + ;An3> . (12.54)

ool —
|

Nn,nJrAn -

Vyuzijeme rovnici [12.53| k vyjadfeni ¢isla n pomoci frekvence v

2 oL 2LA
e L a2 o Ap=E2Y (12.55)
c L c c

Po dosazeni

Ar L3 1 4 1
Nyoiay = 773 <1/2Ay + AL+ 3Ay3) = LSV (VQAV + ALV + 3A1/3> , (12.56)
c c

kde V je objem trouby ve skutetném (redlném prostoru). Frekvence v je v klasické fyzice veli¢ina,
kterd se méni spojité. Dovolime si proto zmensit Av na nekoneéné maly diferencidl dv, abychom mohli
zanedbat vyssi mocniny dv. Navic vezmeme do tvahy, Ze pro kazdou kombinaci ng, ny, n, existuji dve
viny (dva ruzné mddy) lisici se polarizact orientaci E a B. Pokud vlna postupuje ve sméru z, muze
E kmitat podél osy z a B podél osy y, nebo naopak. Na kazdé N, ,+a, tak pfipadnou dvé viny (dva
mébdy). Pocet médu pro dany rozsah frekvenci na jednotku objemu trouby, neboli diferencidl hustoty
mddu p, se proto rovna

dp = Zd‘i\fy = Sc—gVQdy. (12.57)

Podle klasické fyziky by se mezi tyto médy méla rovnomérné rozdélit celkovd energie elektromagne-

tickych vln v troubé (kazd4 vina by méla mit stejnou energii). P¥itom veskerd energie téchto vin pochézi

z tepelné energie trouby, takze podle Boltzmanna muzeme za prumérnou energii viny povazovat hodnotu

kgT'. Tuto energii staci vazit hustotou médu. Zavislost spektrdlni hustoty zdrivé energie u na frekvenci

(piispévek zdrivé energie na nekonecné tzky interval frekvenci a na jednotku objemu) pak spoé¢itdme
jednoduse
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= 8m 9 8m 9

du = Edp = kgTdp = — kpTv dv = udv = u= —kpgTv". (12.58)

c c

Pokus vypocitat ze celkovou zafivou energii na jednotku objemu trouby integraci spektralni hustoty
pres vSechny frekvence

e 7 StkpT [ .  StksT. 4
V= /udu =~ /1/ dv = 303 [’ — o (12.59)

0 0

ukazuje na zasadni problém: pro vyssi a vyssi frekvence, neboli vinové délky kratsi a krat$i nez
vinova délka fialového svétla, roste energie nade vSechny meze. Tento nestastny vysledek odporujici
pozorovani i zdravému rozumu si vyslouzil nézev ultrafialovd katastrofa.

12.7 Planckuv zakon

Zpusob, kterym ultrafialové katastrofé zabranil Planck, je mimotradny. Zatimco v klasické fyzice sou-
visela energie viny jen s jeji amplitudou (vlny s ruznou frekvenci v nasi troubé by mély mit stejnou
energii), Planck pfiel s my§lenkou, Ze se energie kmitajicich ndboju v zahiété troubé méni po skocich,
po kvantech o velikosti

AE:h~V:2£-27T1/:h~w, (12.60)

s

kde h je slavna Planckova konstanta. Po stejnych skocich se méni i energie vyzafenych vin. Jaky
diisledek m4 tento pozadavek pro rozdéleni energie mezi viny? Odpovéd ndm d4, stejné jako v jinych
podobnych piipadech, Boltzmanniiv zakon. V souboru N vIn bude pocet n; téch, jejichz energie je
&, = jhv, pifmo imérny e~7"/ksT  Pramérnou energii médu o frekvenci v miizeme proto spocitat

0 jhv 0 .
. Z e T 3 jhve T3 jhued
&= &= = = (12.61)
=0 Z e kBT Z e kT Z Cj
7=0 7=0

kde ¢ = e "/*8T  Vyéislit mocninné fady ndm pomtize chytry trik. Uvédomime si, co se stane,
kdyz vyndsobime mocninnou fadu skladajici se z N ¢lenu (s mocninami od 0 do N — 1) vyrazem 1 — ¢

Z

(1-¢) <j=(1—<> O+ + 4+ V) = O TN T Y = 1Y

7= (12.62)
Pak zkusime totéz pro fadu slozenou z élentt 57
N-1
(1= J¢ == +2C+3C+- + (N -1)¢") =
j=0
C—C*+2¢3 =203 +3¢° =3¢ 4+ (N = 1)V = (N =1)¢N =
N—-1
C(1+C1+<2+"'+CN71):Czcj' (12.63)
Jj=

Vidime, ze na tuto fadu musime aplikovat nas trik dvakrat
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N-1 N-1 N—1
G*Cfggﬂj:ﬂfC)(lfozgﬂ? =(1-¢) cZ%@ =C(1-¢M). (12.64)

Pomér nasich dvou mocninnych fad je tedy pro jakékoli N (véetné N — o)

_ , (12.65)
oL T A 1<
> ¢
)
Po dosazeni do rovnice [[2.61]
= ¢ _ 1 _ hv
é’,,—iwl_C —hl/ng—l = T 1 (12.66)

Kdyz zopakujeme vypocet zavislosti spektralni hustoty zarivé energie na frekvenci s touto prumérnou
energii, ziskdme Planckuv distribucéni zdkon

8 h 8 hv?
du=E&dp = T v vidy = U T v

3 ohv/ksT _ | = B ehv/keT _ 1" (12.67)

12.8 Stefanuv—Boltzmannuv zakon

Cemu se rovné celkové hustota hustota energie, vypocitand integraci ziskané spektralni hustoty pres
vsechny frekvence?

e 7 _ 8nh v 4 r 4 T e
V / / ehl//kBT _ ldl/ 3h3 kBT / es — ds = 3h3 kBT / 1— dS 1268)
0 0 0

kde s = hv/kgT. Podle vztahu [12.62

—Js
1 _ JE © —Js 53675 3 Jjs _ 3 ]s 12 69
1—e=5  lim 1_e—Ns ZC = 1_e—s_SC ZC =9 ZC ’ )

N—>oo Jj=0

/S3Ze_js = Z/sse_js. (12.70)
j=1 j=179

0

Integrovany vyraz je prikladem exponencialni funkce nasobené mocninnou funkci. Takové integrély
Ize nastésti resit metodou per partes, uvedenou v ¢asti Ukazeme si, jaky je obecny vysledek pocitani
takového integralu. Vyuzijeme toho, ze podle pravidla o derivaci souc¢inu

A7) A

ad(_ﬁ‘S) e—ﬂs — a—le—ﬂs
ds ds ds d(—ps)

as

— BsePs (12.71)
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a,—Bs _ g/ a—1,—8s 3. l/ @ 7,6’5 _ g/ a—1,—B8s71. l a,—Bs]>®
= s% Pids = s e Pqds d (s%e = e Pids s%e .
0/ 6 ) ﬁ / ( B / B [ ]0

(12.72)
Vysledek obsahuje integral stejného typu jako na zacdtku, jen s je umocnéno na ¢islo o jednicku
mensi. Tento integral muzeme tedy vypocitat stejnym zpuisobem, jenom misto o budeme psat o — 1:

o a—1_—fBs _aa— 1 a—2 —,Hs al a—1_—Bs]®
— [ s* e Pds = = S ds — —— e . 12.73
ﬂ/ g B ) BB L Jo ( )
Kdyz cely postup zopakujeme a-krat, dojdeme k
oo oo
05(04*1)“'2 —Bs ' —Bs Oz! —Bs [e'e] Oé! —Bs [e'e] Oé' —Bs [e’e]
56%_10/56 dS*BTVO ds— oo [se™]g = —gar 7]y —ga lse™]p (1279)

(v obou ¢lenech ve vysledku méme «!, protoze jak (1-2-3---a), tak (2-3---«) se rovnd a!). Ted
bychom méli postupné podosazovat vysledky jednotlivych kroku do predchozich integralu a nakonec
ziskat dlouhou fadu ¢lent v hranatych zavorkach s mezemi integralu. Pii dosazeni spodni meze ziskdme
pro [e_'Bs] jednigku, protoze e® = 1. Ve viech ostatnich ¢lenech ziskdme nulu, protoze 0¢-e® =0-1=0
pro kazdé c. Horni meze predstavuji limity pro s — oo.

c

lim (sce*ﬂs) = lim — (12.75)

5—00 5—00 eBS

Tyto limity mtizeme vypocitat z poméru rychlosti (derivaci podle s), s jakou se vyrazy v ¢itateli a
jmenovateli blizi nekoneénu (L’Hospitalovo pravidlo):

c ds® e—1 d’s ! !
. . Ccs . c . cl cl
lim = lim -9 = lim == lim ¥ =lim ———=—=0. (12.76)
s—o0 efs 5—00 dig Z 5—+00 Be,ﬁs 5§—00 dide - §—>00 5ceﬁs o0
s s¢

K celkové hodnoté integralu pfispiva tedy pouze spodni mez tplné posledniho integrovani. Integral
mocninné funkce nédsobené exponencialni je tedy

oo

e s = —— (0 1) 4 (0= 0) 4+ (0—0) = -2 (12.77)
60{—&-1 ﬂa-{-l' :
0
Pouzitim tohoto vzorce pro integral v rovnici [12.68 ziskdme
— 4 s’e”” 4 3 s
v = s kBT) /l_e_sds 3h3 (ksT) /Zs e I%ds
0
= k:T4OOOO3‘”d 003— S P 12.78
= 3h3 sT)'Y [ s 5= 3h3 27_ 3h3 Z?' (12.78)
j=1 0 j=1 j=1

Spocitat vyslednou sumu ndm pomuze Parsevalova véta (rovnice [12.32). Pro L =1 = Ak =27

> A2 1
Z |A;]? = |Ao|2+2Z\A 2 = —/|y\ dz = Z|Aj|2=| 20| —E/\yﬁdx, (12.79)
j=1 e

j=—00
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kde

™

1 hy
R 12.
Aj; o /ye dz (12.80)

—T
Abychom mohli tyto vztahy vyuzit, musime najit takovou funkci y, aby |.A;|* bylo timérné 1/;%:

T

1 iim konstanta
A; = 7 /yeJ dt = — (12.81)

—T
Kdyz jsme pii odvozovani vzorce [12.77| integrovali s®e=#%, pouzili jsme a-krat metodu per partes a
v kazdém kroku jsme ziskali jeden clen FeSeni, ktery mél pro I-ty krok tvar
ala—1)(a=1)

- G [s e 4] 7. (12.82)

Pokud v rovnici[12.81] zvolime y = z®, budeme pocitat podobny integrdl, pouze meze budou odlisné.
Metoda per partes nam bude poskytovat cleny

ala—1)---(a—1) ™

- (—ij)+! [xa_leijﬂ

(12.83)

—7

Podle vztahu [7.87]

eI = cos(jm) £ isin(jr) = (—1)7 £i-0 = (=1)7, (12.84)

takze po dosazeni mez{ do vyrazu v hranatych zavorkach ziskdme 27*~!(—1)7 pro lichd o — [ a nuly
pro sudd « — [. Abychom dostali ve jmenovateli zlomku 52, musime zvolit & = 2. Prol =0al = 2
ziskame nulové Cleny a pro [ = 1 ziskame

a2 C 4m(—1)

e [weT)T = 2 om(—1) = Lz)7
(—1j) T j

jak potrebujeme. Pro dosazeni do rovnice potiebujeme vypocitat

1 2 ij (1) 1 ] 9 2317 1 / 1 2> " m
A; 27/9” Hdv=20mm A=gr =g T )Y e T

(12.85)

(12.86)
Po dosazeni
i < 4 1 Aol?  wt at at9-5) 2 x 6 gt
2 2 4
DA =2 AT [V T T 0 18 90 TP Y 415
Jj=1 Jj=1 g j=1
(12.87)

Jak vidime, po Planckové zésahu integral v rovnici[l2.68 neroste do nekonecna, ale nabyva konstantni
hodnoty. Hustota energie se po dosazeni integralu do rovnice [12.68| rovna

& - 87T5]€B 4

Vo 15¢3h37

coz je zavislost zndma jako Stefantdv—Boltzmanniv zdkon. Aby Planck ziskal stejnou hodnotu, jaka
byla pozorovéna experimentalné, musel zvolit h = 6,626176 - 10734 Js.

(12.88)



Kapitola 13

Elektrony

In Bohr’s semi-classical model of the hydrogen atom there is an electron describing a
circular or elliptic orbit. This is only a model; the real atom contains nothing of the sort.
The real atom contains something which it has not entered into the mind of man to conceive,
which has, however, been described symbolically by Schrodinger. This ‘something’ is spread
about in a manner by no means comparable to an electron describing an orbit.

Sir Arthur Stanley Eddington

Matematika: Laplaceuv operator ve sférickych soufadnicich, integrovani ve sférickych soufadnicich,
integrovani per partes, parcidlni a obycejné diferencidlni rovnice druhého Fadu, separace proménnych,
substituce, derivace sou¢inu, druhé derivace goniometrickych a exponencialnich funkci, Tayloruv rozvoj,
L’Hospitalovo pravidlo, okrajové podminky, Frobeniova metoda, Laguerrovy polynomy, mocninné fady,
Fourierovy tady, komplexni ¢isla, Fourierova transformace, konvoluce.

13.1 Energie dvou indukovanych elektrickych dipola

V na$i snaze popsat matematicky chovani molekul jsme se zatim nevénovali zvlastni pozornost elek-
tronum. Ptitom elektrony ¢ini chemii chemii a rozlozeni elektronu stoji za interakcemi molekul, které
jsme jiz mnohokrat zminili a obecné analyzovali, aniz jsme se zabyvali jejich puvodem. V této kapitole
se na elektrony zamétime konkrétnéji.

V ¢éstech a[10.7) jsme si popsali, jak interaguji elektrické dipélové momenty indukované v jinak
nepolarnich molekulédch vnéjsimi elektrickymi silami. Indukované dipély vznikaji také v nepfitomnosti
vnéjsich elektrickych sil v dusledku kmitan{ elektronu (elektronové hustoty) v molekuldch. Fritz London,
po kterém je toto silové pusobeni pojmenovano, analyzoval energii indukovanych dipéla takto. Energie
dvou interagujicich indukovanych dipélu se sklddé z energie prvniho dipélu Uy, energie druhého dipélu
Uy a energie jejich vzajemného pusobeni Ujy. Protoze prvni dipdl tvoii rozkmitany elektron, U; je
energie kmitajici Castice, na kterou pusobi elektricka sila Fi a jejiz vychylka od rovnovazné polohy
popisuje vektor Jl Ze znamych vztahit pro energii pruziny (U = kd?/2) a vychylku d pruziny o tuhosti
k (F = —kd) mizeme spocitat

1 1 1 1 ¢ 11 ¢
Uy =-kid? = —=Fidy = —~ A =+, 13.1
! 2 1 2 1 247T€0d1 247T€0q1d1 ( )
Daéle vime, ze dipélovy moment ¢qid; je imérny elektrické intenzité: q1d; = —a1€0Fr:

205
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1 1 3 1 1 3 242
U = —= q1 _ 1 q1 _ q1ay . (13.2)
2 471'60 q1d1 2 47T€0 0(160E1 20&160
Obdobné
2 92
42d3
Uy = —=. 13.3
2= o (13.3)

Energii Uy zndame z rovnice [10.59] kterou prevedeme ze sférickych do kartézskych soutadnic:

1 di d 1
Treo %7172 (sin ¥4 sin g cos g — 2 cos ¥y cosvy) = Tneg q;% (di1gdog + diyday — 2d1.d2s) .
(13.4)

Kdy?Z secteme viechny t¥i pifspévky k energii a v prvnich dvou rozepiSeme d? a d3 na jednotlivé
slozky, ziskame

U12 =

2( 72 2 2 2072 2 2
qi(di, +di, +di,) q¢5(ds, +d3, +d3,) 1 qiq2
U= dizdoy + diydoy — 2d1.ds,) . 13.5
201 € + 20060 +47T€0 73 (dradar + diyday 120l2:) ( )

Pro jednoduchost budeme predpokladat, zZe ndboje i polarizovatelnosti jsou pro oba dipdly stejné:

20 72 2 2 2/ 72 2 2 9

q (dlz + dly + dlz) q (dZ:L’ + d2y + d2z) 1 q
U= — (d1zdog + d1yday — 2d1,ds,) . 13.6
2a€q + 206 + 4meg 7"3( Lofize + G1y02y 122:) ( )

London zde zavedl substituci

dig + doy diy — dog Tyt T Ty —x_
Ty = ———, 1'_:7¢dg£:77 doy = , 13.7
* V2 V2 ' V2 ’ V2 (13
diy + day diy — dgy Y+ T Y- Y+ — Y-
— ; = =dq, = , doy = T, 13.8
(Y, B va T v T A 1
d z d z di,—d — —ZzZ_
S E O L CH N P W S (13.9)

Z+—4\/§ ) \/5 \/i ’

Po dosazeni do vztahu pro energii ziskal vztah

2

q @ 2 2 @ 2 2 @ 2 @ 2
U= gy (1 725) (1= g) @ =) + (1= gm) A+ (1 5m) ).
20€q + 473 (1:+ + y+) + 473 (a:+ y+) + o3 ) A om3)©
(13.10)
ktery je formélné souctem energii Sesti kmitani s vychylkami x,,x_,y+,y—, z4+, z— a tuhostmi

2 2 2
q a q o’ q «
! 2ceq + 473 2 200€ + 473 3 200€ 4mr3
2 2 2
q « q « q «
kg = (1— ) ks = (1— ) ks = (1 )
4 2aeq 473 ° 2aeq 2mr3 6 2aeq * 2mr3

Tuhost pruziny obecné souvisi s vlastni frekvenci kmitan{ v vztahem k = 472v?>m, kde m je hmotnost.
7 toho vyplyva, ze vlastni frekvenci kmitani pro nasi Sestici muzeme spocitat



13.1. ENERGIE DVOU INDUKOVANYCH ELEKTRICKYCH DIPOLU 207

L[k

v vita; _ N T+a, (13.11)

1ygq
T oV om T 272 Jaegm 2

kde 1 + a; jsou vyrazy v zavorkdch v seznamu tuhosti, uvedeném vyse. Kdyz vyndsobime tyto
frekvence Planckovou konstantou h = 6,626 - 10734 J s, ziskdme podle zdkonii kvantové mechaniky
energie. Celkovou energii Sesti kmitdni mtzeme pak spocitat

hvg o « o «
U=—(24/14+ —+24/1— —= 1-—— 1+ —=]). 13.12
2 ( \/ * 47r3 + \/ 4mr3 * \/ 273 +\/ + 27rr3) ( )

soe vy

Tento vztah je uzitecné jesté zjednodusit. Uvahau7 ze které vyjdeme, bude mozna trochu nezvykla.
Jiz v ¢ésti jsme pocitali s vyrazem (1 + %)C. Pro malé % se nam nakonec zjednodusil na 1 +c%, ale

pied zjednoduSenim se rovnal fadé mocnin zlomku % néasobenych binomickymi koeficienty, které jsme

si definovali v rovnicich [L1T a [[.18
A Cc (& ¢ A [}
(1 + t) => <n> (t) , (13.13)

(c) el c(e=1)(c=2)(c=3)(c=n+1) (13.14)

nl(c —n)! n! :

kde

Vyrazy /1 + a; si mizeme zapsat ve tvaru (1 + aj)%, ktery ((1 + %)C piipomind. Zatimco ale ¢
bylo celé ¢islo, ve vyrazu (1 + aj)% umociiujeme na zlomek 3. Klicem k feSeni tohoto problému je
uvédomit si, ze nam nic nebrani napsat vyraz podobny definici binomického koeficientu v rovnici
pro jakékoli realné ¢islo s

n n!

<s> s-(s=1)-(s—2)-(s=3)---(s—n+1) (13.15)

a mocninnou fadu podobnou té z rovnice [13.13| povazovat za definici vyrazu (1 + a)®

(oo}

s __ S s __ S(S_l) 2 5(5—1)(5—2) 3

(1+a) —Z<n>a =14 sa+ TR 3l a’... (13.16)
n=0

Vsimnéme si, ze v oboru celych ¢isel v rovnici [I3.13] pokryvaji celd &isla od 0 do ¢ vSechny mocniny,

které se mohou v fadé vyskytnout, v rovnici [13.16| jsou nenulové vyrazy pro vSechna n od nuly do

nekone¢na. S vyuzitim rovnice |13.16( muzeme vyrazy /1 + a; vyjadiit jako mocninné fady

> /1 1 1 L 1y (_1 L1y (3) (=5
/714_%:2:0(%)6&:1_'_;@_’_2(2!2)a2+2( 23)!( 3>a3+2( 2)(4!2)( 2)a4
2 3 pat
N o

Pro dostateéné velké vzdalenosti dipdli, kdy a < 3, mizeme zanedbat vyssi nez druhé mocniny.
Celkovou energii Sesti kmitani muzeme pak spocitat
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hig « « « «Q
U=—"124/1 24/1— 1-— 1
2 < \/ + 47r3 * \/ 473 + \/ 23 * \/ * 2777’3)

hvy o o? « a?
=— |2+ - +2-— -
2 4dmr3  4(4m)?rS drr3  4(4m)?rb
a a? o o?
- 14— —
drr3  2(4m)%r6 4drr3  2(4m)?r6
3hyy o
=3hvy — —— ——- 13.18
v 4 (4m)?r6 ( )

Prvni ¢len, nezdvisly na vzdélenosti dipélu r, popisuje energii samotnych indukovanych dipdlu.
Druhy c¢len je hledand energie vzajemného pusobeni indukovanych dipdlia U;s. Pokud budou mit indu-
kované dipdly ruzné polarizovatelnosti, bude energie jejich vzajemné interakce

3hvy ajas Y0,10,2

Uip = .
12 2 (47‘()27“6 Vo,1 + V0,2

(13.19)

13.2 Rozptyl elektromagnetickych viln na molekulach

Zustaneme jesté chvili u kmitani elektronu a podivame se na ptipad, kdy jsou elektrony v molekuldch
rozkmitany dopadajici elektromagnetickou vlnou. Zatim jsme zkoumali elektromagnetické viny pouze ve
vakuu. Co se stane, kdyz se elektromagnetickd vlna sif{ néjakou chemickou latkou slozenou z molekul?
Elektromagnetickd vlna je vlastné kmiténi elektrickych a magnetickych sil (popsanych E a é) Pri
dopadu elektromagnetické viny na molekuly kmitajici elektrické sily rozkmitaji ndboje v molekule.
Nejvice se rozkmitaji nejlehéi nabité céstice, elektrony. Naboje elektronu jsou zdrojem elektrickych
poli a rozkmiténi téchto poli se podle rovnice |[12.18| §ifi prostorem jako nova elektromagneticka vlna.
Molekul v latkéch a elektront v molekuldch byva hodné, proto vznikd mnoho vin, které se vzajemné
sklddaji. Vysledek pozorujeme jako vétsi ¢i mensi rozptyl elektromagnetickych vin do jinych sméru, nez
smér, ve kterém se sifila pavodni vlna. Smér puvodni vlny udava pomér konstant k., k,, k. z feSeni
rovnice Tyto konstanty muzeme psat jako jeden vektor k= [ke; ky; k2]. Sméry, kterymi se Sifi
rozptylené vlny, popisuji obdobné vektory k'. Vektor k' ziskdme tak, ze k k pri¢teme néjaky vektor ¢,
ktery udava zménu sméru viny (Ig’ =k+ q). Protoze pro sklddéni vin jsou dulezité celoéiselné ndsobky
vlnové délky, byva uzitecné pouzivat vektory 5= k/(27) a § = k'/(2n), jejichz velikost je 1/A. Zménu
sméru pak popisuje vektor S 3=5+85.

Kdybychom védéli, ze jeden elektron se nachdzi v misté popsaném polohovym vektorem 7 a druhy
elektron se v misté popsané polohovym vektorem 75, mohli bychom skladéni vin rozptylenych na téchto
elektronech analyzovat na zakladé geometrie, na¢rtnuté na obrazku Analyzu muzeme zjednodusit
tim, Ze prvni elektron budeme povazovat za pocatek souradné soustavy 7, = 0 a polohu druhého si
oznacime 7, = 7. Smér, ze kterého dopadd vlna na elektrony, a ndhodné zvoleny smér, ve kterém budeme
sledovat rozptylené viny, si popiseme vektory 5 a 5, ukdzanymi na obrazku vpravo. Abychom si
z4pis vin zjednodusili, budeme sméry vektoru § povazovat za osu z’ soufadné soustavy, ve které budeme
vlnu popisovat. Potom bude mit linedrni kombinace proménnych ¢, zavedena v casti pro vinu
vyzéafenou prvnim elektronem do sméru § tvar ¢) = 2r|s|z’ — wt = 2'/\ — wit.

Cim se lisf linedrni kombinace proménnych ¢ vlny vyzéiené druhym elektronem? Predpoklddejme,
ze vlna z prvniho elektronu doleti béhem ¢asu ¢ do vzdélenosti vyznaéené na obrazku prerusovanou
¢arou C. Aby do stejné trovné doputovala vlna z druhého elektronu, musi urazit vzdalenost vétsi o
velikost zeleného vektoru AZ'. To zvysi ¢4 o hodnotu 27|s||Az’'| = 2x|AZ/|/A. Navic vina z druhého
elektronu vyleti pozdéji, protoze k elektronu 2 dorazila pozdéji dopadajici elektromagneticka vina.
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Obrézek 13.1: Rozptyl elektromagnetické viny na dvou elektronech.

Cas méfeny od okamziku vyzareni viny elektronem 2 je tedy oproti ¢asu méfenému od vyzéafeni viny
elektronem 1 opozdén. O kolik? O dobu potiebnou k prekondni vzdalenosti |Az|, tedy At = |Az|/c.
Abychom obé viny sledovali ve stejném ¢ase, musime At odecist od ¢asu méfeného od vyzaieni viny
elektronem 2. To zvysi ¢4 navic o hodnotu —w(—At) = w|Az|/c = |k||Az| = 27|s||Az| = 2x|Az|/ A,
protoze ¢ = w/k. Celkem je tedy ¢4 = ¢} + 2w (|AZ'| + |Az|)/ A

Jak vypocitat velikosti vektoru Az a AZ’? Vektor AZ se rovnd prumétu 7, vektoru 7 do sméru z,
jak naznacuje Cervend prerusovana Sipka na obrazku Takovy prumét spocitame 7 - i,, kde i, je
jednotkovy vektor ve sméru z. Protoze vektor § mifi timto smérem, muzeme jednotkovy vektor ,,vyrobit*
podélenim § jeho velikosti @, = §/|s| = A§. Potom

AZ =7, =|r,|i, = \(F5)U,. (13.20)

Vektor Az’ ziskdme obdobné, musime si ale uvédomit, ze mii{ opaénym smérem, nez prumét 7, jak
ukazuje cervend prerusSovana Sipka na obrazku

AZ =7 = —|rl|d, = —A(7-5) .. (13.21)

Fdzovy rozdil ¢4 — ¢ proto spocitame jako

2 21 2r . L o=
O — ¢ = 8|+ 82 = S = fral) = AT (5 = 5) =2 7 5, (13.22)

Z toho plyne dulezity zévér. Slozenou vlnu muzeme tedy popsaiﬂ

Foel®l & Broith — Feitl 1 Bei®iei(@h—01) — Fbisl | 1 o eizr 78
o€ "t + Lpe o€ "l + Lpge e 0€ +e
£(9)
kde vliv samotného skladani vln zahrnuje ¢ervend ¢ést, zvand rozptylovy faktor. Ve skuteénych mo-
lekuldch byva elektronu vice, nez dva, a jejich polohy nejsou pfesné urcéeny. Rozptylovy faktor pro smér

7 (13.23)

1Striktné vzato, v nésledujicim vztahu neséitdme viny v jednom bodé, ale poéitime soudet vin v bodech na cife
C, vzdélenych o velikost vektoru &’. Vzdélenost |z’| je ale mnohem mensi nez drdha, kterou vlna uraz{ pfi pozorovani
okem nebo kamerou. Odchylky od naseho vztahu zptisobené rozdily ve smérech vin v dusledku posunuti o |z’| jsou proto
zanedbatelné.
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Obrazek 13.2: Priklad sklddani vin na jednorozmérné mifzce slozené ze dvou, péti a deseti molekul.

uréeny vektorem S proto pocitame jako integral fazovych rozdilu v riznych mistech molekuly popsanych
polohovym vektorem 7 = [x; y; 2], vdzenych elektronovou hustotou (hustotou pravdépodobnosti nalezeni
elektronu) v daném misté p(7)

—,

f( ) _ / p(x,y,z) ol27 (wSm-i-ySy-i-zSz)dxdde _ / p(F) el2™ F-§dV. (13.24)

molekula molekula

13.3 Difrakce na krystalech

Pokud jsou molekuly usporadény v pravidelnych krystalovych miizkach, muzeme si skladdni rozptylenych
vln rozdélit do dvou trovni. V kazdé krystalové burice se sklddaji viny vyzarené ruznymi elektrony mo-
lekul, které burnku tvori. Prvni trovni je rozmisténi elektront v ramci jedné molekuly, a tedy i v ramci
krystalové bunky, které je obecné neperiodické a jeho vliv na skladani vin rozptylenych do urcitého
smeéru popisuje rovnice Celkovy rozptylovy faktor pro elektrony vSech atomu krystalové bunky
se nazyva, strukturni faktor F(S).

F(S) = / o(7) €27 H5qy. (13.25)

bunka

Protoze vektor S se v F(S) vyskytuje pouze vyndsobeny imagindrni jednotkou, plati F(—S) =
F *(§ ), kde hvézdicka znaéi komplexné sdruzené ¢islo (s opaénym znaménkem u imagindrn{ jednotky).

Druhou trovni je uspoiadani bunék v krystalu, které je naopak vysoce periodické, protoze strukturni
faktory jednotlivych bunék jsou velmi podobné, idedlné identické. Vzajemnou polohu sousednich bunék
popisuji tii vektory 7,7, 7., ne nutné vzajemné kolméﬂ Skladani vin rozptylenych na elektronech v
celém krystalu tak muzeme popsat

Z Z Z / 7:») e127r T4neTa+npTp+nere): de Z Z Z 127r (naTat+npTo+nere)- S

ng=1np=1 n°71bunka ng=1np=1n.=1
(13.26)
kde N, Ny, N, jsou pocty pravidelné se opakujicich bunék ve smérech vektoru 7, 7%, 7. Porovndni
s rovnici [12:34) ukazuje, ze sama geometrie krystali vede k tomu, ze vliv skldddn{ vin mé matematicky
tvar trojrozmérné Fourierovy fady. Protoze krystaly obsahuji obrovské pocty pravidelné se opakujicich

—

2Krystalografové tyto vektory obvykle znadi @, b, &.
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bunék, viny se extrémné zesili ve smérech, ve kterych je fazovy rozdil rovny nasobku vlnové délky
(obrazek [13.2]). Matematicky si to muzeme popsat takto. S¢itdni napiiklad ve sméru 7, muzeme prepsat

N. N ) N Ne oo
Z (S) i2rn.(7:-S) _ Z F(S) el27rnc(rc~S)Anc — ?;F(S) Z ol e (rC.S)NCAkC’ (1327)
ne.=1 ne=1 ne=1

kde jsme v prvnim kroku vyuzili toho, ze pocty krystalovych bunék rostou po jedné An. =1, a v
druhém jsme exponent rozsitili ¢islem N.. Zlomek v exponentu muzeme oznacit k. a s¢itat po krocich
Ak. = 2nAn./N. = 27 /Ng, tedy od Ak. po N.Ak. = 2. Protoze N, je velmi velké ¢islo, krok Ak, se
kterym se hodnota k. od buiiky k buiice méni, je naopak velmi maly a muzeme jej nahradit diferencidlem
dk.. Misto sumy tak budeme pocitat integral. Dalsim trikem bude, ze k 7 - S pricteme a od néj odecteme
néjaké celé ¢islo [,

2w 27

= 2m
Nc —. . = g Nc = . Nc -, ik"<F"'S_l"")]V(‘
7F(S)/elkc(Tc'S+lc_lc)chkc = 271:‘(5)elfw.lch/ ike (7e-S—le Nedk,, —<F(S) [eq

2 T S 27 i(re - S = lc)Ne 0

(=)

0

Ne ., = cos(2n (- S —I.)N,) +isin(27(7s - S —I.)N;) =1 N, _ = cos(2nv) + isin(27mv) — 1
F(S) ( — = —F(S) .

T om i(7.-5 —1.)N. on ”

(13.28)
Modry vyraz pted integralem, e e = cos 2ml.+isin(27l.), je rovny jedné, protoze kosinus
celo¢iselného nasobku 27 je jedna a sinus celoéiselného nasobku 27 je nula. Cerveny integral ndm poskytl
zlomek, kde v ¢itateli mame komplexni ¢islo, jehoz redlna slozka lezi mezi nulou a —2 a imaginarni slozka
mezi —1 a +1. Protoze N, je velmi velké, jmenovatel ¢erveného zlomku je také obrovsky a cely cerveny
zlomek se blizi nule. Jedinou vyjimkou je piipad, kdy se 7 - S — 1, blizi nule a vysledné v je rozumné
velké ¢islo. Jak vidime, k nezanedbatelné difrakci dochézi jen ve smérech popsanych takovym vektorem
S , kdy 7, - S je blizky celému ¢islu. Pokud je 7 - S témer presné celé ¢islo a tedy v se blizi nule, blizi
se exponencialni vyraz v ¢erveném integralu jednicce a vliv difrakce nabyva maxima rovného N F (§ ).
Proto k difrakci vyznamne prispivaji jen strukturni faktory pro celo¢iselné skaldrni souciny 7, - S = la,
7 - S—lbarc S—l
Polohu v elementdrni bunce navic nemusime ur¢ovat pomoci sméru os x,y, z kartézské souradné
soustavy. Muzeme vyuzit sméru vektoru 7,7, 7. Pokud polohovy vektor 7 popiseme jako 7= w,7, +
Wy + WeT,, muzeme skaldrni soucin 7 - S zapsat jako

ikeleNe — gi2ml

78 =way - S+ wyy - S 4 wer. - S. (13.29)

—
— —

Protoze k difrakci vyznamné prispivaji jen sméry s celo¢iselnymi hodnotami 7, - S ,Tp S ar, - S ,
staci strukturni faktor popsat jako

11 1
(l(ulba Vbunka///p Wgq, Wp, W lzﬂ(wala+wblb+wclc)d’wadwbdwc, (1330)
000
nebo zkracené

F(l) = / p()ei2m T Iqy, (13.31)

3Krystalografové pouzivaji misto la,lp,lc oznateni h, k,l. Pismenka h a k by se ndm ale mohla plést s Planckovou
konstantou a velikosti vektoru k.
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kde dV = Vhuikadw,dwpdw,., fje trojice celych ¢isel Iy, Iy, [, a W je trojice ¢isel wg, wp, We.

V rentgenové krystalografii ovSem neni na$im tkolem poécitat strukturni faktory z tvaru molekul,
ale naopak spocitat rozlozeni elektronové hustoty ve zkoumané molekule z namétenych difrakénich dat.
Zde ptichéazi ke slovu zpétnd Fourierova transformace. Kdyby [, [y, . byly spojité proménné, pocitali
bychom

oo o0 o0

1 .
p(wmwmwc)zvb — / / / F(lg, by, 1)e 2r(walatwslytwele) qp qp,di... (13.32)

—00 —0O0 — 00

Protoze jsou ale lg, 1y, 1. celd éfsla (s Al, = Al, = Al, = 1), pocitdme misto integralu sumu pies
vsechny hodnoty 1,1, . odpovidajici smérum, ve kterych byla pozorovéna difrakce (v principu pres
vSechna celd ¢isla)

Z Z Z F a7lb» —127r(wala+wblb+wclc), (1333)

—oo lp=—00 l.=—00

p(waa Wy, wc ==
Vbunka

kde F(lq,lp,l.) je komplexni ¢islo, které si miizeme zapsat v exponencidlnim tvaru jako |F|e'®.
Rozlozeni elektronové hustoty bychom tedy méli ziskat jednoduse jako

o0 oo o0

p(waa Wp, wc — Vb - Z Z Z a7 lb; ‘el(oz(la,lb7lc)—27‘(‘(wala-i-’u)bll:,-Q—wclc))7 (1334)
uiika lg=—c0 lp=—00 l.=—00
nebo zkracené
F —l(a(l) 27+ l) 1335
p( Vbunka Z_. | ‘ ( )

Problém je v tom, ze detektory jsou schopny zméfit jen amplitudu rozptylenych vin, nikoli jejich fazi,
odpovidajici posunuti viny o zlomky nanometri. Proto ziskdvame jen amplitudy strukturnich faktoru
v jednotlivych smérech F|(l4,1s,1.)|, ale ne jejich faze a(l,, 1y, l.). Zpusobu, jak tento problém resit, je
nékolik. My si v pFisti ¢asti ukazeme piistup, ktery lze pouzit pro molekuly s elektrony v malém poctu
atomil.

13.4 Pattersonova funkce

Rozlozeni elektronové hustoty muzeme pro jednodussi molekuly zjistit i bez znalosti faze strukturniho
faktoru, s vyuzitim konvoluce popsané v Casti Na fazi strukturniho faktoru totiz nezavisi konvoluce
p(W0) * p(—w), tedy konvoluce elektronové hustoty se s inverzi stejné elektronové hustoty vuéi stredu
symetrie. Tato konvoluce se nazyva Pattersonova funkce.

Proc¢ nezéavisi Pattersonova funkce na fazi strukturniho faktoru? Kdyz si do predpisu pro konvoluci
dosadime za p z rovnice ziskame

/ p(0)p(i + @) dw,dwydw, = v Z zl: P (|| F (7)ol D @) —2mal) / 12 (4 ) gy
! bunka

bunka l
(13.36)

Protoze vektor « popisuje polohy vsech bodu v elementarni buiice, jsou hodnoty w,, wp, w. rozmistény
rovnomérné mezi nulou a jednickou a hodnoty 27w - (I + ') (argumenty kosinli a sintu vyjadfené v
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komplexnim exponencidlnim tvaru) pokryvaji rovnomérné interval od nuly do 27 (a jeho celociselné
ndsobky). Proto je vysledek mtegrovam nula, s vyjlmkou prlpadu kdy /= fl argument je nulovy a
exponencidln{ ¢len roven jedné. Pokud ! = —I, jsou F(I) a F(I’) komplexné sdruzené a jejich souéin je

-

Cisté redlnd druhd mocnina amplitudy |F'(1)|. Nenulové piispévky ke konvoluci

|2 127Tul (1337)

Z |F |2 27l / dy = Z ‘F |2 27w lVbunka _

bunka = Vbunka -
! buiika I

proto nezavisi na experimentalné nedostupnych fazich oz(l_j Neziskame ovSem mapu elektronové
hustoty v elementarni burice, ale pouze popsanou konvoluci. Co se z ni dozvime o rozloZzeni elektronu?
Ptedpis pro nasi konvoluci vlastné fika: ,,Vezmi rozlozeni elektronové hustoty a stejné rozlozeni posunuté
ve sméru vektoru « o velikost vektoru i, tato rozlozeni vyndsob a nakonec spocitej, jaka by byla cel-
kova pravdépodobnost nalezeni elektronu v elementarni buice, kdyby byla hustota pravdépodobnosti
ddna popsanym sou¢inem®. Pro jaké vektory @ bude tato pravdépodobnost (hodnota Pattersonovy
funkce) nejveétsi? Pro Jednoduchost predpokladejme, ze elektrony jsou nahlouceny v tésné blizkosti ja-
der atomu (Cerné krouzky na obrazku ) Pokud posuneme rozlozeni elektronu tak, ze vsechny
¢erné krouzky budou posunuti lezet mimo polohy ¢ernych krouzku pred posunutim, ziskdme nulovy
vysledek. V sou¢inu bude vsude v buiice bud’ jedna nebo druhd hodnota rovné nule, a tak bude cely
soucin vsude nulovy a tedy i integrél vSech takovych sou¢int bude nulovy. Maxima Pattersonovy funkce
naopak ziskdme tehdy, kdyz se posunutim prekryji dva krouzky odpovidajici riznym atomum (modré
krouzky na obrdzku [13.3B). Konvoluce zvand Pattersonova funkce ndm tedy fikd, jaké jsou vzdjemné
polohy atomu (oblast{ s vyssi elektronovou hustotou). Kdyz si vypocitdme konvoluce pro vsechna po-
sunuti v rdmci elementdrni burky, ziskdme takzvanou Pattersonovu mapu (pro t¥i atomy je ukdzana
na obrazku ) 7 této mapy muzeme teoreticky urcit vzajemné polohy vSech atomu a tak ziskat
tvar molekuly. Jak ale obrazek ukazuje, jiz pro tii atomy obsahuje mapa mnoho maxim a tento
pocet déle roste s po¢tem atomu v molekule. Proto lze Pattersonovy mapy pouzit pouze k uréeni tvaru
jednodussich molekul, nebo k rozlozeni malého poctu ,tézkych* (na elektrony vyrazné bohatsich) atomu
ve velkych molekuldch ]

13.5 Tlumeny signal nuklearni magnetické rezonance

Elektrony jsou zésadni nejen pro difrakci na krystalech, ale také pro dalsi dulezitou metodu struk-
turni analyzy, pro spektroskopii nuklearni magnetické rezonance. V této metodé pomoci radiovych vin
polarizujeme magnetické momenty jader ve sméru kolmém na vnéjsi magnetické pole. Takto polari-
zované magnety rotuji nékolik sekund kolem sméru vnéjstho magnetického pole s frekvenci, kterd je
ovlivnéna rozlozenim okolnich elektronu, tedy strukturou molekuly. Postupné ale polarizace kolmé k
magnetickému poli miz{ a obnovuje se polarizace s polem rovnobézna. Béhem toho detegujeme elek-
tromotorického napéti, které v anténé detektoru indukuje magnetické pole rotujicich polarizovanych
magnetickych momentu. V idedlnim piipadé by mél zdznam indukovaného elektromotorického napéti
nasledujici tvar

4Vysledna konvoluce je redln funkce. Kdyz si sumu rozdélime na séitani pro vektory Usla<0al, > 0, ziskdme dvé
sumy. Jedna z téchto sum bude rovna druhé s opa¢nym znaménkem vektoru [. Proto plati

Z |F(f)|26i2”ﬂ'r: Z |[F@0)? (em"ﬁf—‘r efmmi‘f) =2 Z |F(1)]? cos(2ni - 1) Z |F(1))? cos(2mii - 1).
U

s l1qa>0 s l,>0

5Takové analyza rozlozeni tézkych atomt hréla dilezitou roli v postupu, ktery poprvé umoznil spoéitat tvar molekul
proteinu.
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Obrézek 13.3: Pattersonova mapa. Na obrazku A je Gerné zobrazena jednoduché molekula v zelené elementdrn{ bufice.
Obréazek B ukazuje posunuti molekuly vedouci k piekryvu atomu. Obrazek C predstavuje nékolik bunék Pattersonovy
mapy této molekuly.

N
t) = Z Apefintelnt pro t >0, y(t)=0 prot <0, (13.38)

n=1

ktery se od rovnice lisi pritomnosti exponencidlniho tlumeni. Hodnoty €2, v zdznamu signalu
jsou rozdily tdhlovych frekvenci rotaci magnetickych momentu ruznych jader (s ruznym elektronovym
okolim) od néjaké referenén{ hodnoty (obvykle frekvence pouzitych radiovych vin). Rychlostnf konstanty
R,, popisuji, jak rychle signdl ruznych jader mizi. V anténé ve skutec¢nosti osciluje elektromotorické
napéti jako funkce kosinus (nebo sinus) s urcitym fazovym posunem. Tento zdznam se na tvar ei’»?
prevadi umélym rozdélenim signalu na dvé slozky s fazi posunutou o 90 °, tedy kmitajici jako sinus a
kosinus. Tyto dvé slozky se ukladaji oddélené a imituji tak redlnou a imaginarni ¢ast komplexniho ¢&isla.
Piiklad pro signél tfi magnetickych momentu s ruznou frekvenci je ukdzan na obrazku nahofte.

Frekvence jednotlivych jader bychom teoreticky mohli odhalit postupem obdobnym rovnici
Pokud by rotace magnetickych momenti mély néjakou spole¢nou periodu 7, mohli bychom pocitat
integral

T

/y(t)e_m"tdt. (13.39)
0

To mé ovSem dvé uskali. Za prvé, od rozlozeni elektront v molekuldach muzeme tézko ocekavat, ze
povede k rozdilum frekvenci jadernych magnetickych momenti, které by mély spoleénou periodu. Za
druhé, u tlumené oscilace nemuzeme sazet na ortogonalitu. Integral tlumené funkce sinus ¢i kosinus pres
jednu periodu nebude nulovy, protoze signél ve druhé poloviné periody bude mit mensi rozsah a neodecte
se presné od signalu z prvni poloviny. Proto bychom méli integrovat do nekoneé¢na a neomezovat hlové
frekvence v argumentu na konkrétni hodnoty £2,,

oo 00 A7 00
/y(t)efiwtdt:/ZAnefRnteiQntefiwtdt ZAn/e (Rn—i( 7w))tdt:
0 o n=1 0

0

e (Rn—i(2n—w))t N — Rt (i(2—w))t 1-0
Z An [ - i(Qn - w) :| |: (Qn - w) ] B ;An R, — i(Qn - W) . (13'40)

Abychom neméli ve jmenovateli komplexm’ ¢islo, vynasobime citatele i jmenovatele ¢islem komplexné
sdruzenym k tomu, které mame ve jmenovateli

M
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Obréazek 13.4: Casovy signal ulozeny jako komplexni funkce (nahote) a spektrum frekvenci ziskané spojitou Fourierovou
transformaci (dole) pro molekulu s tfemi jadry s rozdilnymi frekvencemi magnetickych momenti. Redlnd a imagindrni
¢ast je ukdzana zvlast (modie vlevo a &ervené vpravo) jako zdznam v ,kandlech“ 1 a 2.

N N
1 R, +i(22 R, +i(02 R —|—1 —w)
ZAan—i(Qn—w).Rn 1( Z‘A"R —i2(Q ZA w)2’
n=1 n=1 n=1
(13.41)
kde jsme vyuzili rovnosti (a + b)(a — b) = a® — b? a toho, ze i = —1. Vysledek integrace ukazuje

obrazek dole. Vidime, Ze vysledkem nejsou urcité hodnoty rozdilu frekvenci €,,, ale spojitd kom-
plexn{ funkce frekvenéni proménné w. Z redlné slozky této funkce na obrazku[13.4] vlevo dole ale muzeme
snadno rozdily frekvenci Q2,, urc¢it jako polohy lokalnich maxim. Ptispévky k realné slozce vypocitaného
integralu pro jednotliva n jsou zndmé jako Lorentzova funkce.

Integral v rovnici [I3.40] muzeme lehce upravit, aby se rovnal pfedpisu pro spojitou Fourierovu
transformaci (rovnice [12.40)). Sta¢i posunout spodni mez integrilu z nuly na —oco. V tom ndm nic
nebrani, protoze podle rovnice je signdl v zdporném ¢ase (tedy pred zacdtkem meéfeni) nulovy.
Vétsi problém je, Ze ve skutecnosti ukldddme signdl v digitdlni formé. Funkci v rovnici proto
musime nahradit posloupnosti

N
= Ajefinnleiniat (13.42)

n=1

a frekvencni spektrum vypocitat v digitalni formé diskrétni Fourierovou transformaci

N-1 N N N-1
Y2 Z n]At iQ JAt —ilAw- ]AtAt Z Z e—(R,,,—i(Qn—lAw))At-jAt, (1343)
j=0 n=1 n=1 j=0

Kdyz si oznacime ¢ = e~ (Fn—1(Q@n—lAw)AL g5 6¢itdme sumu pres j podle rovnice [12.62
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N—1 (Rn—i(Q2n—1Aw))

N-—1 1 CN N 1 o~ Z‘n’
- N 1 B — =
(1-0) Z ¢=1-¢ = Z ¢ = 1-¢ = Y= ZA” 1 — o (Rn—i(Qn—1Aw))AL At,
=0 =0 n=1

<.

(13.44)

kde jsme v poslednim kroku zahrnuli pozadavek AwAt = 27/N. Jak vidno, diskrétni Fourierovu

transformaci idedlniho digitdlniho signdlu lze popsat analyticky. Tvar vysledné funkce je jiny, nez v

piipadé spojité transformace. Vysledek diskrétni transformace se od vysledku spojité transformace lisi

tim vic, ¢im ,hrubgjsi* digitalizace je, tedy ¢im vétsi jsou At a Aw. Naopak pro At - 0a Aw — 0

se feSeni k sobé blizi, jak lze o¢ekavat, protoze takto jsme spojitou Fourierovu transformaci definovali.
Konkrétné,

N —2m R 2T (Q,—lAw N
=34 Lt et A3 A 1
= n . . — n - )
! =7 L= e BBt (cos ((Qn — 1Aw) At) —isin (2, — 1Aw) At)) — TRy —1(Qn — lAw)
(13.45)

protoze v citateli e~ 35Rn 0 pro Aw — 0 = 27R,,/Aw — o0 a ve jmenovateli e F»8f ~ 1 R, At,
cos (2, —lAw) At) = 1, (1 — R,At)sin ((Q, — lAw) At) = (2, — lAw) At pro malé At.

13.6 VlInova funkce volného elektronu

V &4sti jsme si pfipomnéli Planckovu myslenku, Ze energie elektromagnetickych vin se ménf po

kvantech velikosti hv = hw. Popiseme-li tedy elektromagnetickou vinu rovnici [12.28] muzeme za w ve
vlnové rovnici dosadit energii kvanta této vlny vydélenou h

E' _ E’Oei(kzw+kyy+k:zz7wt) _ Eoe¢ _ E’Oei(kxIJrknyrkzZ*%t)’ (1346)

V ¢asti[l12.1|jsme si také odvodili, ze k = w/c. Kdyz spojime Planckuv vztah s Einsteinovym vztahem
pro celkovou energii & = mc?, mizeme si k vyjadiit jako

i w £ me? me

V citateli nam zbyla hmotnost ndsobend rychlosti, coz jsme zvykli povazovat za hybnost. V piipadé
elektromagnetické vlny to opravdu hybnost je, takze k;, ky, k. jsou slozky hybnosti p,, py,p. vydélené
konstantou A. Rovnici elektromagnetické viny si tak mtzeme zapsat pomoci hybnosti a energie

—

E = Eget (Peotpyytp=s=€), (13.48)

Jak to souvisi s tématem této kapitoly, s elektrony? Roku 1801 Thomas Young pozorovanim difrakce
svétla na nejjednodussi mifzce (dvou Stérbindch) ukazal, ze se svétlo chovd jako viny. V letech 1923-1924
prisel de Broglie s myslenkou, zZe i elektron lze popsat jako vinu, a 20. letech 20. stoleti byla skute¢né
pozorovéna difrakce elektront. Vztah témeér identicky s rovnici [I3.48] tak muzeme povazovat za vinovou
funkci volného (s ni¢im neinteragujiciho) elektronu

U = Ceh Pertpyytp=z—€) (13.49)
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13.7 Operatory, jejich vlastni funkce a hodnoty

V kvantové mechanice nese vinova funkce ¥ veskerou dostupnou informaci o fyzikdlnim systému, ktery
popisuje (v nasem piipadé volny elektron). Hodnoty méfitelnych veli¢in z vinové funkce ziskdme tak,
ze na veliéinu pusobime operdtorem, matematickym predpisem, ktery veli¢inu reprezentuje. Napiiklad
operator parcidlni derivace podle soufadnice, vyndsobené —ih reprezentuje slozku p, hybnosti elektronu

—ih% (Ce%(pzx-l-pyyﬂvzz—ft)) — pmce%(pmmﬂ-pyy-i-pzz—ft) (13.50)
neboli
., 0
x

N4s operator vlnovou funkei témér nezménil, pouze ji vynasobil konstantou p,. Funkce, které se takto
chovaji (jsou feSenim rovnice , se nazyvaji vlastni funkce prislusného operatoru a nasobicim kon-
stantdm, se fika vlastni hodnoty operétoruﬁ Vlastni hodnoty jsou pravé ty hledané hodnoty méfitelnych
veli¢in (v nasem piipadé p).

13.8 Schrodingerova rovnice pro volny elektron

Zajimavym operatorem je parcidlni derivace podle ¢asu vynasobend ifh. Jednak nam poskytuje hodnotu
energie

ih% (Ce%(mm—kpyyﬂ?zz—ﬁ)) — gcveiﬁ(171ac+pyy+pzz—ft)7 (13.52)

ale rovnice [13.52] zaroven predstavuje pohybovou rovnici, popisujici, co se s elektronem déje v case.
Jak vidime, {di se to hodnotou energie presnéji fe¢eno Hamiltonovy funkce popisujici celkovou energii.
Volny elektron ale nem4 jinou nez kinetickou energii. Kineticka energie tizce souvisi s hybnosti

2 2 a p2

a predpisem pro urcen{ slozek hybnosti je rovnice|13.50| (a jeji obdoby s parcidlnimi derivacemi podle

y a z). Po dosazeni rovnice |13.50| do rovnice [13.53

0 1 0 0 0 0 0 d n? [ 9? 0? 0?
ih—U = — | (—ih)?=—=— 4 (—ih)?=—=—+ (-ih)? == |V =——— ([ + =+ — | U
ot Zm(( 1)6x8x+( 1)6y8y+( 1)8282) 2m<8x2+81‘2+8x2> ’

(13.54)
coz je Schréodingerova rovnice popisujici pohyb volného elektronu.

6Neni ndhoda, ze v kvantové mechanice pouzivdme jazyk linedrni algebry, se kterym jsme se sezndmili v ¢asti m
Vlastni hodnoty hraji stejnou roli, jako v maticovém zapisu homogennich soustav linedrnich rovnic. Vlastni funkce jsou
obdobou vlastnich vektoru: funkéni hodnoty muzeme formalné matematicky zapsat jako nekone¢né blizké slozky ne-
kone¢né-rozmérného vektoru (v matematickém smyslu). Matice ndsobici vektory v linedrni algebfe muzeme povazovat za
operdtory, které na vektory pusobi a néjakym zpusobem je méni (v piipadé vlastnich vektoru je pouze ndsobi vlastni
hodnotou). Operétory v kvantové mechanice mohou byt reprezentovdny maticemi.
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13.9 Superpozice a neurcitost

v

Svétlo a elektromagnetické zafeni obecné jsme si popsali jako vlny §itici se vektorovym polem elek-
trickych a magnetickych sil (presnéji EaB ). Druhd mocnina amplitudy elektromagnetickych vln udéva
jejich intenzitu. Co predstavuje vinova funkce ¥ elektronu? Hodnota U je nejcastéji interpretovana jako
amplituda pravdépodobnosti, jejiz druhd mocnina ¥*(x,y, 2)¥(z,y, z) (hvézdicka oznacuje komplexné
sdruzené ¢islo) je hustota pravdépodobnosti p nalezeni elektronu v misté popsaném souradnicemi z, y, z.
Dosazeni za vinovou funkci volného elektronu z rovnice

p = U = C*e™ i Pamtpyytp-2=E0) O (Portpyytp2—ED) — |2 (13.55)

nas ale vede k smutnému zavéru. Vypoctem druhé mocniny komplexni vlny se uplné ztratila in-
formace o poloze a ¢ase. Hustota pravdépodobnosti nalezeni elektronu je vSude stejnd, rovna druhé
mocniné amplitudy |C|?. Kvantovd mechanika ndm tedy neumoziiuje fici, kde volné letici elektron v
daném okamziku je. Situaci zachranuje superpozice vin, kterou jsme si ukazali na piikladu struny kytary.

Vlny se skladaji. V rovnici jsme si ukazali, ze slozenim elektromagnetickych vln vyzarenych
dvéma elektrony, jejichz vzdjemnou polohu popisuje vektor 7, vznikne slozend vina

Boel?t + Byels — Byt (1 +el2m F'g) . (13.56)

Zatimco intenzita ptivodnich vIn |Eg|? nezévisi na poloze v prostoru, intenzita slozené viny je riizna

v ruznych smérech, popsanych raznymi vektory S

|EO‘Qei¢’1€—i¢’1 (1 _|_ei27r F§) (1 + e~ i2m Fﬁ) — |E0|2 (2 _|_ei27r 7.5 + e—i27r F§) _ 2‘E0|2(1+COS(27T Fg))

(13.57)

Totéz plati pro vlnovou funkci ¥, proto také popis elektront vinovou funkci ¥ vysvétluje jejich

difrakci. Pokud mé tedy U*W podavat informaci o pravdépodobnosti elektronu v ruznych mistech
prostoru, musi byt ¥ sloZenou vinou, neboli superpozici vice harmonickych vin z rovnice [13:49]

N N
U= Cper =) = N " p en(er) (13.58)
n=1 n=1

kde jsme fazovy posun —&t skryli do komplexniho koeficientu b,, = C,e~€*/". Jednotlivé viny se lisf
hybnosti p, kterd se méni spojité a v nerelativistické fyzice muze mit libovolny smér i velikost. Proto
superpozici 1épe popisuje integral

‘PZ///b(px,py,pz)eiﬁ(””*”yy””)dpzdpydpz, (13.59)
—0o0 —0O0 — OO

coz neni nic jiného, nez spojitd Fourierova transformace néjakého rozlozeni hybnosti, popsaného
spojitou funked b. Je-li zdvislost ¥ na distribuci hybnosti b Fourierova transformace, tak muzeme také
spocitat distribuci b z rozlozeni ¥ v prostoru

[o *lENNe e INe o]

bz///\I'(x,y,z)e_%(p*“’p”y“’zz)dmdydz. (13.60)

—00 —00 —00
Diky Fourierové transformaci tak muzeme stav elektronu popsat jak pomoci ¥, tak pomoci b. Proto

o ¥ a b mluvime jako o soufadnicové a hybnosti reprezentaci vinové funkce. Hodnotu b*b pro urcitou
hybnost muzeme interpretovat jako hustotu pravdépodobnosti, Ze elektron m& pravé tuto hybnost.
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Pravdépodobnostni interpretace vinové funkce urcuje jeji celkovou amplitudu, protoze pravdépodobnosti,
ze elektron je nékde v prostoru a ze mé néjakou hybnost, musi byt rovny jedné

/ / /‘P(fﬂ,y,Z)*‘I’(x,y,Z)dxdydz:1 / / /b(pmvpyapz)*b(pm,pyvpz)dpmdpydpz:1~

(13.61)

Pokud bychom se chtéli dozvédét, kde presné se elektron nachézi, tedy ziskat nenulovou hodnotu

p = U*VU pouze v jednom misté, musel by se integral rovnat delta funkci §(z,y, z), kterd mé nenu-

lovou hodnotu pouze v misté o souradnicich x,y, z. Srovnani s rovnici [12.43] ndm ikd, ze v takovém

piipadé by musela byt funkce b rovna konstanté stejné pro vSechny hybnosti. Tak bychom ale ztra-

tili veskerou informaci o hybnosti elektronu, protoze vsechny hybnosti by byly stejné pravdépodobné.

Zakladni pilite kvantové mechaniky, popis elektronu vlnovou funkci a princip superpozice vyjadieny

Fourierovou transformaci, v sobé neodvratné skryvaji nemoznost ur¢it zaroven presné polohu i hybnost
elektronu.

13.10 Schrodingerova rovnice pro atom vodiku

Blizkou obdobu difuzni rovnice najdeme i v kvantové mechanice. Stejné jako v Debyové-Hiickeloveé teorii

jde o popis elektricky nabité castice v elektrickém poli popsaném sféricky symetrickym potencidlem.

Tou elektricky nabitou ¢astici je tentokréat elektron a zdrojem pole jadro atomu. Pfesnéji feceno jadro

atomu vodiku, protoze ostatni atomy obsahuji jesté dalsi elektrony, které nam brani vyreSit rovnici
popisujici pohyb elektronu analyticky.

Schrédingerova rovnice elektronu v atomu vodiku mé tvar velmi podobny druhému Fickovu zakonu:

2 2

A v )

ot 2m 4meqr

Hlavnim rozdilem je elektricky potencidln{ energie elektronu v elektrickém poli jadra —Q?/(4meor),

kde —Q? je souéin ndboji elektronu a jidra, které maji v atomu vodiku stejnou velikost, ale opacné

znaménko[] Ve Schrédingerové rovnici také nevystupuje hustota pravdépodobnosti p, ale jeji ,,komplexni

odmocnina® (pfesnéji amplituda pravdépodobnosti), vinovéa funkce ¥. Hodnota m je memyp/(me +myp),

(13.62)

nepohybuje a nelisi od polohy protonu, kterou povazujeme za pocatek souradné soustavy.
Budeme predpokladat, ze vlnové funkce je soucinem funkce g(t) zdvislé na case a funkce 9 (r, ¢, 9)
zavislé na prostorovych proménnych. Tyto funkce oddélime postupem popsanym v Casti tedy

vydélenim rovnice ¥ = gi).

log 1 n_, —Q?

h-—=—|—-——VY+ —/—v). 13.63

got Y < 2m v 47T€07”w ( )

Aby rovnice platila pro jakykoli ¢as a jakoukoli polohu, musi se obé strany rovnice rovnat stejné
proménné, kterd mé rozmér energie a oznacime si ji proto &£.

109 _ 1<_h22

—Q? B
g =6 eVt o) =& (13.64)

5 . ZiEp sy . as

Resenim levé rovnice je g = e~'#?, jak vime z &asti Prava rovnice je znama jako staciondrni
Schrédingerova rovnice elektronu v atomu vodiku a chemika zajimé predevsim. RozepiSseme v ni La-
placeuv operdtor

7Jde o verzi Coulombova zdkona, o kterém je fe¢ v &asti
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1 o oY o 1 oy Q? _
S Zsind (ar ( Smﬁa) * 90 ( %) * 9y (Smaa@)) - (mor +5> =0 (13.65)

a obvyklym zpusobem se budeme snazit rozdélit proménné. Budeme piedpoklddat, Ze 1) muzeme
zapsat jako soucin funkce R(r), zavislé jen na vzddlenosti od jidra, a funkce Y (p,d), zdvislé jen na
orientaci. Po vydélen{ sou¢inem R(r)Y (¢, ) a vyndsobeni 2m/h?,

R (d [ ,dR 2m [ Q? 1 0 oY 0 1 9Y

— | = —_— — E)rPR) = ——— (= v— — — ).

R (dr <T dr>+ n? (47reor+ )T ) Y sing <819 (Sn a&)*aw <sim93<p)>
(13.66)

Leva strana popisuje zavislost na r, pravd na thlech ¢, 9. Ma-li rovnice platit pro jakékoli 7, o, ¥,

musi se obé strany rovnat stejné konstanté, kterou si jako difve oznaéime A2

1 (d [ ,dR\ 2m [ Q? 5\ e
R<dr (r dr)+h2 <4W€0r+5>rz~z = (13.67)

1 (0 oY\ 9 (1 av\\ .,
"V smo (819 (S“%ﬂ) * o (sinﬂ&p)) =N (13.68)

Druhou z téchto rovnic, angularni ¢ast stacionarni Schrodingerovy rovnice, jsme s velkym tsilim
vyiesili v pfedchézejicich ¢astech. Resenf ndm ukazalo, Ze je vhodné A\? rozepsat jako [(I + 1). Zkusme
tedy prvni z rovnic, radidlni ¢dst stacionarni Schrodingerovy rovnice, vytesit se stejné rozepsanou kon-
stantou

d [ ,dR\ 2m [ Q2 ) B
01r<rdT>+hQ<47r6r+5)r1~21(z+1)R0. (13.69)

13.11 Radialni ¢ast vlnové funkce

Postupem, ktery jsme si ukdzali v ¢asti (rovnice [9.36H9.39)), zjednodusime rovnici zavedenim sub-
stituce f =R

?f 2m (@ /
—= —l(l+1)= =0. 13.
e T (4776 +5>f (+1)5=0 (13.70)
Abychom rovnici zjednodusili, vyndsobime ji nejdifve (4megh?/(m@Q?))?
dmegh? 2 d2f  4megh? 2 2m [4meoh? 2 dmegh? 2 f
— -+ — Ef—1ll+1 = =0 13.71
< mQ2 ) dr? + mQ@? r + 2\ mQ? foi+1) mQ)2 r2 ( )
a zavedeme bezrozmeérné veli¢iny
mQ? r 2 _ 2h2 dreg \ =
= = — -€) = — 13.72
=, e ( ) =7 (13.72)

kde vyraz —& je kladny, protoze energie elektronu v atomu je zdpornd (je k jadru pfitahovén).
Konstanta rg odpovida poloméru prvni orbity v Bohrové modelu atomu a & ionizaéni energii elektronu
v zédkladnim stavu atomu vodiku.

Upravenou rovnici
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=0 (13.73)

bychom uméli vyfesit pro tak velké vzdélenosti od jidra, ze bychom mohli zanedbat ¢leny s 1/s a
1/s2. Pak by
&?f
— =¢&*f. 13.74
i (13.74)
Resenim je
mathrme ™%, protoze druhd derivace této funkce podle s je £2e°*. Pro mensi vzdalenosti bychom ale
potfebovali, aby druha derivace feSeni poskytla jesté dalsi ¢len zavisly na s, protoze
&2f _ 5, 2f f
— =f—-—+Il(l+1)=.
ds? ! s +il+ )52
Takto by se chovala exponencialni funkce vynasobena néjakou jinou funkci relativni vzdalenosti s,
kterou si muzeme oznacit tfeba A(s):

(13.75)

dA _ dA

@2 (Ae=)  d d((Ae~=*) d [dA __ a2A
_ — [Tl emE  _che S5 ) = TS g gmESs _ T gmEs 2A768.
ds? ds ds ds \ds © eae ds2 “dsC ds© +L2€/f—’
—2Li0+1) % :
(13.76)
Po dosazeni Ae™ ¢ za f do rovnice a vydéleni e~ €%,
d?A dA 2 1l+1)
9.2 i A=0. 13.
o2+ (S . ) 0 (13.77)

Tento vztah ndpadné pripomind rovnici proto opét pouzijeme Frobeniovu metodu. Leva strana
rovnice tentokrat roste do nekoneéna, kdyz se s blizi nule. Aby rovnice platila, musi A obsahovat
nasobeni dostatetné vysokou mocninou s:

A(s) = s*L(s). (13.78)
Derivace této funkce jsou
d(SaL) a—1 adL dQ(SaL) a—2 a—ldL a—ldL adQL
= L+s i ?:a(a—l)s L+as E—i—as IR (13.79)
Po dosazen{ do rovnice [[3.77
dL d?L dL
ala —1)s* 2L + 2045“71@ + so‘@ —2eas L — 2550‘5 + 25 'L —1(1+1)s* 2L
dL d?L dL
=52 ala—1)L+ 20455 + 82@ —2easL — 25525 +2sL—-Il(I4+1)L | =0, (13.80)

0

kde se vsechny ¢leny s prvni a druhou mocninou s ve velké zavorce rovnaji nule pro s = 0. Ma-li tato
rovnice platit pro vSechny funkce L, musi se a rovnat [ 4+ 1 (hodnota o = —I by také rovnici spliiovala,
ale je zaporna, takze nasobeni s~! by neodstranilo s ve jmenovateli). Pro s # 0 obsahuje velka zavorka
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kromé hledané funkce I mocniny s. Podobné jako v pfipadé rovnice v Casti nas to vede k
tvaze, ze pokud bude i L obsahovat pouze kombinaci mocnin s, bude ve velké zavorce polynom. Takovy
polynom se bude rovnat nule tehdy, kdyz budou nulové koeficienty u vSech mocnin s. Obdobné jako v

¢4sti[0.9] si tedy zapiSeme

o0 (o) oo
L= ijsj = A= sttt Z bjs! = ijstH. (13.81)
J=0 j=0 j=0

Prvni a druhé derivace téchto mocninnych funkei spo¢itame snadno

dA > +l d2A > . . 'Jrlfl
= => (G +1+1)b;s 5= = DTG HDG + 1+ 17T (13.82)
=0 j=0

Po dosazen{ do rovnice [I3.77]

GH+DG+I+ Db =26y (G414 1)bs T 42> bs/ T —1(14+1) Y bs’ T =0, (13.83)

I

=0 j=0 J=0
STGHDG+HI+1) =1+ 1)) by £ 372 = 26 + 1+ 1)bys? T =0, (13.84)
i=0 I=0
>0+ 20+ by 4 Y (2= 24 14 1)y T = 0, (13.85)
=0 =0

Prvni sumu muzeme zaéit pocitat az od jedné, protoze ¢len s j = 0 je nulovy (koeficient ndsobime
j(j+2141)). To je vihodné, protoze kdyz v druhé sumé posuneme index j o jednic¢ku (misto j budeme
pouzivat j — 1), abychom také séitali od jedné, ziskdme stejnou mocninu s v obou suméch

DG+ 2+ Db 432 - 22 ( + D)bjr 7T =0, (13.86)
j=1 j=1
e .
D> GG+ 2+ )b +2(1 — (G +Dbj1)) T =0, (13.87)
Jj=1

M4-li byt celd suma rovnd nule pro jakékoli s, musi se nule rovnat zavorka pied kazdym s/+=1. Z
toho ziskdme rekurentni vzorec pro vypocet koeficientu b; z predchoziho b;_;

L . i e+ -1
204+ 1)b; +2(1 —e(j +Dbj_q)) s =0 = bj=2————b; 4. 13.88
Abychom se vyhnuli nekoneénym vyraztim, musime podobné jako v ¢asti zvolit takové hodnoty
g, které ukonci fadu pro néjaké j. K ukonceni fady dojde, kdyz bude ¢itatel zlomku pfed b;_; roven
nule, tedy pro ¢ = 1/(j + {). Kdyz budeme za € postupné dosazovat pievrdcené hodnoty pfirozenych
¢isel n, budeme ukoncovat mocninnou fadu pro j = n—I. Hodnoty pro n < 3 jsou vypsany v nasledujici
tabulce:
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n—I[—1
n 1 e by bons € wA, =en > b st
1 0 1 0 0 bO,l,O e %s
2 0 % 7%[)07270 0 b() 2,0 e 2 (S — %82)
2 1 ? 0 0 bo21 €282
3 0 ? —2b073,0 %b073,0 b073,0 e 3 (8 — %82 + %53)
3 1 ? —§b073)1 0 b073,1 e~ 3 (82 — éSS
3 2 3 0 0 bo,3,2 €55

13.12 Normalizace radialni c¢asti vlnové funkce

Koeficient by vypocitame pro kazdou dvojici n, [ z nasledujici normalizaéni okrajové podminky. Druhou
mocninu amplitudy vinové funkce 9™ obvykle interpretujeme jako hustotu pravdépodobnosti nalezeni
elektronu p. O atomu vodiku vime, Ze obsahuje jeden elektron, takze pravdépodobnost nalezeni tohoto
elektronu nékde v prostoru musi byt rovna jedné. To pomoci integralu zapiSeme

o0 oo

= /d /dgo/pr sindd = /dr/dgo/ww*rg sin¥dd = / lTQdT/dw/‘}/}u| sin ¥dd,
0

0

1
(13.89)

kde indexy u R oznacuji hodnoty n a I a modry integral se podle podminky rovnd jedné. Zbyva
nam tedy spocitat

(oo} o0 oo 2

n—I{—1
/R2 ridr = TB/fmds =1} /e*%sAivlds = r%/e*%s Z binas? T ds. (13.90)
j=

0 0 0

Druhé mocniny sum v integralu piedstavuji fady mocninnych funkei od s? do s2U++1D Takové

integraly jsme jiz pocitali v ¢ésti Roznédsobenim A? ;, dosazenfm do rovnice [13.90| a vyuzitim
rovnice [12.77 muzeme vypocitat potrebné integrély a z nich hodnoty normalizovanyc Pron <3

oo

a9 2! 1 2 _3

/fﬁods = baw/e Pt s =000 = 7 Voo = boro=—= =257, (13.91)
0 "B
1 4 2 | | 4!
faods =b5a0 [ € s?—s? —|—4 ds =050 2—3—|—4 =2bp49,
0
1 _3
= b072 0= \/W = 2(2’[“]3) 2, (13 92)
B
3
f2271d5 = b(z),z,1 /67584(15 = 6372714! =24 bg,2,1 = bo 21 = = —(2rg)"2, (13.93)
([ / /2413 3

7 r _2, 22 24 23 22
/fgz,odszbg,g,o/e?’ <$23S +33535+365)d3
0 0
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3%.20 23.3%.31 24.35.41 23.36.51 22.37.4! 27 ,
2
0,3,0( 5 T T39i T 3. T 3 T 3ot ) b030( —6+16 — 20+ 10)
27 2 3
== bs0 =  boso= = 2(3rp) "2, (13.94)
4 27r3,
2 1 2 o4 15 1 o 3%.41 23.36.5 376!
/f371d5fb07371/e 3 (5 — 38 +22.325>d5b073,1( 55 + 396 +22.32.27
0 0
37 5 42 8 _3
b03 1 ( — 20 + 15) = 2*5()0)371 = b0,371 = W = 97\/5(37”]3) 2 (1395)
T T, 37.6 3 4 4 \
fgzds:b§32/e*§536ds:b3327:5— baso = bozo= = (3rg)2.
’ . e 27 23 " 1 3 2710
) 81,/30r3,
(13.96)

Vypoctem koeficientu by jsme uzavieli vypocet vinovych funkei atomu vodiku. Zbyva uz jen dosa-
dit v8echny hodnoty do puvodni rovnice. Pokud nés bude zajimat staciondrni Schridingerova rovnice
(rovnice , feSenim budou vIlnové funkce 1, ; ., kterym chemici fikaji atomové orbitaly. Celociselné
koeficienty, které rozlisuji jednotliva feSeni, se nazyvaji kvantovd c¢isla. Hlavni kvantové ¢islo n udava
dovolené hodnoty energie, protoze —€ /&1 = €2 = 1/n?. Vedlejsi kvantové ¢islo | udava velikost momentu
hybnosti elektronu. Magnetické kvantové c¢islo p uréuje prumét momentu hybnosti elektronu do sméru,
ktery jsme si zvolili jako osu z. V chemii je ovsem zvykem misto pismenka p pouzivat oznaceni m;, takze
se atomové orbitaly oznacuji ¥, ;,m, . JeSté castéji se misto ¢isla [ = 0, 1, 2, 3 pouzivaji pismenka s, p, d, f,
misto ¢isla m; = 0, £1, £2 symboly odkazujici na orientaci v prostoru a pismeno 1 se nepise vubec. Pro
dplnost je také treba dodat, ze nads popis nezachycuje fakt, ze elektron mé vlastni moment hybnosti,
neboli spin. Zahrnuti spinu rozsifi vSechny staciondrni vlnové funkce atomu vodiku na dvé varianty,
jednu pro spinové kvantové éislo +1/2, druhou pro spinové kvantové ¢islo —1/2. Prvnich nékolik Feseni
(orbitaltl), odhalenych nas{ analyzou, je

n l my Rn,l }/l,ml
—3
1 0 0 2rg®e® Vi
s
2 0 0 Ssrg?e3(2-5) =
_3
2 1 0 ﬁrBz e"zs %cosﬁ
3
2 1 +1 ﬁrBQ e 2s :F,/g eti¥ sin 9
3,
3.0 0 g’ e 5(27— 185+ 257) =
3,
3 1 0 sﬁ/éTBz e 3(6s — s?) \/ 2 cos¥
3 .
31 £l giprp” e 5(6s— 57 F/ et ¥ sing
T
3 2 0 81\4/%7“]32 e 552 \/ 1= (3cos? ¥ — 1)
3 2 41 4,3 o—f g2 T4/ 22eH sin o cos ¥
81v/30' B
o,
3 2 +£2 81\4/%7‘132 e 552 1/32 eiQW sin? ¢
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