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Linearni autonomni systém

Uvazujme lineadrni autonomni systém, tj.

Véta
Necht A je requldrni matice systému (1) a necht A1, Ay jsou vlastni
¢isla matice A. Staciondrni bod [0,0] je

o nestabilni uzel, jsou-li A\1, Ao € R a Ay > Ay > 0;

o stabilni uzel, jsou-li A1, Ao € R a A\ < Ao < 0;

o sedlo, jsou-li A1, da ER a A\; <0< Ag;

o nestabilni ohnisko, jsou-li M2 = a£ i a a > 0;

o stabilni ohnisko, jsou-li \1p = a £ i aa <0;

o stred, jsou-li \1 o2 = £51i.
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Mala odbocka - asymptoticka stabilita

Definice
Regen{ rovnice

x' = f(x), (2)
se nazyva asymptoticky stabilni, kdyz je stabilni a kdyz ke kazdému
t1 > to existuje d = 6(t1) > 0 tak, Ze pro kazdé feSeni x rovnice (2)
spliwjici nerovnost |z(t1) — xo(t1)| < d plati

lim |z(t) — zo(t)| = 0.

t—o00

Véta
Nulové FeSeni rovnice (1) je asymptoticky stabilni prdavé tehdy, kdyz
kazdy kofen charakteristické rovnice matice A md zdapornou redlnou
cast.
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Nejjednodussi nelinedrni autonomni systém

Uvazujme systém
x' = Ax + g(x), (3)

kde A je konstantni matice a % je spojita funkce takova, ze g(0) =0
a

@ —0 pro t—0.
|1

Véta
a) Necht vSechna vlastni cisla matice A magi zdpornou redlnou éast,
pak staciondrni tesent x(t) = 0 rovnice (3) je asymptoticky sta-
bilng.
b) Ma-li alespoti jedno vlastni ¢islo matice A kladnou redlnou cdst,
pak je staciondrni FeSend x(t) = 0 rovnice (3) nestabilni.
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Véta (Routh-Hurwitz)
Necht
p(2) = 2"+ a12" L+ a2 24 tap_12+an

je polynom s redlngmi koeficienty, tj. ar, € R. VSechny koteny po-
lynomu p magi zapornou redlnou cdst prdave tehdy, kdyz D1 > 0,

Dy >0,..., D, >0, kde Dy, je determinant matice 7adu k
al 1 0 0 0 0 - 0
as as ai 1 0 0
Dk — as a4 as as al 1 cct 0 ,
agk—1 Q2k—2 A2k-3 QA2k—4 Q255 Q266 -~ 0Ok

kde ar, =0 pro k > n.

v

Hurwitz, A.; Ueber die Bedingungen, unter welchen eine Gleichung nur
Wurzeln mit negativen reellen Theilen besitzt. Math. Ann. 46, 273-284
(1895).

Petr Liska (Masarykova univerzita) Autonomni systémy 28.2.2025 5/ 10



Takto $la historie

Uvazujme systémy

2’ =az + by + P(z,y)

4

y' =cx +dy + Q(z,y) W
¥ =ax + by

- (5)
Yy =cx +dy

Véta (Grobman-Hartman)

Nemd-li matice systému (5) cisté imagindrni vlastni ésla a P a Q maji
spojité parcidlni derivace, pak existuje bijektivni zobrazeni mezi trajek-
toriemi rovnice (4) a trajektoriemi rovnice (5) z okoli staciondrniho
bodu (4) do okoli bodu (0,0).

Hartman, P; A lemma in the theory of structural stability of differential
equations. Proc. A.M.S. 11 (4), 1960. 610-620.
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Véta
Budte P, Q funkce spojité v okoli pocdtku, které zde maji spojité parci-
dlni derivace. Necht ad — be # 0 a necht existuje € > 0 tak, Ze

lim |P(z,y)| + |Q(z,y)|
1+e
(zy)—00 (=] +[y|)

=0.

Pak je pocdtek uzel/ohnisko/sedlo pro systém (4), je-li stejného typu
pro systém (5). Je-li vSak pocdtek stred pro systém (5), je bud bodem
rotace nebo ohniskem pro systém (4).

Coddington, E. A., Levinson, N.; Theory of Ordinary Differential
Equations, McGraw-Hill, New York, 1965.

H. Poincaré (1892), I. Bendixson (1901), O. Perron (1922), H. Dulac
(1934), A. Wintner (1946).
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Metoda linearizace

Pro funkci dvou proménnych

fxy) = f(a,b) + fala, b)(z —a) + f,(y — b)+

+ %[fx:}c(% b)(l‘ _a)2 +2fzy(a7b)($ _a)(y_ b) +fyy(a7 b)(y_ b)2] +

(%) = fa) + Vf(a)(x —a) + ~(x — a) D*f(a)(x —a) + -

2

Pro funkci vice proménnych analogicky

f(x) =f(x*) + Df(x*)(x — x*) + - - -

9

of;
DEGE)] = 52

=x*

je Jacobtho matice.
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Metoda linearizace

f(x) ~ f(x*) + Df(x*)(x — x¥)

Uvazujme
x' = f(x), (6)

kde f(x) je hladka a necht x* je stac. bod, tj. f(x*) = 0, pak

x' = f(x) = f(x*) + Df(x*)(x — x*) + - -

Petr Liska (Masarykova univerzita) Autonomni systémy 28.2.2025 9 /10



Véta
Predpokldadejme, Ze funkce f(x,y), g(z,y) jsou spojité a magji spojité parcidlni derivace

druhého Fddu v okoli bodu [zo,yo] a Ze f(zo,y0) = g(z0,y0) = 0. Necht

9f(zo,y0)  9f(z0,¥0)

ox oy
99(z0,y0)  99(x0,¥0) #0.
Ox oy

Pak je bod [zo,yo| izolovangm singuldrnim bodem systému

"= f(z,y) ®
g

"=g(z,y).

Pritom je bod [xo,yo| asymptoticky stabilni/nestabilni uzel/ohnisko nebo sedlo pro systém
(8), je-li pocdtek singuldrnim bodem stejného typu pro systém

’ 8f(x0,yo) 8f($0, yO)
g’ = T+ Y

oz dy ©)
,_ 99(zo0,90) | 9g9(z0,Y0)
y = z + Yy

ox dy

Je-li vsak pocdtek stred pro systém (9), je bod [zo,yo] bud bod rotace nebo ohnisko pro
systém (8)

v
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