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Abstrakt

Tato diplomové price se vénuje geometrii kruZzitka, tedy konstrukcemi jenom kru-
Zitkem. Prace se v prvni ¢asti zaméfuje na diikaz tzv. Mohr-Mascheroniho tvrzeni, tedy
Ze vSechny konstrukce feSitelné pravitkem a kruZitkem se daji vyfeSit pouze kruzitkem.
V nasledujici Casti této prace jsou vyfeSeny nékteré dilezité a zajimavé konstrukce jen
kruzitkem. Zavér této prace popisuje definici a vlastnosti kruhové inverze, které jsou pak
vyuZzity pii feSeni konstrukci v geometrii kruZitka. Poté se prace zabyva vyuZitim kruhové
inverze jako univerzalni metody feSeni konstrukci pouze kruZzitkem.

Abstract

This diploma thesis deals with the geometry of the compass therefore with constructions
made only by compass. The first part of the thesis is focused on the proof of the so-called
Mohr-Mascheroni theorem which says that all constructions that are solvable by the ruler
and the compass can be solved only by the compass. In the next part of the work there are
some important and interesting constructions solved by the compass. The conclusion of
the thesis describes the definition and properties of circle inversion that are then used for
solving the construction in the geometry of the compass. Afterwards, the thesis discusses
the use of circle inversion as a universal method of solving the constructions by the compass.
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Uvod

Bézné se setkdvame s konstrukcemi, které jsou feSeny pomoci pravitka a kruzitka. Tato
prace se zabyva geometrif kruzitka, tedy feSenim konstrukci pouze pomoci kruzitka.

Cilem této diplomové prace je dokazat tzv. Mohr-Mascheroniho tvrzeni, tedy Ze kazda
eukleidovska konstrukce feSitelnd pomoci pravitka a kruZzitka se da vyfesit pouze kruzitkem
a vytvorit ucelenou praci o geometrii kruZitka.

Prace je rozdé€lena do Ctyt kapitol. Prvni kapitola zkouma historicky vyvoj geometrie
kruZzitka. Jsou zde bliZe popsdni jednotlivi matematici, ktefi se tomuto tématu vénovali.

Druha kapitola ze zabyva dikazem tzv. Mohr-Mascheroniho tvrzeni. Pro tento dikaz
je nejprve potieba vyfesit nékolik zdkladnich konstrukci, které jsou v této kapitoly popsany
a vyfeSeny.

Treti kapitola ukazuje dalsi dilezité konstrukce feSitelné pouze kruzitkem. Nekteré
z téchto konstrukci zde maji dokonce nékolik zplsobu feseni.

Ctvrtd kapitola se vénuje kruhové inverzi a je ¢lenéna na dvé &asti. Prvni z téchto &asti
se zaméfuje na samotnou definici kruhové inverze a jeji vlastnosti. Druhd ¢ast popisuje
konstrukce obrazii bodu, pfimek nebo kruznic v dané kruhové inverzi, pfi¢emz vyuziva
vlastnosti kruhové inverze z prvni Césti této kapitoly. V zavéru celé kapitoly je Ctendfi
naznaceno vyuZiti kruhové inverze pfi feSeni konstrukci jenom kruZitkem.

Tato prace je sdzena programem I&TEX a obrazky jsou vypracovany v programu Geo-
gebra.

—Viii—



Kapitola 1

Historie

Pocatky geometrickych konstrukei s omezenym pouziti nastroji sahaji aZ do obdobif sta-
rovéku. Dobfe zndma4 eukleidovskd geometrie je zaloZena na geometrickych konstrukcich
provedenych pomoci kruzitka a pravitka. Tehdy byly ndstroje kruZzitko a pravitko pova-
Zovany za nastroje rovnocenné, tudiz nezdlezelo na tom, jestli byla konstrukce provedena
pomoci pravitka a kruZzitka nebo pomoci jenom jednoho z té€chto néstroja.

JiZ matematici tehdejs$i doby poukdzali na to, Ze kruZitko je dokonalejSim néstrojem
nez pravitko. S kruZitkem jsme totiZ schopni pfi konstrukci dosdhnout vétsi pfesnosti nez
s pouzitim pravitka. Proto se tedy geometii zacali zabyvat otdzkou, jak provadét jednotlivé
konstrukce pouze kruzitkem.

1.1 Lorenzo Mascheroni

Tento text o Lorenzu Mascheronim vychazi z literatury: [3], [4], [6], [7].

Obrazek 1.1: Lorenzo Mascheroni

Lorenzo Mascheroni byl italsky basnik a matematik. Narodil se 13. kvétna 1750 ve mésté
Bergamo jako prvni ze Ctyf déti matce Maria Ciribelli a otci Giovanni Paolo, ktery byl
bohatym statkdfem. Lorenzo jiz v mladém véku prokdzal svoji inteligenci a pfedpoklady
ke studiu. Proto v roce 1759 nastoupil do cirkevniho seminéie a poté byl ve svych 24 letech
vysvécen na knéze.
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JiZ v roce 1773 zacal svou ucitelskou kariéru, kdy zpoc¢atku vyucoval rétoriku. OvSem
zajimal se také o experimentdlni védu a matematiku. Diky tomu nastoupil v roce 1775
na Akademii v Bergamu, kde studoval logiku, metafyziku a fyziku. Toto studium dspé$né
ukon¢il roku 1778, kdy zacal ucil matematiku a fyziku a byl také zapojen do tvorby osnov.
Kratce nato vydal ucebnici matematiky o statice obloukovych konstrukci ,,Nuove ricerche
sull’equilibrio delle volte*, kterd obsahuje nové poznatky k teorii o statice staveb. Hlavné
diky této praci byl v roce 1786 jmenovén profesorem algebry a geometrie na univerzité
v Pavii, kde pfisSel do kontaktu s riznymi védci a stal se tak jednim z prednich védct
osvicenstvi.

V letech 1788-1791 byl vedoucim Akademie v Pavii a zaroven v letech 1789-1793
pusobil jako rektor univerzity. V roce 1790 publikoval praci s ndzvem ,,Adnotationes ad
calculum integrale Euleri®, ve které uvedl vypocet tzv. Eulerovy konstanty (nékdy nazyvané
také Euler-Mascheroniho konstanty) na 32 desetinnych mist. I kdyZ se v roce 1809 zjistilo,
Ze pouze prvnich 19 desetinnych mist bylo spravné, ptesto jeho prace ukazuje, jak hluboce
chapal Eulertv kalkulus.

V roce 1797 vydal knihu s ndzvem ,,La Geometria del Compasso®, kterd byla pozdé&ji
preloZena do francouzského a némeckého jazyka. Mascheroni velmi obdivoval Napoleona
Bonaparte, proto také tuto praci vénoval ve verSich pravé jemu. V této publikaci dokdzal
tvrzeni, které byva ¢asto nazyvano tzv. Mascheroniho tvrzeni, tedy Ze vSechny konstrukce
reSitelné pomoci kruZzitka a pravitka se daji vyreSit pouze pomoci kruZzitka.

Obrézek 1.2: La Geometria del Compasso
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Obrazek 1.3: La Geometria del Compasso - ukdzka z knihy

Za své vynikajici pfispévky byl Mascheroni ocenén nékolika cenami, napiiklad c¢len-
stvi v Akademii v Padové, Kralovské akademii v Manové nebo v ,,Societa Italiana delle
Scienze*. Mascheroni udélal kariéru také kupiikladu v politice. V roce 1797 byl zvolen
zastupcem zakonodarného organu v Mildné a v roce 1798 byl poslan do Patize, aby po-
mohl komisi rozhodnout o délce metra. Dne 10. prosince 1799 komise dokoncila svou
praci, bohuzel ale diky rakouské okupaci probihajici v Itdlii se Mascheroni nemohl vratit
zpét do Mildna. Zuistal tedy v Pafizi, kde ale 10. Cervence 1800 zemfel po kratké nemoci
zpusobené komplikaci pfi nachlazeni.

1.2 August Adler

Tato Cast kapitoly o Augustu Adlerovi vychazi z literatury: [3], [S].

August Adler se narodil 24.ledna 1863 v Opavé, kde i vyristal. V roce 1879 dostu-
doval redlku v Opavé a nastoupil na univerzitu ve Vidni. V roce 1884 vykonal uspésné
zkousku z ucitelstvi matematiky a deskriptivni geometrie. Jiz v této dobé vydal nékolik
knih o pfimkovych plochéch a kiivkach v prostoru. V roce 1885 byl jmenovan asistentem
sférické astronomie a geodézie na univerzité ve Vidni. Tuto pozici zastaval po dobu dvou
let. Poté piisobil na stfednich Skolach ve Vidni, Klagenfurtu, Plzni a Praze. Byl také tehdy
poslan na univerzitu do Berlina a na univerzitu v Gottingenu, aby zde pokracoval ve svych
studiich. V roce 1901 se habilitoval pro deskriptivni geometrii na univerzit¢ ve Vidni.
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V roce 1905 odeSel na redlku v 6. videfiském obvodu a v roce 1907 byl jmenovan fedi-
telem redlky v 7. obvodu. Poté v roce 1909 ziskal na univerzité ve Vidni titul profesora.
Ze zdravotnich diivodi musel pak v roce 1915 své piisobeni na videriské univerzité ukoncit.

August Adler aplikoval teorii kruhové inverze na feSeni Mascheroniho konstrukeci
v knize ,,Theorie der geometrischen Konstruktionen* vydané v edici Goschen Sammlung
v roce 1906. Adler zjednodusil Mascheroniho dikaz, ovS§em Adlerovy metody nebyly tak
elegantni (af uz v jednoduchosti nebo v délce) jako metody Lorenza Mascheroniho. Adler
zde kromé tohoto ditkazu uvedl i univerzalni metodu feSeni geometrickych konstrukci je-
nom pomoci kruzitka. Tato kniha z roku 1906 nebyla prvni, ve které Adler studoval tento
problém. Jiz predtim v roce 1890 publikoval ¢ldnek o teorii Mascheroniho konstrukci,
v roce 1895 vydal jiny ¢lanek o geometrickych konstrukcich a déle také v roce 1902
zverejnil ¢lanek o néstrojich pro geometrické konstrukce.

Sammlung Schubert LII

Theorie
der ,
geometrischen Konstruktionen i

von

August Adler !
K. k. Professor a. d. Stastsrealschule im 6. Bezirke Wiens |
Privatdosent a. d. techn. Hochschuls in Wien

Mit 177 Figuren

Leipzig
G. J. Géschensche Verlagshandlung
1906
Br

e —— -~ ——

Obrazek 1.4: Theorie der geometrischen Konstruktionen

Vsechny Adlerovy préace byly v némciné, ov§em publikoval také v nékolika ¢eskych ¢aso-
pisech. Stejné jako se zajimal Adler o deskriptivni geometrii, zajimal se také o matematické
vzdélavani na stfednich Skoldch. Adler zacal na toto téma vyddavat publikace kolem roku
1901 a do konce svého Zivota vydal vice knih o matematickém vzdé€lavani nez o samotné
geometrii. Adler napsal vice neZ dvacet praci, které se zabyvaji problematikou vyucovani
deskriptivni geometrie na stfednich Skolach. V roce 1907 publikoval préci, ktera se véno-
vala modernim metoddm vyuky matematiky na rakouskych stfednich Skoldch. Adler vydal
také mnoho riznych ucebnich materialti pro vyuku geometrie. V roce 1909 vypracoval
tabulky pétimistnych logaritmd.
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1.3 Georg Mohr

Tato podkapitola vychdzi z literatury: [3].

AZ do roku 1927 byl Mascheroni povaZovan za prvniho matematika, ktery dokézal
tzv. Mascheroniho tvrzeni. OvSem roku 1927 objevil ddnsky matematik Hjelmslev v kni-
hovné v Copenhagenu knihu s ndzvem ,,Euclides Danicus®, kterou napsal Georg Mohr
a vydal v roce 1672. V této knize byl nalezen jiny diikaz Mascheroniho tvrzeni. Toto tvr-
zeni tedy Mohr dokazal jiz 125 let pfed Mascheroniho diikazem. Proto se nékdy toto tvrzeni
také nazyva tzv. Mohr-Mascheroniho tvrzeni. Kniha Eukleides Danicus byla omylem po-
vazovana za komentai k Eukleidovym Zakladim, proto se o tuto knihu nikdo hloubé&ji
nezajimal. Tato kniha méla sice latinsky ndzev, ale jeji text byl v danstiné. To je taky moZna
dal$im divodem, pro¢ této knize nikdo nevénoval pozornost diive.

EUCLIDES DANICUS,

Beftaende in twee Deelen:

Het cerfie Deel : Handelde van de Meetkonftige
begrepeni Euclidis -

Hettweede Deel : Geeftacenleyding om verfcheyde
‘Werckftucken te maccken,alsvan Snijding, Raccking, Decling,
Perfpedtive en Sonnewijfers :

“Alleenig met cen Paffer tewercken (fonder Rye ofte Liniacl te
gebruycken) doorSnijding van Ronden.

Foorgeffcle
Door

GEORG MOHR

FAMSTERDAM,
Gedrucktby Zacab van Velfen, voor de Authenr,welcke geen Exemes
plaren voor de zijneerkent, als die hy flver metzijn hande
onderteeckent heeft; 1672,

£ I ] el I

ga

L/

Obréazek 1.6: Euclides Danicus - ukdzka z knihy
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Mohr-Mascheroniho tvrzeni

V této kapitole naznac¢ime dlikaz tzv. Mohr-Mascheroniho tvrzeni, tedy Ze kazda konstrukce
feSitelna pomoci pravitka a kruZitka je feSitelna pouze kruzitkem. Pro tento dikaz je ale
nutné zabyvat se feSenim nékterych konkrétnich konstrukci pouze pomoci kruZitka.

Predtim si musime ale objasnit jednu dulezitou véc. Je jasné, Ze nemiZeme jenom
pomoci kruZitka nakreslit souvislou ¢aru, tedy i pfimku danou dvéma body, které na této
pfimce lezi. Konstrukce pfimky tedy neni pfi klasickém pojeti plné pokryta Mohr-Mas-
cheroniho teorii. Pozdéji v této kapitole si ale ukdZeme (konstrukce 2.5), Ze pouze pomoci
kruzitka miiZeme zkonstruovat libovolny pocet bodi této piimky, tudiz jsme schopni sestro-
jitlibovolny bod této pfimky. V geometrii kruZitka tedy povazujeme piimku za sestrojenou,
pokud mame sestrojeny dva rtizné body, které na této piimce lezi.

V dalsi ¢asti této kapitoly se budeme vénovat feSeni konkrétnich konstrukci pouze
pomoci kruzitka. Tyto konstrukce pak vyuZzijeme k jizZ zmifiovanému dikazu.

Konstrukce 2.1. Narysujte bod soumérné sdruzeny s danym bodem podle dané piimky.

Rozbor. Méjme piimku danou dvéma body A, B. Nechf je dan bod C. Nasim tkolem je
sestrojit bod, ktery je soumérné sdruzeny s bodem C podle piimky AB. Sestrojme kruZnici
k se sttedem A a polomérem AC a kruznici [ se sttedem B a polomérem BC. Tyto dvé
kruZnice maji miniméln€ jeden spole¢ny bod, a to bod C. V pfipadé, Ze tyto kruznice maji
pravé jeden spolecny bod, pak se jednd o dotyk (vnéjs$i nebo vnitini). Bod dotyku dvou
kruznic lezi vZdy na pifimce spojujici stiedy téchto kruZznic. Bod C tedy leZi na pfimce AB
a tudiz je i svym obrazem, tedy C = C’. V piipadé, Ze tyto kruznice maji dva spolecné
body, pak jeden z nich je bod C a druhy bod ozna¢me C’. Pak trojtihelniky ABC a ABC’
jsou shodné podle véty sss (viz obrazek 2.1). Plati tedy: |Cp| = |C'p|. Jestlize oznalime
patu kolmice z bodu C na pifmku p jako bod Cy a patu kolmice z bodu C’ na ptimku p
jako bod C), pak pravouihlé trojihelniky ACCy a AC'C)) jsou shodné, tedy Cp = C}). Bod C’
je pak obrazem bodu C v osové soumérnosti podle piimky dané body A, B.

Popis konstrukce.
0. body A, B,C, pfimka p =«<> AB
1. kruZnice k; k(A, |AC|)
2. kruznice [; (B, |BC))



Kapitola 2. Mohr-Mascheroniho tvrzeni 7

3. bod C'; C'=knNlaplati O(p) : C — '

Obrazek 2.1: Bod v osové soumérnosti

Pozndmka. Pokud chceme ovéfit, Ze tfi zadané body A, B, C lezi na jedné pfimce, zvolime
bod X, ktery ur¢ité na takové piimce neleZi. Sestrojime bod X’ symetricky podle piimky
urc¢ené body A, B (podle rozboru konstrukce 2.1). Pak pokud bod C leZi na pfimce AB, tedy
ose tseCky XX’, pak bod C mi stejnou vzdalenost od bodu X jako od bodu X’ (coz se da
kruzitkem snadno ovéfit).

Konstrukce 2.2. Sestrojte usecku, kterd ma n-krit vétsi délku nez dand dseCka AAj,
|AA || = r (kde n € N libovolné).

Pozndmka. Na tuto konstrukci se budeme pozdéji mnohokrat odvolavat. VZdy budeme
potiebovat nalézt bod, ktery mé n-krat (n = 2,3, ...) vétSi délku nezZ zadana usecka. Pfitom
vzdy, pokud nebude uvedeno jinak, budeme hledat pravé takovy bod A,,, pro ktery plati, Ze
bod A lezi na UseCce AA,,.

Rozbor. K této konstrukci vyuZijeme vlastnosti rovnostranného trojihelnika. Sestrojime
tedy rovnostranny trojihelnik AA;B pomoci kruznic k; a k» (viz obrdzek 2.2). Nésledné
pomoci kruznic k3 a k4 sestrojime rovnostranné trojihelniky A;BC a A{CA,. Vime, Ze
kazdy rovnostranny trojihelnik ma velikost vSech vnitinich dhlid 60°. Bod A, tedy lezi
na pfimce AA; a |[AA|| = |A1Ay| = r. UseCka AA, ma dvakrat vétsi délku neZ tisetka AA.

Pokud zopakujeme tento postup, narysovanim kruZnic ks a kg dostaneme tsecku AA3,
kterd ma tiikrat vétsi délku nez useCka AA . Je zfejmé, Ze pokud tento postup zopakujeme
(n— 1)-krét (pro libovolné n € N), ziskdme dseCku AA,, kterd ma n-krat vétsi vzddlenost
nez zadana usecka AA;.

Popis konstrukce.
0. useCka AA;; |[AA | =T
1. kruZnice ky; k(A,r)
2. kruznice ky; k(Ay,r)
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bod B; B =k Nkj

kruznice k3; k(B,r)

bod C; C = ky Nks

kruZnice ka4; k(C, )

bod Ay; Ay = kp Nky a plati: [AA;| = 2r
kruznice ks; k(Ap,r)

bod D; D = k4 Nks

10. kruZznice ke; k(D,r)

11. bod As; A3 = ks Nk a plati: |[AA3| = 3r

A A

12. stejnym zplsobem sestrojime body Ay4,As, ..., A, (pro libovolné pfirozené Cislo n)
takové, ze plati: [AA,|=n-r

k3 ky ke

A

A3

Obrazek 2.2: Néasobek tisecky pomoci rovnostrannych trojihelnika

Pozndmka. Uvedené feSeni konstrukce nenf jediné mozné, napiiklad predchozi konstrukce
se dala vyfesit nasledujicim zptisobem.

Rozbor. Zvolme libovolny bod B takovy, Ze neleZi na tsecce AA|. Narysujme kruznici /;
se sttedem A| a polomérem AB a kruZnici /; se sttedem B a polomérem r = |[AA{|. Prinik
kruznic /1 a I, ozna¢me jako bod C. Sestrojili jsme tedy rovnobéZnik AA;CB. Sestrojme
nyni dalsi rovnobéZnik A;A;CB tak, Ze bod A, leZi na priseciku kruznice /3 se stfedem A
a polomérem r a kruznice Iy se stfedem C a polomérem BA;. Sestrojili jsme tedy useCku
AA; takovou, Ze |AAz| = 2-]AA;| = 2r. Nyni sestrojime rovnobéznik A»A3CB pomoci
kruznic 5 a I (viz obrazek 2.3). Plati: |[AA3| = 3r. Opakovanim tohoto postupu miZeme
sestrojit libovolnou usecku AA, takovou, Ze |[AA,| = n-r (kde n je libovolné pfirozené
¢islo).
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Popis konstrukce.

0. dseCka AAj; |[AA|| =7
bod B; B ¢ AA,
kruznice [1; [1 (A1, |AB|)
kruZnice lp; I (B, r)
bod C;C=1 Nk
kruznice l3; I3(A1,r)
kruZnice ly; 14(C, |BA1|)
bod Ay; Ay = 3N 14
tseCka AAy; |[AAy| =2r
kruznice Is; Is(Az, r)
kruznice lg; I6(C, |BA;|)
. bod Az; A3 = 15N
. UseCka AAjz; |AA3| = 3r

. opakovanim tohoto postupu sestrojime body A4,As,...,A, (pro n € N libovolné),
tudiz i tsecky AA,

A S R S e

— e
W = O

Obrazek 2.3: Nasobek usecky pomoci rovnobézniki
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Konstrukce 2.3. Jsou dany usecky a,b a c. Sestrojte usecku d takovou, Ze plati: g

(dsecka d je tzv. Ctvrtd umérnd dsecek a, b, c).

Rozbor. Popisme zpusob konstrukce pro a > b. Pro a < b je tento postup analogicky.

Pro a = b je tento ptiklad trividlni.
Tato konstrukce se ndm rozdéli na dva ptipady.

a) c<2a

Zvolme si libovolny bod a oznacme jej O. Sestrojme dvé soustfedné kruznice k, !/
se sttedem v bod€ O a poloméry po fadé€ a a b. Na kruznici k(O, a) zvolime dva body
A, B tak, aby |AB| = c¢. Zvolme si libovolné pevné Cislo r takové, ze a — b < r < a.
Sestrojme kruZnici m se stiedem v bodé A a polomérem r. Tato kruZnice m protina
kruznici [ ve dvou bodech. Jeden z nich si oznaCme A; (na volbé nezalezi). Poté
narysujme kruznici n se sttedem B a polomérem r. KruZnice n a [ se protinaji opét
ve dvou bodech, z nich ale vybereme (a oznac¢ime jej B) takovy, aby platilo, Ze

AB }f A1B). Pak usecka A|Bj je hledanou tseckou d.

Popis konstrukce.

0.
1.

e Al

useCky a,b,c

bod O libovolny

kruZnice k; k(O,a)

kruznice [; [(O, D)

body A,B;A € k,B€k, |AB|=c

kruznice m; m(A,r),a—b<r<a

bod A; A = mNI (zvolime jeden ze dvou pruseciki)
kruznice n; n(B,r)

bod By; By =nNI,AB HAIBI aplati: d = |AlBl|

Obrazek 2.4: Konstrukce usecky v poméru (pro ¢ < 2a)
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b)

Diikaz. Trojihelniky AOA| a BOB; jsou shodné (podle véty sss), tedy thly AOA;
a BOB; maji stejnou velikost. Pak ale |<AOB| = |A;0B|, tudiZ trojihelniky AOB
a A1 OB jsou podobné. Z této podobnosti ale plyne vztah:

Cl_ c
b |A1B1|

c>2a

Sestrojme usecku na (obrazek 2.2 nebo 2.3) takovou, Ze ¢ < 2na. Nyni sestrojme

tsecku y tak, Ze plati: 7' = § Pokud nyni sestrojime tseCku x = ny (konstrukce 2.2),

ziskali jsme hledanou dsecku d, protoZe plati: § = n—cy

Popis konstrukce.

0. usecky a,b,c
. usecCka na; ¢ < 2na (obrazek 2.2 nebo 2.3)
C

1
2. useCkay; 5 = 5 (konstrukce 2.3 a))
3. dsecka d; d = ny (konstrukce 2.2) a plati: § =

<

d

Konstrukce 2.4. Rozd€lte kruznicovy oblouk AB kruZnice k na polovinu.

Rozbor. Predpoklddejme, Ze umime sestrojit stfed kruZnice k (v konstrukci 3.6 si ukdZeme,
jak jej sestrojit). Tento stfed kruZnice k oznaéme O, dédle oznacme |OA| = |OB| =ra|AB| =
= a. Sestrojme kruZnici m; se sttedem O a polomérem a a kruZnici m, se stiedem A
a polomérem r. Prasecikem kruznic m; a my je bod, ktery ozna¢me C. Nyni sestrojme
kruZnici m3 se stfedem B a polomérem r. Pak kruZnice m; a m3 se protinaji v bod¢, ktery
ozna¢ime D. Sestrojme kruZnici /; se sttedem C a polomérem |CB| a kruZnici /5 se sttedem
D a polomérem |DA|. Prisec¢ikem téchto dvou kruznic je bod, ktery oznaéme E. Nasledné
musime sestrojit kruznici n; se stfedem C a polomérem |OE | a kruZnici n; se sttedem D
a polomérem |OE|. Tyto kruznice se protinaji ve dvou bodech, ozna¢me je X; a X,. Pak X
a X, jsou body, které déli oba oblouky AB na polovinu.

Popis konstrukce.

0.

Nk wh =

kruZnicovy oblouk AB kruZnice k

bod O; O je stied kruZnice k (konstrukce 3.6)
kruznice my; m;(0,|AB| = a)

kruZnice my; my(A,|OA| = |OB| =r)

bod C;C=miNmy

kruznice m3; m3(B,r)

bod D; D =m; Nm;y

kruznice Iy; [1(C,|CB|)
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8. kruznice lp; I(D, |DA|)

9. bodE; E=11Nl
10. kruznice ny; ni(C, |OE|)
11. kruznice ny; ny(D, |OE)
12. body X1,Xo; {X1,Xo} = n1 Nny aplati: X1, X, jsou stfedy obou obloukd AB

Obrazek 2.5: Rozdéleni oblouku na polovinu

Diikaz. Utvary ABOC a ABDO jsou rovnobé&zniky (plyne z rovnosti délek prot&jsich stran
téchto ttvard). Body C,0 a D tedy lezi na jedné piimce (CO || AB, OD || AB). Protoze
trojihelniky CDE a CDX; jsou rovnoramenné, plati: |[<COE| = |<COX;| = 90°. Pak ale
usecka OX je kolma k usecce AB.

Nyni ndm tedy k diikazu toho, ze X ptili jeden z obloukli AB, staci jen dokazat, Ze bod
X lezi na oblouku AB, tedy Ze |OX;| = r.

Pouzitim kosinové véty v trojuhelniku COB dostaneme:

|CB|* = |OC|* 4 |0BJ* —2-|0C| - |OB| - cos|<COB| (2.1)
a pouZzitim kosinové véty tentokrat v trojihelniku OBA ziskdme:
|OA|*> = |OB|* + |AB|* —2-|OB| - |AB| - cos|<tOBA|. (2.2)

Jelikoz utvar ABOC je rovnobéznik, pak plati: |AB| = |CO|. Potom vztah (2.2) mtiZeme
upravit do tvaru:

|0A|> = |0B|* + |OC|*> =2 |OB| - |OC]| - cos |<COBA], (2.3)
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navic plati, Ze |[<OBA| = 180° — |<<COB|, tedy:

cos |<COBA| = cos(180° — |<COB|) = —cos |<<COB|
a vztah (2.3) upravime do tvaru:

|OA|? = |OBJ* +|0C|* +2-|0B| - |0C| - cos |<<COB]. (2.4)
SecCtenim rovnic (2.1) a (2.4) dostavame:

|CB|* + |0A|?> = 2|0C|? +2|0B|>.
Pfi naSem znaceni ziskdvdme rovnici:
|CBJ? +r* = 2a° + 217,
|CB|> =24* 4+ #*

Ponévadz body B, E lezi na kruznici /1 (C, |CB|), pak \CB| |CE|. Ddle vime, Ze v pravo-
Ghlém ACOE plati Pythagorova véta: |CE|*> = |OC|* + |OE|?. Potom zfejmé plati:

|CB|? = |OC|* + |OE|?,
2a* +r* = a®> + |OE|?,
|OE|* = a* +r? (2.5)

Nebof bod X; lezi na kruznici n;(C,|OE|), plati: |CX;| = |OE|. V pravothlém ACOX;
plati Pythagorova véta: |CX;|? = |OC|? 4 |0X;|?. Odtud ale plyne:

|OE|* = |oC[* +|0X |,
|0X,|* = |OE|* —|OC|?. (2.6)
Pak ale dosazenim vztahu (2.5) do rovnice (2.6) ziskavame:
0X, > = a* +r* — d?,
|0X,|* = r°.
Protoze |OX;| > 0 ar > 0, pak plati:
|OX| =r.

Konstrukce 2.5. Na piimce p dané dvéma body A, B sestrojte libovolny pocet bodd.

Rozbor. Zvolme libovolny bod C, ktery urcité nelezi na pfimce p. Nyni mizeme sestrojit
bod C’, ktery je soumérné sdruzeny s bodem C podle pfimky p (konstrukce 2.1). Nasledn&
sestrojme kruZnici k| se sttedem C a polomérem r a kruZnici k, se sttedem C’ a polomé&rem
r, kde r je libovolné &islo vétsi nez je vzdédlenost bodd C a C’ od piimky p. Pak se kruZnice
ky a ky protinaji ve dvou bodech X a X’. Je zfejmé, Ze tyto body leZi na pfimce p. Pokud
zvolime jiny polomér r kruZznic ki a kp, pak ziskdme jiné body, které budou opét leZet
na primce p.
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Popis konstrukce.

0.

S e

body A, B, pfimka p; p =<+ AB

bod C; C ¢ p libovolny

bod C'; &(p) : C — C’ (konstrukee 2.1)

kruznice kyi; ki (C,r), r > |Cp| libovolné

kruZznice ky; ky(C',r)

body X, X; {X,X'} = ki Nk aplati: {X,X'} €p

postup opakujeme pro jiné r > |Cp|, dostaneme jiné dva body piimky p

Obrazek 2.6: Sestrojeni libovolného bodu usecky

Konstrukce 2.6. Narysujte prisecik dané kruznice k(S,r) a piimky p dané dvéma body

A,B.

Rozbor. Reseni této konstrukce se nim rozdéli do dvou variant: jestli bod S leZi nebo nelezi
na ptimce p, kterd je urend body A a B (ovéfeni, zda tfi body A, B, S leZi na jedné pfimce,
najdeme v pozndmce na strané 7).

e S&Zp

Sestrojme bod §" soumérné sdruzeny s bodem S podle piimky p (konstrukce 2.1).
Nyni narysujme kruZnici [ se stiedem v bod€ S’ a polomérem r. KruZnice k a [ se
protinaji v bodech X a Y, coZ jsou hledané pruseciky kruznice k s pfimkou p.
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Popis konstrukce.

0. kruznice k(S,r), body A, B, pifimka p =<> AB

1. bod §’; O(p): S — S (konstrukce 2.1)

2. kruznice [; I(S',r)

3. body X,Y; {X,Y} =kNlaplati: {X, Y} =kNp

Obrazek 2.7: Prisecik kruznice a tsecky (stied kruznice neleZi na tsecce)

Diikaz. Platnost konstrukce plyne ze symetrie celé této konstrukce podle piimky
p =< AB. 0]

e Sep

Nejprve sestrojme kruZnici m se sttedem A a polomérem ¢, kde ¢ je takovy polomér,
Ze kruznice m a k se protinaji ve dvou bodech, tedy plati |AS| —r <t < |AS|+r.
Tyto body ozna¢me C a D. Dostali jsme tedy dva oblouky CD kruZnice k. Nynf ale
pomoci konstrukce 2.4 sestrojime stiedy X, Y obou téchto obloukt. Tyto stfedy jsou
hledanymi priseciky kruznice k a pifimky p.
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Popis konstrukce.

0. kruznice k(S,r), body A, B, pfimka p =<> AB

1. kruznice m; m(A,t), |AS| —r <t < |AS|+r

2. body C,D; {C,D} =kNm

3. body X,Y; X,Y jsou stiedy obou obloukii CD kruznice k (konstrukce 2.4)
aplati: X, Y =kNp

Obrazek 2.8: Prisecik kruznice a tsecky (stfed kruZnice leZi na dsecce)

Diikaz. Trojihelniky ASC a ASD jsou shodné (podle véty sss), proto bod S lezi
na ose thlu CAD. Jelikoz ale trojihelniky AXC a AX D jsou shodné (podle véty sus),
pak plati: |<XAC| = |<XAD|, tedy bod X lezi na ose ihlu CAD. Z toho ale vyplyva,
Ze bod X lezi na pifimce AS (nebo taky na pifimce AB, protoZze S leZi na piimce
p =<+ AB).

Podobné se da dokazat, ze bod Y leZi na piimce p, kterd je dana body AB. O

Konstrukce 2.7. Sestrojte prisecik dvou piimek p a g danych dvojicemi bodi A,B a C,D.

Rozbor. Sestrojme bod C’, ktery je soumérné sdruzeny s bodem C podle pifmky p =<+ AB,
a bod D/, ktery je soumérné sdruZeny s bodem D podle ptimky p (kostrukce 2.1). Nyni
narysujme kruZnici k se sttedem v bodé D" a polomérem |CC’|. Déle narysujme kruZnici /
se stfedem v bodé C a polomérem |CD|. Prisecik téchto dvou kruznic k a [ ozna¢me jako
bod E (ten, ktery leZi na polopifimce DD'). Tato situace miize dopadnout dvéma zplsoby
(viz obrazek 2.9).

Nyni potfebujeme najit isecku x takovou, Ze plati: ||11))5,|‘ = |CX—D‘ (konstrukce 2.3). Pokud
tedy narysujeme kruZnici m se sttedem v bodé D a polomérem x a kruZnici n se sttedem
v bod€ D’ a polomérem x, bude priise¢ikem téchto dvou kruznic m a n bod X, ktery je
hledanym prusecikem piimek p a g.
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Popis konstrukce.

0.

o 34 kW =

body A, B, pfimka p =<+ AB, pfimka g =<+ CD

bod C’; C’ je soumérné sdruzeny s bodem C podle ptimky p (konstrukce 2.1)
bod D’; D' je soumérné sdruzeny s bodem D podle piimky p (konstrukce 2.1)
kruznice k; k(D',|CC’|)

kruznice I; [(C,|CD|)

bod E; E = kN, E leZi na polopfimce DD’

L DE D
usecka x; ||DD,|‘ = Q (konstrukce 2.3)

kruznice m; m(D, x)

kruznice n; n(D', x)

bod X; X =mNnaplati: X =pngq

Obrazek 2.9: Prisecik dvou tdseek AB a CD

17

Diikaz. JelikoZ je bod C' soumérné sdruZeny s bodem C podle piimky p abod D’ soumérné
sdruzeny s bodem D podle piimky p, pak hledani priseciku piimky p a ¢ miZeme prevést
na hledéni prase¢iku pifimek CD a C'D’.

Utvar CC'D'E je rovnob&znik a plati: DE || CC', DD’ || CC', pak tedy body D, D', E lezi
na jedné ptimce. Trojihelniky CDE a X DD’ jsou podobné, proto plati:

|DE| B |CE|
DD'|  |D'X|

Dile ale plati:

ICE| = |cD| = |C'D|.
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Usec¢ka D'X = x je tedy hledanou tiseCkou, kterd spliiuje vztah:

|DE| _ |CD|
DD/ x

Nyni si tedy nazna¢me dikaz tzv. Mohr-Mascheroniho tvrzeni. Kazda eukleidovské kon-
strukce (konstrukce pomoci kruzitka a pravitka) se da prevést na posloupnost feSeni nésle-
dujicich zékladnich konstrukei:

1. sestrojeni pfimky prochdzejici dvéma danymi body,
2. sestrojeni kruZnice s danym stfedem a danym polomérem,
3. sestrojeni prisec¢ikli dvou danych kruznic,

4. sestrojeni prisec¢iki dané kruznice a dané piimky,

)

. sestrojeni praseciki dvou danych piimek (kazda je dana dvéma svymi body).

V piipadé, Ze chceme dokézat, Ze kazda konstrukce feSitelnd pomoci kruzitka a pravitka
se da vyfesit pouze pomoci kruZzitka, staci tedy dokdzat, ze kaZzdou z téchto zakladnich
konstrukci 1ze vykonat jenom pomoci kruZzitka.

Na zacatku této kapitoly jsme si vysvétlovali, kdy se v geometrii kruZitka poklada kon-
strukce pfimky za dokoncenou. Z toho ndm jasné€ plyne splnéni prvni zdkladni konstrukce.
Druh4 a tfeti konstrukce jsou taktéZ pomoci kruzitka snadno vyfesitelné. Ctvrtou a pdtou
konstrukci jsme si objasnili v této kapitole (viz konstrukce 2.6 a 2.7). VSechny konstrukce
reSené pomoci kruzitka a pravitka se tudiz daji vyfeSit jenom pomoci kruZitka, dokazali
jsme tedy tzv. Mohr-Mascheroniho tvrzeni.



Kapitola 3

Dulezité konstrukce kruzitkem

V predchozi kapitole jsme dokdazali, Ze kazda konstrukce feSitelnd pomoci pravitka a kru-
Zitka se da vyfesit pouze kruzitkem. K tomuto dikazu jsme si potfebovali ukazat feSeni
nékterych konstrukei.

V této kapitole si ukdZzeme feSeni né€kterych zajimavych konstrukci pouze pomoci
kruZzitka, ktera jsme nepotiebovali k dikazu v predchozi kapitole. Témito konstrukcemi
se také zabyvali Mohr, Mascheroni a Adler. Reseni n&kterych konstrukei pouZijeme pak
v dalSich ¢astech této prace.

Konstrukce 3.1. Sestrojte kolmici k dané use¢ce AB v bodé A.

Rozbor. Nejprve sestrojme kruZnici k se sttedem A a polomérem r (kde r je libovolné
¢islo takové, ze r > @) a kruznici / se sttedem B a stejnym polomérem r. V priseciku
téchto dvou kruZnic k a [ lezi bod O. Sestrojili jsme tedy rovnoramenny trojihelnik ABO
se zdkladnou AB. Nyni narysujme kruZnici m se sttedem O a polomérem r. Na této
kruZnici musime najit bod E takovy, Ze tseCka BE je prumérem kruznice m. Pro tento bod
plati, Ze |BE| =2 -|BO| (viz konstrukce 2.2). Pak ale kruZnice m je Thaletova kruZnice
nad primérem BE, tedy trojihelnik BEA je pravotihly s pravym thlem u vrcholu A. Use¢ka
AFE je tedy hledanou kolmici na stranu AB v bodé A.

Popis konstrukce.
0. tsecka AB
kruznice k:k(A, r), r > 22l Tibovolné
kruznice [; [(B,r)
bod O; O = kNl
kruznice m; m(O,r)
bod E; E € m, |BE| =2-|BO|, O € BE (konstrukce 2.2) a plati: AE_LAB

A e

— 19—
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Obrazek 3.1: Kolmice k usecce AB v bodé A

Pozndmka. U této konstrukce si ukazeme jesté jeden zptisob feseni.

Rozbor. Nejprve sestrojme kruznici k se stfedem v bodé€ B a polomérem |BA|. Nyni zvolme
libovolny bod kruZnice k a ozna¢me jej C. Pak sestrojme kruznici / se stfedem C a polo-
mérem |CA|. Oznaéme priseéik kruZnic k a [ jako bod D. Nésledné sestrojme kruznici m
se stfedem v bodé A a polomérem |AD|. Pokud prtise¢ik kruznic / a m oznaéime E, pak
hledand kolmice je pravé usecka AE.

Popis konstrukce.
0. tsecka AB
kruznice k; k(B,|BA|)
bod C; C € k libovolny
kruznice ; [(C, |CA|)
bod D; D =kNI
kruznice m; m(A,|AD|)
bod E; E =1Nmaplati: AE L AB

N kW =
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Obrazek 3.2: Kolmice k tsecce AB v bodé A (2. zpisob)

Diikaz. Vime, Ze soucet velikosti vSech tif vnitfnich Ghli v trojihelniku je vzdy 180°,
proto pro AABC plati:

|<<CAB| + |<ACB| + |<ABC| = 180°.
Trojuhelnik ABC je rovnoramenny se zdkladnou AC, tudiz:
|<<CAB| = |<ACB]|
a tedy dostavame vztah:
2-|<CAB| + |<ABC| = 180°.

Trojuhelnik ADC je rovnoramenny se zakladnou AD. Body A,C dé€li kruZznici k na dva
oblouky. Mensimu z oblouki piislusi stfedovy thel <ABC a obvodovy thel <ADC. Z téchto

vlastnosti plyne:

<ABC
|<ICAD|:|<IADC|:| 5 |,

|<<ABC| =2 |<«CAD|.
Trojuhelniky CAD a CAE jsou shodné (podle véty sss), tedy:

|<CAE| = |<CAD|.
Z vyse uvedenych vztaht ziskame:
|<<ABC| =2 - |<CAE)|

a déle:
2-|<<CAB|+2-|<CAE| = 180°,
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|<<CAB| + |<CAE| =90°.
SloZenim thli CAB a CAE dostaneme thel BAE, potom plati:
|<<BAE| =90°.

O

Konstrukce 3.2. Nechf je dina dseCka AB, |AB| = n. Sestrojte dsecku, kterd ma délku %,
tedy rozdé€lte iseCku AB na n stejnych dild (kde n = 2,3,...).

Rozbor. Sestrojme usecku AC takovou, Ze plati: |AC| = n - |AB| (konstrukce 2.2). Pak
sestrojme kruZnici k se sttedem C a polomérem |CA| a kruZnici [ se stiedem A a polomérem
|AB|. Tyto dvé& kruZnice se protinaji v bodech, které oznacime D a D'. Potom sestrojenim
kruZnice m; se stiedem v bodé D a polomérem |DA| a kruZnice my se sttedem v bodé D’
a polom&rem |D’A| ziskdme 2 priseciky t&chto kruZnic. Jeden z nich je bod A a druhy

ozna¢me X. Pak ale plati: [AX| = @. Sestrojenim dvojnasobku, trojndsobku,..., az n-
-nasobku usecky AX (viz konstrukce 2.2) ziskame ty body tsecky AB, které tuto useCku
rozdéli na n stejnych dilka.

Popis konstrukce.

0. usecka AB
useCka AC; |AC| =n-|AB|, B € AC,n=2,3,... libovolné (konstrukce 2.2)
kruZnice k; k(C,|CA|)
kruznice [; [(A, |AB|)
body D,D’; {D,D'} = kNl
kruznice my; my (D, |DA|)
kruZnice my; my(D',|D'A|)

|AB|

bod X; X =mj Nmy, X lezi na dsecce AB a plati: |AX | = =~

n

NS kR LD =
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Obrazek 3.3: Rozdéleni usecky

Diikaz. Z podobnosti rovnoramennych trojihelnikit ACD a XDA (thel u vrcholu A je
spolecny, tedy ma stejnou velikost) plyne:

up| _ Jac
|AX| |AD|’
|AD|* = |AC| - |AX|.
Body B, D lezi na kruznici [ (A, |AB|). Use¢ka AC je n-nasobkem tisetky AB. Pak tedy plati:
[AB| = |AD|,
|AC| =n-|AB|.
Z vyse uvedenych vztahti dostaneme:

[AB|” = |AC| - |AX],

AC| = n-|AB],
ABP = n-|AB| - |AX],
IAB| = n - |AX]|

AB|
Ax| = 220

O

Pozndmbka. Pro velké hodnoty n se stdva tato konstrukce nepfesnou (diky konstrukci bodu
X pomoci kruznic m an). V takovém piipadé mizeme bod X sestrojit pomoci rovnobézniku
AXDE, kde usecka ED’ je primérem kruZnice .

Obrézek 3.4: Rozdéleni dsecky (pfi velkém n)
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Tato konstrukce se da provést i nasledujicim zptisobem.

Rozbor. Zkonstruujme Gseku AC takovou, Ze |AC| = n-|AB| (konstrukce 2.2). Pak sestro-
jme kruznici k; se sttedem A a polomérem |AB|, kruznici k; se stfedem A a polomérem
|AC|, kruZnici k3 se stfedem C a polomérem |CA| a kruZnici k4 se stfedem C a polo-
mérem |AB|. Déle sestrojme bod D jako prusecik kruZnic k; a k3 (vybereme jeden ze dvou
priseciki) a bod E jako prusecik kruZnic k; a k4 (zvolime ten prasecik, ktery vzhledem
k ptimce AC leZi ve stejné poloroving jako bod D. Nyni narysujme kruZnici ks se stfedem
D a polomérem |DA| a kruZnici k¢ se stfedem C a polomérem DE. Tyto dvé kruZnice ks
a kg se protinaji ve dvou bodech, z nichZ ale vybereme (a ozna¢ime jej X) ten, pro ktery

platf, 7e leZf na Gsece AC. Pro tsecku AX plati: |AX| = 421,

Popis konstrukce.
0. useCka AB
usecka AC; |AC| =n-|AB|, B € AC,n=2,3,... libovolné (konstrukce 2.2)
kruZznice ky; ki (A, |AB|)
kruZnice ky; k> (A, |AC))
kruZnice k3; k3(C, |CA|)
kruZnice k4; k4(C, |AB|)

bod D; D = k; Nkj3 (zvolime jeden ze dvou pruseciki)

A S e

bod E; E = ky Nka, bod E lezi ve stejné poloroving (vzhledem k pifimce AC) jako
bod D

8. kruZznice ks; k5(D, |DA|)
9. kruZnice k¢; k¢(C, |DE)
10. bod X; X = ks Nkg, X lezi na tsecce AC a plati:

Ax| =128

n

Obrazek 3.5: Rozdé€leni usecky (2. zptisob)
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Diikaz. Bod X lezi na pfimce AC, protozZe piimka AC je rovnobéznd s ptimkou DE a tedy
pifimka XC je rovnobéznd s piimkou DE (Gtvar CEDX je rovnobéZnik). Z podobnosti
rovnoramennych trojihelniktt ACD a X DA (tihel u vrcholu A je spole¢ny) plyne:

|AB|
Ax| = 22
n

(viz predchozi dikaz). [

Nyni si ukdZzeme jiné feSeni tohoto problému, kdy najdeme usecku délky %, kterd ovSem
nelezi na zadané usecce AB.

Rozbor. Sestrojme usecku AC, pro kterou plati |AC| = n - |AB| (konstrukce 2.2). Ddle
narysujme kruZnici k se stfedem A a polomérem |AC| a kruZnici [ se stiedem v bodé B
a stejnym polomérem |AC|. Tyto dvé kruZnice k a [ se protinaji ve dvou bodech, zvolme
libovolné jeden z nich a ozna¢me jej D. Sestrojme kruZnici m se stfedem D a polomérem
|AB|. Tato kruZnice m protina kruznici k ve dvou bodech, zvolme ten bod, ktery ma od bodu
C vétsi vzdélenost, a oznacme jej E. KruZnice m vSak protina i kruznici / ve dvou bodech,
z nichz oznacime F' ten bod, ktery lezi ve stejné poloroving (vzhledem k piimce AD) jako

EF| =148

bod E. Vznikla ndm dseCka EF takova, Ze plati:

Popis konstrukce.
0. tsecka AB
useCka AC; |AC| =n-|AB|, B € AC,n=2,3,... libovolné (konstrukce 2.2)
kruZnice k; k(A, |AC|)
kruZnice [; [(B,|AC))
bod D; D = kN1 (zvolime jeden ze dvou prasecikii)
kruznice m; m(D,|AB|)

bod E; E = mNk, zvolime ten prisecik, ktery ma vétsi vzdalenost od bodu C

Nk -

bod F; F =mNI, bod F lezi ve stejné poloroviné (vzhledem k piimce AD) jako bod
E aplati: |[EF| = [A8|

n
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Obrazek 3.6: Rozdéleni usecky (3.zptisob)

Diikaz. Rovnoramenné trojuhelniky ABD, DEA a DF B jsou shodné podle véty sss. Rov-
noramenny trojihelnik DEA je podobny s rovnoramennym trojihelnikem FED (thel pfi
vrcholu E je spole¢ny). Odtud tedy plyne:

|[EF| _|ED|

ED| ~ |EA]

ProtoZe plati:

ED| = |AB|, |[EA| = |AD| = |AC| = n - |AB|, dostaneme:

|[EF|  |AB|
|AB|  n-|AB|’
AB|
|EF|=—.
O
Konstrukce 3.3. Necht je ddna useCka AB. Sestrojte usecku, kterd ma délku |’3§‘, tedy

rozdé€lte danou dsecku na 2" stejnych ¢asti (n = 2,3,...).

Rozbor. Nejprve sestrojme useCku AC, kterd ma dvojndsobnou délku neZ tseCka AB,
tedy |AC| = 2 - |AB| (konstrukce 2.2). Déle zkonstruujme kruZnici k se stfedem v bodé C
a polomérem |CA| a kruZnici /; se stiedem A a polomérem |AB|. Tyto kruZnice k a [} se
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protinaji ve dvou bodech, které oznaéme D a Dj. Nyni narysujme kruZnici m; se stiedem
D; a polomérem |D;A| a kruZnici m] se stiedem D) a polomérem |D|A|. Prise¢ik t&chto
kruznic, ktery je rizny od bodu A, nazvéme X;. Plati: |BX;| = |AX;| = |A23 3

Poté sestrojme kruZnici /5 se sttedem v bodé A a polomérem |BD|. Priseciky této kruZnice
I skruznici k pojmenujme D, a D). Pak narysujme kruZnici m; se stfedem D5 a polomérem
|D,A| akruznici m) se stfedem D/, a polomérem D,A. KruZnice my a m) se protinaji ve dvou
BX,| =2,
Pokud bychom stejny postup zopakovali, ziskdme tisecku BX,,, pro kterou plati: |BX, | = %
(n=3,4,5,...).

V pripadé, Ze bychom chtéli iseCku AB rozdélit na 2" stejnych ¢asti, musime sestrojit
nasobek usecky BX,, (konstrukce 2.2).

bodech, z nichz jeden je bod A a druhy pojmenujme X;. Pro usecku BX; plati:

Popis konstrukce.
0. useCka AB
usecka AC; |AC| =2-|AB|, B € AC (konstrukce 2.2)
kruZnice k; k(C, |CA|)
kruznice I1; [ (A, |AB|)
body Dy, D; {Dy,D}} = kNI,
kruznice my; my (D1, |D1A|)
kruznice m|; m) (D}, |D}A|)
bod X;; X; =miNmy, X; #A
usecka BXy; |BX,| = |A—2m
kruznice lp; [o(A, |BDy|)
body Dy, D; {D»,D5} = kNl

X NN A LD =

~
e

11. kruznice my; my(Da,|DyA|)

12. kruznice m}; m) (D5, |D5A|)

13. bod X; X = mp Nmh, X» # A aplati: |BXa| = %

14. postup opakujeme a ziskdme body X,;; |BX,| = |‘3§‘ n=3,4,...)
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Obrazek 3.7: Rozdéleni tusecky na 2" stejnych casti

Diikaz. Z podobnosti rovnoramennych trojihelniktit ACD| a AD X (thel pii vrcholu A je
shodny) plyne:
|AX1|  |AD|

|AD{| — |AC|®
ProtoZe |AC| =2-|AB| a |AD;| = |AB|, potom:

AXi| _ |AB]

[AB| — 2-]AB|’
AB

x| = A8l
2

Usec¢ka BD je t&7nici trojihelniku ACD1, tedy podle Apolloniovy véty plati:
4-|BD{|*+|AC|* =2-|AD|* +2-|CD |,

4-|BD{|* =2-]AD||* +2-|CD,|* — |AC|*.
Dile z nésledujicich vztahi: |AD,| = |AB|, |CD| = |AC|, |AC| = 2-|AB| plyne:

4-|BD{|*=2-|AB|*+2-|AC|* — |AC|* =2 |AB|* + |AC|* =2 |AB|* + 4 - |AB)?
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4-1BD;|* =6-|AB,
3
|BD;|* = > |AB|. (3.1)

JelikoZ jsou rovnoramenné trojuhelniky ACD, a AD,X, podobné (maji shodny thel u vr-

cholu A), plati:
|AXa|  |AD;|

|AD,| — |AC]
ADs| = |BDy|, |AC| =2 -|AB], ziskame:

a nebof plati:

|AX;| _ |BD |
BD,| ~ 2-]AB]’
= BT
2720 |AB]
Pouzitim vztahu (3.1) dostaneme:
3.AB? 3
|AXo| = 2 = 7 |AB|
2-1AB| 4

a tedy pro velikost isecky |BX>| plati ndsleduji vztah:

Podobné bychom mohli odvodit vztahy pro dalsi dsecky BX3, BXj. . ..

Obecné tedy plati:
|AB|
|BX,| = .
on

O

Pokud budou hodnoty # vys$$i, miiZe nastat situace, Ze bod X, nebude jasné definovan (kru-
Znice m, a m),, které definuji tento bod, budou splyvat s ostatnimi kruznicemi). V takovém
piipad€ pouZzijeme nasledujici zptisob konstrukce.

Rozbor. Sestrojme tseCku AC takovou, Ze plati: |[AC| = 2-|AB| (konstrukce 2.2). Narysujme
kruZnici k; se stiedem A a polomérem |AB| a kruZnici k; se stfedem C a polomérem |CA]|.
Tyto dvé kruZnice k; a k se protinaji ve dvou bodech, oznaéme je D a D). Poté narysujme
kruZnici k3 se stfedem C a polomérem |CB| a kruZnici k4 se stfedem v bod€ A a polomérem
|AC|. Jeden z prusecikti kruznic k3 a k4 ozna¢me E;. Tento bod ale nevybereme libovolné,
nybrz vybereme pravé ten z pruseciku, ktery lezi ve stejné poloroving (vzhledem k piimce
AC) jako bod D;. Ddle zkonstruujme kruznici /; se sttedem v bodé D; a polomérem |DA|
a kruznici I, se stfedem C a polomérem |D;E;|. Kruznice [ a I, se protinaji ve dvou
bodech. Ten, ktery lezi na dse¢ce AB, pojmenujme X;. Pro tuseCku BX| plati: |[BX;| = @.
Navic po sestrojeni kruznice m se stiedem A a polomérem |BD | a kruZznice m; se sttedem
v bodé€ C a polomérem |BD | ziskdme priseciky kruznice m; a k; a priseéiky kruznic m; a
k4. Praseciky kruznic m; a kp ozna¢ime D, a D’2 tak, ze bod, ktery lezi ve stejné poloroviné
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jako body D; a E; (vzhledem k piimce AC), ozna¢ime D,. Z prusecikl kruznic m; a ky
vybereme ten, ktery lezi ve stejné poloroviné jako body D; a E; (vzhledem k piimce
AC) a nazveme jej E>. Nyni mdme zkonstruovany usecky AD,, CE, a BDi, které maji
vSechny stejnou délku. Pak sestrojme kruznici n; se sttedem v bod€ D; a polomérem |DA |
a kruZnici n; se sttedem C a polomérem |D, E»|. Jednim z priseciki kruznic n; a n je bod,
ktery leZi na useCce AB, a ten ozna¢me X;. Zkonstruovali jsme nyni tsecku BX,, pro kterou

plati: [BX,| = 2.
|AB|

Podobné miZeme tento postup opakovat a ziskdme tsecku BX,, takovou, Ze: |BX,| = 5
(n=3,4,...).
Popis konstrukce.
0. usecka AB
usecka AC; |AC| =2-|AB|, B € AC (konstrukce 2.2)
kruznice ky; ki (A, |AB|)
kruZnice ky; k> (C, |CA|)
body Dy, D}; {Dy,D} = ki Nk,
kruznice k3; k3(C, |CB|)
kruZnice k4; k4(A, |AC))

bod Ey; E1 = k3 Nky, Ey lezi ve stejné poloroving (vzhledem k piimce AC) jako bod
D,

kruznice [1; I1(Dy,|D1Al)

9. kruznice Ip; I,(C,|DE||

10. bod X1; X1 =11 N, X; € AB
11. dsecka BX;; |BX)| = A2

12. kruznice my; my (A, |BD1|)

13. body D», D; {Dy,D,} = mj Nky, Dy lezi ve stejné poloroving (vzhledem k pifmce
AC) jako body Dj a E;

14. kruznice my; my(C,|BD|)

15. bod Ey; Dy = my Nky, E lezi ve stejné poloroving (vzhledem k piimce AC) jako
body D; a E;

16. kruznice ny; ny(Dy, |D2A|)
17. kruznice ny; ny(C, |D2E|)
18. bod X; X =nyNny, X, € AB a plati:

N R LN =

*

_ |AB]
- 22

BX,|

19. postup opakujeme a dostaneme body X,,; |BX,| = V;f‘ (n=3,4,...)
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Obrazek 3.8: Rozdéleni tsecky na 2" stejnych ¢asti (pfi velkém n)

Diikaz. ProtoZe tseCka AC je rovnobéznd s useCkou D E; (Gtvar ACE D je lichob&Znik)
a usecka X C je rovnobéznd s useckou D E| (itvar X;CE|D; je rovnobéznik), pak usecka
X1C je rovnobézna s useckou AC, tedy bod X; lezi na usece AC. Stejnym zplisobem

muizeme dokdzat, Ze body X;,X3,...,X, leZi na tsecce AC.

Z predeslych dvah plyne, ze |D\X,| = |D|X1|, |D2Xs| = |D5X3|..... S vyuZitim toho,

co bylo dokazano v diikazu prvniho zpusobu této konstrukce, ziskdme: |BX|| = @,
AB AB

BX| = 28 BX,: |BX,| = B2 (n=3,4,...). 0

Konstrukce 3.4. Sestrojte tsecku, kterd je 3"-krat delSi nez zadand tseCka AAg (n =
=2,3,...).

Rozbor. Nejprve narysujeme kruZnici k; se stfedem v bodé Ag a polomérem r; = |ApA|.
Poté pomoci kruznice k, se sttedem A a polomérem r| nalezneme body B a B', coZ jsou
pruseciky této kruznice ky s kruznici kj. Déle zkonstruujme kruznici k3 se stiedem B
a polomérem ry a kruZnici k4 se sttedem B’ a polomérem r. Prise¢ik kruZnic k; a k3, ktery
je rizny od bodu A, pojmenujme C. KruZnice k; a k4 se protinaji ve dvou bodech, z nichz
jeden je bod A a druhy oznacme C’. Sestrojili jsme tedy tsecky AB a BC, pro které plati:
|AB| = |BC|, a tsecky AB’, B'C’, pro které rovnéz plati: |AB’| = |B'C’|. Nyni sestrojme
kruZnici ks se sttedem C’' a polomérem |C'A| a kruZnici kg se stiedem C a polomérem
|CA|. Tyto dvé kruznice ks a kg se protinaji ve dvou bodech, jeden z nich je bod A a druhy
pojmenujme A . Ziskali jsme useCku AA1, pro kterou plati: |AA|| =3 -|AAy|.
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Nyni pokud stejny postup, ktery jsme aplikovali na usecku AAq, pouZijeme pro usecku AA1,
dostaneme tise¢ku AA; takovou, Ze: [AAs| = 3-|AA|| = 3-3-|AAo| = 3?-|AAy|. Opakovanim
stejného postupu dostaneme libovolnou tseCku AA,, pro kterou plati: |AA,| = 3" - |AAo|
(n=3,4,...).

Popis konstrukce.

0. tsecka AAg, |[AAg| = r|
kruZnice ky; ki (Ag, 1)
kruZnice ky; ka (A, r1)
body B, B'; {B,B'} = ki Nk,
kruZnice k3; k3(B,r1)
kruZnice kq; kg(B',r1)
bod C; C =k Nk3, C#A
bod C'; C' = k1 Nky, C' # A
kruZnice ks; ks(C',|C'Al)
kruZnice kg; kg (C, |CA|)
bod Ay; A; = ks Nke, A] # A aplati: [AA{| = 3-|AAg|

. opakovanim stejného postupu s dseckou AA; ziskdme bod Ay; |AA,| = 32 - |AAy|

A S R A o

[S—
e

—_ =
N =

. postup opakujeme a dostaneme body A,; |AA,| = 3" |AAg| (n =3,4,...)

Obrézek 3.9: Usecka 3"-krét delsi (n = 1,2,...)
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Diikaz. Trojihelniky AAgB a BA(C jsou rovnostranné, tedy: |<<AAoC| = 120°. Pak v troj-
thelniku AA(C pouZijeme kosinovu vétu a ziskdme:

|AC|2 =4+ —2-r-r-cos120°

1
|AC|2=2-rf—2-r%-(—5),
|AC|> =3-r7.

Déle vime, Ze trojihelniky ACC' a A;CC’ jsou shodné rovnostranné trojihelniky (podle
véty sss) a tedy trojuhelnik AA|C je rovnoramenny se zdkladnou AA a plati:

|<tA1AC| = |<AAC| = 30°,|<<ACA | = 120°.
Pokud v tomto rovnoramenném trojuhelniku AA|C pouZijeme kosinovu vétu, ziskdme:
|AA > = |AC|> +|A1C|> =2 |AC| - |A|C| - cos 120°,

1
[4A1|* = |AC|* + |AC|* 2 |AC] - |AC] - (=3);

|AA|* =3-|AC|.

Z vyse uvedenych vztahti potom dostaneme:
‘AA1| :33I’%,‘AA|| :9’%7
a jelikoz jsou ¢isla x,y, r; > 0, pak plati:
y= 3- ry.

O

V nasledujicim problému si ukaZzeme elegantni zptisob feSeni této konstrukce podle Mas-
cheroniho.

Konstrukce 3.5. Rozdé€lte zadanou useCku AB na tfi stejné C4sti.

Rozbor. Nejprve sestrojme usecku AD takovou, Ze |AD| = 2 - |AB|, a ddle sestrojme dsecku
BC, pro kterou plati: |BC| = 2 - |BA| (viz konstrukce 2.2). Poté narysujme kruZnici k
se sttedem C a polomérem |CB|, kruznici k, se stfedem v bodé¢ C a polomérem |CD|,
kruZnici k3 se stiedem D a polomérem |DA| a kruZnici k4 se stfedem D a polomérem |DC]|.
Priise¢iky kruznic k; a k4 oznaéme E a E a prise¢iky kruZnic k, a k3 ozname F a F'. Pak
konstruujme kruznici /; se sttedem v bodé E a polomérem |EC| a kruZnici I, se stiedem
E' apolomérem |E’C|. Tyto dvé kruZnice /] a [ se protinaji ve dvou bodech, z nichZ jeden
je bod C a druhy pojmenujme X. Potom sestrojme kruZznici /3 se stfedem F' a polomérem
|FD| akruZnici I4 se sttedem F’ a polomérem |F’D|. Jednim z prise¢ikd je bod D a druhy

7z ¥z

prusecik ozna¢me Y. Body X, Y rozdéluji dsecku AB na tfi stejné Casti.
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Popis konstrukce.
0. usecka AB

usecka BC; |BC| =2-|BA|, A € BC (kostrukce 2.2)

useCka AD; |AD| =2-|AB|, B € AD (kostrukce 2.2)

kruznice ki; k1 (C, |CB|)

kruznice ky; k>(C, |CD|)

kruZznice k3; k3 (D, |DA|)

kruznice ky; k4(D, |DC])

body {E,E'} = ki Nky

body {F,F'} =k, Nk3

kruznice Iy; [ (E, |EC|)

kruznice b; l(E', |E'C|)

.bod X; X =0I1Nh,X#C

. kruznice I3; I3(F, |FD])

. kruznice ly; I4(F', |F'D|)

.bodY;Y =1013N,Y # D aplati:

¥ ® 2k W=

e T e
A W O = O

AX|=|XY| = |YB]

Obrazek 3.10: Rozd€leni tsecky na 3 Casti
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Diikaz. Z podobnosti rovnoramennych trojihelnikit CEX a CDE plyne:

|ICX| B |CE]
|CE|  |CD)|

a protoze plati: |CE| = |CB| =2-|AB| a |CD| =3 - |AB|, dostaneme:

ICX|  2-|AB|
2-|AB|  3-|AB|’
4
ICX| = - |AB],
3
4 |AB|
[AX| = |CX |~ |AC| = 3 - |AB| - |AB| = .

Konstrukce 3.6. Sestrojte stied dané kruZznice k.

Rozbor. Na zadané kruZnici k zvolte libovolné bod a oznacme jej A. Nyni zkonstruujme
kruZnici /1 se stfedem v bod€ A a libovolnym polomérem r takovym, Ze tento polomér r
je veétsi nez polovina poloméru zadané kruznice k. KruZnice k a /1 se protinaji ve dvou
bodech, které pojmenujme B a D. Sestrojme bod C takovy, Ze bod C je obrazem bodu
B ve stfedové soumérnosti se sttedem A. Na nalezeni tohoto bodu vyuZijeme konstrukci
2.2, kdy vlastné nalezneme usecku BC, pro kterou plati: |[BC| =2 -|BA|. Déle narysujeme
kruZnici , se sttedem C a polomérem |CD| a kruznici /3 se stfedem A a polomérem |CD)|.
Priseciky kruznice [, a I3 jsou dva body, z nichZ vyberme ten, ktery lezi ve stejné poloroviné
(vzhledem k pfimce AC) jako bod D a oznacme jej E. Pak sestrojme kruZnici /4 se stfedem
E a polomérem |CD|, jejiz prasecik s kruznici /1, ktery neni bodem C, nazveme F. Délka
useCky BF je rovna délce poloméru zadané kruznice k. Zkonstruujme tedy kruznici m;
se sttedem B a polomérem |BF| a kruZznici m; se stiedem A a polomérem |BF|, které se
protinaji ve dvou bodech. Ten prisecik, ktery lezi ve stejné poloroving (vzhledem k piimce
AC) jako bod F, ozna¢me S. Bod S je hledanym stfedem zadané kruZnice k.

Popis konstrukce.
0. kruZnice k
bod A; A € k libovolny
kruznice I1; [1 (A, r), r v&tsi nez polovina poloméru kruZnice k
body B,D; {B,D} = kNl
bod C; |BC| =2-|BA|, A € BC (konstrukce 2.2)
kruznice lp; [, (C,|CD|)
kruznice I3; [3(A, |CD|)
bod E; E = I, N3, E leZi ve stejné poloroviné (vzhledem k pfimce AC) jako bod D
kruZnice ly; I4(E, |CD|)

® N R WD =
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9. bod F; F=l4NI,F #C
10. kruznice my; m;(B,|BF|)
11. kruZnice my; my(A, |BF|)

12. bod §; S = mj Nmy, S lezi ve stejné poloroving (vzhledem k piimce AC) jako bod F
a plati: S je stfed kruZznice k

Obrazek 3.11: Stied kruznice

Diikaz. Rovnoramenné trojihelniky ACE a AFE jsou shodné (podle véty sss), tudiZ do-
staneme:

|<<EAF| = |<ACE)|.
Dile plati:
|<<BAE| = |<BAC

— |<CAE| = 180° — |<CAE). 3.2)

ProtoZe soucet vnitinich dhli v kazdém trojihelniku je roven 180°, pro rovnoramenny
trojuhelnik ACE ziskdme rovnost:

2. |<CAE|+ |<AEC| = 180°. (3.3)
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Z platnych vztahti 3.2 a 3.3 plyne:
|<BAE|=2-|<CAE|+ |<AEC| — |<CAE|,
|<<BAE| = |<<«CAE| + |<AEC|. (3.4)
Navic je ziejmé, Ze plati:
|<<BAE| = |<<BAF |+ |<FAE|,

|<BAE| = |<BAF|+ |<CAE], (3.5)

tedy ze vztaht 3.4 a 3.5 ziskame:
|<<BAF| = |<AEC]|.

Proto rovnoramenné trojihelniky BAF a AEC jsou podobné, z ¢ehoZ dostaneme:

|FB| B |AC]
|BA|  |CE|
a jelikoz plati: |FB| = |SB|, |CE| = |CD|, ziskdme:
|SB| B |AC]|
|BA|  |CD|’

Z posledniho vztahu vyplyva, Ze rovnoramenné trojuhelniky SBA a ACD jsou podobné,
plati tedy:
|<<SBA| = |<ACD|. (3.6)

Dale pro oblouk BD kruznice /; plati vztah stfedového <BAD a obvodového <ACD:

|<<BAD|
= |<<BCD| = |<ACD|.
Nyni ziskame:
<<BAD
_|<BAD|
|<<BAS| = = |<tSAD|.

Z posledniho vztahu plyne, Ze rovnoramenné trojihelniky BAS a DAS jsou shodné. Potom
ale plati:
|BS| = |AS| = |DS|.

Bod S je tedy hledanym stifedem zadané kruznice k. U



Kapitola 4

Kruhova inverze

Koncem 19. stoleti aplikoval August Adler principy kruhové inverze na geometrické kon-
strukce pouze kruzitkem. S pomoci kruhové inverze vybudoval obecnou metodu feSeni
geometrickych konstrukei pouze pomoci kruzitka.

V této kapitole se budeme nejprve vénovat definici kruhové inverze, poté si probereme
jeji zdkladni vlastnosti. V dal$i ¢asti si ukdZeme konkrétni feSeni nékterych konstrukei,
ve kterych se vyskytuje kruhova inverze.

Zavér této kapitoly ¢tenafi popiSe vyuziti kruhové inverze pfti feSeni konstrukei pouze
kruzitkem.

4.1 Zakladni vlastnosti

Definice 1. Nechf je v euklidovské roviné ddna kruZnice k se sttedem v bodé O a polomérem
r a nechf je dan bod P rizny od bodu O. Na polopiimce OP nalezneme takovy bod P/,
pro ktery plati, Ze soucin délek dseek OP a OP’ je roven druhé mocniné poloméru r
zadané kruZnice k, tedy:
|OP|-|OP'| = r%.

Zobrazeni, které kazdému bodu P riznému od bodu O pfifadi bod P’ s vySe uvedenymi
vlastnostmi, nazyvame kruhovd inverze. Kruznice k se nazyva kruznice inverze, bod S se
nazyva stred kruhové inverze.

Obrazek 4.1: Kruhova inverze

— 38—
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Véta 4.1.1. Nechf je déna kruhové inverze kruznici k(O,r). JestliZe je bod P’ obrazem
bodu P # O v kruhové inverzi dané kruznici k, pak je i bod P obrazem bodu P’ ve stejné
kruhové inverzi.

Diikaz. Necht P je libovolny bod takovy, Ze P # O. Pak obraz bodu P v kruhové inverzi
dané kruznici k(O,r) oznaéme P’ a obraz bodu P’ ve stejné kruhové inverzi oznaéme P’
Nyni chceme dokdzat, Ze P = P”. Z definice 1 plyne, Ze polopfimky OP a OP” jsou totoZné.
Déle dostdvdme rovnosti:

|OP|-|OP'|=r* a |OP|-|OP"| =/,

z nichz plyne:
|oP| = |OP"|.

ProtoZe polopfimky OP a OP” jsou totozné, musi tedy platit, ze: P = P”. O

Vv s

Pozndmka. Necht bod P je vn&j$im bodem kruZnice inverze k(O, r). Pak sestrojenim tecen
z bodu P ke kruZznici k ziskime dva body dotyku A; a A,. Prusecik tseCek OP a AjA;
oznalme P'. JelikoZ jsou tyto dvé tsecky na sebe kolmé, ziskdme pro pravouihly trojihelnik
OA 1P s pomoci euklidovy véty o odvésné vztah: |OP|-|OP'| = |OA;| = r?, tedy bod P’ je
obrazem bodu P v kruhové inverzi dané kruznici (O, r).

Véta 4.1.2. Jestlize body P’ a Q' jsou obrazy riznych bodd P a Q v kruhové inverzi dané
kruznici (O, r), kde P # O # Q, pak plati:

|<OQ'P'| =|<0PQ| a |<OP'Q'|=|<0QP|.

Obrazek 4.2: Véta 4.1.2
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Diikaz. Ze vztahu:
|OP|-|OP'| = r* =|0Q|-|0Q/|

plyne:
0P| _|0Q|
jog]  |oP'|”

tedy trojihelniky OQ’'P’ a OPQ jsou podobné a plati:

|<OQ'P'| =|<OPQ| a |<OP'Q|=|<0QP].
0

Véta 4.1.3. Necht je ddna kruhova inverze kruznici k(O, r). JestliZe se dvé kiivky protinaji
v bod& P # O, pak obrazy t&chto kiivek v dané kruhové inverzi se protinaji v bod& P’, ktery
je obrazem bodu P.

Diikaz. Plyne pfimo z definice 1. 0J

Véta 4.1.4. Nechf je ddna kruhovd inverze kruznici k(O,r). Jestlize piimka p prochdzi
sttedem O kruZnice k, pak je samodruZnd, tedy pro obraz p’ plati: p = p’.

Diikaz. Plyne piimo z definice 1. 0J

Véta 4.1.5. Nechf je ddna kruhovd inverze kruznici k(O, r). Jestlize pfimka p dand body
A, B neprochézi stfedem O kruZnice k, pak jejim obrazem je kruznice [/ se sttedem v bodé
O; a polomérem |00| a plati: O € I AOO; LAB.

Diikaz. Méjme kruhovou inverzi danou kruznici k(O, r). Necht Q je pata kolmice z bodu
O na pfimku p danou body A, B. Obraz bodu Q v kruhové inverzi dané kruZnici k nazvéme
Q'. Zvolme libovolny bod na piimce p, ktery je rizny od Q, oznaéme jej P a jeho obraz
v kruhové inverzi dané kruZnici k oznacme P’. Podle véty 4.1.2 plati: |[<OP'Q’| = |[<OQP,
v tomto piipadé plati:

|<OP'Q'| = |[<0QP| = 90°.

Tudiz pokud budeme posouvat bodem P po pifmce p, bude obraz P’ tohoto bodu v kruhové
inverzi dané kruZnici k opisovat Thaletovu kruZnici nad primérem OQ'.
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Obrazek 4.3: Véta4.1.5

Véta 4.1.6. Necht je dana kruhovd inverze kruznici k(O, r). Jestlize kruznice /| neprochazi
bodem O (stfedem kruhové inverze), pak jejim obrazem I, je také kruznice. Navic bod O
je stfedem stejnolehlosti kruznic /1 a b,.

Diikaz. Necht je dana kruhovd inverze kruznici k(O, r) anecht;(Oy,r) je kruZnice, kterd
neprochdzi bodem O. Pak priseciky kruZnice k a pfimky dané body O a O; oznaCme A
a B. Obrazy téchto bodl A a B v kruhové inverzi dané kruZnici k nazveme po fadé A" a B'.
Zvolme libovolny bod na kruznici /1 rizny od bodli A,B a pojmenujme jej P. Pak jeho
obraz v kruhové inverzi dané kruZnici k ozname P’. Podle véty 4.1.2 plati:

|<<OA'P'| = |<OPA| a |<OB'P/|=|<OPB|. 4.1)

V trojihelniku A’B’P’ plati pro soucet vnitinich tihli nasledujici rovnost:

|<A'B'P'| + |<A'P'B'| + |<B'A'P'| = 180°,

|<A'P'B'| + |<B'A'P'| = 180° — |<A'B'P.
Diéle plati:

|<<OB'P'| = |<OB'A’| — |<A’B'P'|,
|<<OB'P'| = 180° — |<A’B'P/|.

Z vyse uvedenych vztaht a diky rovnosti: |<B’A’P’'| = |<<OA’P’| dostaneme:

|<A’P'B'| + |<B'A'P'| = |<OB'P|,
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|<A’P'B'| + |<OA'P'| = |<OB'P'|,
|<A’P'B'| = |<OB'P'| — |<OA'P/|. (4.2)
V trojihelniku OBP plati:
|<APB| = |<<OPB| — |<<OPA|. (4.3)
Pak ze vztahu (4.1), (4.2) a (4.3) plyne:
|<A’P'B'| = |<APB| = 90°.

Pokud tedy bod P zvolime libovolné na kruZnici /;, bude jeho inverze P’ leZet na kruZnici
I, se sttedem O; a polomérem |O,P’|, kde A’B’ bude primér této kruZnice.

Obrazek 4.4: Véta 4.1.6

4.2 Konstrukce

Uplatnéni metody kruhové inverze poskytuje obecné€jsi pohled na konstrukce jenom pomoci
kruzitka a jejich feSeni. I kdyz jsou tato feseni velmi elegantni, Mohr a Mascheroni je ziskali
umélymi postupy, tudizZ se nabizi otdzka, jak byla tato feSeni nalezena.

Konstrukce 4.1. Sestrojte bod X takovy, Ze je obrazem daného bodu C v kruhové inverzi
uréené danou kruznici k(O, r).

Rozbor. Tato konstrukce se ndm rozpadne na dva piipady, tedy bud’ |OC| > 5 nebo |OC| <
<r
— 2 .
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a) |0C| > 5

Necht je dédna kruznice k se stiedem v bodé O a polomérem r. Pak sestrojme kruznici
[ se sttedem C a polomérem |CO|. Tato kruznice / md s kruZnici k dva spole¢né
body, priseciky, které nazveme D; a D,. Nyni sestrojme kruZnici m; se stfedem
D; a polomérem |D;0| a kruznici m; se sttedem D, a polomérem |D,0)|. Tyto dvé
kruZnice m; a my se protinaji ve dvou bodech, z nichz jeden je bod O a druhy
pojmenujme X. Tento bod X je obrazem bodu C v kruhové inverzi dané kruznici
k(O,r).

Popis konstrukce.

0. kruznice k; k(O,r), bod C; |OC| > 5§
kruznice [; [(C,|CO|)

body D1, D;; {Dl,DQ} =kNlI
kruznice my; my(Dy,|D10|)
kruznice my; my(D3,|D,0))

Sk W=

bod X; X =mNmy, X # O a plati: X je obrazem bodu C v kruhové inverzi
dané kruznici k

Obrézek 4.5: Obraz bodu v kruhové inverzi (|OC| > %)

Diikaz. 7 podobnosti rovnoramennych trojihelniki CDO a DOX (tihel u vrcholu O
je spolecny) plyne:
|oC| _ |OD|

|oD| — |0X|’
|0C|-|0X| = |0D|* = r?,

tedy bod X je obrazem bodu C v kruhové inverzi dané kruznici k(O, r). O
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b) |OC| <
\Y tomt02pf1’padé by kruznice [ se sttedem C a polomérem |CO| neprotnula s kruZnic{
k. Proto musime sestrojit iseCku OC; takovou, Ze |OCi| = n-|OC|, C € OC; (kde
n je takové piirozené Cislo, pro které plati: [OC;| > 5) (viz konstrukce 2.2). Nyni
nalezneme bod C}, ktery je obrazem bodu C; v kruhové inverzi dané kruznici k(0, r)
(Cast a) této konstrukce). Potom sestrojime tsecku OX, pro kterou plati: |OX| =n-
-|OCY| (viz konstrukce 2.2). Bod v kruhové inverzi dané kruznici k se bod C zobrazi
na bod X.

Popis konstrukce.

0. kruZnice k; k(O,r), bod C; |OC| < 5

1. dsecka OCy;|OCi| =n-|0OC|,C € OCy,n € Ntakové, ze: |OCi| > 5 (konstrukce
2.2)

2. bod C{; Cy je obrazem bodu C’ v kruhové inverzi dané kruznici k (konstrukce
4.1 a))

3. tsecka OX; |OX| = n-|OC}| a plati: X je obrazem bodu C v kruhové inverzi
dané kruznici k(O, r)

Obrézek 4.6: Obraz bodu v kruhové inverzi (|OC| < 5)

_ |ox]|
~ n

Diikaz. Vyuzitim vztaht: |OC;| =n-|0OC|a|OC}
= r? ziskame:

v rovnosti: |OC|-|OC}| =

29

? =|0Cy|-|0C)| =n-|OC|-—— =|0C| - |0X]|,
n

oc|-|ox| =1,

tedy bod X je obrazem bodu C v kruhové inverzi dané kruznici k(O, r). O
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Konstrukce 4.2. Nechf je ddna kruZnice k se sttedem O a polomérem r a pfimka p (dana
dvéma body A, B), kterd neprochdzi bodem O. Sestrojte kruZnici, kterd je obrazem pfimky
p v kruhové inverzi dané kruZnicf k.

Rozbor. Nejprve sestrojme bod O, ktery je soumérné sdruzeny s bodem O podle pfimky
p =+ AB (konstrukce 2.1). Nyni zkonstruujme bod O’ ktery je obrazem bodu O v kruhové
inverzi dané kruznici k(O, r) (konstrukce 4.1). Narysujme kruZnici [ se stfedem v bodé O/
a polomérem |0 O|. Tato kruznice [ je hledanym obrazem pifimky p v kruhové inverzi
dané kruznici k(O, r).
Popis konstrukce.

0. kruznice k; k(O,r), body A, B, ptimka p =<> AB, O & p

1. bod Oy; O, O jsou body sdruzené podle pifimky p (konstrukce 2.1)

2. bod O/; O] je obrazem bodu O; v kruhové inverzi dané kruznici k (konstrukce 4.1)

3

. kruznice [; (0], |0)0]) a plati: kruznice [ je obrazem piimky p v kruhové inverzi
dané kruZznici k

Obrazek 4.7: Obraz piimky v kruhové inverzi (pfimka neprochazi sttedem kruhové inverze)

Diikaz. Nechfbod C je prusecik pfimky p =< AB a piimky g =<+ OO a prtsecik pfimky
g a s kruznici [ oznalme C’. Z uvedené konstrukce plynou nasledujici vztahy:

001]-|00| = ?,

100,| =2-]0C]|,

|0C'| =2-]001],
OCLAB.
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Pak z téchto vztahd dostaneme:

oc’
# =1004-100}] =2-Joc|- % = jocy - oc'|
loC|-|0C'| = r*.

Podle véty 4.1.5 je kruznice [ se sttedem v bodé O/ a polomérem |0 | obrazem piimky p
v kruhové inverzi dané kruznici k(O, r). O

Konstrukce 4.3. Bud’ déna kruZnice k se sttedem O a polomérem r a kruZnice / se stfedem
O apolomérem R takov4, Ze bod O lezi na kruznici /. Sestrojte piimku p, kterd je obrazem
kruznice /(O1,R) v kruhové inverzi dané kruznici k(O, r).

Rozbor. Jestlize kruznice [ protinad kruZnici k ve dvou bodech (ozna¢me je A a B), pak
pifimka p =<« AB. Pokud se kruZnice k a [ dotykaji, tedy maji pravé jeden spolecny bod
(ktery pojmenujme T'), pak piimka p je teCnou k témto kruZznicim v bodé T (viz konstrukce
3.1). Tyto pripady jsou trividlni. Ddle jiZ feSme situaci, kdy kruZnice k a [ nemaji zadny
spolec¢ny bod.

Zvolme si libovolné dva rtizné body na kruZznici /, které jsou rizné od bodu O. Tyto body
ozna¢me A a B;. Pak sestrojme bod A, ktery je obrazem bodu A v kruhové inverzi dané
kruZnici k(0, r) (konstrukce 4.1). Potom narysujme obraz bodu B; v kruhové inverzi dané
stejnou kruznici, tedy kruznici k(O, r), a nazvéme jej B (konstrukce 4.1). Hledand piimka
p je ptimka, ktera je ddna body A, B (p =<+ AB).

Popis konstrukce.

0. kruznice k; k(O,r), kruznice I;1(O1,R), O € , kNl =10
bodAj; Ay €1, A; # O libovolny
bod By; By €1, By # O, By # A, libovolny

bod A; A je obrazem v kruhové inverzi dané kruznici k (konstrukce 4.1)

S

bod B; B je obrazem v kruhové inverzi dané kruZnici k (konstrukce 4.1) a plati:
pfimka p = AB je obrazem kruZnice / v kruhové inverzi dané kruZnici k
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Obrazek 4.8: Obraz kruznice v kruhové inverzi (kruznice prochézi sttedem kruhové inverze)

Diikaz. Plyne z véty 4.1.5. 0J

Konstrukce 4.4. Sestrojte kruznici m, kterd je obrazem dané kruznice [ se stfedem O
a polomérem R v kruhové inverzi dané kruZnici k se stfedem O a polomérem r, jestlize
kruZnice [/ neprochézi bodem O.

Rozbor. Uvazujme kruhovou inverzi danou kruznici /(O1,R) a sestrojme bod O’, ktery
bude obrazem bodu O v této kruhové inverzi (konstrukce 4.1). Poté sestrojme obraz bodu
O’ v pivodni kruhové inverzi dané kruZnici k(O, r) a pojmenujme jej O,. Bod O, je stied
hledané kruznice m. Nyni ndm k sestrojeni této kruZnice m zbyva nalézt jeden bod této
kruZnice. Zvolme si libovolny bod na kruznici /(O1,R) a ozname jej A. Pak zkonstruujme
obraz tohoto bodu A v kruhové inverzi dané kruZnici k(O, r) a nazvéme jej A’. Pak hledand
kruZnice m mé stfed O, a polomér |0,A’|.

Popis konstrukce.
0. kruznice k; k(O,r), kruznice [; 1(O1,R), O ¢ 1

1. bod O'; O' je obrazem bodu O v kruhové inverzi dané kruznici /(Oy,R) (konstrukce
4.1)

2. bod 05; O; je obrazem bodu O’ v kruhové inverzi dané kruznici k(O, r) (konstrukce
4.1)
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3. bodA;A€l

4. bod A’; A’ je obrazem bodu A v kruhové inverzi dané kruznici k(O, r) (konstrukce
4.1)

5. kruznice m; m(O,,|0,A’|) aplati: kruZnice m je obrazem kruZnice / v kruhové inverzi
dané kruZznici k

Obrazek 4.9: Obraz kruznice v kruhové inverzi (kruZnice neprochdzi stfedem kruhové
inverze)

Diikaz. Nechf pfimka dand body P a P’ je spole¢nd te¢na kruZznic [(O1,R) am(Oz,|02A|)
anechf isecka PO’ je kolma na iseCku O0;. Z podobnosti pravothlych trojihelniki OO’ P
a OP'O; (lhel u vrcholu O je spole¢ny) plyne:

0P| _ |00,
00| ~ 0P|’

r? = |OP|-|OP'| = |00,|-|00'],

protoZe bod P’ je obrazem bodu P v kruhové inverzi dané kruznici k(O, r). Z tohoto vztahu
plyne, Ze bod O’ je obrazem bodu O, v kruhové inverzi dané stejnou kruznici (O, r).

V pravothlém trojihelniku OO P je dsecka O'P vyskou na stranu OO, potom podle
Euklidovy véty o vySce plati:

|0,0|-10,0| = |0, P> = R%.

Pak tedy bod O’ je obrazem bodu O v kruhové inverzi dané kruznici /(O1,R). KruZnice m
je tedy obrazem kruznice /(O1,R) v kruhové inverzi dané kruznici k(O, r). O
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V konstrukcich uvedenych v této kapitole jsme si ukdzali, jak sestrojit pouze kruZzitkem
obraz bodu, pfimky nebo kruZnice v kruhové inverzi. Nyni si vysvétlime univerzalni
metodu, kterou popsal v 19. stoleti August Adler.

Kazda konstrukce feSitelna pomoci kruZzitka a pravitka ndm dava rovinny utvar, ktery se
sklada ze samostatnych bodu, piimek a kruznic. Ud€lejme obraz tohoto ttvaru v kruhové
inverzi dané kruznici k(O, r), pficemz stfed O nelezi na Zadné pfimce ani kruznici daného
utvaru. Tento obraz se ovSem sklddd jen z bodl a kruznic. A na tomto principu funguje
univerzalni metoda feSeni konstrukei v geometrii kruzitka s vyuzitim kruhové inverze.

Ukazme si tento zpusob feSeni na konkrétnim piikladu, naptiklad tedy konstrukce 2.7.
V této konstrukci je nasim tkolem sestrojit prisecik dvou piimek p a g, které obé zadany
dvojici riznych bodil (p =<+ AB a ¢ =<» CD). Nejprve si zvolime kruznici k se sttedem O
a polomérem r tak, aby bod O urcité nelezel ani na jedné z pfimek p a g. Nyni uvazujme
kruhovou inverzi danou kruznici (O, r) a v této kruhové inverzi sestrojme obrazy pifmek
p a q (konstrukce 4.2). Obrazy téchto dvou pfimek jsou jist€ kruznice, které se protinaji
ve dvou bodech, z nichZ jeden je bod O a druhy z prise¢iki ozna¢me X'. Pokud ted
sestrojime obraz bodu X’ v kruhové inverzi dané kruZnici k(O, r) (konstrukce 4.1) a tento
obraz pojmenujeme X, bude pravé bod X hledanym prisecikem piimek p a g. Dikaz
spravnosti této konstrukce plyne z véty 4.1.3.

Na uvedeném piikladu si mizZeme potvrdit, Ze vyuzitim kruhové inverze se miiZe feSeni
nékterych konstrukci jenom pomoci kruZitka vyrazné usnadnit a zkratit.



Zavér

Cilem této prace bylo vytvorit ucelenou praci v ¢eském jazyce, kterd se zabyva geometrii
kruzitka. Urovei této prace odpovida znalostem studentd stfedni §koly, popf. zdatn&jsim
zakim 9. ro¢niki zdkladni Skoly, ktef{ maji o danou problematiku zdjem. Prace muzZe byt
napiiklad vyuZita v rdmci hodin geometrie ke zpestreni vyuky, ptipadné k individudlnimu
rozSifeni znalosti o tomto tématu.

Prace byla vytvofena z anglicky, francouzsky a italsky psanych textd. Tato prace je
prvnim obsdhlejSim materidlem v ceském jazyce, ktery se vénuje konstrukcim pouze
kruZitkem.

Tato diplomové prace mé naucila vyjadfovat se Iépe v psaném textu pracovat s odborné
psanymi texty v cizich jazycich. Déle se mi zna¢né prohloubily znalosti prace s programem
IXTEX a také s programem Geogebra.
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