Statistické metody a zpracovani dat

Analyza ¢asovych fad III.

Petr Dobrovolny

Autokorelace ¢asovych fad

Autokorelaéni analyza - metoda, kterou l1ze zkoumat
vzajemné vztahy mezi hodnotami jedné casové rady.

Muze slouzit jako metoda k definovani sezénni a
cyklické slozky ¢asovych fad.

Jejim zakladem je vypocet autokorelacniho
koeficientu, resp. autokorelaéni funkce.

Autokorelaéni koeficient

Autokorelacni koeficient r,_ je relativni mira
proménlivosti ¢lent ¢asové fady posunutych o urcitou
hodnotu k. Definuje vztah mezi ¢leny ¢asové fady y; a
Yk

Posun k se z anglictiny oznacuje jako lag. Je to tedy
korelacni koeficient vypocteny mezi jednotlivymi ¢leny
casové fady, mezi kterymi je k-1 jinych pozorovani tedy
lag = k a oznacujeme ho jako autokorelac¢ni koeficient k-
tého fadu.

Pro k = 0je hodnota r, =1 - je to vlastné hodnota
korelaéniho koeficientu.

Zakladni pojmy
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Zakladni vztahy
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Autokorelaéni funkce

Autokorelacni funkce (ACF) je potom zavislost mezi
hodnotami autokorelacniho koeficientu a hodnotami
posunu k.

Vyjadfuje se formou grafu - tzv. korelogramu (viz.
obrazek). Na ose x jsou hodnoty lag (k), na ose y
hodnoty autokorelaéniho koeficientu.

Hodnoty autokorela¢ni funkce se pohybuji v intervalu -
1,1.

ACF je vhodnym nastrojem k posouzeni, zda ¢asova
fada obsahuje cyklickou ¢i periodickou slozku a také
zda je ¢i neni fadou nahodnych cisel — tedy do jaké miry
je mozné ji extrapolovat (pfedpovidat).




Interpretace ACF I

Korelogram byva dopliiovan intervaly spolehlivosti,
kterymi 1ze hodnotit statistickou vyznamnost
autokorelaénich koeficientu.
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Casova fada bez periodické slozky se silnou
autokorelaci a jeji autokorelacni funkce

Casova fada obsahujici viraznou sezénni
slozku a jeji autokorela¢ni funkce

Spektralni analyza ¢asovych fad

Metody vychazeji z pfedpokladu, ze fadu s vyraznym
periodickym kolisanim lze vyjadfit jako soucet
funkci sin a cos s riznou amplitudou a frekvenci.
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Radu na obrazku lze pomérné piresné
aproximovat funkci sin.
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Spektralni analyza ¢asovych fad

popisu lze pouzit vice élenu uvedeného obecného
modelu s riznou amplitudou a frekvenci.

Libovolny periodicky pohyb s periodou T vznika
skladanim dvou ¢i vice harmonickych pohybu, z nichz
prvni ma periodu T, dalsi T/2, T/3 atd. Vysledkem je
popis chovani fady tzv. Fourierovou fadou.
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Cil spektralni analyzy
Cilem spektralni analyzy je ziskat obraz o
intenzité zastoupeni jednotlivych
frekvenci v Casové fadé — o tzv. spektru rady.

Spektrum pojem pfevzaty z oblasti teorie vinéni.
Paprsek ,bilého“ svétla tvofi nahodny - tzv. ,bily
Sum®. Ten lze rozlozit na jednotlivé komponenty
o rtizné amplitudé a frekvenci.

Spektralni analyza je takovym ,hranolem®, kterym lze
¢asovou fadu rozlozit na jednotlivé komponenty. Na
rozdil od metod u kterych je délka cyklu (¢i spiSe
periody — sezénnosti) znama, spektralni analyza
umoznuje délku vyznamnych cyklu v fadé
identifikovat.

Zakladni pojmy

FREKVENCE (f) - pocet cyklu realizovanych
za jednotku casu. Napf. pocet sloZzenek na
posté ma frekvenci 12 cyklu za rok tj. f=12.

PERIODA (T) - ¢as potfebny k realizaci
jednoho cyklu T=1/f, tedy frekvence 12
pfedstavuje periodu T=1/12 = 0,0833 roku.

1.
fi= i =12 y(t.) = y(f)
Jestlize dosavadni metody analyzy lze oznacit jako
metody v éasové doméné (oboru), periodicka a cyklicka
kolisani lze dobfte studovat v tzv. spektralni doméné.

Princip spektralni analyzy
Rozklad ¢asové fady na jednotlivé komponenty 1ze
povazovat za priklad linearni vicenasobné regrese.

Zavisle proménou predstavuji ¢leny casové rady a
nezavisle proménné piedstavuji sin a cos funkce
v§ech jednotlivych frekvenci.

Ve shodé s vySe uvedenym lze takovyto model linearni
vicenasobné regrese vyjadrit nasledovné:

y, =a, +Zq:[ak -cos(2z- f, -t)+b, -sin(2z - £, -1)]

k=1
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Princip spektralni analyzy

Analogicky jako v pfipadé regresni zavislosti parametry
sin (a,) a cos (by) funkci jsou regresnimi koeficienty,
které nam vypovidaji o tom, do jaké miry pfisluSna
funkce sin ¢i cos koreluje s daty v ¢asové fadé.
Hodnota g oznacuje pocet sin ¢i cos funkci, které jsou
pouzity pro rozklad fady.

Spektralni analyza identifikuje stupen korelace funkci
sin ¢i cos s ruznou frekvenci s pozorovanymi hodnotami
casové fady.

Vysoka hodnota koeficientu sin ¢i cos znadi, ze v dané
Casové fadé je silné zastoupena periodicka slozka

s odpovidajici frekvenci (periodou).

Jednoduchy piiklad
Vytvofime fadu o 16 ¢lenech:
v = 1.0%cos(2x*0.0625*(t-1)) +0.75*sin(2 & *0.2%(t-1))
prot=1,2 ..16

Takto vytvofena fada obsahuje dvé periodické slozky.

Prvni ma frekvenci a f=0,0626 - tzn. periodu 1/f= 16 -
tedy cely cyklus trva 16 casovych jednotek).

Druha periodicka slozka ma frekvenci f = 0,2 (tj.
periodu 5).

Koeficient funkce cos (1,0) je vétsi nez koeficient
funkce sin (0,75).

Jednoduchy pfiklad - pokracovani
Vysledna tabulka spektralni analyzy:

Speciral analysis: VAR (shumex sta)
No.of cases: 16 Nejvétsi cos
Freq- Cosine | Sine |[Period.| koeficient se
uency |Period |Coeffs |Coeffs |ogram vyskytuje na

frekvenci 0,0625.
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Interpretace vysledku

Vysoka hodnota urcitého koeficientu tedy fika, ze
v Casové fadé je obsazena vyznamna cyklicnost
s danou frekvenci (¢i délkou periody).

K interpretaci vysledkli rozlozeni casové fady na
jednotlivé sin a cos ¢leny jsou vhodné grafické
metody.

Znazornuji hodnoty ,periodogramu“ ¢i hodnoty
,Spektralni hustoty“ vypoctené pro jednotlivé
frekvence (periody).

Periodogram

Funkce sin a cos jsou vzajemné nezavislé
(ortogonalni) - potom muZeme vypogditat sumu
druhych mocnin koeficientu pro kazdou frekvenci a
obdrzet tak hodnotu periodogramu

P, =(ak2+bf)*N/2

P, - hodnota periodogramu na frekvenci f,
N - pocéet ¢lenu Easové fady

Hodnoty periodogramu mohou byt interpretovany jako
rozptyl (variance - suma &tvercu) vstupnich dat na
dané frekvenci.
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Fraquency

Hodnoty periodogramu jsou vykreslovany
v grafu k pfislu§né frekvenci (periodé)

Problém ,,prosakovani“ frekvenci (leakage)

V disledku omezené délky zpracovavané fady se casto
stane, ze periodogram vykazuje vysoké hodnoty na
dvou blizkych frekvencich, které ve skutec¢nosti
predstavuji pouze jednu vyznamnou sin ¢i cos funkci
na frekvenci, ktera pada mezi hodnoty vyjadrené

v periodogramu.

V nasem prikladé jsme do fady ,vlozili“ periodu o
frekvenci 0,2, ve vysledku se vSak objevila vysoka
hodnota koeficientu pro frekvenci 0,1875. Tento jev se
oznacuje jako ,leakage“ — ,prosakovani“ frekvenci.

Reseni problému ,,prosakovani“ frekvenci

Padding (pad — vycpavka) — doplnéni fady nulami.
Protoze hodnoty koeficientt se pocitaji pro frekvence
urcené jako N/t, 1ze bez vlivu na vysledky pridat na
konec fady konstantu (nulu).

Napf. ve vySe uvedeném, pfikladu pfidanim deseti nul
dostaneme nejvétsi hodnoty periodogramu pravé pro
svlozené“ frekvence 0,0625 a 0,2. Toto ,prodlouzeni“
fady nékdy ztézuje interpretaci.

Tappering the series (taper — zuzovat) - zkraceni délky
fady na mocninu 2

Shlazeni periodogramu a vypocet tzv. spektralni
hustoty

Spektralni hustota

Hodnoty periodogramu obsahuji mnoho
nahodnych fluktuaci, mnoho vrcholti.

Pro analyzu je podstatnéjsi nalézt takové oblasti
frekvenci, které obsahuji mnoho sousednich
frekvenci.

Takovych, které nejvice pfispivaji k cyklickému
chovani fady - tedy oblasti frekvenci s nejvétSimi
spektralnimi hustotami.




Shlazeni hodnot periodogramu

K nalezeni nejvyssich spektralnich hustot
v hodnotach periodogramu se vyuziva metod
shlazeni vazenymi klouzavymi primeéry.

Shlazovaci okno ma lichy pocet (m) ¢lent a existuje
nékolik metod, které riznym zptisobem definuji
vahy.

Suma vah je rovna jedné a vétSina filtra dava
podobné vysledky.

Shlazeni hodnot periodogramu

Pfiklad - urceni vah tzv. Hammingova filtru
pro okno s m ¢leny, kdy p=(m-1)/2

w, = 0,54 +0,46*cos(2z* j/p) (j=0,..,p)

W, =w;

Vahy jsou symetrické a pfifazuji nejvyssi hodnotu vzdy
stfednimu ¢lenu shlazované ¢asti periodogramu.

Spektralni hustota
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Piklady

Prubéh ¢asové funkce (vlevo) a spektralni funkce
(vpravo) pro sinusoidu a dvé ruzné sinusoidy
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Prubéh ¢éasové funkce a spektralni funkce pro
nahodna ¢isla a nahodna éisla (bily Sum) a nahodna
cisla s trendem
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Prubéh éasové funkce a spektralni funkce pro
cyklické kolisani s proménlivou délkou periody
a amplitudy




Pfedzpracovani casové fady

Odecteni pruméru - pokud se prumér neodedte,
bude vychazet vyrazné vysoka hodnota
periodogramu na frekvenci nula (0).

Odecteni trendu - jinak bude fada nestacionarni
V nékterych pfipadech je vhodné zvyraznit

potencialni cykly shlazenim ¢asové fady
metodou klouzavych pruméru.

Testovani casové fady

Pokud fada neobsahuje Zzadny cyklus, znamena
to, Ze hodnota kazdého clenu fady je zcela
nezavisla na hodnotach vSech ¢lenu ostatnich a
fada pfedstavuje bily Sum.

Hodnoty periodogramu takovéto fady maji
exponencialni rozdéleni. Lze tedy provést test
rozdéleni hodnot periodogramu vuéi
exponenciialnimu rozdéleni.

Lze také vyuzit K-S testu (d testovaci kritérium).




