Regeni pifkladfi z posledni kapitoly u¢ebnich text@ Line4ri algebra docenta Slovaka. Na fegeni se
podileli David Holec, Jan Myslivecek, Ondfej Pribyla a Lukas Vokiinek.
14.2. Vektory a pocitani s maticemi

1. Rozepsanim pro prvnich pér ¢lend dospéjeme k hypotéze

4k <cos ka —sin ka>

sinka  coska

Dokéazeme ji matematickou indukci:
1_ 4 _ [cosa —sina
) A=4A= <sina cosa>
2) Piedpoklddejme, ze A* je pozadovaného tvaru. Potom:
ktl _ gk 4 _ (COSka —sinka) fcosa —sina) _
4 A% 4 <sin ka  cosk a sina  cosa
_ [coskacosa —sinkasina — coskacosa — sinkasin «
" \sinkasina + coskacosa —sinkasina + coska cosa
_ fcos(k+1)a —sin(k+ 1)a
T \sin(k+ Da  cos(k + 1)

Délitelé nuly jsou napiiklad matice:

1 0 0 0 0 0
0 0 0 : 9 ’
P 00 ol |
0 0 0 1 0 0 0 0
2. Viz. 14.9.1.
3.
1 1 0 -2 4
-3 -3 0 6 —12
EI=| J1(0 0 =2 49=| 7 0 5
7 7 0 —-14 28
1
-3
E=(1 0 =2 4)| 7 [=@140-(=3)+(-2)-0+4-7) = (29)
7
; e (508 8 —28) (1 0)_ (12 —20
D°+4DH — H = (8 13 + 12 —56 -6 49/ \26 —92
-2 -6 0
G2 _3F = 2 1 1
2 -9 -—-14
A-F nedefinovéno
—4 -2
A—-—GFA = 5 59
-7 -13



BACE — BFB” = (BA)(CE) — (BF)BT =
= (-3 4) <;§) - (-1 4 10) (_01) = (134) — (21) = (113)

2

4. Viz. skripta.

5.
cosa —sina cosa —sina
A=|". ~
sina cosa 0 1

cosa —sina cosa 0
A=|(". ~ .
sina cosa sina 1

1 0 O 1 0 O
G=101 -4 ~1|0 1 —4
1 0 1 0 0 1

6. Nejprve pro matici B :

p_(l 0t o0 1 0[1 o0 1 0/ 1 0
“\2 4]0 1 0 4|-2 1 0 1|-1 1

Nyni néasleduji matice z piikladu 3 :

D_1110 1 111 0 1 0] 2 -1
—\1 2/0 1 0 1}-1 1 0 1(-1 1

1 2 011 00 12 0100 12 011
F=(-2 0 -3/0 1 0]~]0 4 -3(2 1 0]~]0 4 -3| 2
0 3 5|0 0 1 03 5|00 1 0 0 29|-6 -3
1201 0 0 1 00| =% =
40 20 12 1
~[0 4 033 2 Z|[~[010/2 F
-6 =3 4 -6 =3 4
00 1|% % o 00 1|% 3 o
10 0|1 00 10 0]1 00 10 0|1 0
G=]01 -4|/0 1 0]~{0 1 -4/ 0 1 0}J~[0 1 0|-4 1
10 11]0 01 00 1|-1 01 0 0 1|-1 0
H_1010 1 0]1 0 1 01 0
—\1 —-7]0 1 0 —-7|1-1 1 0 1% 1
Matice C nad C
o= 1+i 1—4i|1 0 2 —2|1—i 0 2 —2il1—-i 0
—\ 2 i |0 1 2 4| 0 1 0 3 |i—1 1

+

2 0
01

i §>N<1 0‘
. 1.
1 —31 0 1

W= W=
W= =
W= D=
S S
ol PIF
~.

Wl W

s O



V maticich A* je vidy nékteré z ¢isel sin(ka), cos(ka) nenulové, necht je to napiiklad cos(ka). V
opacném piipadé by se piiklad fesil analogicky, se stejnym vysledkem.

_ (cos(ka) —sin(ka) |1 0 cos(ka) - sin(ka)2 1 0y
A () = <Sin(ka) cos(ka) |0 1> ~ ( 0 cos(ka) + s;gs((:aa)) ‘ —tg(ka) 1) N
_ (cos(ka) —sin(ka) 1 os(ka) —sin(ka) 1 0
o < 0 ﬁ tg(ka) 1> ~ < 0 1 —sin(ka) cos(ka)) ~
cos(ka) 0|1 —sin®(ka) sin(ka)cos(ka) cos(ka)  sin(ka)\)
~ < 0 1| —sin(ka) cos(ka) ) ( —sin(ka) cos(koz)) -

1 0 (—ka) —sin(—ka)
=<o 1 | sin(_ha) czs(—ka)) [44(@)] " = A¥(=a)

Posledni je matice D ze zadani :

11 ... 1|10 0 é} }83(1’ 8:}
01 ... 1{0 1 0
: 0 0 1 0/0 0 1 -1
00 Lo ! 0 0 0 1]0 0 0 1
11 10 0[1 0 0 -1 0
0 1 10 0[0 1 0 -1 0
0 0 10000 1 -1 0
0 0 0 1.0/0 0 0 1 -1
0 0 00 1(0 0 0 0 1
100 00 0]1T -1 0 0 0 0
010 000[0 1 -1 0
001 00 0/0 0 1 0
000 1000 1 -1 0
000 ...010]0 o001 -1
000 ..0010 0O 0 ... 0 0 1

7. Nejprve vypocteme inverzni matici, tu mzeme okamzité psat pomoci algebraicky adjungované
matice, my provedeme vypocet pomoci jednotkové matice

1.3[1 0y (1 3]1 0y _ (10]-8 3
3 810 1 0 —-1]-3 1 0 113 -1
-8 3 1 2 1 -4
X‘<3 —1)'(34)‘(0 2)

14.3. Vektorové prostory, linearni zavislost

Potom je



1. Aby se jednalo o VP, musi byt splnény vlastnosti KG1-KG4, a V1-V4.

(KG1) oy)ez=(@ -y z2=2-(y-2)=@sy oz

(KG2) r@y=x-y=y-r=yPx

(KG3) zdl=z-1==z

(KG4) zoi=zl=1
(V1) a0 @ey)=(@ y) ' =2"y'=@oz)s(@0y)
(V2) (a+b)eorz=z"=2-2=(a0z)® (bO )
(V3) a0 (bozr)=(2")"=2"=(a-b)ox
(V4) loz=al==x

Navic v8echny operace jsou na mnoziné uzaviené. Jde tedy o VP.

2. Hleddme bijektivni zobrazen{ f : Ry — R!. M4 byt linearni, tzn. f(a ® ) = f(z%) = af(x),
fle®y) = f(zy) = f(x) + f(y). Lze nahlédnout, Ze tyto vlastnosti spliuje napiiklad funkce
logaritmus o libovolném zdkladu. Pro volbu baze b € Ry a 1 € R' dostdvdme f = log,. Na
druhou stranu je ale zobrazeni urceno obrazy bazovych vektort, je to tedy zdroven jediny takovy
izomorfizmus.

a) (M) D ((1,0),(0,1)) = R?, ale na druhou stranu M C R?. Proto musi byt (M) = R*.
M tedy neni vektorovy prostor, protoze M # (M).

b) M = {(z,z) = z-(1,1) € R?;z € R}, viechny vektory z M jsou tedy nasobky vektoru (1,1).
Je tedy nutné (M) = {(1,1)) = {z - (1,1) € R?;2 € R} = M, proto je také M vektorovym
prostorem.

¢) (M) D ((1,0),(0,1)) = R?, ale na druhou stranu M C R?. Proto musi byt (M) = R?.
M tedy neni vektorovy prostor, protoze M # (M).

d) (M) D {(-1,0),(0,1)) = R?, ale na druhou stranu M C R?. Proto musi byt (M) = R2.
M tedy neni vektorovy prostor, protoze M # (M).

4. Vektory zapiSeme do matice a pouzijeme na ni Gaussovu eliminaci. Pocet nenulovych radka
bude roven poc¢tu nezavislych vektori. Nejprve pro redlna ¢isla :

1 1-+2 1 1 1-v2 1
/2 2 —V2-1]~10 2 -1
-1 1+vV2 —v2-1 0 0 0

Nad redlnymi ¢isly jsou tedy vektory zavislé. Dokonce je vidét, ze feSenim této soustavy je
vektor (—1,1,4/2). Diky tomu muiZzeme sestavit jejich nulovou linerni kombinaci

(1) (1,—V2,-1)+1- (1 -v2,2,1+V2) +V2-(1,—vV2-1,—vV2-1) =0

Pro racionalni skalary je jiz situace tézsi. Pouzijeme pfimo definici a z toho, Ze je néjaka linearni
kombinace nulova dokdZeme, Ze musi byt i koeficienty nulové :

a-(1,-vV2,-1) +b-(1-v2,2,14+V2) +¢-(1,-vV2-1,-V2-1)=0 =

+ b-(1-vV2) +
= a-(=V2) + 2b + c-(=V2-1)
+ b (1+v2) +

I
U



a+b+ec = /2
= 2b — ¢ = (a+c)V2
—a+b+c = (c—b)V2

Nyni jiz je jasné, Ze musi byt obé strany vSech rovnosti nulové! a tedy musi nutné byt a = b = ¢ = 0.
To ale znamen4, Ze jsou vektory linedrné nezavislé nad télesem Q.

5.

1. 14+ 2,1 —2,24+ 2+ 22. Jsou evidentnd nezavislé. Porovndnim koeficientd totiz dostaneme:
a(l+z)+b(1—2)+c2+z+2*)=0=a=0,b=0,c=0
2

2. 1—a,x — 22, 2% — 1. Jsou linedrné zavislé, nebot (1 — x) + (z — 2?) + (22 — 1) = 0 a pfitom
koeficienty jsou nenulové.

6. Viz. feSené priklady: priklad ¢. 3.

7. Plati V8 = 2v/2, tedy V8 € (1, \/5) Druhé tvrzeni neplati, coz dokdzeme sporem. Predpokla-
dejme, ze V/3 € (1,v/2), tedy, ze existuji koeficienty a,b € Q tak, ze v/3 = a - 1 + b - v/2. Pfedpo-
kladejme nejprve, ze a = 0, potom vynéasobenim této rovnosti ¢slem /2 dostavame v6 = 2b € Q,
coz neni mozné. Pokud by bylo b = 0, potom dostdvame piimo v3 = a € Q, coz je opét spor.
Uvazme nakonec piipad ab # 0. Umocnénim nasi rovnosti potom dostavame 3 = a? + 2b% + 2aby/2,
z niz obdrzime /2 = # € Q, coz je spor. Takové ¢isla a,b € Q tedy neexistuji, ¢imz jsme
dokézali tvrzeni.

8. Vektor (1,1,1,1) patii do podprostoru generovaného tiemi vektory, je-li jejich linearni kombi-
naci. NapiSeme-li vSechny Ctyfi vektory do matice, je to vpodstaté problém najit koeficienty a, b,
¢ tak, aby au; + buy + cus = (1,1,1,1)

N = O =
W= oo
N O = O
e
2
OO O =
OO = O
O = OO
oo OO

Takze vektor do daného podprostoru nepatii (posledni rovnice totiz znamend 0=1). Analogicky

1 -2 0 -2 -1 -1 1 -2 0 -2 -1 -1
-2 1 -3 -5 -1 -4|~1(0 1 1 3 1 2
3 -1 5 3 2 =7 o 0 0 3 0 -7

a dany vektor patii do daného vektorového podprostoru.

9.

1. M ={(1,-1,0,2),(0,2,1,3),(2,0,1,7)}. KdyZ si napiSeme vektory do fadkd matice, mu-
zeme elementarnimi tipravami velmi jednoduse provérovat linedrni nezavislost téchto vektort.

1 -1 0 2 1 -1 0 2
0 2 1 3|~10 2 1 3
2 0 17 0 2 1 3

elementarnimi tpravami jsme dostali dva rfadky matice stejné. Z toho plyne, Ze ptvodni
vektory jisté byly linedrné zavislé. Protoze baze musi byt linedrné nezavisla podmnozina,
nemizeme doplnénim ptivodni mnoziny ziskat bazi.

ljinak by napiiklad v2 = ¢t2te € Q



2. M ={(-1,1,0,0),(0,-1,1,0),(0,0,-1,1)}

-1 1 0 0
O -1 1 0
0 0 -1 1

je vidét, ze kazdym vektorem (0,0,0,a),a € R\ {0} mizeme pivodni mnozinu doplnit do
béze, vznikne totiz nezavisld ¢tyiprvkovd podmnozina R* (dim R* = 4) a musi jit tedy o
bézi.

14.4. Baze vektorovych prostoru

1. Zadana mnozina je
M ={(z1,22,... ,2) €ER"; &1+ 22 +---+ 2, =0}
Podle vazebné podminky vyjadiime posledni slozku
LIp = =21 — X2 — = Lp-1
Tedy obecny vektor z M je tvaru
(1,22, ,&n) = (T1,T2, ... ,Tp—1,—T1 — T2 —++ — Tp—1) = x1(1,0,0,...,0,—1)+
+9(0,1,0,...,0,—1)+ ...+ 2,-1(0,0,0,... ,1,—1)
Odtud plyne, Ze mnozina je generovana napf. nasledovné:
M ={(1,0,0,...,0,-1),(0,1,0,...,0,—-1),...,(0,0,0,...,1,-1))

Pfiddme-1i vektor (0,0,0,...,0,1), znamend to v podstaté, Ze jsme prvnich n — 1 vektort
standardni baze nahranili n — 1 vektory baze M a posledni ndm ztstal. Dodejme jesté, Ze jsme
mohli nechat libovolny z vektorti standardni béze.

2. Snadno ovéfime, 7e vektory mnoziny M; jsou linedrné nezavislé, stejné jako vektory mnoziny
M>. Je tedy dim P; = dim P, = 3. Najdeme nyni bazi prostoru P; N P,. Budeme hledat vektory v
takové, ze v € P, Av € P,. Tyto vektory budou pravé feSenimi rovnice
ajg - (41 0: _2a6) + ag - (21 ]-a _2a3) + asz - (3a 11 _2’4) =
:61 ) (1’ _11 Oa 2) + /82 . (2a 21 _11 3) + /83 ' (Oa 11 170)
Tuto rovnici miizeme rozepsat do slozek a fesit jako homogenni soustavu ¢tyt linedrnich rovnic o
Sesti nezndmych, jejiz matice je

4 2 3 -1 -2 O 100 -1 00
0 1 1 1 -2 -1 010 0 01
-2 -2 -2 0 1 -1 001 1 00
6 3 4 -2 -3 O 000 0 11

Protoze je dimenze prostoru feSeni soustavy rovna 2, je téZ dimenze pruniku P; N P, rovna 2,
pficemZ je podle posledni matice popsdna rovnici 8o + 83 = 0 (tj. f3 = —fB2). Obecny vektor z
P, N P, lze zapsat jako

v = Bl . (11_11052) +62 . (2125_153) _182 . (0,1,1,0) = /81 . (15_15012) +/82 . (2511_213)
Timto jsme dostali dimenzi i bazi Py N P,. Protoze vSak dim(P; + P») = dim P, + dim P, —
dim(PL N P,) = 3+3—2 = 4, plati P, + P, = R*, lze tedy volit napiiklad standardni bazi
((17 07 07 0)7 (07 17 07 0)7 (07 07 17 0)7 (07 07 07 1))'

3. Reseno

4.



=(2,1,1) e R, u=((2,7,3),(3,9,4),(1,5,3)). Musi platit (2,1,1) = a(2,7,3)+b(3,9,4)+
(1,5, 3) a vznikd systém rovnic
20+ 3b+c=2 2 3 1 a 2
Ta+9b+5c=1 coz je v maticovém zapisu 79 5 =11
3a+4b+3c=1 343 1
2 3 1 2 1 0 0 =5
79 5 1]~10 1 0 4
3 4 31 0 01 0

Vektor (2,1,1) méa v bazi u soufadnice (—5,4,0).
2. v=(2,1,1) v bazi u = ((1,0,1),(1,0,0),(1,1,1))
Naprosto stejné jako v pfedchozi ¢asti prikladu ziskdme soufadnice (0,1, 1).
Sv=a3+2+r+1vbiziu=(1+2° 2+ 2% 2% + 23 + 2%, 2°)
u neni bazi
4. v= (%(1)_41) v bdzi u = (((1388);((1)(1)8)a((1)(1)(1))a(—0188)7(—01 —018);(—01 —01 —01))
v =ur + Uz — uz — ug + 3us — 4ug

14.5. Soufadnice a linearni zobrazeni

1.
a) a(—1,0,0,0) + b(—1,-1,0,0) + ¢(—1,~1,~1,0) + d(0,0,1, —1) = (1,1,1,1)
-1 -1 -1 0 1 d=-1
0O -1 -1 0 1 c= -2
0 0 11 1= = AL =(01,-2,-1),
0 0 0o -1 1 a=20
b) a(0,0,0,5) + b(1,2,3,1) + ¢(1,0,—1,0) +d(0,1,1,0) = (1,1, 1,1)
01 1 01 5 1 0 01 51 0 01
02 0 11 03 -1 11 0 3 -1 11 —
03 -1 11 01 1 01 01 1 01
5 1 0 01 01 -1 00 00 2 01
c=1
:i 111
éd:é ﬁ(l,l,l,l)std— (—0 E’E’O)Q
a= 15
2.
a) Zobrazeni neni linearni, nebot napi. fla(z,y)] = f(az,ay) = (az,a®y?) # (az,ay?) =

a(z,y®) = af(z,y) Vay #0

b) Zobrazeni je linedrni, coz dokéZeme ve dvou krocich, zachovani sou¢tu vektori a zachovani
nasobeni skalarem

fl(@1,91) + (22,92)] =f(21 + 22,91 +y2) = (2(21 + 22) + 3(y1 + ¥2), (271 + 22) — (Y1 +y2)) =
=(2z1 + 3y1, 71 — Y1) + (222 + 3y2, 22 — y2) = f(z1,91) + f(22,92)
fla(e, )] =f(az, ay) = Qaz + 3ay, az — ay) = a(2e + 39,7 — y) = af (2,1)

Tim je linearita dokézana.

c), d) Analogicky ¢ésti b).



3. Matici zobrazeni dostaneme tak, ze do jejich sloupecki budeme psat postupné obrazy jednot-
livych bazovych vektort.

e Identické zobrazeni ma vzdy jednotkovou matici.

e Vzhledem k tomu, ze vSechny vektory jsou ve standardni bazi navzajem kolmé, praméty
ostatnich bazovych vektort jsou nulové, samotny vektor, podle kterého zobrazujeme, ztistane
zachovan. Vysledkem je

1 00

M=[0 0 0

0 00
f($7y7z) = (:L'7 070)

e Analogicky predchézejici ¢asti se zachovavaji posledni dva bazové vektory, prvni se zobrazi
na nulu. Maticové

000
N=|0 10

00 1
fx,y,2) = (0,y,2)

e Bizové vektory pouze vynasobime skaldarem a. Potom
a 0 0
P=|0 a O
0 0 a
f(2,y,2) = (ax,ay, az)

4. Zobrazeni, pokud ho bereme nad polem R je obecné nasobeni matici (fg Z), zatimco nad polem

C je to nasobeni matici (e+8i). Dohromady pak musi platit
pr2((2,9)) = ¢clz +iy)
ar+by\ _ (a b\ (z) _ ; Sy _ .
(= (¢ 5) (5) =@+ merm = G- +itw + 0
:}a:d:ﬂ’ c:—b:/‘y

Vzhledem k tomu, ze $lo vSude o ekvivalence, je to jak nutnd, tak postacujici podminka.

5. Komplexni ¢isla nad R tvoii vektorovy prostor isomorfni s R?. Koplexni ¢isla proto miZeme
reprezentovat jako usporadané dvojice redlnych cisel. V této reprezentaci dostavame:

Cap:(aab) :>ip:(_b7a)

C > (pa Q) = ((aab)v (C, d)) = (aabac’ d) = (’L'p, ZQ) = ((_baa)’ (_d> C)) = (_b’a’a —d, C)



Hledana matice zobrazeni proto je

0 -1 0 O
1 0 0 O
0O 0 0 -1
0O 0 1 0

6. Matice zobrazeni (idgs)y., kde € je standardni baze v R?*, je ziejmé

-1 -1 -1 0
0 -1 -1 0
Adwe=109 0 -1 1

o 0 0 -1

0
1
1
0

— O N =
|
—

Pro skladani zobrazeni plati (idga)y,y = (idga)e,p © (idrs)y,e = (idgs), t o (idga)y,e, maticové

-1 -1 -1 0
0 0 -1 -1 0

;3 -3 0 0 0 -1 1
-1 2 -1 0 0 0 0 -1

. 1
10 10 5
1 1
2 2

— A1 —
A%Q - AQ,QAE7§ -

- - —
= R o|“‘

|
= R 8|>~
o O
|
= K= g|>—a

|
—
|

| g|w

|
[T

1 -1

(e}
|
—

Analogické vztahy plati pro matici zobrazeni (idga)y,u, kterd je

-1 1 0 0 0 1 1 0 0 1 -1 1

1, o1 0 2 0 1| _[-5 2 -1 0
Ave=Auedve=| o o 1 Z1flo 3 11|75 -4 1 1
0 0 0 -1/\-5 1 0 o0 5 -1 0 0

Pouziti matic je jasné :
Vw € R : v(w) = Ay pu(w) Vw € R @ u(w) = Ay yo(w)

7. Zobrazime-li badzové vektory v a ty zapiSeme do sloupeckit matice, okamzité dostaneme pro
prechod od v k u matici

1 1 0 O
1 -1 0 O
0 0 1 1
0 0 1 -1

Pro prechod opa¢nym smérem potiebujeme matici inverzni. Tu ziskdme snadno pomoci tprav s
jednotkovou matici, & pomoci algebraicky adjungované matice?. Vysledkem je matice pfechodu

2tato metoda je pomérné vyhodnd diky spousté nul v matici.



SERLN
boto o
o o 1 1%
0 0} -

Zobrazovani je trivalni nasobeni sloupeckem soutadnic zprava, proto jej prenechavame na Ctenari.

8. Zobrazeni si prevedeme do standardni baze. Podle predchoziho cvic¢eni

Ll o
i -0 o0
Tu(w) = | 2 > u(w) =u(w)
0 0 35 3
0 0 % -
3 _1 1 _1
=>f(W)=Ay(w)=ATU(w)=<§ Co3 f)a(W)
2 2 2 2

20 —x2° . AT =

wW
O N
|
N
N~~~
~
)
8
|
8
wW
N—r
Il
|
]
|
| =

fA+2®)=5z+5 f(l+az+2’>+2°)=6x+4

9. Zobrazeni f : R® — R® je ddno matici A. Zobrazeni g : R> — R? je d4ano matici B. Zobrazeni
fog:R — R® je ddno matici C.

1 2 -1 -1 7 0 15 3
1 0 1 -2 1 0 1 2 -1 1 0 1 3
C=AB=13 2 0 1 307 1)]=|-4 9 0 17 8
-1 1 0 1 0 0 01 3 2 0 6 -1
-2 0 1 5 -2 0 -2 -3

|C| = 0, nebot matice obsahuje nulovy sloupec. Protoze neexistuje |C| ™!, neexistuje ani inverzni
zobrazeni s matici C 1 a tedy se nejedné o isomorfismus.
Zobrazeni go f : R*> — R? je ddno matici D.

1 2 -1
-2 101 2\[1 0 1 -6 -3 5
D=BA=[1 307 1||3 2 0|=[-5 9 3
1 000 1/]-11 0 -1 2 0
-2 0 1
|D|=5‘:i) g‘—3‘:? _23‘=5(—10+9)—3(—12—3):45—5:40

Existuje |D| 7!, tedy existuje i D!, a proto se jednd o isomorfismus.
14.6. Linearni zobrazeni I1

1. NapiSeme si vedle sebe bazi vzorového vektorového prostoru (vpravo) a obrazy jeho pfislusnych

10



bazovych vektort (vlevo). Pokud budeme providét fadkové elementarni transformace, zlistane
toto zachovano. Lze tedy psat

14 1 1]/1 00 0 1 4 1 1]1 000
2 3 -2 1|10 1 0 0 0 -5 -4 —-1[-2 1 0 0
32 3 11001070 -0 0 -2/-3010]|"
41 -1 110 0 0 1 0 -15 -5 —-3|-4 0 0 1
1 4 1 1]1 0 00 1 4 1 1]1 0 0 0
0 =5 -4 —-1|-2 1 0 0 0 -5 -4 —-1/-2 1 0 0
“lo 0o 8 o1 -2 10|7l0o 0 & 0|1 -2 1 0
0 0 7 0]2 -301 0 0 0 0|9 —-10 -7 8

Prvni tii fadky jsou nezavislé a tvori tedy bazi Im f. Naopak je ¢tvrty vektor nulovy, jeho vzorem
je podprostor generovany poslednim novym bazovym vektorem vzorového prostoru, je to tedy
Ker f. Dohromady mame

Im f = <(1547 1, ]-)7 (0; -9, —4, _1)5 (070; 170)> Ker f = <(9a —-10, -7, 8))

vektor (0,0,8,0) jsme nahradili vektorem (0,0, 1,0) pouze kvili jednoduchosti. V tomto pfipadé
lze doplnit baze Im f na bazi celého R* bazi Ker f, ale obecné nikoli, napiiklad pro zobrazeni

dané matici
0 O
o-(7 o)

je Imf = Ker f = ((0,1)). Zbyva uréit matici zobrazeni f v nové bazi. Ur¢ime nejprve matici
prechodu od nové baze ke staré. Ta je jednoduse

1 0 0 9

4 -5 0 -10
T= 1 -4 1 -7

1 -1 0 8

Pro matici A’ zobrazeni f v nové bazi plati

16 —-26 3 0
P 19 -16 2 0
A'=T"AT = 15 -39 8 0
0 0 00
kde
1 2 3 4
4 3 2 1
A= 1 -2 3 -1
1 1 1 1

je matice zobrazeni f v puvodni bézi.

2. Zobrazeni je izomorfismus, pouze je-li hodnost matice zobrazeni rovna dimenzi vzoru. K tomu
)

pouzijeme Gaussovu eliminaci, matici budeme upravovat spoleéné s jednotkovou matici, abychom

zjistili matici inverzniho zobrazeni.

1 1 1

1 0 —1|1 0 0 10 0l-3 —3 —3
A=lo0o -1 1]0 1 0]~]0 1 0/-% -2 1
-1 1 01]0 0 1 001_%%%
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Jde o izomorfismus s inverzni matici

-1 _1 _1
2 2 2
-1 _1 1
2 2 2
-1 1 1
2 2 2

3. Ve standardnich bazich Ry [z] a Rg [2] urCete zobrazeni, které je definovano jako ndsobeni pevné
zvolenym polynomem g € Ry [x].
Necht g = az* + ba?® + ca® + dz + e, z Ry [z] vezméme

4 3 2
h = a4z” + azx® + asx” + a1z + ag

Potom f(h) = g - h = acyz® + (aas + bay)x” ... eay Porovnanim koeficientt:

a 0 0 0 O

b a 0 0 O

c b a 0 0 Qy

d ¢ b a O Qas
f(hy=g-h=|e d ¢ b al||m

0 e d ¢ b ag

0 0 e d ¢ Qg

0 0 0 e d

0 0 0 0 e

Protoze je okruh redlnych polynomi obor integrity, mé jadro vzdy dimenzi 1, pokud je g # 0, v
pifpadé nulového polynomu mé jadro dimenzi 4. Tim je jasné, ze mé podprostor (z* + z°, z — z%)
obraz dimenze 2, respektive 0 pro g = 0.

4. Ozna¢me A € Mat,(C) libovolnou matici. Ozna¢me g zobrazeni definované jako nasobeni matici

<1 1) zprava a h nasobeni zleva.

4 4
_A_abHab 1 1\ [(a+4b a+4b
g:4=\¢ d c d)\4 4) " \c+4d c+4d

Aby byla A € Ker g, musi byt

a)

a+4b=0 a+4b=0 N a=—4b
c+4d=0 c+4d=0 c=—4d

tedy matice A musi byt tvaru
—4b b -4 1 0 0
(—4d d> —b<0 0) +d<—4 1>
Jadro zobrazeni g je generovano dvéma vektory. Proto
dim Kerg = 2

a potom i

dim Img =2

b) Analogicky dim Kerh = dim Im h = 2.

12



5. Protore je Vi = (( _1,1),(=2,3,1,-1)) = ((0,2,0,0), (=2,3,1, —1)), je ziejmé, 7e V4 N
V2 = ((0,2,0,0)) = {(0, )) Potom je ale

1 2 3 1

2 -3 -1 -12
Imf|vmv2 = < —01 11 01 52

2 -3 -1 -12

> ={(2,-3,1,-1,-3))

SO = O

Obraz je zjevné jednorozmérny. Pro urfeni dimenze vzoru podprostoru W C R® generovaného
vektorem (1,1,1,1,1) budeme Fesit soustavu rovnic s rozsifenou matici soustavy

1 2 3 1 1 1 01 -3 0
2 -3 -1 -12 1 011 2 0
-1 1 0 5 1| ~f0 0 0 0 1
O -1 -1 -2 1 000 0 O
2 -3 -1 -12 1 000 0 O

Protoze nemé soustava reSeni, neexistuje zadny vektor, ktery by se zobrazil na zddany vektor, tim
padem ani na libovolny jeho nasobek (tedy kromé nulového vektoru). Vzor podprostoru W ma
potom dimenzi jadra. Protoze je ale hodnost matice 2, musi byt dimenze jadra také 2

14.7. Permutace a determinanty
1. Chyba v zadéni, nejspiSe reseno.

2. Kazdy cyklus délky k je souCinem k — 1 transpozic. Proto ma paritu stejnou, jako je parita
k — 1. Kazda transpozice mé totiz lichou paritu, protoze ¢isla mezi témi dvéma prohazovanymi
se vyskytuji pravé ve dvou inverzich (s obéma témito ¢isly), na paritu tedy vliv nemaji. Pouze
ona prohazovand dvojice ”vytvari” lichy pocet transpozic. Parita transpozice je proto —1 a pocet,
transpozic urcuje paritu.

3. Oznacme paro = Hi>j %}'(]) Pritom ale nemusime délat soucin pfes ¢ > j, ale staci kazdou

dvojici i # j zapocitat pravé jednou. Potom dostavame

parocom = =paro -parm

12 m(i) —oow(j) _ II o(r(i)) —o(w(4)) . II (i) —7(j)
ay (i) — 7(j) i—J

protoze je w bijekce, a proto v soucinu pies vSechny rizné dvojice i, j mizeme prejit k soucinu pres

v8echny mozné rtzné dvojice (i), w(j). Zbytek jiz plyne z toho, Ze kazdou permutaci o miZzeme

zapsat jako soucin transpozic oy, ... , 0k, pro které plati sgno; = parg;. Proto plati i

paroc = paroj ---paroy = sgnoj --- Sgnox = sgno

a) Permutace obsahuje pouze jeden cyklus
1+9=21027=28—=23=25=26—-2—-4—1
jejl paritu spoc¢teme podle cviceni 2.

sgn (o) = (=1)'7' = -1
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b)

Permutace je slozena z nasledujicich cykld

1-9->12->1
251957220514 —-516—> 2
3-5—=210—=15—-8—=3
4-518—-6—>13—-4

11— 11

17 — 17

Podle cviceni 2 je potom sgn (o) = (—1)2076 = 1.

5. Budeme pocitat pocet inverzi

KaZdy prvek je vétsi nez vSechuy, co stoji za nim. Pocet inverzi je tedy p = (n — 1) + (n —

_ n(n-1) - -
2) +---+2+1= =5 Parita je pak

n(n—1)
2

(=1

Permutace obsahuje nejprve n lichych isel sefazenych vzestupné (neni mezi nimi Zadna
inverze) a poté také vzestupné sefazeno n sudych cisel (opét zadnd inverze). Zbyva urdit,
kolik vétsich lichych cisel je pred mensimi sudymi cisly. Kazdé liché cislo je pritom pred
kazdym sudym, pocet inverzi prislusnych c¢islu 2k + 1 je pocet mensich sudych ¢isel, tedy k.
Potomp=1+2+...n—-1= @ a parita je opét

n(n—1)
2

(=1

Povsimnéme si, ze tato permutace je tvorena trojicemi, které jsou jako celky usporddané od
nejmensi po nejvétsi, ovSem ,,ve vniti“ stoji vzdy 35 — 1 pred 35 — 2 a také 35 pied 35 — 2.
Kazda trojice prispéje do souc¢tu poctem 2, trojic je celkem n a vyslednd permutace je tedy
sudd, nebot

(-1 =1
6.
1 0 0 1
0 2 3 1 0 1 1
1 0 -1 1 =(-1)"1-2--1-0)+(-1)"(1-2-1-1)+(-1)*(0-0--1-0)+---=1
2 -3 1 0
Pocéitanim determinantu metice fadu n podle definice je nutno secist n!, tedy v nasem pripadé 24
Clenti.
7.
3 4
a) 1 2‘ =6—-4=2
1+ T | N N PR N
b) 3 2_H.‘—(2-|-3z-|-z) (3i—i*) =0
c) ST ST 2 4 costx = 1
cosz  sinz
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4 -9 -3
-4

-1

d)

—4

-1

-2

14

—4(—40 + 27 + 84 + 36 — 84 — 30) + (18 — 6 — 6 — 20)

3

0

=6.

15/ =23.13 4 5

8
7 26 63

2
8
0 7 26 63

3
9
8 27 64

7 6 14

7 13 21

14.8. Vypocet determinantt a inverznich matic

-1

10 -1 0 1
11 -1 -1 11

-1 4 =2]|1

1
1

0

10 -1 0 1
11 -1 -1 11

6
-1
-1

7 8+2-15 6

7

6

5

1 0
1 1

0

-1 11

-1

11
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9 3 4 4 5 23 3 4 5
00 0 2 0 00 9 0 0
—3.56 7 7 84256 6 7 8=
10 0 10 10 -1 0 0
11 -1 1 1 11 -1 -1 1
2 3 4 5 2 3 4 5
56 7 8 56 7 8
=320 g 0 o/T2ED N g 0 o7
11 -1 1 11 -1 1
61 s 3045
—(~12)- —(-12)-1-l6 7 & =144
10 0 0 L
11 -1 1
2. Regeno
3.
a)
8 5|10 10 7 _5
17101 01| —-11 8
b)

1 1 1
A=1 2 3 3
-1 -3 -2

a plati detA = 1. Algebraicky adjungovand matice méa prvky (b;;): b1 = (=1)%det(3; 2,),
bio = (=1)det( 2 3,), atd. Inverzni matice je

3 -1 0
At=11 -1 -1
-3 2 1

1 4 -2 3 154 179 =205 235
2 9 3 =2 | =36 42 48 =55
-1 -6 -11 4 o 6 -7 -8 9
0 -1 -6 O 1 -1 -1 1

14.9. Systémy linearnich rovnic I

1. Matice soustavy je

4 3 6 1 1 -2 2 -9 1 -2 2 -9
3 5 4 10| ~1(3 5 4 10|~1(0 11 -2 37
1 -2 2 -9 0O 0 0 O 0 0 0 0

Nad Z: Aby vyslo z druhé rovnice v upravené matici celociselné x3, musi byt 37 — 11x5 sudé,
tzn. xo musi byt liché. Potom 2o =2k +1, k€ Z a

(x1,@,23) € {(19 — 18k, 2k + 1,11k — 13); k € Z}
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Nad Q:
37— 11
(21,22, 23) € {(28 - 9t,t,—T> e @}

Nad R: dostavame stejny tvar mnoziny feSeni jako nad Q, ale parametr ¢ bude tentokrat
z R.

2.
12 -1 5 30 12 -1 5 30 12 -1 5 30
3 —-13 2 21|~ O 51 -3 -54)|~110 17 -1 -18
7 2 3 15 0 31 1 =30 0 1 0 -1
Nad Z, Q, R
(71, 22,73) = (2,-1,1)
3.

2 =3 17 =29 =36 22
2 =3 18 =27 33 21

-3 17 =29 -36 22
0 1 2 69 -1

OO OO NN

12 —-18 102 —-174 -216 132 | ~ 0 0 3 2710 -2
2 -3 21 -24 -30 20 0 0 0 66 O
2 -3 24 =21 =27 19 0 0 0 0 0
Nad Z nema soustava feSeni, nad Q, R:
t—-3 t 1 2
(z1,m2,73) € {(T’ 33’ —§;0> pte K}
(1)

4 3 6 1 -2 2 1 -2 2 1 -2 2

3 5 4] ~13 5 4|~|0 11 -2]~]0 11 =2

1 -2 2 4 3 6 0 11 -2 0O 0 O

Fundamentélni systém feSeni je (—18,2,11). Soustava je bud nefesitelnd nebo nedourcéena.

(2)

12 -1 5 3 —-13 2 3 13 2
3 -13 2| ~1(|12 -1 5]~ {0 51 =3|~
7 2 3 21 6 9 0 97 =5
3 13 2 3 —-13 2
~ 10 17 -1 |~10 17 -1]| ~
0 17-97 -85 0 O 12

Soustava mé fundamentdlni systém FeSeni ), je Fesitelnd a dourdend.

(3)
2 =3 17 =29 =36 2 =3 17 =29 -36
2 -3 18 =27 =33 0 0 1 2 3
12 -18 102 -174 =216~ |0 O O 0 0 ~
2 =3 21 =24 =30 0 0 4 3 6
2 -3 24 -21 =27 0o 0 7 8 9
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2 =3 17 =29 -36 2 =3 17 =29 -36
0 0 1 2 3 0 0 1 2 3
~10 0 O 0 0 ~10 0 O 1 2
0 0 0 -3 -6 0 0 O 0 0
0 0 0 -6 -12 0 0 O 0 0

Soustava je opét bud nefesitelnd nebo nedourcend, jeji fundamentédlni systém feSeni je
(37270;070)5(_39;0727_452)‘

3. Viz. priklad 19

4. Budeme piimo upravovat matici:

1 1 « 1 1 1 « 1
1 a1 1] ~10 a=-1 1—-« 0
a 1 1 1 0 1—-a 1-—a? 1—a

Pokud @ = 1 pak md soustava trividlni feSeni z; + z2 + 3 = 1, coZ znamend (z;,z2,z3) €
{(t,s,1—t—s); t,s € K}. Pokud a # 1, pak mizeme dolni dva fadky matice vydélit (1 — a), jako
bychom délili kterymkoliv jinym ¢islem.

1 1 « 1 1 1 « 1
-~ 10 -1 1 O] ~10 -1 1 0
0 1 1+a 1 0 0 24« 1
a mame hned fefeni ) = w2 = 13 = 51, samorejmé za predpokladu, Zze o # —2. Pokud a = -2,

soustava nemad feSeni. Pro K = Z pak soustava ma feSeni pouze pro a = 1 a pro «, pro néz je
a + 2 invertibilni skaldr, dohromady dostavame « € {1, -1, —3}.

5.

1. Vypocet inverzni matice:

1 -4 -3|1 0 O 1 -4 =-3|{1 0 O
1 -5 -3|/0 1 0]~|0 1 011 -1 0 ~
-1 6 4|0 0 1 0 1 1 (0 1 1
1 -4 -3|1 0 O 1 0 0] 2 2 3
~10 1 0(1 -1 0]~|0 101 =10
0 O 11-1 2 1 00 1}]-1 2 1
Hledana matice X potom je
2 2 3 1 47 15 36 57
X=11 -10 2 5 8|=-1 -1 -1
-1 2 1 3 6 9 6 12 18
2. Viz. fesené priklady: priklad ¢. 20.
14.10. Systémy linearnich rovnic II
1.
1 2 -1 3 1 2 -1 3 1 2 -1 3
2 -5 4 -1|~|0 -9 6 —-7]~(|0 -9 6 -7
4 -1 2 5 0 -9 6 -7 o 0 0 o0



Nezavisle na okruhu skalart je vektor (1,—2,—3), ktery dostaneme dosazenim x; = 1, feSenim
zhomogenizovaného systému. V Z je soustava nefesitelnd, nebot (po tpravéach) druhd rovnice je
nefesitelnd v Z. Jeji leva strana je totiz délitelnéd tfemi, prava nikoli. To stejné plati pro Zg. Nad
okruhem Z~, pak soustava TeSitelna je :

1 2 -1 3 1 2 -1 3
0 -9 6 —-7|~(0 -2 -1 0
0 0 0 0 0 0 0 0

Moznym feSenim je naptiklad (3,0,0), vSechna feSeni ziskdme pfictenim vektorového prostoru
feSeni zhomogenizované soustavy reseni, tedy

{(3—1t,2t,3t) € (Z7)% t € Lr}

Gaussova eliminace lze pouzit vzdy, narozdil od Cramerova pravidla, které zde uplatnit nelze,
nebot je determinant soustavy nulovy, tedy neinvertibilni skalér.

2. Vektor, ktery lezi v priniku, musi lezet ve V7 i V5. Musi tedy spliiovat
a(1,1,1,1) + 5(1,0,1,0) = ¢(1,1,0,0) + d(0,1,1,1) + ¢(0,1,1,0)

Tuto homogenni soustavu zapiSeme do matice a pfevedeme na schodovity tvar.

11 -1 0 0 1000 2
1 0 -1 -1 -1 0100 -1
11 0 -1 —-1]7loo0o 10 1
10 0 -1 0 0001 2

V1 N'V; je tedy jednorozmérny, volbou e = 1 ziskdme fundamentalni feSeni (—2,1,-1,—-2,1).
Prostor feSeni soustavy je proto {(—2,1,—1,—2,1)). Pro Vi N V5 potom plati

‘/1 N ‘/2 = <(_2)(17 11 17 1) + 1(11 O: 11 O)) = <(_17 _27 _17 _2)) = ((17 21 17 2))
Podle véty o dimenzi je dimenze V; + V5 rovna 4. Proto musi byt
N+1h =R

Cramerovo pravidlo pouzit nelze.

3. Nezavisle na okruhu skalari je podle predchoziho cviceni
inv, ={((1,2,1,2))
Pro K = Z5 pak dostdvame trojprvkovou mnozinu {(0,0,0,0), (0,1,0,1),(1,0,1,0)}, stejné tak pro
V pi

K = Z3, kde jde o mnozinu {(0,0,0,0),(1,2,1,2),(2,1,2,1)}. V piipadé K = C jde o nespocetnou
mnozinu.

4. Uvazme standardni bazi na Re[z], tzn:
Re[z] = (20, 2", 2%, 23, 2, 27, 2)
Zadané prostory potom v této jsou:
V1 =¢(0,0,1,2,0,0,0,),(0,0,0,—1,0,0,1))

V> ={((2,0,1,0,0,0,0),(-1,0,0,0,0,0,1),(0,0,1,1,2,0,0))
V5 =(0,0,1,0,0,0,1),(1,0,0,3,0,1,0),(0,0,0,1,0,0,0))
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Vektor z priniku V3 N'V; musi lezet ve Vi i ve Vs, tedy musi byt linedrni kombinaci jak generatori
Vi, tak i Vs.

0 0 2 -1 0

0 0 0 0 0

1 0 1 0 1
al2l+b]|-1]=¢c|]O0|+d] O | +e]|1l
0 0 0 0 2

0 0 0 0 0

0 1 0 1 0

o 0 -2 1 0 2 00 -1 0
0 O 0 0 0 01 0 -1 0
1 0 -1 0 -1 00 2 -1 0
2 -1 0 0O —-1|~]0 0 0 0 1
0 0 0 0o -2 000 0 O
0 0 0 0 0 000 0 O
0 1 0 -1 0 0 00 0 O

Odtud dostavame FeSeni:
(a,b,c,d,e) €((1,2,1,2,0))

Dosadime do rovnice vektort priniku:
Nz, =(1(2,0,1,0,0,0,0) +2(-1,0,0,0,0,0,1)) = {(0,0,1,0,0,0,2))
Nyni jiz lze snadno nahlédnout, ze
(VinVy) NV =4{(0,0,0,0,0,0,0)}

V1 + Vo + V3 je generovano sjednocenim generatort jednotlivych prostort. Bazi uréime Gaussovou
eliminaci.

0 01 2 000 2010000
0 00 -1 0 01 001 2000
2 01 0 00O 000 4010
-1 0 0 0 0 01 0000810
001 1 200 7]0000012
0 01 0 001 0 00 0O0O01
1 00 3 010 0000 O0O0O0
0 00 1 00O 0 000 O0O0O0

Odtud plyne
Vl + V2 + ‘/3 = <(21 07 11 07 01 07 0)1 (07 01 ]-7 21 07 01 0)1 (07 07 01 41 07 ]-7 0)7
(0,0,0,0,8,1,0),(0,0,0,0,0,1,2),(0,0,0,0,0,0,1))
Vi4+ Vo + Ve = (24 2% 2% + 223 4a® + 25, 8a* + 25, 2° + 225, 2°%) = (1,22, 23, 2%, 2°, 2%)
protoze je to prostor dimenze 5, ktery neobsahuje v zddném polynomu .
14.11. Vlastni vektory a vlastni hodnoty I
1. Zvolme na prostoru R® bazi u = ((1,0,1),(1,1,1),(1,0,0)). Vektory us,us se ziejmé musi
zobrazit na nulovy vektor, zatimco vektor u; se musi zobrazit na néjaky vektor z Im A, protoze je

to vSak jednorozmeérny podprostor generovany pravé u;, musi se zobrazit na né€jaky jeho nenulovy
nasobek au;. Tim je zobrazeni ur¢eno a mé matici

Au

o o8

0 0
0 0
0 0
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Nyni jiz stac¢i matici transformovat do standardni baze, matice prechodu od baze u ke standardni
je

1 11
T=10 1 0
1 10

Matice zobrazeni A ve standardni bézi je potom

0 —a a
A, =TAT =(0 0 0
0 —a a

Zaroven jsou to vSechna takova zobrazeni, kde oviem a # 0.

2. Pokud by takové linedrni zobrazeni mélo existovat, muselo by platit

A(l,-4,5) = A(=3(1,2,-3)+2(2,1,2)) =
= —34(1,2,-3)+24(2,1,2) = —3(1,2) + 2(2,3) = (1,-3) £ (1,3)

Proto takové linearni zobrazeni neexistuje.

3. Pomoci linearity zobrazeni ziskame:

s =n k= ((39).(0 7). 9))

4. Derivace souctu je soucet derivaci. Konstantu lze z derivovaného vyrazu vytknout. Tedy derivace
je linedrni zobrazeni. Zobrazeni A je proto také linedrni. Matice zobrazeni D : Ry[z] — Ry[z],
definovaného predpisem D(P) = P’, je

01 000
00 2 00
D=0 0 0 3 0
0 00 0 4
00 0 00

Pro matici zobrazeni A potom dostévame

00 —4 6 0
00 0 —-12 24
A=D*—-2D>=10 0 O 0 -24
00 0 0 0
00 0 0 0

Vypocet vlastnich hodnot:

|A - \E| =

[ev e I e I an)



Tedy zobrazeni ma jedinou vlastni hodnoru A = 0. Z tvaru matice A je vidét, Ze vlastni vektory
ji prislusné budou tvorit vektorovy podprostor

<(1’ 070’ 070)’ (07 1’ 070’ O))

Zarovén je tento podprostor jadrem zobrazeni A, nebot se jedna o vlastni vektory prislusné vlastni
hodnoté A = 0. V matici A mame ve sloupeccich obrazy bazovych vektort, které generuji obraz
zobrazeni, staci z nich vybrat bazi. Ta ale zjevné je

Im A={(1,0,0,0,0),(1,-2,0,0,0),(0,1,-1,0,0))

5. Ozna¢me bézi prostoru K® ze zadani jako u. Nejprve uréime vlastni hodnoty zobrazeni f v této
bazi a nakonec vSe prevedeme do standardni baze.

4-X =5 7
A—XE|=| 1 —4-Xx 9 |=
—4 0 5-A

=(4—=AN)(=4-N(B-N)+180+28(—4—A) +5(5—\) =
== N +5)2 17T\ +13=
=—(A=1)[A— (2 =30\ — (2 + 3i)]

Dosazenim A =1 do A — AE ziskdme prostor vlastnich vektoru piislusny vlastni hodnoté A = 1.

3 =5 7 1 0 -1
1 -5 9|~10 1 -2
-4 0 4 00 0

Prostor vlastnich vektord tedy je Vi = ((1,2,1),). Pro pfevod do standardni bize pouzijeme
matici

1 1 0
T=11 -1 0
0 0 1

Po transformaci je V4 = ((3,—1,1)). Nyni dosadime hodnotu A\ = 2 — 3i.

4-(2-3i) -5 7 1 —6+3 9
1 —4—(2-30) 9 ~2+3 -5 7 |~
—4 0 5— (2 — 3i) —4 0  3+3
1 —6+3i 9 1 —6+3i 9
~10 16412 —11-27i]~ [0 400  —500—300i | ~
0 —24+12 39+3i 0 —24+12  39+43i
1 —6+3i 9 4 —24+412 36 4 0 —3-3
~ 10 4 —5-3i|~ [0 4 —5-3i| ~ [0 4 —5-—3i
0 —24+12 39+ 3i 0 0 0 00 0

Prostor vlastnich vektori je tedy Va_s; = ((3 + 3¢,5 + 3i,4),), po transformaci potom Va_gz; =
((8 + 6i,—2,4)) = ((4 + 3i,—1,2)). Analogicky pro posledni vlastni hodnotu, pii ni jde o tytéz
matice, co vyse, pouze jsou komplexné sdruzené, plati Voys; = ((3—31¢,5—-3i,4),) = ((4—3i, —1,2)).
Zaroven je vidét, ze redlnym skalarim prislusi pouze jedna vlastni hodnota, a to A = 1 a pouze
jednorozmeérny prostor vlastnich vektord V; pfisluSny této vlastni hodnoté.
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6. Pro vlastni hodnoty A plati

-A =2 9 _
2 esrano
Nad Zj dostaneme A\? = —4 = 1, kterd m4 fefeni \; » = 1. Vlastni vektory najdeme fesenim

S MO
(7)) =mien

Nad R nemd rovnice A2 = —4 fegeni, zobrazeni nem4 vlastni hodnoty a tim paddem ani vlastni
vektory.
Nad C dostavame feseni 2i, —2i. Vlastni vektory najdeme resenim

(3" 2)~( o)=r=wn
(3 2)~(o o) 7 vw=tin

14.12. Vlastni hodnoty a vlastni vektory II

1. VSechna tii zobrazeni maji trojndsobnou vlastni hodnotu 3, 1isi se vSak podprostorem vlastnich
vektorti. V pfipadé matice A je podprostor vlastnich vektort celé R?, v piipadé matice B jde o
((1,0,0),(0,0,1)) a pro C vychézi {(1,0,0)).

2.

a) Spocteme vlastni hodnoty:

5-X 2 -3
JA=AE|=| 4 5-X -4 |=-X4+6)\2-111+6
6 4 —4-)

Charakteristicky polynom ma koreny
A =3, =2 A=1

Kazdé vlastni hodnoté piislusi alesponi jeden vlastni vektor (a tim i podprostor vlastnich
vektorii dimenze alespon 1). Vlastni vektory riiznych vlastnich hodnot jsou linedrné nezavislé.
Proto pokud jsme ziskali t¥i riizné vlastni hodnoty, budou generovat cely prostor K3.

b) Obdobnym vypoctem zjistime, ze vlastni hodnoty jsou:
M=1, A=243i, \3=2—31

Stejnou tvahou jako v prvni ¢asti zjistime, Ze nad poli Q a R neni matice A podobna
diagonalni, nad polem C podobna je.

c) Opét spocteme vlastni hodnoty:

4—-X 2 -5
JA=XE|=| 6 4-X -9 |==-2+X2=-20)-1)
5 3 —7-2X

Vlastni hodnoty jsou:
Al,g = 0, )\3 =1

23



Nyni musime zjistit vlastni vektory piislusné vlastni hodnoté A o:

4 2 =5 4 2 =5 4 2 =5
A-MpE=16 4 9] ~|0 4 —6]~|0 2 -3
5 3 =7 0 2 -3 0 0 O

Tedy vlastni vektory piislusné 0 tvofi podprostor ((1,3,2)) Vlastni vektory generuji pouze
podprostor dimenze 2, tedy nad zadnym z poli Q, R ani C neni matice A podobné diagonalni.

3. Necht u je vlastni vektor zobrazeni ¢, potom ¢(u) = Au # 0. Diky linearité plati (ﬁ(%u) =
$-Au = u. Tedy ¢ '(u) = fu a u je vlastnim vektorem zobrazeni ¢—*. Dale je (¢~1)~! = ¢,
plati tedy téz, Ze kazdy vlastni vektor ¢! je téz vlastnim vektorem ¢. Z toho plyne prvni tvrzeni.
Ziroven je také vidét, ze pokud je A vlastni hodnota ¢, pak ¢! m4 vlastni hodnotu % a naopak.
Tim je dokdzano i druhé tvrzeni.

4.
1. Charakteristickd matice a polynom
2—-X -1 1

-1 2-)X 1 |=(1-NMXN-NA+3)=-A-1*A=-3)(A-1)
0 0 1-2\

Pro jednotlivé hodnoty dostaneme

1 -1 1 1 -1 1
A-E=[-1 1 -1|~[0 0 0]=U ={(-1,0,1),(1,1,0))
0 0 0 0 0 0
-1 -1 1 -1 -1 1
-1 -1 1]~ 0 0 =2|=2Us={(-1,1,0))
0 0 -2 0 0 0
2. Charakteristickd matice
1—_1A —22—)\ 8 33 1-A 2 3
=2-N| -1 —2-X -3 |=
0 0 2-A 0 ) 5 5
1 2 0 3-2\
1-A 2 3
2=X] =A =X 0 [=2=X)((1 =N +3\-2)%) = (A-2)2\?
0 X =)

Vlastni hodnoty jsou 0 a 2. Vlastni vektory najdeme analogicky predchazejicim piikladtm,
proto jiz strucnéji.

1 2 0 3 1 2 0 3

-1 -2 0 -3 0 0 2 0

0 0 ) 0 ~ 00 0 O = UO - <(_27 ]-aoa 0)) (_3; 070; 1))
1 2 0 3 0 0 0O

-1 2 0 3 -1 2 0 3

-1 -4 0 -3 0O 1 0 1

0 0 0 0 ~ 0 00 0 :>U2 - ((0701170)1(17_1701 1))
1 2 0 1 0 0 0 O



14.13. Vlastni hodnoty a vlastni vektory III

1. det(A — AE) = —X3 + 5A2 + 4\ — 20, vlastnim hodnotam 5,2, —2 odpovidaji vlastni podpro-
story ((1, 1, asﬂ)), ((0,0,1)),((1, -4, 8 2)). Vlastni hodnoty na parametrech nezavisi, ale vlastni
vektory ano. Postup viz. 14.12.4.

Vlastni hodnoty B jsou —2,5,2 + a, vlastni podprostory piislusné témto hodnotam

(st ) {(b2-22)) on

1. Spoc¢téme vlastni hodnoty matice A:

2-) 1 0
JA=AE|=| =1 4-X 0 |=27T—-2TA4+9X2 - X3 =—-(A-3)?
5 7 3-2)

Tedy jediné vlastni hodnota je A = 3. Zjistime vlastni vektory piislusné této hodnoté (postup
viz pfedchozi priklady), ty tvofi podprostor ((0,0,1)). Prostor vlastnich vektorti ma dimenzi
1, Jordanova matice tedy bude obsahovat 1 blok:

310
Ja=10 3 1
0 0 3
2. Zcela analogicky dostavame, ze vlastni hodnota je A = 3. Ji pfislusné vlastni vektory jsou:

((1,0,0),(0,0,1))

Dimenze prostoru vlastnich vektort je 2, tedy Jordanova matice bude obsahovat dva bloky:
310
Jg=1(10 3 0
0 0 3

3. Dostavame vlastni hodnoty:
/\172 = ]., /\3 =-1
Vlastni vektory prislusné hodnoté 1 tvoii podprostor:

<(11 17 _2))

proto bude Jordaniiv blok piislusny hodnoté 1 pouze jeden.

1 1 0
Jo=10 1 0
0 0 -1

3. Nejprve ur¢ime vlastni hodnoty A a jim prislusné podprostory vlastnich vektort. To samé
provedeme pro identické zobrazeni FE.

2-) -1 1
A—XE|=| 4 -—2-Xx 2 |=
2 —1  1-2X

=@2-N(-2-N)(1-XN)-4-4-2(-2-X1)+22-X) +4(1-)) =
== N +X=-NA-1)
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Nyni dosadime vlastni hodnotu A =0

2 -1 1 2 -1 1
4 -2 2| ~1(0 0 O
2 -1 1 0 0 O

Odpovidajici podprostor vlastnich vektoru tedy je Vo = ((1,2,0),(0,1,1)). Totéz pro A =1

1 -1 1 1 -1 1 1 -1 1
4 -3 2|~(0 1 -=-2]~(0 1 =2
2 -1 0 0 1 =2 0 0 0

Potom je Vi = ((1,2,1)). Pro identické zobrazeni E je ziejmé A1 23 = 1 a podprostor vlastnich
vektortl piislusnych vlastni hodnoté A = 1 je ziejmé celé V; = K3. Pro z; = (1,2,0) plati Az; = 0,
Ezx; = z;. Potom

BiEl = 3A4.’171 — 2A3£131 + AziBl — AiL“l + 6E£131 = 6.’171
Pro zy = (0,1,1) analogicky Azs = 0, Exzs = x4, tedy téZ Bxy = 6x2. Nakonec pro z3 = (1,2,1)
plati Azg = x3, Exs = w3, je tedy x3 téZ vlastni vektor, nebot Bz = Tx3. Protoze x1,x2, 23

generuji celé K2, m4 B vlastni hodnoty : A = 6 s odpovidajicim podprostorem vlastnich vektort
((1,2,0),(0,1,1)) a A = 7 s podprostorem vlastnich vektora ((1,2,1)).

14.14. Afinni ulohy I

1. Podle definice

A’=0-A+%B+%C = A+%(B—A)+%(C—A):,
sA'—-A = %(B—A)+%(C—A)
Analogicky
B’—B:%(C’—B)—k%(A—B)
0'—0:%(A—0)+%(B—0)
Vime v8ak, ze (X —Y) = —(Y — X) a proto se¢tenim dostaneme

(A —A)+ (B -B)+(C'"-0C)=0
2. p: 2zx—3y—6 = 0. Parametricky popis z implicitniho ziskdme snadno: jednu souradnici polozime
rovnu parametru a druhou dopocitame:
_2t—6 2t—6

Pievod parametrického tvaru na implicitni ukdzeme obecné. Pro p¥imku ¢ = {[a + bt, ¢ + dt]}
budeme hledat implicitni popis ve tvaru Az + By + C = 0. Do tohoto popisu dosadime za x, y z
parametrického popisu:

Ala+bt)+ B(c+dt) + C=0= (Ab+ Bd)t+ (Aa+ Bc+ C) =0

ProtoZze ma byt rovnost splnéna pro v8echna ¢, musi byt oba koeficienty nulové, toho dosdhneme
naptiklad volbou A =d, B = —b, C = bc — ad. Rovnice pak ma tvar

dx —by + (bc —ad) =0

Dodejme jesté, ze jinou volbou bychom dostali ekvivalentni rovnici.

3.
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1. Vzajemnou polohu pfimek v roviné urcime pomoci jejich priniku. To znamend urcit body,

spliiujici obé rovnice primek.
2 -3 -4 2 -3 —4
3 2 7 0 13 26

z=1, y=2

Resenim je

Priinikem je jeden bod, jednd se tedy o rdznobézky.
2. Dosadime do rovnice pfimky ¢ za x, y z parametrického popisu p. Dostévame
204+t)+(-1-2t) —1=0=0=0
Rovnice je splnéna pro vSechna ¢t € R, jde tedy o shodné piimky.
3. Budeme hledat mnozinu parametrid ¢ a s, pro néz dostavame stejné body:
(2,1)+t(—-1,3) =(1,3) + s(2,-6)
<—1 -2 —1) N (1 2 1)
3 6 2 0 0 1
Mnozina feSeni soustavy je (J, proto se jednd o nesplyvajici rovnobézky.
4. Zjistime, kolik bodt lezi v priniku téchto dvou rovin
(1) Resime soustavu rovnic
(1,-2,3) +t(—1,0,1) + 5(2,1,0) = (—1,0,1) + #(1,1,2) + s'(—1,3,1)

pro nezndmé t, s, ', s'. Soustavu prepiSeme do rozsitené matice

-1 2 -1 1 =2 -1 2 -1 1 =2 -1 2 -1 1 =2
o1 -1 -3 2|]~(0 1 -1 -3 2|~[0 1 -1 -3 2
1 0 -2 -1 -2 0 2 -3 0 -4 0O 0 -1 6 -8

Protoze je prunikem jednorozmérny vektorovy prostor, tedy pfimka, jsou roviny riznobézné.

(2) Budeme délat totéz, akorat dosadime parametricky popis jedné roviny do implicitniho popisu
druhé.

24+t+s)+(-14+t—35)—2(1+t)+1=0
0=0

Protoze je nyni feSenim celé (¢,5) € R?, tedy celd rovina a, jsou dané roviny shodné, tedy
rovnobézné.

(3) Prunik tentokrat vyfesime jako soustavu rovnic

2 -1 1 9 1 1 -1 0

1 1 -1 0 0 -3 1 9
Prostor feseni této rovnice ma dimenzi 1, tedy je prunikem nutné primka, roviny jsou ruz-
nobézné.
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5. Obé rovnice zapiSeme do matice a tu upravime na schodovity tvar

2 -1 1 9 10 0 3
1 1 -1 0 01 -1 -3
Tim dostdvame mnozinu feSeni této soustavy jako soudet partikuldrniho feseni (libovolné, napf.
(3,—3,0)) a reSeni zhomogenizované soustavy, tj.
p=(3,-3,0)+(0,1,1) ={B3, -3 +11); t € R}
Svazek rovin je dan takovou linearni kombinaci danych rovnic
)\1(2:C—y+z—9)-|-)\2(ac+y—z):0, A, A2 €R

pro kterou tato rovnice zistane linedrni, tj. pro (A1, A2) # (0,0).
Parametricky popis pfimky dané body A, B ziskdme jednoduse jako

p={A+1tAB; t e R}

Implicitni popis ziskdme rozepsanim parametrického popisu do slozek a vyloucenim parametru,
dostaneme dvé nezavislé rovnice rovin.
Rovina by se fesila analogicky, napt. parametricky popis

o ={A+tAB + sAC; s,t € R}
6. Nejprve urcime obé roviny (M, p), (M, q)

a=(M,p): (x,y,2) =(2,—-1,1) +¢(1,2,1) + s(5,1,3)

/8 = (Ma Q) : (.’E,y,Z) = (1711 1) +tl(27_171) + 51(61 _113)

Hledana osa je o = aN . Budeme tedy fesit soustavu (2, —-1,1)+¢(1,2,1) +s(5,1,3) = (1,1,1) +
t'(2,-1,1) + s'(6, -1, 3) o ¢tyfech neznamych ¢, s, t', s'. Jeji roz$ifend matice je

1 5 -2 -6 -1 1 0 0 2 2
2 1 1 1 2]1~101 0 -2 -1
13 -1 -3 0 0 01 -1 -1

Resenim je (0,1,0,1) + ((—2,2,1,1)). Po dosazeni za t', s’ dostavame

0= [(17 11 1) + 0(27 _17 1) + 1(61 _11 3)] + (1(27 _17 1) + 1(61 _11 3)) = (71 074) + <81 _214)
neboli o : (z,y,2) = (7,0,4) + t(8,—2,4). Pricka zadand smérem se Iési stejné, az na to, ze «,
jsou zadany piimkami a dal$im smérovym vektorem, nikoli bodem.

14.16. Prostory se skalarnim soucéinem I

1. Ovérim defini¢ni vlastnosti skalarniho sou¢inu na prvnim piikladu, ostatni analogicky.

1.
9(z,y) = z1y1 + 21Y2 + T2y1 + T2Y

(a) Symetrie

9(z,y) = T1y1 + T1Y2 + T2y1 + T2y2 = Y121 + Y172 + Y221 + Y2z2 = 9(y,2) = 9(y, 7)
(b) Linearita nasobeni skaldrem

g(azx,y) = ax1y1 + ax1ys + ax2y; + axsys = a(x1y1 + T1y2 + T2y1 + T2y2) = ag(z,y)
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(c¢) Linearita s¢itani vektori

g(u+z,y) = (u1 + z1)y1 + (w1 +x1)y2 + (u2 + x2)y1 + (U2 + 22)ys =
= (uay1 + wry2 + usy1 + uay2) + (T191 + T1Y2 + T2y1 + 22y2) = g(u,y) + g(z,y)

(d) Vlastnost reflexivity
g(z,z) = 3121 + 7129 + 2271 + T9T2 = (71 + 22)? > 0 pro nenulovy =
Zobrazeni je skalarni soucin.

2. Zobrazeni neni skaladrni soucin, protoze neni symetrické.

3. Zobrazeni je skaladrni soucin.

(1) V bézi u = ((1,2),(2,3)) ma mit skaldrni souéin « - v pro libovolné vektory u, v tvar

w-v=a" L0)
- 0o 1)Y

kde z' a y' jsou soufadnice pfislusnych vektorti v bézi u. Po pfevodu do standardni béze

transformacni matici
1 2
dostévame pro skaldrni soucin ve standardnich soufadnicich (z, y)

u-v= (T 1) BT 1y) =2t [(Tﬁl)TETfl] y=2x" (ii; _58> Y
Po rozepsani tohoto maticového nasobeni dostavame skalarni soucin jako zobrazeni

g9(z,y) = 132131 — 8x1y2 — 8xay1 + 522y>

(2) Pro vektory u, v ze zadani plati
wov = (=5,2)  (10,—4) = (10,-4) - (=5,2) = ~2[(=5,2) - (=5,2)] < 0

protoZe pro vektor (—5,2) # (0,0) musi (podle posledniho axiomu skaldrniho sou¢inu) platit
(—5,2) - (—5,2) > 0. Proto nemohou byt vektory u, v kolmé.

3. Pfesné podle Gramm-Schmidtova ortogonaliza¢niho procesu

V1 = Ul = (1,1,—1,—1)

2. 1)2=U2—|—O(1’U1,OL1=—%=—7T2=%
Vg = (1,—1,1, 1) + %(1, 1,—1,—1) = (%, —%, %, %)
3. v3 = uz + f1v1 + Bave,
/81:_%:7 /82:_%:07

v3 = (-1,-2,0,1) +(1,1,-1,-1) = (0,-1,-1,0)
Ziskali jsme ortogondlni bazi, provedeme normovani

tak, ze kazdy vektor podélime jeho velikosti

_1 _ 1 _ 1
4. €1 = 5U1,€y = 5y, €3 = 503
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2

4. Vyjdeme ze standardni baze: u1 = 1,uy = x,u3 = 2%, us = x> Nyni pouZijeme ortogonaliza¢ni

proces
1
e1=u; =1 el-elz/deQ
-1
1
€2 = Uz + ae -e
2 2 Llre uz-elz/wdxzo =a=0
O0=1wus-e1 +aeqr-eq
Z1
1
[ e =3
€1 =Us =T €9 €3 = xdx:§
-1
Ber | /
e; = u3 + aey + Be -e 2 1
3 3 2 1 1 U3-€1:/x2dx:— =f=—=
OZU3'61+,861'61 3 3
-1
Ber | /
e3 = us + aes + pe -e
s s 2 ! 2 ug-ezz/az?’dxzo =a=0
O0=1ug-ex+aes-es
-1
. 1
€3=$2—§
Dalsim zopakovanim tohoto postupu na es = ug + aes + Bes + vey ziskdme eq = 3 — %x
Matice prechodu od standardni baze je
1 -1 1
10 -3 0 10 5 0
3 3
T 01 0 -z _ 01 0 ¢
0 0 1 0 0 0 1 0
0 0 O 1 0 0 0 1

5. Je vidét, ze
<(_17 1; ]-)7 (1; ]-7 1)) = <(1a 070)5 (07 1; 1))

Druhy vektor jesté znormalizujeme

(0,1,1) _ 11
(0,1,1)-(0,1,1)_<’ 2’ 2)

Ortonormalni baze podprostoru L je

L= <(1>0’0)’ <0’ % i2>>

Potom pro primét vektoru u = (1,2,3) dostéavame

pr, (u) = ((1,2,3) - (1,0,0))(1,0,0) + <(1,2,3)- <0—2i2)> (0,%,i) _ (ng)

o

—

14.17. Prostory se skalarnim souéinem II

1. Z4pis skaldrniho soudinu vektoru u se soufadnym vyjddienim &' = (2} --- 2/, ,,)7 a vektoru v
se soufadnym vyjadienim y' = (y} -+ -yl 11)7 v bézi ze zaddni je

T JE—
u-v=xz"Eqy
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Pro pfevod ze standardni baze e = (1, x, ... ,x™) do baze ze zadani pouZijeme transformad¢ni matici

o o ... 0 0
o 1! ... 0 0
T= 5 : :
0 0 ... (n=1)! 0
0O 0 ... 0 n!

Skalarni soucin ve standardni bdzi mé pak vzhledem k z' = Tz a y' = Ty tvar

u-v=Tz)'E(Ty) =2 (TTET)j =

02 o0 ... 0 0

0o 1?7 ... 0 0
=z : : - : : Y=

0 0 ... m=12 0

o 0 ... 0 nl?

=07 zyyr + 0wy = 3[R e (B gern) = Y [“(k) (0) -0 (0)
k=0 k=0

kde u®)(0), v(*)(0) znadi k-té derivace u, v podle proménné z v bodé 0.

2. Presné podle Gramm-Schmidtova ortogonaliza¢niho procesu

1. vy =u = (3,2, -4, —6)
Ug - V1 130
V1 U1 - 65 -
vy = (8,1,-2,-16) — 2(3,2, -4, —-6) = (2,-3,6,—4)
3. vy = (6,4,2,3)
4. vg = (0,0,0,0)
Nalezené baze mé pouze tii vektory, protoze ptivodni vektory byly zavislé.

2. 1)2=U2+Oél’l)1,0élz—

Nyni jiz pouze provedeme normovani

1 1 1
5. €] = —(——=U1,6y = —(—=1U2,63 = —(—U
1 G e Gy es T
3.
2 -1 5 7 0 2 -1 5 70
4 -2 7 5 0]~|0 0 1 30
2 -1 1 -5 0 0 0 0 0O
~ generdtory prostoru feSeni rovnic jsou u; = (1,2,0,0),us = (0,—8,—3,1) Ty musime jen

ortogonalizovat a normalizovat:

16
elzul;ezzuz—l—aulwa:?

Ortonormalizovany fundamentalni systém feseni je

1 5 (16 8
(@ = 21200 (=17 (5 -5-3.1)
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1. Nejprve ovérime, zda jsou zadané vektory kolmé.
u-v =(2,2,1)-(-2,1,2) =-442+2=0

Hledany vektor w = (a,b,¢) musi byt kolmy k obéma zadanym. Dostavame nésledujici
soustavu rovuic:

2a +2b+c¢ 0
—2a+ b+ 2c 0

2 21 2 21
-2 1 2 011

Bézi mtizeme doplnit libovolnym vektorem w € ((1, —2,2))

2. Opét sestavime soustavu a vyiesime
-3 1 -2 2 10 0 1 =2
4 2 -3 2)7\0 10 -17 14
Zatimco v 1. ¢asti jsme méli az na velikost a orientaci pouze 1 moznost, zde mizeme za w,
z volit libovolné na sebe kolmé vektory z roviny
w,T € <(17 _77 Oa 5)7 (_17 17a 107 0))
Jednou z moznych voleb je napiiklad dvojice

we((1,-15,-8,1)) =z € ((15,—31,74,112))

5. Matice A € Mat K je ortogonalni pravé tehdy, kdyz jeji sloupce tvoii ortonormalni bazi
prostoru K" se standardnim skaldrnim souc¢inem. Dostavame tak soustavu rovnic pro nezndme
hodnoty a, b, c. Nejprve musi byt vSechny sloupce normované, dostavame

1:a2+<—i>2+(—a)2:2a2-|-1 = |a|:i
V3 3 V3
1:02+(2b)2+(—i>2=4b2+1 = b = ——=

V2 2 2

1

2

1)\? 1 1
1:(20)2+<76> +02:5C2+6 = |C|=%

Z podminek, ze sloupce musi byt na sebe kolmé dostavame, Ze vSechna a, b, ¢ musi mit stejna

) - " 101 1 1 1 1 i
znaménka, naopak obé trojice (a,b,c) = (%, ENL %) a (a,b,c) = (—%, _Wi’_%) vyhovuji,
dostavame tak vSechna feSeni. Geometrické vlastnosti, viz. 14.18.4.

6. Oznacme matici zobrazeni G, matici prvniho skaldrniho sou¢inu A a druhého B. Pak chceme,
aby pro viechna u,v € R® platilo

u? Av = (Gu)T B(Gv) = T (GTBG)v
Volme napiiklad matici druhého skalarniho souc¢inu jednotkovou. Protoze pro matici G mame

1
1

[ QS —
—_ O =

0
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dostaneme po patfi¢ném vyndsobeni matici
2 01
A=1(0 2 1
11 2
coz je matice skalarniho soudinu, protoze je pozitivné definitni a samoadjungovand (pfip. provéite
axiomy skaldrniho soucinu).
14.18. Ortogonalni priméty a ortogonalni zobrazeni

1. P = ((—-1,2,0,1),(3,1,-2,4),(—4,1,2,—4)) a hleddme takovy (z,y,z,t) ktery je kolmy na
kazdy z generatort P.

12 0 1\ (" 0
3 1 =2 4 1|Y=1o0
41 2 —4 fz 0

Regenim tohoto systému rovnic je P+ = ((4,2,7,0)) Déle uré¢ime priméty standardnich bézovych
vektortt do P+:

(1,0,0,0) = a(4,2,7,0) + b(—1,2,0,1) + ¢(3,1, —2,4) + d(—4,1,2, —4)

b ) b

JestliZe celou rovnici vyndsobime vektorem (4,2,7,0), ktery je kolmy k ostatnim, ziskdme
4

4=69a=a=_—
a=a=co

tedy priimét vektoru (1,0,0,0) do P+ je 64—9(4, 2,7,0). Pramét do P ur¢ime jednoduse jako

4 53 8 28
(1,0,0,0) - (4,2,7,0) (69, = 69,())
Praméty dalsich vektorti urc¢ime analogicky:
2 8 65 14
0,1,0,0) = 55(4,2,7,0) + <_@’@’_69’ )
7 28 14 20
0,0,1,0) = @(4’2’7’0)+ <_@’_@’ 69’ )

(070;07 1) =0- (4727 770) + (050707 1)

1. Najdeme libovolny vektor, ktery je kolmy na u, v i w a ten bude generdtorem L*.

z = (a,b,c,d)
5 1 3 3 5 1 3 3
3 -1 -3 5 |~(1 00 1
3 -1 5 =3 0 01 -1

Regenim je libovolné x# € {(—1,—1,1,1)). Potfebujeme bazi L, vektor = proto hleddme
normovany
(-1,-1,1,1) ( 1 11 1)

r= =\— 57555
V(=1,-1,1,1)- (-1,-1,1,1) 27222

Nyni jiz mfizeme spoéitat projekci z do L+:

1 111 1 111
prLJ-(Z) = <(4527_573)' <_§7_§7§7§>> <_§7_§;§7§> = (272;_2;_2)
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Kolmy priamét do L jiz snadno dopocitame
pr;(z) =z —prpi(z) =(2,0,-3,5)
2. Postup rfeSeni je shodny s minulou ¢asti.
pry.(z) =(4,2,1,-1) pry(z) =(-2,3,1,-1)

3. Oznac¢me hledanou matici A € Mat »C jako

=0 0)
Vyuzijeme toho, zZe matice je unitarni prave tehdy, kdyz jeji fadky tvorii ortonorméalni bazi prostoru
C? se standardnim skaldrnim souc¢inem. Dostavdme tak podminky
la]?> +|b]* = 1 lc]? +|d]* = 1 ac +bd =0
Pro velikosti téchto ¢isel médme vztahy
jal* + B> =1 Je[* +1d* =1 lallc| = [b]|d|

pfi¢emz z prvnich dvou mizeme dosadit vyjadieni ||, |c| do posledni rovnice umocnéné na druhou
a dostaneme

a2 - (L= ) = (1) -1d> = o =1d

protoze se jednd o nezdpornd redlnd ¢éisla. Po dosazeni zpét do vztaht pro [b|, |¢| mame (pfi
oznaleni |a| = |d| = cosa)

|b| = |c| =sina

kde a € (0, %) kvili nezdpornosti uvazovanych ¢isel. Pro redlné skalary jiz staci pouze doplnit

znaménka. Ta dostaneme z rovnice a¢ + bd = 0. Musi tedy byt bud pravé jedno z ¢éisel nekladné
nebo pravé jedno z ¢isel nezdporné. Pokud roz§ifime obor hodnot argumentu a na « € (0,27),
pak dostavame pouze dva mozné tvary ortogondlnich matic, a to sice

cosa —sina cosa  sinq
sina  cosa sina —cosa
Tyto matice jsou po fadé matice otoceni o thel « a slozeni pieklopeni podle osy x s tymz otocenim.

Potom je jasné, ze prvni typ musi mit determinant 1, tedy kladny a druhy typ determinant —1,
tedy zaporny, oCemz se mizeme presvédCit vypoctem. Pro piipad unitédrnich matic oznacme

a = cosa(cosay +isinag) b = sin a(cos az + i sin az)

¢ = sina(cos ag + i sin ag) d = cos a(cosay + isinay)
Rovnici a€ + bd = 0 lze piepsat na ekvivalentni tvar

cosasina[cos(a; —ag) +isin(ag — asz)] =

=cosasina[cos(m + as — aq) + isin(r + ag — ay)]
Ta je zjevné splnéna pravé tehdy, kdyz
a1 —a3 =T+ ay —ay + 2k7

kde k € Z. Tim jsou popsany vSechny takové matice.
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4. Nejprve ur¢ime charakteristicky polynom a vlastni hodnoty

A= AE|=-(\—1) <A2—<%+%+%—1>x+1>

2 0 —vV6-v2
A-E~ |0 1 V241
0 0 0

Tim je urcend osa rotace, protoze je to podprostor s vlastni hodnotou 1. Tim je také jasné, ze se
jedna pouze o rotaci, pro reflexi by byla vlastni hodnota -1. Osa je podprostor

o:<(«/€+«f,—2\/§+1,2)>

Uhel otoéeni uréime z komplexniho kofene charakteristického polynomu.

AL+ A 1 1 1 1
= Ao = = - | — J— — 1
osp=Rehe = 2(«6*@*@ )

14.19. Bilinearni a kvadratické formy

1.

1. f(x,y) = x1y2 je bilinedrni forma, neni symetrickd ani antisymetricka. UkdZeme linearitu v

prvnim argumentu:
flaz +ba',y) = (axy + ba))y2 = af (z,y) + bf (2, y)
2. f(z,y) = z1y1 + 2y2 — 12 neni bilinearni forma, protoZe neni linedrni
flaz,y) = azyyr + 2y — 12 # af(x,y)

3. f(z,y) = xz1y2 — T2y1 + x191 je bilinearni formou, neni symetrickd, ani antisymetricka.

2.

1. Podle definice matice bilinedrni formy dostavame (ve standardni bézi:
R’ =((1,0,0),(0,1,0),(0,0,1))):

1 0 0 1 00
A=1|2 -1 0|~[0 1 O
0 3 0 0 0 0

tedy hodnost bilinearni formy je 2.

2. Matice prechodu z béze u = ((1,1,1),(0,1,1

~—

,(1,0,1)) do standardni baze je

T =

—
— - O
—_ O =

Potom matice bilinearni formy B v bazi u je
5 2 3 5 2 3
B=TT"AT ={4 2 2|~ [0 1 -1
4 3 1 0 0 O

Hodnost matice bilinearni formy v bézi u je 2. Ke stejné matici B se samoziejmé dopracujeme
i pfimo z definice.
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3. Kvadratickou formu f(xz) ziskdme dosazenim x = y do bilinedrni formy h(z,y)
f(x)=h(z,z) = 2:6% — 439 — 3:6% — 21913 — x§

Polarni formu g uré¢ime podle vztahu

1
g(x,y) =§(f($ +y) = f@) - f(y) =
=2x1y1 — 221Y2 — 2@2y1 — 3T2Y2 — T2Y3 — T3Y2 — T3Y3

4. ZapiSeme formu do matice a poté je hodnost formy rovna hodnosti matice. V R® nam pouze
pfibudou dva nulové radky a dva nulové sloupce, které nemaji zadny vliv na hodnost. Nad obéma
prostory je hodnost matice

1 -1 4
-1 0 -1
-1 0 0

rovna 3, coz je i hodnost polarni formy.

5.

a) f(z) =22 — 2x129 + 81113 — 27073

= (561 — Ty + 45!73)2 — iBi — ].6SU§ + 821322133 — 2:1322133 =
substituce (z1 — z2 + 4x3) = y1, X2 =y2, T3 =1yY3
=y — Y5 + 6yays — 16y5 = y1 — (y2 — 3y3)* + 9y3 — 16y3 =
substituce z1 = y1, 22 =y2 —3y3, 23=y3

22 2
=27 — 2y — 123

4:6% + 2:6% + 153:% + 4z — 4z125 — 8T93 = 4(21 + 2—2 — 9%3)2 + (z2 — 33:3)2 + 5:6%

flz,y) = x129 + 123 + To3
substituce x1 = y1 + y2, T2 =y1 — Y2, X3 =1Y3

=i — Y5+ 20y = (W1 +y3)” —v5 —v3

14.20. Realné a komplexni kvadratické formy

1. Dand forma je f(x) = 422 + 223 + 1522 + 4x122 — 4103 — 8w273. Matice formy je

4 2 =2 2 1 1 21 1
2 2 —-4]~10 1 =3|~(01 =3
-2 -4 15 0 -2 -13 0 0 7

tedy hodnost matice je 3. Proto je i hodnost kvadratické formy f 3 a tudiz je kanonicky tvar
1 00
010
0 01
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Prevod formy do polarni baze:

f(@) = 3(4ay + 222 — 223)* + 23 + 1423 — 6aa23
transformace: y; = 4z, + 229 — 2T3, Y9 = To, Y3 = T3
fly) = 391 + (y2 — 3ys)* + 43

transformace 21 =Y1,22 = Y2 — 3Y3, 23 = Y3

flz)= zl +22 4522

transformace: u; = ézl,ug = 29,u3 = /523

fu) = ui + uj + u

Posbiranim transformaci dostavame:

Uu; = %Zl = %yl = %(4.’171 + 2.’172 — 2.’172) = 22131 + Ty — X3

Uz = 29 = Y2 — Y3 = Tz — 313
uz = V523 = Vby3 = Vw3
Tedy matice pfechodu do poldrni baze je
2 1 -1
A=10 1 -3
00 V5

Vypoctenim inverzni matice dostaneme matici prechodu od standartni baze k polarni bazi.
Jeji sloupce budou primo bazové vektory polarni baze.

(NI

ajw |
B S,

Al =

o Ol

1
0

(o) (o) (£309)

a polarni baze je

. Zcela analogickym postupem nésledujicimi trasformacemi dojdeme ke kanonickému tvaru:

zl—y1+2y2+y3 —$1+ CC2+903
= 2y2 ($2—331)
=1iy3 = iT3
zf+z§+z§:0

Matice transformace soufadnic je

5oy 1
A=|-5 5 0
0 0 =1
Jeji inverze je
1 4 1
A7t = —i i
0 0 —

tedy polarni baze je

((1,1,0), (i, =4,0), (i,4, —i))

Matice této kvadratické formy je

1 -1
= )
_% 1

jejiz hlavni minory jsou vSechny kladné. Kvadratickd forma je potom pozitivné definitni
(podle Sylvestrova kriteria).
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(2) Podle Lagrangeovy véty upravime f(z) na tvar
1 , 1 ,
f(z) = 5(331 + xo + 2x3)° — 5(3:1 — &y — 2x3)

je tedy vidét, ze je kvadraticka forma indefinitni, coz by se dalo jednoduse ukazat také tak,
ze bychom dosadili nékteré hodnoty, napiiklad

f(1,1,00=2>0> -2 = f(1,-1,0)

(3) Opét vyuzijeme, stejné jako pro prvni kvadratickou formu Sylvestrova kriteria. Protoze je
|A1] = =2, |Az| = 15, |As| = —15, je kvadraticka forma negativné definitni. Aplikaci Lagran-
geovy véty bychom ziskali

1 15 . .
f(l') = _5(21‘1 — Ty — 21’3)2 — 71& — wé

3. Sylvestrovo kritérium pouziva k rozhodnuti vypocet hlavnich minori, z matic to vSak snadno
uvidime

1.
0 2 &
2¢ 1 O
2
& 0 1
Protoze hned prvni determinant je nulovy, nemtze byt forma ani negativné ani pozitivné
definitni.
2.
a 1 a
1 a 1
a 1 a-—3
Dostévame postupné A; = a,Ay = a*> — 1,343 = —a® + 1. Nejprve vyfeSme pozitivni

definitnost, musi byt z prvni podminky ¢ > 0,z druhé @ > 1 neboa < —1, z tfeti —1 < a < 1.
Vidime, Ze pozitivné definitni byt nemize. Negativné definitni je potom pro a < —1.

14.21. Metrické tlohy I
1. Obdélnik ABC D urc¢ime bodem A a dvéma kolmymi vektory u, v takto:
B=A4u,C=a4+u+v,D=A+v,ulv
Pak uz jen upravujeme dokazovanou rovnost.
(B=M)-(D—-M)=((A=M)+u)-(C—M)-u)=

vzhledem k linearité skaldrniho soucinu v obou argumentech

=(A-M)-(C—M)—(A=M)-u+(C—-M) -u—u*=
=A-M)- (C—M)—(A-M) - u+(A-M)+u+v)-u—u’= (1)

opét za pouziti linearity

=A-M)-(C—M)—(A-M)-u+(A-M) - ut+v*+v-u—u?>=(A-M)-(C—M)
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Pricemz w - v = 0, protoze jsou na sebe kolmé.

2. Uvazme dva ruzné body nadroviny n: © = (x1,...,Zn) ay = (y1,-- -, Yn). Jejich rozdil je vektor
rovnobézny s nadrovinou #:

w=z—y=(T1 = Y1, Tn — Yn)
Jde o body nadroviny 7, proto musi vyhovovat rovnici, kterd ji zadava.

a1x1+ - +apxr, +a9g =0
aryy + -+ apyn, +ap =0
al(xl_y1)+"'+an(xn_yn):0

Uvéazime-li vektor v = (ay, .. ., a,), potom vyse uvedena rovnost ¥ikd, ze w L v. ProtoZe toto plati
bez ohledu na volbu bodti z,y € 7, je v kolmy na 7. Jelikoz je dimenze nadroviny n — 1, musi byt
dimenze ortogondlniho doplitku nadroviny 1, tedy v jeho generator

Uvazme libovolny bod X nadroviny. Ten mé soufadnice X = (x4, ..., ;). Potom vektor AX
ma soutadnice

ATX:(yl_wla---;yn_wn)

Promitneme jej do ortogonélniho dopliiku nadroviny (ten je generovan vektorem v, musime ho ale
vynormovat). Potom promitnuty vektor pfimo realizuje vzdalenost a dostdvame

5 v |AX‘U| lyrar — 101 + -+ + ypan — Tpan
Q(Aﬂ?) = T — = > =
[|v]] [lv]] A+ +ad
_ laryr + - -+ + anyn + ao|
ai+---+a?
protoze a &1 + - -+ + apZy = —do.

3.
(1) Pro nezaporna ¢isla je mocnéni ekvivalentni tpravou, dostavame tak ekvivalentni podminku
(u4v) - (u+v) =(u—w)-(u—") & u-v=_0
Je tedy podminka ze zadani ekvivalentni kolmosti vektori u, v.

(2) Analogicky ¢asti (1) umocnime rovnici na druhou s tim Ze pro ||u|| > ||v|| je to ekvivalentni
podminka, v opacném piipadé neni podminka ze zadani splnéna nikdy.

2(u - v) = =2Ju]l o]
Po vydéleni 2||u|| ||v|| dostdvéme
cos p(u,v) = —1

Podminka (2) je tedy ekvivalentni tomu, Ze vektory u, v jsou linedrné zavislé, opa¢né orien-
tované a vektor u je alespon tak velky, co vektor v (tj. ||ul| > ||v|]).

(3) Nerovnost (3) lze pfepsat do podoby
[+ ol + [ = vl = [Jull

coz je trojihelnikova nerovnost mezi vektory u + v a —v, kterd plati pro vSechny vektory.
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(4) Nerovnost opét umocnime a analogicky ¢asti (1) dostaneme
u-v >0

coz je ekvivalentni tomu, Ze vektory spolu sviraji ostry thel (tedy musi byt pfedevsim ne-
nulové).

4. Pro bod C musi platit C' = A—i—A-B—f—A-D, coz umoznuje snadno nalézt feseni v roviné. Podstatné
je ovSem urceni vektoru AE, ze kterého jiz snadno uréime bod E a dalsi body F,G, H prostym
pri¢itanim vektord k bodtm. Pro hledany vektor AE = (a, b, ¢) musi platit

AB L AE,AE L AC,|AE| = |AC| =9
Rovnice davaji tvar

2a+b+2c=0
—2a+2b+c¢c=0
A+ +E=9

Reseni je vektor £(1,2, —2) odkud snadno dopoéteme viechny body.

C = (1,2,6) E=(211) F=(423) G=(2,44 H=0,32)
resp. E=(0,-3,5) F=(2,-2,7) G=(0,0,8 H=(-2,-1,6)

5.q: V3 —y+3=0= qg- = ((v/3,-1)) Budeme hledat vektor v = (a,b), ktery ma od
u = (v/3,—1) pozadovanou odchylku. Hledana piimka pak bude mit rovnici az + by + ¢ = 0.
Koeficient ¢ uréime tak, aby pfimka prochézela bodem M = (3,2).

T V3a—b
Cos—:[):i:}a:l,b:\/g,C:Q\/g—?)
2 Vava? + b2

Rovnice ma pak tvar = + \/gy + (2\/3 —3) = 0. Pro odchylku g dostévame

cosw 1 V3a—1b
el ————— ey ]
3 2 \/Z\/(ﬂ + b2

= zde mame dvé fefeni: y —2=0a 3z +y— (3v/3+2) =0

ala —v/3b) =0

6.
Oznatme v = (4,3, —1) smérovy vektor pfimky a dale M takovy bod na pfimce, ktery spliiuje
v L PM. Ten mtizeme vypocitat.
M= (=7+4t,—4+3t,7—1)
PM = (=10 + 4t,—3+3t,3 — t)
0=v-PM=—40+ 16t — 9+ 9t — 3+t = —52 + 26t
t=2
M = (1,2,5)

Potom obraz v osové soumérnosti bodu P je
P =P +2PM = (-1,5,6)

7. Vektor v kolmy na smérové vektory obou piimek je v = (—3,18,8). Rovina n = p + (v) ma
parametricky popis

n:(x,y,2) =(0,-15,-6) + t(2,-1,3) + r(-3,18,8)
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Nyni staci najit jeji prunik s pfimkou g. Dostavame soustavu rovnic pro neznamé t, r, s, jejiz
rozsifend matice je

2 -3 -4 3 1 0 0 1
-1 18 -2 19| ~10 1 0 1
3 8 3 8 0 01 -1

Rovnice osy je tedy o: (z,y,2) = (1,1, —1) + (-3, 18,8).
14.22. Metrické ulohy II

1. Trividlni piipad, kdy nadroviny jsou rovnobézné, je celkem ziejmy. Pokud je jejich prinik
nenulovy, je to jisté Gtvar dimenze n — 2 a jeho ortogonalni doplnék dimenze 2. Pokud pfitom
provedeme prinik s nadrovinou, dostaneme vektorovy prostor dimenze 1, jehoz libovolny generator
je normdlovym vektorem druhé nadroviny. Prinikem s druhym prostorem dostaneme normaélovy
vektor prvniho prostoru. Z definice pak plyne trvzeni.

2. Zvolme A = (0,0,0), B = (1,0,0) a dopocitejme C a D tak aby ABCD byl pravidelny ¢tytstén
1 V3

o délce hrany 1. Bod C muzeme volit v roviné z = 0. Potom vychazi C' = (3, 5,

bod D = (a, b, ¢)plati rovnice

0). Pro posledni

A+ +2=1
(a—1)*+b*+c2=1

. 2
1\ V3
- = b— — 2=1
<a 2) + ( D) ) +c
Regenim téchto rovnic je D = (1, ﬁ? :i:\/g)
Takto primo ziskavame, ze vyska ctyisténu o délce hrany 1 je \/% . Odchylka protilehlych hran:
(B-A)-(D-C)=0
Tedy protilehlé hrany jsou na sebe kolmé.
3. Nejprve si vyjadiime vektory, které tvoiri rovnobéznostén, jehoz je Ctyistén casti.
uy=B—-A=(1,1,-4)
u=C—-A4A=(2,-1,-2)
us=D—A=1(0,2,-1)

Objem rovnobéznosténu muzeme vypocitat pomoci determinantu:

1 1 -4
V=2 -1 —2|=]-9=9
0 2 -1

Jednd se o Ctyfstén. Vime, Ze u jehlant je objem roven %Sv, kde S je obsah zdkladny. Ten je
polovicui, neZ zdkladna rovnobéZznosténu (misto kosodélniku trojihelnik). Celkem tedy hledany
objem je

=5=3

Povrch je soucet obsahi jednotlivych stran. Budeme potfebovat jesté dva vektory uy = C—B =
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(1,-2,2) aus = D — B =(—1,1,3). Obsahy jednotlivych stran vypocteme nasledovné:

SABC:%|A_BXB_C|
Samotfu Xl = (6,6, 9 =

Sappylur X ug| = |(7,172)|_%
Sacpiluz X uz| = %|(_57_27_4)| =35
Spopilus x us| = 3](=8, =5, ~1)| = §v10

z%(3+x/5+f+x/_)—16 27

4. Objem spocitame jako soucet objemu ¢tyisténu ABCV a ¢tyisténu AC DV . Nejprve zavedeme
oznateniup =B — A, uc =C — A, up =D — A, uy =V — A. Potom bude pro objem V platit

1
Vv =% | Vol P3(A;up,uc,uy) + Vol Ps(A;uc,up,uv)| =
1 -2 -3 -1 -3 2 -1 1
=5 det[ 1 1 3 |+det| 1 -2 3 ||= 6|(—10)+(—40)| =—
3 3 -1 3 -6 -1

Analogicky spocteme obsah podstavy jehlanu jako

1
S =3 | Vol Pa(A;up,uc) + Vol Pa(A;uc,up)| =

1 (|4 16)?
2 \|16 19

To, Ze se obsahy seCtou je ziejmé z vypoctu objemu, kde se tak stalo. Vyska jehlanu je tedy

6V 50
:—:—:\/E
YT 395 T 510

K tomuto bychom se mohli téz dostat jako ke vzddalenosti bodu V' od roviny podstavy, tedy od
roviny

—26 44

_o6l7) 1 5
+‘19 26‘>=5<¢E+4m>=5m

c:=3y+z2z—5=0
Podle 14.21.2 je potom vzdalenost rovna
-3-24+1-5
_ # =10
3+ 7

Mame déle ur¢it odchylky piimek V +(V —A), V+(V -B),V+(V -C), V+(V — D) od roviny
o. To jsou ale dopliiky odchylek téchto vektort od norméalového vektoru roviny o do 4. Odchylku
hrany AV od podstavy je potom

T _ arccos M =T _ arccos _10 _ arcsin 10;72 45°
2 IV = Allllnll 2 V10V/11 ’
Dalsi odchylky jsou po fadé arcsin V22110, arcsin ‘/? arcsin V55§0

14.23. Metrické ulohy III
1. Viz. véta 9.15.3.
2. Ondra neudélal.

3. V&imneme si, Ze pfimky p a ¢ jsou rovnobé/né (maji stejné normalové vektory). Proto stied
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kruznice bude lezet na pfimce rovnobézné s p a ¢, kterd ma od obou stejnou vzdalenost. Jeji
rovnice bude

o:z—y+1=0
Vzdélenost o(o,p) = 0(0,q) = v/2. Obecny bod na pifmce o ma soufadnice [y — 1,y]. Hleddme bod
na pifmce o, ktery mé vzdalenost /2 od bodu A:

(¢ =1 +(y—2?=2
(y—2)*+(y—2=2

(y-2?7=1
y=2+1
r=1+1

a tedy mozné kruznice jsou dvé. Jejich rovnice jsou

(x—2)*  (y—3)?
=1
TR
2 _1)2
%+(y41) 1

14.24. Adjungovana zobrazeni

1. Jak dudlni zobrazeni, tak adjungované zobrazeni mé stejnou matici

1 1 0
A*=1-2 3 -1
1 3 -1

kterd je pouze transponovanou matici zobrazeni ¢. Pro ¢ast (3) musime najit matici skalarniho
soucinu ve standardni bazi. Ta je jednoduse

G =

O = N
N N N
= o= O

Matice adjungovaného zobrazeni vzhledem ke skaldrnimu soucinu ze zadani je

2 29 3

26 13

* =1 pAxey _ 7 1
B*=G1'AG=|-3 L 4
149 6

5 26 13

protoze presné podle diikazu véty o tvaru matice adjungovaného zobrazeni je
(p(),y) = (A2)' Gy = 2" GG ATGY = 2" GG LATGy = (z,¢"(y))

matice adjungovaného zobrazeni potom jisté musi byt pravé

B* = G-1ATG = G ' A*G

nebot se nachazime v redlném poli skalart.

.. . . ; ; . =T .
2. Vzhledem k tomu, Ze pro matici A samoadjungovaného zobrazeni musi platit A = A, dosta-
vame «, 3,7, € R.

3. Oznacime-li matici skaldrniho sou¢inu

L5 3 9  —36 30

G=|3 % 1 G'=|-3 192 -180
111 30 —180 180
3 4 5
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potom pro adjungované zobrazeni k zobrazeni danému matici A plati vztah
A* =G 1ATG =G tAlG

Pro jednotliva zobrazeni jiz potom staci ur¢it matici zobrazeni. Derivovani dle proménné:

01 0 -6 2 3
A=[0 0 2| =>4r=(12 -24 -26
000 0 30 30

Nésobeni jinym polynomem nez konstantnim neni zobrazeni na Ry [z]. Operace zapomenuti mo-
nomu stupné 2 ma matici

10 0 -9 -2 -6
Ay=(0 1 0] =4:=[ 60 46 36
000 —60 —45 -35

4. Oznac¢me promitani na vybrany podprostor jako . Potom plati

veE Kerp* © ¢p*(v) =0 VueR tu-¢*(v) =0 &

SYuelR :pu)-v=0ve (Imp)t
To ale znamen4, 7e Ker ¢* = (Im ¢)*. Ze stejného diivodu plati i Kery = Ker (¢*)* = (Im ¢*)*+.
Vzhledem k tomu, Ze jde o vektorové podprostory, znamen4 to, ze Im ¢* = (Ker¢)*. Nyni uz je

celkem ziejmé, Ze plijde opét o promitani, tentokrét ve sméru (Im )+ na podprostor (Kerp)*.
K tomu bychom jesté méli dokézat, ze

Pritom ale plati

Vu,v € R 2 (¢ 0 0™ (v) — 9" (v)) - u= 9" 09" (v) -u— 9" (v) u=v-popu)—v-pu) =0

pfi¢emZ posledni rovnost plati, protoZe je ¢ promitdni. Tim jsme ale potiebné dokizali®.
Mé-li byt ¢ samoadjungované, musi byt Kery = Ker¢* = (Im )+, musi tedy jit o kolmé
promitani. Naopak, kazdé kolmé promitani je samoadjungované.

3Plat{ totiz Yu,v € R3 : (p* 0 0™ (v) — p*(v)) ru =0 Vo € R : p* 0 p*(v) — ¢*(v) =0, a to je jiz dokazované
tvrzeni.
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