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Resené ulohy ke cviceni ¢. 12

Uloha 1. Necht linedrni zobrazeni n : R?® — R* je d4ano svou
matici

2 1 3
1 3 =2
A= 3 =2 -1
-2 -1 -3

vzhledem k bazi
fi=1(2,3,3), , =(1,2,3), f5=(1,1,2)
prostoru R? a bézi
g1=(1,2,2,2), g, =(0,1,2,2),
=(0,0,1,2), g4 = (0,0,0,1)

prostoru R*. Necht linearni transformace 9 : R* — R* je dana
svymi hodnotami

9((1,0,0,0)) = (0, ~1,-1),
9((0,1,0,0)) = (1, O 1),
9((0,0,1,0)) = (1,1,0 1),
9((0,0,0,1)) = (1,1,1,0)

na vektorech kanonické baze prostoru R*. Piesvédéte se, ze ¥
je izomorfismus prostoru R* na R* najdéte matici slozeného
linearniho zobrazeni

9 lon: R = R?

vzhledem ke kanonickym bazim prostord R a R* a napiste
vztahy, podle nichz se pro libovolny vektor x = (x1, z9, x3) pro-
storu R? vypoctou slozky jeho obrazu y = (1,2, y3,v4) v R?
pri uvedeném slozeném zobrazeni.
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ResSeni. Linearni transformace ¥ mé vzhledem ke kanonické
béazi prostoru R* matici

0 1 1 1
-1 0 1 1
B = -1 -1 0 1
-1 -1 -1 0

Metodou elementarnich radkovych tprav zjistime, zda k této
matici existuje matice inverzni:

0 1 1 11000 10000 —-11 —1
-1 0 1 10100 0100/ 1 0-11
-1-10 10010 0010{-11 0 -1
—1-1-10{0001 0001} 1 -11 0

K matici B je tedy inverzni matici matice

0O -1 1 -1

1 0 -1 1

-1 _
B = -1 1 0 -1
1 -1 1 0

Matice B je tedy regularni, coz znamenéa, Ze linearni trans-
formace ¥ je izomorfismus. Matici inverzniho izomorfismu 9!
vzhledem ke kanonické bazi prostoru R* je matice B!,
Matici pfechodu od kanonické baze prostoru R? k bazi f;, f5, f3
je matice
2 11
S=13 21
3 3 2
Matici prechodu od béze f;, f;, f3 ke kanonické bazi prostoru R3
je tedy inverzni matice S~!. Metodou elementarnich fadkovych
uprav

211|100 1003 5 —3
321/010]~]010-3 35 3
332001 001%_%%



zjistime, Ze

1 1 1 -1
S_l - 5 —3 1 1
3 =3 1

Matici pirechodu od kanonické baze prostoru R* k bézi g, go,
g3, g4 je matice

1000
2100
T_2210
2 221

Matici prechodu od baze g1, g9, g3, 84 ke kanonické bazi prostoru
R* je tedy inverzni matice 7~!. Line4rni zobrazeni n m4 tudiz
vzhledem ke kanonickym bazim prostori R? a R* matici

(T A-5'=T-A.57"

Takze matici slozeného linearniho zobrazeni ¥~!on vzhledem
ke kanonickym bazim prostortt R? a R* je pak soucin matic

Bt.T.A.81

Jinou moznosti, jak k tomuto zjisténi dospét, je nasledujici
postup vyuzivajici ndsobeni matic nad vektorovymi prostory R?
a R* maticemi nad télesem redlnych ¢isel R. Fakt, Ze uvedend
matice B je matici linearni transformace 1 vzhledem ke kano-
nické bazi ¢ = ((:1 Cy C3 04) prostoru R*, znamena, ze plati
rovnost

V() =c- B.

Vyse bylo zjisténo, Zze matice B je regularni, takze linearni trans-
formace ¥ je izomorfismem, existuje inverzni izomorfismus !
a z predchozi rovnosti plyne, ze pak

c=9"'(0(c)) =97 (c- B) =97 (c) - B,



odkud vyplyva rovnost
ﬁfl(g) —c-BL.

Fakt, ze matici pfechodu od kanonické baze e = (e1 € 63)
prostoru R? k bazi f = (f1 fy f3) je vyse uvedena matice S,
znamena, ze plati rovnost

odkud plyne rovnost
e=f -5

Fakt, Ze matici pfechodu od kanonické baze c prostoru R* k bazi
g= (g1 gs g3 g4) je matice T', znamena, zZe plati rovnost

g=c-T.

Dale fakt, Ze matici linedrniho zobrazeni n : R3 — R* vzhledem
k bazim f a g prostorti R?® a R* je matice A, znamen4, Ze plati
rovnost B

n(f) =g- A
7 téchto rovnosti pak s vyuzitim linearity zobrazeni n a !
postupné dostavame

(W on)(e) =07 (n(e)) =V (n(f - S71)) = 97 (n(f) - 571
=9 g -A-S)=0(c-T-A-S7)
=9 c) - T-A-St=c-B 1. T-A.-57",

takze opét vychazi, ze matici slozeného linearniho zobrazeni
Y~1on vzhledem ke kanonickym bazim e a ¢ prostort R? a R*
je sou¢in matic B~!-T-A.S571

Vynasobenim uvedenych matic pak vychézi, ze

0 —4 2

3 2 -3
71...71:

BT -A-8 L 6

0 4 —2



Znamena to, %e pro libovolny vektor x = (z1, 79, x3) prostoru R?
a jeho obraz y = (y1, 2, y3,y4) v R* p¥i zobrazeni 9! o n plati:

Y1 = —4x9 4 23,
Yo = 3x1 + 239 — 33,
ys = 1 — 9w + 63,
Yy = 4xy — 213.

Uloha 2. Necht linearni zobrazeni ¢ : R?® — R* je déno
svymi hodnotami

f((l, —1, O)) = (07 -1, -1, O)a
f((O, L, _2)) = (27 2,2, 1)7
5((0,0,2)) = (1,2,3,3)

anecht linedrni zobrazeni y : R* — R? je ddno svymi hodnotami

x((1,0,0,0)) = (1,1,0),
x((1,1,0,0)) = (0,2, 1),
x((1,1,1,0)) = (1,0, 1),

x((1,1,1,1)) = (1,1,1).

Zjistéte, zda slozené linearni zobrazeni, tedy linearni transfor-
mace y o & : R? — R3 je izomorfismus prostoru R? na R3, a je-li
tomu tak, najdéte matici inverzni linedrni transformace (yo¢&)™?
vzhledem ke kanonické bazi prostoru R3.

Reseni. Vektory
fi =(1,-1,0), £ = (0,1, —2), £3 = (0,0, 2)
tvoii bazi prostoru R? a vektory

g1 = (1,0,0,0),
g3 = (1717170)7

g2 = (]—7 17070)7
g4 = (17 17 17 1)



tvoii bazi prostoru R*. Linedrni zobrazeni £ m4 vzhledem k bazi
f,,f5, f5 prostoru R? a kanonické bazi prostoru R* matici

0 21
-1 2 2
-1 2 3

0 13

A=

Linearni zobrazeni y ma vzhledem k bazi g1, g2, g3, g4 prostoru
R* a kanonické bazi prostoru R® matici

1 011
B=112201
0111
Matici pfechodu od kanonické baze prostoru R? k bazi fi, f5, f3
je matice

1 0 0
P=1-1 1 0
0 -2 2

Matici prechodu od béze fi, f, f; ke kanonické béazi prostoru R3
je tedy inverzni matice P~!. Elementarnimi fadkovymi tipravami

1 0 0]/1 00 1 00[100
-1 1 0|01 0]~(010[110
0 —2 2|0 0 1 001|113
zjistime, Ze
100
Pl=1110
113

Matici pfechodu od kanonické béze prostoru R* k bazi g1, go,
g3, g4 Je matice

1111
0111
“=loo11
0001



Matici prechodu od baze g1, g, g3, g4 ke kanonické bazi pro-
storu R* je tedy inverzni matice Q~!. Elementarnimi fadkovymi

Uupravami
11 11{1 000 1000{1 -1 0 O
01110100 01000 1 -1 0
00110010 0010(0 0 1 —1
00010001 00010 0 0 1
zjistime, ze
1 -1 0 0
01 -1 0
-1
Q_OO 1 -1
0 0 0 1

Matici linearniho zobrazeni ¢ vzhledem ke kanonickym bazim
prostorti R a R* je pak matice A- P~! a matici linedrniho zob-
razeni y vzhledem ke kanonickym bazim prostortt R* a R? je
matice B - Q7. Matici linedrni transformace y o & vzhledem ke
kanonické béazi prostoru R? je tudiz soucin matic

B-Q'A-PL

Jinak, postupem vyuzivajicim nasobeni matic nad vektoro-
vymi prostory R3 a R* maticemi nad télesem realnych ¢isel R,
lze k témuz zjisténi dospét nasledovné. To, zZe vySe uvedené ma-
tice A a B jsou maticemi linedrnich zobrazeni ¢ a y, prvni
z nich vzhledem k bazi f = (f1 f5 fg) prostoru R?® a kano-
nické bazi c = (c1 Cy C3 c4) prostoru R* a druh4 z nich vzhle-
dem k bazi g = (g1 g0 g3 g4) prostoru R* a kanonické bazi
e= (e1 € eg) prostoru R?, znamen4, Ze plati rovnosti

{f)=c-A4 a x(g)=e-B.

Dale to, ze vySe uvedené matice P a () jsou maticemi prechodu
Y Y
prvni z nich od kanonické baze e k bazi f prostoru R? a druhé
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z nich od kanonické baze c k bazi g prostoru R*, znamen4, ze
plati rovnosti

(L

=e-P a g=c-Q.
Odtud plynou rovnosti
e=f- P a c=g- Q"

7 téchto rovnosti pak s vyuzitim linearity zobrazeni £ a x po-
stupné dostavame

(xo&)(e) = x(&(e)) = x((E - P71) = x(&(F) - P71
1) . .

takze timto zplisobem opét vychazi, ze matici linedrni transfor-
mace x o ¢ vzhledem ke kanonické bazi e prostoru R? je soucin

matic B-Q1-A- P71
Vynasobenim uvedenych matic vyjde, ze

B-Q ' A-pl=

W N
NS
— O

Metodou elementarnich radkovych tdprav zjistime, zda k této
matici existuje matice inverzni:

441(100 1001 0 —-1
210010]~101CO0-2 1 2
34 1/0 01 001 5 —4 —4

K matici B- Q™!+ A- P! je tedy inverzni matici matice

3 L 1 0 -1
(B-Q'-A-PY) =[-21 2
5 —4 —4



Matice B-Q1-A- P71 je tedy regularni, coZ znamen4, Ze line-
arni transformace y o £ je izomorfismus. Matici inverzniho izo-

morfismu (x o £)~! vzhledem ke kanonické béazi prostoru R? je
pak uvedena inverzni matice (B QLA P*I)_l.



