Dualni vektorovy prostor

Vektorové prostory linearnich zobrazeni

Necht (V,+,-) a (W, +,-) jsou dva vektorové prostory nad
tymz télesem (T, +, -). P¥ipometime, 7e pak symbolem WYV zna-
¢ime mnozinu vSech zobrazeni f : V — W. Na této mno-
7iné WV miizeme definovat bindrni operaci + s¢itani zobrazeni
a vnéjsi operaci - skalarniho nasobeni zobrazeni pro libovolna
zobrazeni f,g: V — W a pro libovolny prvek s € T predpisy:

pro vSechnau e V: (f+g)(u) = f(u) + g(u),
(s-f)(w) = 5 f(u).

Pak pfimo z této definice se bezprostiednd ovéii, ze (WY, +,-)
je vektorovy prostor nad télesem (7,4, -).

Oznacme déle symbolem £(V, W) mnozinu vSech linearnich
zobrazeni f : V — W. Pak se opét pifimym ovéfenim zjisti, ze
L(V, W) je podprostor ve vektorovém prostoru (WV, +, ). Do-
stavame tak vektorovy prostor (L(V, W), +, ) v8ech linedrnich
zobrazeni prostoru (V,+,-) do prostoru (W, +,-). Jde ovSem
zase o vektorovy prostor nad télesem (7, +, ).

Necht nadale (V,+,-) a (W,+,-) jsou nenulové vektorové
prostory kone¢nych dimenzi n a m nad télesem (7,4, ). Pri-
pomenme, Ze symbolem Mat,,,,(T) jsme oznacili mnozinu vsech
matic typu m/n nad télesem (7', +,-). Pak mnozina Mat,,,(T)
spolu s binarni operaci + sc¢itani matic a s vnéjsi operaci - ska-
larniho nésobeni matic tvoti vektorovy prostor (Mat,,,(T"), +, -)
nad télesem (7', 4+, -). Je jasné, Ze je to nenulovy vektorovy pro-
stor dimenze m-n.

Zvolme nyni pevné baze gi,82,...,8, a hy,hy,... h, ve
vektorovych prostorech (V,+,-) a (W, +,). Oznacme opét g =
(g1 gy ... gn) ah = (h1 hy, ... hm). Potom zobrazeni
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Xen @ L(V,W) — Mat,,,,(T") pfifazujici kazdému linedrnimu
zobrazeni f : V — W jeho matici A v bazich gi,g,...,8n
a hy,hy, ... h,, je zjevné izomorfismem vektorového prostoru
(L(V, W), +,-) na vektorovy prostor (Mat,,,(T),+,-). V prvni
vété z minulé kapitoly jsme totiz vidéli, Ze xgn je bijekce mno-
ziny £(V, W) na mnozinu Mat,,,(T), a fakt, Ze tato bijekce
zachovava operace + a - v prislusnych vektorovych prostorech,
se opét overi pfimocare. Je tedy i (£(V, W), +, -) nenulovy vek-
torovy prostor dimenze m-n.

Linearni formy a dualni vektorovy prostor

Necht nyni (V,+,-) je nenulovy vektorovy prostor kone¢né
dimenze n nad télesem (7', +,-). Poznamenejme, Ze samo téleso
(T, +, ) je vektorovym prostorem dimenze 1 nad sebou samym,
tedy rovnéz nad télesem (7', +,-). Lze proto uvazovat linedrni
zobrazeni f : 'V — T. Takové linearni zobrazeni f vektoro-
vého prostoru (V,+,-) do télesa (T,+,-) se nazyva linearni
forma na (V, +, ). Vektorovy prostor (£L(V,T),+, ) vSech line-
arnich forem na (V, 4+, -) se pak nazyva dualni vektorovy pro-
stor k prostoru (V,+,-) anebo krétce dual prostoru (V,+,-).
Dtvody pro zavedeni této terminologie budou patrny z dalsiho
textu této kapitoly. Pro mnozinu £(V,T) vSech zminénych line-
arnich forem se v této souvislosti uziva téz oznaceni V*, takze
duélni vektorovy prostor k prostoru (V,+, ) se pak zapisuje ve
tvaru (V* 4+, ).

Zvolme dale opét pevné bazi g1, g9, . . . , g, ve vektorovém pro-
storu (V, 4+, -) a oznacme ji tak jako dfive g = (g1 gy ... gn).
Poznamenejme, Ze jednotkovy prvek 1 télesa (T, +, -) chapaného
jako jednorozmérny vektorovy prostor sam tvori bazi tohoto vek-
torového prostoru. Mizeme tedy uvazovat matice linearnich fo-
rem f : V — T vzhledem k bazim gi,g,...,g, a 1. Kazda
takova matice je typu 1/n, ¢ili je to vlastné usporadana n-tice
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prvkil z T', neboli je to prvek kartézské mocniny 7". Podle pred-
chozich zjisténi pak vime, ze zobrazeni xg1 : L(V,T) — 1"
piifazujici kazdé linearni formé f : V — T jeji matici v ba-
zich g1,82,...,8, a 1, coz je vektor (f(g1), f(g2), -, f(8n)),
je izomorfismem duélniho vektorového prostoru (V*,+,:) na
vektorovy prostor (7", 4+, -).

Na konci kapitoly o bazich a dimenzich vektorovych pro-
stortt jsme vidéli, ze rovnéz pivodni nenulovy vektorovy pro-
stor (V, 4+, -) kone¢né dimenze n je izomorfni vektorovému pro-
storu (T",+,-). Pifslusny izomorfismus C g - V — 1" pfifa-
zuje kazdému vektoru u € V uspofadanou n-tici (81,89, -, 5n)
jeho souradnic v bazi g1, go,...,g,. Potom vsSak slozené zobra-
zeni X;,11 olg : V — L(V,T) je izomorfismem vektorového
prostoru (V,+,-) s vektorovym prostorem (V*,+,-), ktery je
k nému dudlni. Nenulovy vektorovy prostor (V,+,-) konecné
dimenze n je tedy izomorfni svému dualnimu vektorovému pro-
storu (V*, 4, -). Poznamenejme ovsem, Ze vysSe nalezeny izomor-
fismus téchto dvou vektorovych prostori zavisel na volbé baze
g1,82, - - .,8n vektorového prostoru (V, +, ).

Pripomenme z posledni véty v pfedminulé kapitole, Ze pro
danou bazi g1, g2, . .., g, vektorového prostoru (V,+,-) nad té-
lesem (7', +, -) a pro libovolné prvky t1,ts, ..., t, € T existuje je-
diné linearni forma f : 'V — T takova, ze f(g1) = t1, f(g2) = to,
..., f(gn) = t,. Uvazujme nyni ke zminéné bazi g1,8s,...,8n
prostoru (V, +, ) n-tici linearnich forem ¢y, ¢92,...,9, : V=T
zadanou nésledujicim pfedpisem pro vSechna i, j € {1,2,...,n}:

1 proi=y,

9i(8;) = {0 pro i # j.

Pak linearni formy g¢i,¢o,...,9, tvofi bazi dualniho vektoro-
vého prostoru (V*, +,-). Skute¢né, ponévadz dudlni vektorovy
prostor (V* 4, -) je izomorfni vychozimu vektorovému prostoru
(V,+,-) a ma tudiz stejnou dimenzi n, staci ukazat, ze line-
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arni formy g1, g9, ..., 9, generuji cely tento dudlni vektorovy
prostor. Ovsem pro libovolnou linearni formu f : V — T plati
f=1Ff(g1)g1+ f(g)g2+ -+ f(8n)gn nebot linedrni formy
na obou stranach této rovnosti davaji tytéz hodnoty na vsech
vektorch béze gi1,go,...,8, vektorového prostoru (V,+,-), a
tedy jsou si rovny. Je tedy kazda linearni forma f : V — T line-
arni kombinaci uvedenych linearnich forem g¢1, g9, ..., g,. Tvofi
tedy linearni formy g1, g0, ..., g, opravdu bazi dualniho vekto-
rového prostoru (V*, 4+, -) a libovolna linedrni forma f : V— T
ma v této bazi souradnice (f(g1), f(g2),.-., f(g,)). Tuto bazi
91,92, - - -, gn, dudlniho vektorového prostoru (V*, +, -) nazyvame
dualni bazi k bazi g, g, .. ., g, vektorového prostoru (V, +, -).
Pouzivame pro ni téz znaceni g = (91 go ... gn).

Tvrzeni. Necht (V,+,-) je nenulovy vektorovy prostor ko-

necné dimenze n nad télesem (7', +,-). Necht g1,8s,...,8, a
hi, hy, ... h, jsou dvé baze tohoto vektorového prostoru a necht
91,92, ---,9, a hy,ho,... h, jsou baze dudlniho vektorového

prostoru (V*, 4+, ) dudlni k predchozim dvéma bazim. Necht A
je matice prechodu od baze gi,g9,...,8, k bazi hy,hs, ... h,.
Potom transponovana matice A' je matici prechodu od dudlni
baze hq, ho, ..., h, k dudlni bazi g1, g0, ..., gn.

Dukaz. Oznacme jako dosud g = (g1 gy ... gn), h =
(h1 h2 hn) ag: (91 gs ... gn),h: (hl hg hn .
Fakt, Ze matice A je matici pfechodu od baze g k bazi h, rika, ze
plati rovnost h = g - A. To znamena, ze ve sloupcich matice A
lezi soutadnice vektortt baze h vzhledem k bézi g. Abychom
dokézali, 7e transponovana matice A" je matici Efechodu od
dudlni baze h k dualni bazi g, postaci, ukazeme-li, Ze plati rov-
nost g = A-h', ¢li ovéfime-li, Ze v Fadcich matice A lezi
soufadnice vektorit dualni baze g vzhledem k dualni bazi h.
K tomu téelu oviem stadi urcit hodnoty gi(hj) pro vsSechna
i,j € {1,2,...,n}. Necht A = (ai;)ij=12..n- Pak pro kazdé
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j€{1,2,...,n}jeh; = ay;-g1+a; -2+ - -+an;-8n, takze potom
podle vyse uvedené definice linearnich forem g¢i, go,..., g, pro
kazdé i € {1,2,...,n} vychéazi g;(h;) = a;;. Podle tvah pred-
chazejicich tomuto tvrzeni ma tedy linearni forma ¢; vzhledem

k dudlni bazi h = (h1 ho ... hn) soutadnice (a;1, a2, - - -, Gin),
které skutecné tvori i-ty radek matice A. To plati pro vSechna
i€{1,2,...,n} a tim je ovéfena potfebna rovnost QT —A-bh'.

Druhy dual vektorového prostoru

Je-li (V, 4+, ) nenulovy vektorovy prostor koneéné dimenze n
nad télesem (7, +,-), je mozné uvazovat k nému duélni vekto-
rovy prostor (V* +,-), kde V* je mnozina £(V,T) vSech linear-
nich forem na (V,+,-). To je opét nenulovy vektorovy prostor
téze konecné dimenze n. Lze tedy tento postup opakovat, takze
k vektorovému prostoru (V*,+,) je mozné dale uvazovat zase
duélni vektorovy prostor (V** +, ), kde V** je mnozina L(V* T')
v8ech linedrnich forem na (V* +,-). Tento posledni vektorovy
prostor (V** + .) se nazyvd druhy dual prostoru (V,+,:).
Vidéli jsme, Ze vektorovy prostor (V, -+, ) je izomorfni prostoru
(V*,+,-), a analogicky tento prostor je pak zase izomorfni pro-
storu (V**, 4+, ). Celkem je tedy vektorovy prostor (V,+,-) izo-
morfni svému druhému dudlu (V**,+,-). UkdZeme, ze tady je
mozno definovat kanonické, tedy na volbé béaze prostoru (V, +, -)
nezavislé zobrazeni mnoziny V na mnozinu V**, které je izomor-
fismem prostoru (V, +,-) a jeho druhého duédlu (V**, 4+, ).

Véta. Necht (V,+,-) je nenulovy vektorovy prostor kone¢né
dimenze n nad télesem (7, +,-). Pak zobrazeni ¥y, : V — V*
dané pro kazdy vektor u € V a pro kazdou linearni formu
f: V — T predpisem

Uy (u)(f) = f(u)
je izomorfismem vektorového prostoru (V,+,-) na jeho druhy
dudl (V**, 4, ).



Dikaz. Pro kazdy vektor u € V je jeho obraz ¥y (u) defi-
novany uvedenym piedpisem ocividné linearni formou na dual-
nim prostoru (V*, +,+), ¢ili Yy (u) je prvkem mnoziny V**. Je
tedy zobrazeni ¥y korektné definovano a rovnéz tak piimocaie
se ovéti, Ze Yy je navic linearni zobrazeni prostoru (V,+,-) do
prostoru (V** + ).

Ukéazeme dale, Ze zobrazeni Wy je prosté. Jsou-liu,v € V dva
vektory takové, ze u # v, pak existuje linearni forma f : V — T
takova, ze f(u) # f(v). Skuteéné pak totiz u — v # o, takze
vektor u— v lze doplnit n — 1 dalsimi vektory wq,...,w, 1 € V
na béazi vektorového prostoru (V,+,-). Pak lze potfebnou
linedrni formu f : V — T zadat podminkami f(u —v) = 1
a f(wy) =+ = f(wp—1) = 0. Potom f(u) =1+ f(v), takze
f(a) # f(v). Pak ovSem pro tuto linedrni formu f plati
I (W)(f) = Fu) # F(v) = Be(v)(f), takze Uy (u) # Py (v).
Je tedy zobrazeni Wy prosté, a ponévadz jde pritom o line-
arni zobrazeni dvou vektorovych prostori téze dimenze n, je

Wy izomorfismem vektorového prostoru (V, +, ) na jeho druhy
dusl (V**,+, ).



