Permutace

Pro kterékoliv dvé mnoZiny A, B symbolem B* zna¢ime mno-
zinu vSech zobrazeni g : A — B. Jsou-li dale A, B, C jakékoliv
tfi mnoziny a jsou-li g : A — B a h: B — C jakékoliv zobra-
zeni, pak je k nim definovano slozené zobrazeni hog : A — C.
Pripomenme, Ze toto zobrazeni h o g je pro vSechna a € A defi-
novéano predpisem (h o g)(a) = h(g(a)).

Zejména tedy pro libovolnou mnozinu X symbolem X¥ zna-
¢ime mnozinu vsech zobrazeni ¢ : X — X. Pak pro libovolna
dvé zobrazeni p,1 : X — X je definovano slozené zobrazeni
Yoy : X — X atoto zobrazeni nalezi opét do mnoziny X~

Uvazujme dale pouze libovolné bijekce f : X — X. Tako-
vym bijekcim fikame permutace mnoziny X. Mnozinu vsech
permutaci mnoziny X znac¢ime S(X). Je to podmnozina v mno-
7iné X* a je uzaviena vzhledem ke skladani zobrazeni, nebot
slozenim kterychkoliv dvou bijekeci z S(X) vznikne opét bijekce
mnoziny X na X, ¢ili zase prvek mnoziny S(X).

Budeme dale vysetrovat pouze permutace konec¢nych mnozin.
Pritom budeme kviili pfehlednosti pracovat pouze s mnozinami
tvaru X = {1,2,...,n}, kde n je pfirozené ¢islo. Pak misto S(X)
budeme psat S,,. Permutace o € S,, budeme zapisovat ve tvaru

(1 2 ... n)
o = . . . y
11 192 ... 1p

kde pro kazdé r € {1,2,...,n} je i, = o(r). VSimnéme si, Ze
pak (i1,i9,...,7,) je obecné libovolnd usporadand n-tice vza-
jemné ruznych prvkd mnoziny {1,2,...,n}, takze jde vlastné
o prvky 1,2,...,n zapsané v n¢jakém obecném potadi. To zna-
mena, ze permutace o € S, timto zptsobem vzajemné jedno-
zna¢né odpovidaji permutacim (i1,1i9,...,7,) prvka 1,2,...,n
tak, jak je zname z kombinatoriky. Odtud plyne, Ze existuje
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celkem n! permutaci mnoziny {1,2,...,n}. Kvili odliSeni ale
budeme nyni usporadanym n-ticim (i1, io, . . . , 4,,) vzajemné ruz-
nych prvki mnoziny {1,2,...,n} fikat pofadi prvkia 1,2, ..., n.

Prvek r € {1,2,...,n} se nazyva samodruznym prvkem
permutace o € S, jestlize o(r) = r.

Necht ¢ > 1 je prirozené ¢islo a necht o € S, je permutace.
Pak tato permutace o se nazyva cyklus délky /¢, existuji-li vza-
jemné ruzné prvky ji,7a,...,75 € {1,2,...,n} takové, ze plati
o(j1) = J2, 0(d2) = 735 - 0(je—1) = Jo, 0(je) = L ao(r) =r
pro vSechna r € {1,2,...,n} — {j1, 2, .., je}. Takovou permu-
taci pak zapisujeme jednoduseji ve tvaru

o= 01 jo - Ji).
Dva cykly o = (j1 Jo ... jg) aT = (k;l ko ... km) z S, se
nazyvaji nezavislé, jestlize {j1, jo, . . ., je}N{k1, ko, ...,k } = 0.
Rekneme, ze cykly o1, 09, . . ., 0 jsou vzajemné nezévislé, jestlize

jsou nezavislé cykly o, 0, pro véechna p,q € {1,2,...,t}, p # q.
Je vidéet, ze nezavislé cykly spolu pti skladani komutuji.

Misto skladani permutaci se nékdy mluvi téz o soucinu per-
mutaci.

Véta. Kazdou neidentickou permutaci o € S, lze vyjad-
Iit ve tvaru soucinu nékolika navzajem nezavislych cykld. Toto
vyjadreni je jediné az na poradi zminénych cykla.

Dukaz. Existenci uvedeného vyjadfeni dokazeme indukci
vzhledem k poc¢tu samodruznych prvkt permutace o. Ponévadz
o je neidentickd permutace, existuje i € {1,2,...,n} takové, Ze
o(i) # i. Uvazme prvky

i, o(i), o(a(i)), o(a(a(?))), ... .

Zna¢me prvky této posloupnosti o"(i) pro h = 0,1,2, ... . Poné-
vadZz mnozina {1,2,...,n} je konecnd, existuji ¢isla », A spliu-
jici ¢ < X takova, ze 0”(i) = o(i). Pfedpokladejme dale navic,
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ze A\ je nejmensi takové cislo, k némuz existuje ¢islo 2 < A
s uvedenou vlastnosti. Ukazeme, ze pak plati »» = 0. V opac-
ném pripadé, tedy kdyby bylo s > 0, mohli bychom totiz psat
0”(i) = o(c” (i) a zaroveni 0*(i) = o(c*~1(i)), pficemz podle
definice ¢isla A by platilo 0~ 1(i) # 0*71(4), coz ale neni mozné
vzhledem k tomu, Ze o je permutace. Takze skutecné s = 0,
a tedy mame i = o*(i). Pfitom plati A > 1, ponévadz o (i) # 1.
Kromé toho z minimality ¢&isla A plyne, ze prvky o”(i) pro
h=0,1,..., X —1 jsou vzajemné ruzné. Takze permutace

7= (i o(i) ... o))

je cyklus délky .

1o 0. VSechny samodruzné prvky

Uvazme nyni permutaci 7~
permutace ¢ jsou také samodruznymi prvky permutace 7 !oo.
Navic také prvky o"(i) pro h = 0,1,...,\ — 1 jsou ocividné
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samodruznymi prvky permutace 77" o o. Ma tedy permutace

771 o o vice samodruznych prvkd nez permutace o. Je-li 77 loo
identickd permutace, pak ¢ = 7. V opacném pripadé lze per-
mutaci 77! o o podle indukéniho piedpokladu rozlozit na soucin

loog=pio---o0p,. Pii-

vzajemné nezavislych cykld ve tvaru 7—
tom prvky vystupujici v cyklech py, ..., p; nejsou samodruznymi
prvky permutace 77! o o, takze jsou rfizné od prvki o”(i) pro
h =0,1,...,x — 1 vystupujicich v cyklu 7. Takze odtud do-
stavame o = 7 o py o --- 0 pg, pricemz cykly 7 a p1,..., p; jsou
vzajemne nezavislé. Jednoznacnost takového rozkladu je ziejma.

Cyklus délky 2, to znamena cyklus tvaru o = (z j), kde
i,7 €{1,2,...,n}, i # j, se nazyva transpozice.

Véta. Necht n > 1. Pak kazdou permutaci o € S,, 1ze vyja-
drit ve tvaru soucinu nékolika transpozic.

Dukaz. Identickou permutaci lze vyjadrit napiiklad ve tvaru
(1 2) o (1 2). Pokud jde o neidentické permutace, z predchozi
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véty plyne, ze uvedené tvrzeni staci dokazat pro cykly. Pro libo-
volny cyklus o = (j1 Jo ... jg) ovSem plati

(1 do - do) =15 deo)o (1 Jeer)o---o (i1 js)o (i Ja),

coz potvrzuje moznost rozlozit kazdou neidentickou permutaci
na soucin transpozic.

Necht (i1,79,...,4,) je libovolné poradi prvka 1,2,...,n.
Jsou-li s,t € {1,2,...,n} takové prvky, ze s < t a iy > iy,
pak fikdme, Ze prvky i, i; tvoii inverzi v potadi (i1,d9,...,%,).

Pro libovolnou permutaci

(1 2 ... n)
g — . . .
11 19 ... 1p

z S, definujeme jeji paritu p(o) predpisem

o(0) = (=1)30uizewin) — kde (i, da, ..., ip) je celkovy podet

vSech inverzi v potadi (i1, 19, ... ,1,).

Rikdme, %e uvedend permutace o je suda, je-li p(o) = 1, to
znamema obsahuje-li poradi (i1, 12, ...,4,) sudy pocet inverzi.
Rikédme, Ze tato permutace o je licha, je-li p(oc) = —1, to
znamemé obsahuje-li potradi (i1,7s,...,%,) lichy pocet inverzi.
V kontextu ptredchozi véty ovSem charakterizujeme sudé a liché
permutace jesté jinym zpiisobem.

Véta. Necht n > 1. Pak permutace o € S, je sudi, resp.
licha, pravé kdyz kazdé vyjadreni o ve tvaru soucinu transpozic
obsahuje sudy, resp. lichy pocet transpozic.

Dukaz. Tvrzeni bude dokazano, ovérime-li, Ze pro libovolné

transpozice (il jl), (2’2 j2), e (z’t jt) z S, plati

o((ir j1)o (i2 j2) oo (i ji)) = (-1),



tedy ze slozenim sudého, resp. lichého poctu transpozic vznikne
suda, resp. licha permutace. Ponévadz identickd permutace je
suda, bude k tomu ucelu stacit nasledujici tivaha.

Necht o € S, je libovolna permutace anecht 7, j € {1,2,...,n}
jsou libovolné prvky spliujici ¢ # j, takze (z j) je libovolna
transpozice. Pak staci ovérit, ze p(a o (z j)) = —p(0), tedy Ze
slozeni permutace s transpozici méni paritu permutace.

Ovérime tuto rovnost nejprve v pripadé, ze uvedend trans-
pozice je tvaru (k k+ 1) pro néjaké k € {1,2,...,n—1}. Je-li
ovSem (i1,19,...,%,) poradi pfislusné permutaci o, je jasné, Ze
pak (i1, ..., 051, k41, Uk Tkt2, - - - , i) j€ poFadi pFislusné permu-
taci oo (k; k+ 1). V tomto poradi se zménila pouze poloha dvou
sousednich prvki, coz znamena, Ze pocet inverzi se zvysil nebo
snizil o 1. Zménila se tudiz parita permutace.

Uvazujme nyni obecnou transpozici, tedy transpozici tvaru
(i j), kde i,7 € {1,2,...,n} splnuji naptiklad i < j. Staci si
ale uvédomit, ze takovou transpozici lze vyjadrit ve tvaru
(i j)=( i+1)o(i+1 i+2)o---0(j—2j—1)o(j—1 j)
o(j—2 j—1)o-0o(i+1 i+2)o (i i+1),
kde na pravé strané se vyskytuje lichy pocet transpozic vyse

uvedeného specialniho tvaru. Pak uz jen staci pouzit toho, co
bylo ukazano v predchozim odstavci.

Dusledek. Pro libovolné permutace o, 7, p € S, plati

p(ooT)=p(0)p((r), plp™") =pp).

Dukaz. Prvni rovnost ihned plyne z predchozich dvou vét.
Druh4 rovnost plyne z prvni a z faktu, ze po p~! je identick, a
tedy suda permutace.

Bud n pfirozené ¢islo. Oznaéme A, mnozinu vSech sudych
permutaci mnoziny {1, 2, ...,n}. Pfedpokladejme déle, ze n > 1,
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a vezméme libovolnou lichou permutaci ¢ € S,, — A,,. Pak podle
predchoziho disledku je mozno uvazovat zobrazeni

~v: A, — S,— A,
definované pro kazdou sudou permutaci ¢ € A, predpisem
v(o) =0 0.

Toto zobrazeni podle jiz zminéného diisledku prevadi vzajemné
jednoznacné vsSechny sudé permutace na liché permutace. In-
verznim zobrazenim ke 7 je totiz zobrazeni

o:5,—A, — A,
definované pro kazdou lichou permutaci 7 € S,, — A,, predpisem
§(t) =109 !,

nebot pak 0 o je identita na A, a o d je identita na S, — A,,.
Cili v a 6 jsou vzijemné inverzni bijekce mezi mnoZinami A,
a S, — A,. To ukazuje, ze sudych i lichych permutaci mnoziny
{1,2,...,n} je stejny pocet a ze tento pocet je roven ¢islu %’



