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Oznaceni

Dale budeme znacit
N(u, o)

Ro(a, b)

Ex(\)

X2(n)

t(n)

F(ny,no)

A(0)

Bi(n, 0)

Po()\)

G(0)

Zb(n, 0)
N=1{1,2,...}
Ny =4{0,1,2,...}
Z={..,-2-1,0,1,2,...}
R = (—00, )

normalni rozdéleni s parametry 1 a o

rovnomérné rozdéleni na intervalu (a, b), tj. s parametry a, b
exponencialni rozdéleni s parametrem A

Pearsonovo 2 rozdéleni o n stupnich volnosti

Studentovo ¢ rozdé€leni o n stupnich volnosti
Fisher-Snedecorovo I rozdéleni o n; a ny stupnich volnosti
alternativni rozdéleni s parametrem ¢

binomické rozdéleni s parametry n a ¢/

Poissonovo rozdéleni s parametrem A

geometrické rozdéleni s parametrem ¢/

zaporne binomické rozdé€leni s parametry n a

mnozina vSech pfirozenych Cisel

mnozina vSech pfirozenych ¢isel véetné nuly

mnozina vSech celych Cisel

mnozina vSech realnych Cisel

Ostatni znaCeni odpovidaji zapisim bézn¢ uzivanych v literatufe.



Kapitola 1

Kombinatorika

Nejdiive pfipomeneme zakladni pojmy.

Pocet uspoiradanych dvojic: Ze dvou kone¢nych mnozin A = {ay, ..., am,},
B = {by,...,b,} vybirame uspotadané dvojice typu |a;, bx|, kde q; € A, b, € B.
Vsechny mozné dvojice sestavime do tabulky tak, ze dvojice [a;, bx| bude v [-tém
fadku a k-tém sloupci. Kazda dvojice bude v tabulce zapsana praveé jednou, tedy
pocet uspotradanych dvojic z m a n prvkovych mnozin je mn.

Pocet usporradanych k-tic: Nyni piejdéme ke k£ mnozinam A, B... X, je-
jich pocet prvki bude po fade nq, . . ., ng. Z té€chto mnozin vybirame usporadanou
k-tici prvka [a;, b;, ..., 2] tak, Ze a; € A, b; € B,..., 21 € X. Pokud bychom
uvazovali pouze 3 mnoziny, vezmeme vSechny uspotradané dvojice z prvnich dvou
mnozin za prvky nové mnoziny. Z predchoziho vime, ze ma tato mnozina nn,
prvki. Nyni tedy mlzeme pohlizet na trojici |a, b, c| jako na dvojici [[a, b], c|.
Ziejm€ ma nynong prvkd. Matematickou indukci pak zjistime, ze z k£ mnozin,

kde i-ta ma n; prvkl, ¢ = 1,. .., k, mizeme vytvofit n; X - - - X ng usporadanych
k-tic.

Variace: Je dan n prvkovy zakladni soubor A = {a4, ..., a,}. Libovolnou us-
pofadanou k-tici [ay,, . . ., a;,], a;, € A, ..., a; € Abudeme nazyvatusporadany

vybér rozsahu k ze zakladniho souboru. PoCet vSech takovych vybért bude zrejme
zaleZet na tom, zda se prvky v k-tici mohou, nebo nemohou opakovat. Kdyz se
prvky v uspofadaném vybéru nemohou opakovat, tvoii tento usporadany vybér va-
riaci bez opakovani k-té tfidy z n prvkd. Kdyz se mohou opakovat, tvoii usporadany
vybér variaci s opakovanim k-té tfidy z n prvkd.

Pocet variaci bez opakovani: Predpokladejme, ze n > k. Pak prvni prvek
vybéru muize byt vybran z n moznych prvka zakladniho souboru, druhy uz pouze
zn— 1 prvkl atd. Variace bez opakovani tedy odpovida usporadané k-tici vybrané
postupné z mnozin rozsahun; =n, no =n—1,...,n, = n— k+ 1. Tedy pocet
variaci bez opakovani je (n), = n{n — 1)---(n — k + 1). Ztejmé& (n), = 0 pro
k > n.Prox € Rklademe (z), = x(x — 1) x --- X (x — k + 1).



Pocet permutaci bez opakovani Pokud n = k udéavaji variace bez opakovani
pocet vSech usporadani n prvkové mnoziny a nazyvaji se permutace. Pocet per-
mutaci je (n), =n(n —1)---1 = n!. Klademe 0! = 1.

Pocet variaci s opakovanim: Jak bylo feceno, pokud se prvky ze zakladniho
souboru mohou v usporadaném vybeéru opakovat, mluvime o variaci s opakovanim
(uspotfadaném vybéru s opakovanim). Kazdy prvek vybéru rozsahu k volime z n
prvkd zakladniho souboru. Variace s opakovanim tedy odpovida usporadané k-
tici, kdyz ny = ... = ngx = n. Proto je pocet variaci s opakovanim k-té tfidy z n
prvkd roven n*.

Kombinace: Nyni budeme pred predpokladat, ze z n prvkového zakladniho
souboru A = {ay,...,a,} vybirame k-prvkovy soubor, pfi¢emz na usporadani
prvkd ve vybéru nezalezi. Libovolny takovy vybrany soubor nazyvame kombinaci
k-té tridy z n prvkd. Pokud se prvky v kombinaci nemohou opakovat, mluvime o
kombinaci bez opakovani, v opatném piipadé o kombinaci s opakovanim. Kom-
binace k-té tiidy z n prvkil tedy odpovidaji neusporadanému vybeéru rozsahu k z
n prvkového zakladniho souboru.

Pocet kombinaci bez opakovani: Predpokladejme nejdiive, ze se prvky v ne-
usporadaném vybéru nemohou opakovat. Prvky kazdého takového vybéru mohou
byt uspotradany k! zplsoby. Z predchoziho vime, Ze poCet vSech variaci bez opa-
kovani je (n). Tedy pokud pocet v§ech kombinaci bez opakovani rozsahu &k z n

prvkii oznatime x, pak wk! = (n);. Odtud x — & — (n_’%lk! = () prok <.

Klademe (}) = Oprok >na (}) = % prox € R.

Pocet kombinaci s opakovanim: Kombinaci s opakovanim rozumime neu-
spofadany vybér k prvkd, které vybirdme z n-prvkové zakladni mnoziny tak, ze
se vybirané prvky mohou opakovat (a na potadi vybranych prvkl nezélezi). Je-
jich pocCet odpovida poctu vSech rozkladu Cisla k& na soucet ki + ko + -+ + ky,
kde k; > 0 je poCet vyskytu i-t€ho prvku zakladniho souboru ve vybraném sou-
boru, ¢ = 1,...,n. Libovolnou kombinaci s opakovanim muzeme zapsat po-
moci posloupnosti ,,x” a ,,|”. Napf. kombinace s opakovanim ze zdkladni mnoziny
M = {a1, a2, a3} mize byt tvotena prvky a,as, ay, a;. Tuto kombinaci z opa-
kovanim, kdy prvek a; byl vybran ttikrat, prvek a, nebyl vybran a prvek as
byl vybran pravé jednou, lze znazornit pomoci posloupnosti symboll ,.” a ,,|”
typu | * x * || * |. PfiCemz poCet ,,+” mezi sousednimi prvky typu ,,|” chapeme
jako pocet prvkd v piihradce, vymezené dvéma naslednymi symboly ,,|” (tzv.
hranice piihradek). Kdyz v dané posloupnosti uvedenych symbol nepocitame
pevné krajni hranice piihradek, je délka takové posloupnosti k& + (n — 1) (k-
krat je obsazena ,,x” a (n — 1)-krat je obsazena hranice piihradky ,,|”). Protoze
umisténim hranic piihradek ,,|” na mista této posloupnosti jednoznacné urime
jednu z moznych kombinaci s opakovanim, odpovida pocet kombinaci s opa-
kovanim po¢tu v8ech rozmisténi (n — 1) hranic pfihradek ,,|” na vybrana mista po-




sloupnosti délky k + (n — 1). Rozmisténi tedy mizeme popsat jako neusporadany
vybér rozsahu n — 1 hranic pfihradek ,,|” z mnoziny n + k — 1 pozic. Tedy pocet
vSech kombinaci s opakovanim je roven (”ﬁ;l)

Pocet permutaci s opakovanim: Nyni hledame pocet zpisobt, jakymi mtize
byt rozdéleno n prvki zdkladni mnoziny do &£ mnozin, kde prvni mé nq, druhé n,
a posledni n, prvkl. Predpokladame, ze ma byt rozdéleno vsech n prvki zakladni
mnoziny, tj. n = ny + - - - + ng. Nejprve vybereme do prvni mnoziny n; prvku ze
zakladni mnoziny, ny prvkl pro druhou mnozinu vybirdme uz pouze ze zbylych
n — ny prvkl zakladni mnoziny, atd. Po vybéru do (k — 1)-vé mnoziny uz zbyva
pouze n prvkil pro vybér do k-té mnoziny. Tedy pocet vSech téchto rozmisténi je

7 n—"nn1 n—"1 — No TL—TLl—"'—TL(k_l)
n iy T3 N .

Po rozepsani kombinacnich Cisel a upravé dostavame, ze pocet téchto rozmisténi
je
n!

Toto Cislo udava pocet usporadani n prvkove mnoziny, kde je n; stejnych prvki
typu 1, ..., ng stejnych prvkil typu k. Takova usporadani se nazyvaji permutace s
opakovanim.

Priklad 1.1. Dokazte, ze pro libovolné x € R a libovolné r € N plati

<rf1> " @ - <xj1> (L.1)

Priklad 1.2. Dokazte, ze pro libovolné celé ¢islo a a libovolné ¢ € (—1, 1) plati

(1+t)””1+<T>t+<;>t2+<g>t3+.... (12)

Priklad 1.3. Dokazte, ze pro ptirozené n > 2 plati

2-1<Z>+3-2 "Yoa3("MYr = am—1)2v2
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[V dikaze pouzijte rovnost 1.2.]



Priklad 1.4. Dokazte, ze pro libovolnan € N, k € N plati

G -0 ) e ()

Tento vztah je zvlastnim pfipadem obecnéjsi rovnosti

k
n\ (n—v\, (n i
()G (o
v=0
Priklad 1.5. Pro libovolné a > 0
—a a+k—1
= (=1 .
()= ()
[Pfi diikazu vyuZijte vlastnost geometrické fady: > 2% = (1 — 2)7!, pro 2z €

(—1.1)] -

Priklad 1.6. Dokazte, ze

()= ()

Priklad 1.7. Dokazte, ze pro nezaporna cela Cisla n a r a libovolné realné Cislo a

plati
zn: a—v\ (a+1 _fa—n
—~\ r ) \r+l r+1)
[Pti diikazu vyuzijte rovnost (1.1). Dokazovany vztah je ¢asto uzivan pti n = a.]
Priklad 1.8. Dokazte, ze pro libovolné a a pfirozené n > 0 plati
i<—1>”<a> = (-1 (a_ 1>. (13)
v n
v=0
[Pti diikazu vyuzijte rovnost 1.1.]
Priklad 1.9. Pro pfirozena Cisla r a k plati
27“: v+k—1\ [(r+k
—~\ k=1 ) \ k )

a) Dokazte toto tvrzeni pomoci rovnosti 1.1.
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b) Dokazte, ze toto tvrzeni je zvlaStnim pfipadem 1.3.

Priklad 1.10. Matematickou indukci dokazte, ze pro prirozena Cisla a, b a n plati

@) G C6) - () e

[Tvrzeni nejprve dokazte pro a = 1 a b libovolné. ]

Priklad 1.11. Pomoci rovnosti (1.4) dokazte, Ze

2 2 2 2
n 4 n . n P n\"_ 2n
0 1 3 o n n)
Priklad 1.12. Kolik inicial je mozno vytvofit, pokud kazdy ¢lovék ma jednu ro-
dinu a
a) praveé dve jmeéna,
b) ne vice jak dv€ jména,

¢) ne vice jak tfi jména?
[Ceska abeceda m4 34 pismen.]

Priklad 1.13. Kolika zptisoby mohou byt postaveny na Sachovnici dvé véze rizné
barvy tak, aby jedna mohla vzit druhou?

Priklad 1.14. V Morseové abeced€ zastupuji pismena posloupnosti symbolti ¢arek
a teCek s riznym poctem opakovani. Kolik takovych pismen tvotfenych posloup-
nosti t€chto dvou symbolt délky nejvyse 10 je mozno vytvorit?

Priklad 1.15. Kazda kostka domina je oznaCena dvéma Cisly. Kostky jsou sy-
metrické, tak ze Cisla ve dvojicich nejsou usporadana. Kolik je mozno vytvorit
ruznych kostek pouzivajicich Cisla 1,2,... n?



Kapitola 2

Klasicka pravdépodobnost

Piiklad 2.1. Cisla 1,2, ..., n jsou nahodn& usporadana. Urlete pravdépodobnost
toho, ze Cislaa) 1 a 2, b) 1, 2 a 3 jsou usporadana hned vedle sebe v uvedeném
poradku.

Priklad 2.2. Urcete pravdépodobnost toho, ze ve vybéru s opakovanim mezi tfemi
néhodné vybranymi Cislicemi

a) vSechny 3 Cislice budou shodné,

b) prave 2 Cislice budou shodneé,

¢) zadné 2 &islice nebudou shodné.
Reste podobnou tlohu pro vybér &tyt cifer.

Priklad 2.3. Hrac A haze Sesti hracimi kostkami a vyhraje, pokud padne alespon
jedna jednicka. Hra¢ B haze dvémi hracimi kostkami a vyhrava, pokud padnou
alespon dvé jednicky. Kdo ma vétsi pravdépodobnost vyhry?

Priklad 2.4. Najdéte pravdépodobnost toho, ze mezi & ndhodné vybranymi Cisli-
cemi nebudou zadné dvée stejné.

Priklad 2.5. Jaka je pravdépodobnost toho, ze mezi k& nahodné vybranymi Cisli-
cemi

a) se nevyskytne O,

b) se nevyskytne 1,

¢) se nevyskytne O ani 1,

d) se nevyskytne jedna ze dvou Cislic 0 a 1?

Necht A a B znalijevy v a) a v b). Vyjadiete ostatni jevy pomoci A a B.



Priklad 2.6. Urcete pravdépodobnost toho, ze pfi ndhodném rozmisténi n kouli
do n prihradek bude praveé jedna prihradka prazdna.

Priklad 2.7. Na parkovisti je vedle sebe v jedné fad€ 12 mist. Nékdo poznamenal,
ze na parkovisti se nachazi osm automobilti a ze Ctyfi volnd mista jsou vedle sebe.
Odpovida takoveé rozdéleni Ctyt volnych mist nahodnému obsazovani mist?

Priklad 2.8. Osoba dostala n kli¢l, z nichz pravé jeden patfil k jejim dvefim.

Zkousi je postupné. Naleznéte pravdépodobnost, ze spravny kli¢ najde teprve pfi

k-tém pokusu, k£ = 1,2, ..., n. Ukazte, ze tato pravdépodobnost nezavisi na k a je
1

rovna -

Priklad 2.9. Kazda z n ty¢i je rozlomena na dvé Casti - dlouhou a kratkou. Pak se
2n ziskanych dilt spoji v n part tvoticich nové ,tyCe”. Jaka je pravdépodobnost,

a) ze se vSechny dily spoji v pocateCnim poradku,

b) ze vSechny dlouhé dily se spoji s kratkymi?

Priklad 2.10. Jeden profesor Cornellovy univerzity dostal dvanéctkrat pokutu
za nezakonné no¢ni parkovani auta, pfi¢emz vSechna pokutovani prob&hla bud
v utery nebo ve Ctvrtek. Najdete pravdépodobnost tohoto jevu. Je predpoklad, ze
policie kontroluje parkovani vzdy jeden ndhodné€ vybrany den v tydnu, realny?

Priklad 2.11. Pokracovani piikladu 2.10. Ani jednu pokutu z dvanacti profesor
nedostal v ned€li. Odpovida to hypotéze ndhodnosti?

Priklad 2.12. Bedna obsahuje 90 dobrych a 10 vadnych soucastek. Urcete prav-
dépodobnost toho, ze mezi 10 vybranymi soucastkami neni zadna vadna.

Priklad 2.13. Ze souboru péti symboll a, b, ¢, d, ¢ se provede usporadany vyber
s opakovanim rozsahu 25. Stanovte pravdépodobnost toho, Ze tento vybéru bude
obsahovat pét symboll kazdého druhu.

Priklad 2.14. Ve vytahu, ktery zastavuje v n poschodich, n > k, je na zacatku k
osob. Jaka je pravdépodobnost p toho, ze zadné dve osoby nevystoupi ve stejném
poschodi, kdyz predpokladame, ze osoba voli poschodi, v némz vystoupi nahodné
a nezavisle na ostatnich osobach.

Priklad 2.15. Narozeniny k lidi predstavuji vybér s opakovanim rozsahu k ze sou-
boru vSech dnu v roce. Roky nemaji stejnou délku, a vime, ze porodnost béhem
roku nezistava stala. Nicmeéné v prvnim pfiblizeni je mozné predpokladat, ze
v roce je 365 dnll a uvazovat ndhodny vybér lidi misto nahodného vybéru dnid
narozenin. Pfi téchto predpokladech urcete pravdépodobnost toho, ze vSech k& dnli
narozenin je v riznych dnech.



Priklad 2.16. Pfi bridzi obdrzi hra¢ 13, pfi pokru 5 z 52 hracich karet. UrCete
pravdépodobnost toho, ze hra¢ a) bridze b) pokru dostane karty riznych hodnot
(barvy karet se mohou shodovat).

Priklad 2.17. Uvazujme rozmisténi & kouli do n osudi. UrCete pravdépodobnost
toho, ze predem vybrané osudi obsahuje prave r kouli.

Priklad 2.18. Pii bridzi je vSech 52 hracich karet rozdé€leno ¢tyfem hra¢im. Sta-
novte pravdépodobnost, ze kazdy hra¢ dostane jedno eso.

Priklad 2.19. (Odhad velikosti populace) Predpokladejme, ze z rybniku bylo vy-
loveno tisic ryb, které byly nésledné oznaCeny barvou a vypustény zpét. Pii dalsim
odlovu tisice ryb se ukazalo, Ze sto z nich bylo oznaCenych. Z pozorovaného
vysledku odhadnéte nejpravdépodobnéjsi velikost populace ryb v rybniku.

Priklad 2.20. Z 52 hracich karet nahodné vybereme 13 karet. Stanovte pravdépo-
dobnost, ze mezi témito kartami bude S #, 4 &, 3 $al O.

Priklad 2.21. Z osudi obsahujici koule s €isly 1, 2, ..., N k-krat vytahneme kouli
a pokazde ji

a) vratime zpét,

b) nevratime zpét.

Najdéte pravdépodobnost toho, ze Cisla vytazenych kouli tvori rostouci posloup-
nost.

Priklad 2.22. Technicka kontrola provefuje vyrobky ze sady skladajici se z m
vyrobku prvniho druhu a n vyrobkd druhého druhu. Zkouska prvnich b vyrobki
(b < n) nahodné vybranych ze sady ukazala, ze v8echny byly druhého druhu.
Urcete pravdépodobnost toho, ze mezi dal§imi dvéma vyrobky vybranymi z dosud
neprovérenych nejvysSe jeden vyrobek bude druhého druhu.

Priklad 2.23. Z balicku 52 karet ndhodné vybereme 6 karet. Urlete pravdépo-
dobnost toho, Ze mezi t€mito kartami budou zastupci vSech Ctyfech barev.

Priklad 2.24. Skupina se sklada z 5 muzi a 10 Zen. UrCete pravdépodobnost toho,
ze pii jejich ndhodném rozdéleni do 5 skupin po tiech lidech bude v kazdé skupiné
muz.

Priklad 2.25. Je dana posloupnost Cisel 1,2, ..., n a pevné dané Cislo z mnoziny
{1,2,...,n}. UrCete pravdépodobnost toho, ze mezi dvéma Cisly vybranymi na-
hodné z této posloupnosti bude jedno mensi a druhé vétsi nez k.
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Priklad 2.26. Dvacet lidi, mezi kterymi je 10 muzii a 10 Zen, je nahodn€ sesku-
peno do dvojic. UrCete pravdépodobnost toho, ze kazdou z 10 dvojic tvori osoby
opacného pohlavi.

Priklad 2.27. Hazime n hracich kostek. UrCete pravdépodobnost toho, ze padne
ny jednicek, . .., ng Sestek, ny +no + ... +ng = n.

Priklad 2.28. Devét cestujicich nahodné nastoupi do tii vagdni. Kazdy cestujici
zvoli vagon nahodné a nezavisle na ostatnich cestujicich. Jaka je pravdépodobnost
toho, ze

a) v kazdém vagoné sedi 3 cestujici,

b) vjednom vagone sedi 4, v druhém 3 a ve tietim 2 cestujici?

Priklad 2.29. Hazime n hracich kostek. UrCete pravdépodobnost toho, ze ziskany
soucet ok je roven a) n, b) n + 1, ¢) danému Cislu s.

Priklad 2.30. Z posloupnosti Cisel 1,2, ..., n nahodné vybereme k Cisel. UrCete
pravdépodobnost, ze

a) vSechna vybrana ¢isla budou délitelna danym Cislem ¢,

b) kazdé z téchto Cisel bude délitelné prave jednim ze dvou nesoudélnych Cisel

q1, 42.

Priklad 2.31. Posloupnost Cisel 1,2, ...,4n nahodné rozdélime na dveé stejné
mnoziny. Urete pravdépodobnost toho, ze

a) v kazdé mnozing bude stejny pocet sudych a lichych Cisel,
b) vSechna Cisla de€litelna n budou v jedné mnozing,

c) cisla délitelna n budou rovnomérné rozdélena do obou skupin.

Priklad 2.32. Co pravdépodobnéji vybereme z osudi s n koulemi, sudy nebo lichy
pocet kouli, kdyz kazdy vybér & kouli je stejné mozny?

Priklad 2.33. V nadobeé je N listkll s riznymi Cisly. Z nadoby vybereme m krat
po n listcich a pokazdé je vratime zpét. UrcCete pravdépodobnost toho, ze

a) k listka se ve vybéru nevyskytne,
b) vSechny listky se ve vybéru vyskytnou.

Priklad 2.34. Z posloupnosti Cisel 1,2, ..., n je nahodné vybrano & Cisel:
r1 < 13 < ... < xp. Jaka je pravdépodobnost, ze x,, = M?
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Priklad 2.35. Soubor se sklada z N vyrobki, ze nichz n je podrobeno zkouSce
kvality. Soubor je pfijat, pokud mezi témito n vyrobky bude odhaleno méné nez
m vadnych. UrCete pravdépodobnost toho, ze soubor bude pfijat, pokud pocet
vadnych vyrobku v celém souboru je M.

Priklad 2.36. Z osudi obsahujiciho koule s Cisly 1,2, ..., N je postupné vytazeno
n kouli. Po kazdém tahu je vybrana koule vracena zpét. Cisla vybranych kouli jsou
zapsana v neklesajicim poradi. UrCete pravdépodobnost toho, ze ¢islo x,,, které
je na m-té vybrané kouli, je rovno Cislu M.

Priklad 2.37. Kolikrat musime hazet hraci kostkou, aby prvni padnuti ,,8estky”
mélo pravd€podobnost a) vétsi nez 0,5 b) vetsi nez 0,8 ¢) veétsi nez 0,9?

Priklad 2.38. Pravdépodobnost zasahu tere pti jednom vystielu je rovna 0,7.
Na ter¢ vystreleno 7-krat nezavisle. Jaka je pravdépodobnost, ze ter¢ bude prave
jednou zasazen?

Priklad 2.39. Kolikrat musime hazet dvéma hracimi kostkami, abychom s prav-
dépodobnosti vétsi nez 1/2 oekavali, Ze aspoii jednou padne soucet ok rovny 127

Priklad 2.40. Hodime zaroveni dvéma kostkami. Jaka je pravdépodobnost, ze
soucin padlych ok bude sudé Cislo?

Priklad 2.41. Hodime tfikrat jednou minci. UrCete pravdépodobnost, ze

a) padne dvakrat lic a jednou rub,

b) padne trikrat lic,

¢) padne trikrat rub,

d) padne jednou lic a dvakrat rub.
Priklad 2.42. V osudi je a kouli bilych a b kouli Cernych. Vytahneme dvakrat po
sob& vzdy po jedné kouli, pficemz prvni kouli nevratime zpét. Urlete pravdépo-
dobnost, ze

a) obe vytazené koule jsou bile,

b) prvni koule je bila a druha Cerna,

¢) prvni koule je Cerna a druha bila,

d) jedna koule bude Cerna a druha bila, pfic¢emz nezalezi na jejich potadi,

e) druha vytazena koule je bila.
Priklad 2.43. V osudi je a kouli bilych a b kouli Cernych. Vytahneme k-krat po

sob& vzdy po jedné kouli, pficemz po zadném tahu kouli nevratime zpét. UrCete
pravdépodobnost, ze posledni vytazena koule je bila.
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Priklad 2.44. V osudi je a kouli bilych a b kouli Cernych. Jednim tahem vytah-
neme (a + ) kouli. UrCete pravdépodobnost, ze vytahneme praveé « bilych a
¢ernych kouli.

Priklad 2.45. V osudi je n listkd oCislovanych Cisly 1,2, ..., n. Vytahneme na-
jednou m listkl. Jaka je pravdépodobnost, ze mezi vytazenymi listky bude £ listka
oznaceno piredem danymi Cisly?

Priklad 2.46. Hodime n-krat po sobé jednou hraci kostkou. Jaka je pravdépodob-
nost, ze alespon v jednom hodu padne ,,Sestka”?

Priklad 2.47. V osudi je r kouli oislovanych Cisly 1,2,...,r. Tahneme n-krat
po sobé po jedné kouli, pricemz kazdou vytazenou kouli vracime zpét. Jaka je
pravdépodobnost, ze soucet Cisel, jimiz jsou vytazené koule oCislovany, je roven
Cislu 8?7 (n < s < nr) [Spoététe koeficient u mocniny z* v polynomu (z + 2% +
)]

Priklad 2.48. V osudi je n kouli oCislovanych ¢&isly 1,2,...,n. Vytahneme n-
krat po sob& po jedné kouli, pfiCemz vytazené koule nevracime zpét. Osudi tedy
vyprazdnime. Rekneme, Ze pro kouli s &islem i nastane setkani, pokud ji vytahne-
me prave v i-tém tahu. UrCete pravdépodobnost, ze

a) pro kouli s Cislem 7 nenastane setkani,

b) ani pro kouli s Cisle 7 ani pro kouli s Cislem k nenastane setkani, i # k.

Priklad 2.49. V osudi je a kouli bilych a b kouli ¢ernych. Koule postupné vyta-
hujeme z osudi, pficemz vytazené koule nevracime zpét. Jaka je pravdépodobnost
toho, ze poprvé vytahneme Cernou kouli pfi k-tém tahu?

Priklad 2.50. V osudi je a kouli bilych a b kouli ¢ernych. Koule postupné vytahu-
jeme z osudi, pfiCemz vytazené koule nevracime zpét. Jaka je pravdépodobnost,
ze nastane okamzik, kdy pocet dosud tazenych bilych a Cernych kouli bude stejny?

Priklad 2.51. Banach byl silny kufak. Aby mél u sebe stale zapalky, nosil ve
dvou kapsach po jedné krabicce zapalek. Zapalky si bral ndhodné z jedné nebo
druhé krabic¢ky s pravdépodobnosti 1/2. Jednou si dal do kazdé kapsy novou
krabicku; v kazdé z obou krabi¢ek bylo n zapalek. Spoctéte pravdépodobnost,
ze v okamziku, kdy jednu krabic¢ku shledal prazdnou bylo v druhé krabicce prave
k zéapalek. Pro jakeé k je sledované pravdépodobnost maximalni?
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Kapitola 3

Podminéna pravdépodobnost
a nezavislost

Priklad 3.1. Kolikrat nezavisle musime opakovat pokus, abychom s pravdépo-
dobnosti alespon r tvrdili, Ze praveé jednou nastane jev A, jehoZ pravdépodobnost
je v kazdém pokusu rovna p?

Priklad 3.2. Stiilime opakované a nezavisle na balon. Abychom jej sesttelili, staci
se do balonu trefit praveé jednou. Pravdépodobnost zasahu pfi jednom vystielu je
rovna 0,05. Kolikrat musime vystrelit, abychom shodili balon s pravdépodobnosti
veétsi nez 0,87

Priklad 3.3. Jsou déna tfi osudi s bilymi a ¢ernymi koulemi. Pravdépodobnost
volby i-t¢ho osudi je p;, ¢ = 1,2,3. Pravdépodobnost vytazeni bilé koule z i-
tého osudi je ¢;, ¢ = 1,2, 3. Zvolime nahodné jedno z danych osudi, vytahneme
z n¢j jednu kouli a zjistime, ze tato koule je bila. Jaka je pravdépodobnost, ze tato
vytazena koule pochazi z prvniho osudi?

Priklad 3.4. Jsou dana tfi osudi, pravdépodobnost volby kazdého osudi je stejna.
Prvni osudi obsahuje 1 bilou, 2 Cerné a 3 Cervené koule. Druhé osudi obsahuje
2 bilé koule, 1 ¢ernou a 1 Cervenou kouli. Treti osudi obsahuje 4 bilé koule, 5
Cernych kouli a 3 Cervené. Nahodné zvolime jedno osudi a vytahneme z né&j dvé
koule a zjistime, ze jedna z téchto vytazenych kouli je bila a druha Cervena. Jaka
je pravdépodobnost, ze tyto koule pochazeji

a) z prvniho osudi,
b) z druhého osudi,

¢) ze tfetiho osudi?

14



Priklad 3.5. Osudi obsahuje celkem 10 kouli, z nichz né€které jsou bilé a n¢které
¢erne. Pocet bilych kouli a Cernych kouli v§ak neni pfesn€ znam. Vime jenom, ze
osudi bylo naplnéno timto zpisobem: 10-kréat po sobe bylo hozeno jednou minci
a pokud padl rub, byla do osudi vlozena bila koule, pokud padl lic, byla do osudi
vlozena Cerna koule. Z takto naplnéného osudi bylo vytazeno m-krat po sobé& po
jedné kouli, pficemz po kazdém tahu byla vytazena koule vracena zpét do osudi.
Po provedeni téchto m tahu bylo zjisténo, ze vSech m kouli bylo bilych. Stanovte
pravdépodobnost, ze

a) dané osudi obsahovalo pouze bilé koule, tj. 10 bilych a zadné cerné koule.

b) dané osudi obsahovalo jednu bilou a devét Cernych kouli.

Priklad 3.6. Z osudi, které obsahuje 5 bilych a 5 Cernych kouli, bylo vytazeno
5 kouli a vlozeno do jiného prazdného osudi. Z tohoto osudi byly vytazeny 3
koule a vlozeny do tfetiho prazdného osudi. Z tohoto tfetiho osudi byla vytazena
jedna koule a bylo zjisténo, ze je bila. Jaka je pravdépodobnost, ze vsech 5 kouli,
vytazenych z prvniho osudi, bylo bilych?

Priklad 3.7. Jsou déna tfi osudi s bilymi a ¢ernymi koulemi. Pravdépodobnost
volby ¢-tého osudi je p;, ¢ = 1, 2, 3. Pravdépodobnost vytazeni bilé koule z i-tého

osudi je ¢;, © = 1,2, 3. Zvolime nahodn¢ jedno z danych osudi, vytdhneme z ngj

jednu kouli a zjistime, ze tato koule je bila. Aniz bychom tuto kouli vratili zpét do

tato druha vytazena koule je bila? Pfitom nechf pravdépodobnost, Ze vytahneme

z1-tého osudi ve druhém tahu bilou kouli, za predpokladu, ze jsme vytahli v prvnim
tahu bilou kouli, je ¢}, i = 1,2, 3.

Priklad 3.8. Jsou dana tfi osudi, pravd€podobnost volby kazdého osudi je stejna.
V prvnim osudi je 1 bila koule a 2 €erné koule. Ve druhém osudi jsou 2 bile
koule a 1 ¢erna koule. Tteti osudi obsahuje 2 bilé koule a 2 erné koule. Nahodné
zvolime jedno osudi a vytdhneme z néj jednu kouli a zjistime, Ze je bila. Vytazenou
kouli nevratime zpét do osudi a vytahneme ze stejného osudi jesté jednu kouli.
Jaka je pravdépodobnost, Ze 1 tato druha koule je bila?

Priklad 3.9. Dané osudi obsahuje 3 bilé a 5 Cernych kouli. Z tohoto osudi vybe-
reme najednou 4 koule a vlozime je do jiného prazdného osudi. Z tohoto druhého
osudi pak vytahneme jednim tahem 2 koule a zjistime, Ze obé€ jsou bilé. Dale pak
z tohoto druhého osudi vytahneme jesté jednu kouli. Jaka je pravdépodobnost, ze
tato posledni vytazena koule je bila, jestlize jsme prvni dvojici vytazenych kouli

a) vratili pred dal$im tahem zpét do osudi?

b) zpét do osudi nevratili?
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Priklad 3.10. Osudi obsahuje 5 bilych a 5 Cernych kouli. Vytdhneme z n&j 5
kouli a vlozime je do jiného prazdného osudi. Z tohoto druhého osudi vytadhneme
jednu kouli a zjistime, Ze je Cerna. Tuto kouli nevratime po tahu zpét do osudi

druha vytazena koule je bila?

Priklad 3.11. Hodime dvémi hracimi kostkami. Jaka je pravdépodobnost, ze padla
alespon jedna Sestka, kdyz vime, Ze soucet ok padlych na 1. a 2. kostce je 8?

Priklad 3.12. Z osudi, ve kterém je m bilych a n Cernych kouli, postupné bez
vraceni vytahneme dvé koule. Zjistili jsme, Ze prvni vytazena koule je bila. Jaka
je pravdépodobnost, ze druhé vytazena koule bude také bila?

Priklad 3.13. Zjistili jsme, ze pii hodu deseti hracimi kostkami padla aspofi jedna
jedniCka. Jaka je pravdépodobnost, ze padly 2 anebo vice jednicek?

Priklad 3.14. Dokazte, Ze jsou-li A a B neslutitelné jevy a P(A U B) # 0, pak

P(A)

P(A|JAUB) = ——— 21—
(Al ) P(A) + P(B)

Piiklad 3.15. Necht P(A|B) = 0,7, P(A|B) = 0,3, P(B|A) = 0,6. Vypottéte

P(A).

Priklad 3.16. Hodime dvémi hracimi kostkami. Ozna¢me nahodné jevy A; na
prvni kostce padne sudé Cislo, A, na druhé kostce padne liché ¢islo, Az soucet ok,
které padly na 1. a 2. kostce, je liché Cislo. Dokazte, ze kazdé dva z jevi Ay, Ay, Az
jsou nezavislé, ale jevy A, A5, A3 nejsou nezavisleé.

Priklad 3.17. Nechf jevy A a B, jsou nezavislé a také jevy A a B, jsou nezavislé,
pficemz B; a B, jsou neslucitelné. Dokazte, ze jevy A a By U B, jsou nezavislé.

Priklad 3.18. Nechf P(A) > 0 a P(B|A) = P(B|A). Dokazte, e jevy A a B
jsou nezavisle.

Priklad 3.19. Osudi obsahuje n kouli. VSechny mozné pocty bilych kouli v osudi
jsou stejné pravdépodobne. Zjistili jsme, ze koule nahodné vybrana z osudi je bila.
Stanovte pravdépodobnost vech moznych ptivodnich pocti bilych kouli v osudi.
Jaky je nejpravdépodobnéjsi plivodni pocet bilych kouli v osudi?

Priklad 3.20. Kazdé z N + 1 osudi obsahuje N kouli. Osudi s ¢islem & obsahuje
k Cervenycha N — k bilych kouli, £ = 0,1, ..., N. Z nahodn¢ zvoleného osudi n-
krat vybereme kouli, pfi¢emz vybranou kouli po tahu ihned vratime zpét. Stanovte

a) pravdépodobnost, ze jsou vSechny vybrané koule Cervené.
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b) podminénou pravdépodobnost, ze rovnéz (n + 1)-ni koule bude Cervena, za
podminky, ze vSechny predchozi koule byly Cervené.

Priklad 3.21. Tii myslivel soucasné vystielili na medvéda. Medveéda zasttelili
jednou kuli. Jaka je pravdépodobnost, ze medvéda zasttelil prvni, resp. druhy,
resp. treti myslivec, kdyz maji pravdépodobnost zasahu postupné p; = 0, 2; p, =
0,4; ps = 0,67

Priklad 3.22. Z osudi, které obsahuje m bilych (m > 3) a n Cernych kouli, se
ztratila jedna koule. Proto, abychom urcili obsah osudi, vybereme z osudi dve

koule. Zjistili jsme, Ze jsou bilé. Jaka je pravdépodobnost, ze ztracena koule je
bila?

Priklad 3.23. Z osudi, ktere obsahuje 3 bilé a 2 Cerné koule, byly naraz vybrany
dvé koule. Ty byly vlozeny do druhého osudi, které predtim obsahovalo 4 bilé

a 4 Cerné koule. Jaka je pravdépodobnost, ze po tomto premisténi bude z druhého
osudi vytazena bila koule?

Priklad 3.24. Hodime 5-krat hraci kostkou. UrCete pravdépodobnost, ze pravé
dvakrat padne nasobek 3.

Priklad 3.25. 20-krat vystrelime na cil. Pravdépodobnost zasahu pfi jednom vy-
stfelu je 0,7. Urcete

a) pravdépodobnost, ze cil bude alespon jedenkrat zasazen,

b) pravdépodobnost, ze cil nebude zasazen vice nez dvakrat,

¢) nepravdépodobnéjsi pocet zasah.
Priklad 3.26. Baterie 14-krat vysttelila na objekt. Pravdépodobnost zasahu pfi
libovolném z vystreld je rovna 0,2. UrCete

a) nejpravdépodobnéjsi pocet zasahu a jeho pravdépodobnost,

b) pravd€podobnost zniCeni objektu, pokud pro je pro jeho znieni potfeba

alespon Ctyt zasah.

Priklad 3.27. Urcete pravdépodobnost

a) padnuti alespon jedné Sestky pii hodu 6 hracimi kostkami,

b) padnuti alespont dvou Sestek pii hodu 12 hracimi kostkami,

¢) padnuti alespon tii Sestek pfi hodu 18 hracimi kostkami.

Priklad 3.28. Co je pravdépodobngjsi vyhrat se stejné€ silnym soupefem 4 partie
z 8 nebo 3 partie z 5?

Priklad 3.29. Jaka je pravdépodobnost, ze pii hodu 12 hracimi kostkami padne
kazda sténa dvakrat?
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Kapitola 4

Geometricka pravdépodobnost

Priklad 4.1. Na jedné stope€ magnetofonoveé pasky dlouhé 200 m je nahrana zprava
na intervalu délky 20m. Na druhé stopé€ je podobna zprava. UrCete pravdépodob-
nost toho, Ze v intervalu od 60 do 85 m nebude na pasce misto, které by neobsaho-
valo nahravku, jestlize pocatky obou nahravek jsou stejné¢ mozné v kazdém bodu
od 0 do 180 m.

Priklad 4.2. V kazdém okamziku Casového intervalu délky T je stejné mozné,
ze piijimac piijme nektery ze dvou signalll. Pfijimac je zablokovan, jestlize rozdil
mezi okamziky pfijmu signalu je men$i nez 7. UrCete pravdépodobnost toho, ze
pfijimac bude zablokovan.

Priklad 4.3. Jaka je pravdépodobnost, Ze soucet dvou nahodné zvolenych klad-
nych Cisel, z nichz zadné neni vétsi nez jedna, bude nejvyse roven jedné a jejich
soucin nebude vétsi nez 2?

Priklad 4.4. V kruhu o poloméru r se v daném sméru vedou tétivy. Vsechny
priseciky tétiv s primérem kolmym k danému sméru jsou stejné mozné. Jaka je
pravdépodobnost, ze délka nahodné zvolené tétivy je nejvyse r?

Priklad 4.5. Na usecce o délce [ se ndhodné zvoli dva body. Jaka je pravdépo-
dobnost toho, Ze jejich vzdalenost bude mensi nez &/, kde 0 < £ < 1.

Priklad 4.6. Na tGsecce AB o délce [ jsou nahodné umistény dva body L a M.
Urcete pravdépodobnost toho, ze bod L je blize k bodu M nez k bodu A.

Priklad 4.7. Na tseCce o delce [ se nahodné umisti dva body tak, Ze se useCka
rozdéli na tfi Casti. UrCete pravdépodobnost toho, ze z tfi vzniklych usecek lze
sestavit trojuhelnik.

Priklad 4.8. Na kruznici o poloméru r jsou nahodné umistény tii body A, B, C.
Jaka je pravdépodobnost toho, Ze trojuhelnik A BC bude ostrouhly?
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Priklad 4.9. Jaké je pravdépodobnost toho, Ze z tii ndhodn€ zvolenych usecek,
dlouhych nejvySe [, bude mozno sestrojit trojuhelnik?

Priklad 4.10. Na usecce AB o délce [ jsou nahodné umistény dva body M a N.
UrCete pravdépodobnost toho, ze délky tfi vzniklych usecek neprekroci danou
hodnotua (I > a >1/3).

Priklad 4.11. Na autobusovou stanici piijizdi kazdé ¢tyfi minuty autobus linky
A a kazdych Sest minut autobus linky B. Délka Casového intervalu mezi ptijezdy
autobusu linky A a nejblizsiho nasledujiciho autobusu linky B muize byt se stejnou
pravdépodobnosti jakékoliv v mezich od 0 do 4 minut. UrCete pravdépodobnost
toho, ze

a) prvni autobus, ktery pfijede, bude autobus linky A,

b) béhem dvou minut pfijede n&aky autobus.
Priklad 4.12. Dva parniky musi pfirazit k témuz pfistavisti. Pfijezdy obou parnika
jsou nezavislé a stejné mozné béhem celého dne. Urcete pravdépodobnost toho,

ze jeden z parnikd bude muset ¢ekat na uvolnéni pfistaviste, jestlize prvni parnik
stoji v pristavisti jednu hodinu a druhy dvé hodiny.

Priklad 4.13. Dvé osoby maji stejnou pravdépodobnost toho, ze pfijdou na do-
hodnuté misto v libovolném okamziku €asového intervalu délky 7. UrCete prav-
dépodobnost toho, ze jeden ¢loveék na druhého bude cekat nejvyse po dobu ¢.

Priklad 4.14. (Buffonova uloha) V roviné jsou narysovany rovnobézky, jejichz
vzdalenost je L. UrCete pravdépodobnost, Ze nahodné vrzena jehla délky [ (I < L)
protne kteroukoliv pfimku.

Priklad 4.15. Urcete pravdépodobnost toho, Ze kofeny

a) kvadratické rovnice 2% + 2ax + b = 0 jsou realné,
b) kvadratické rovnice 2% + 2ax + b = 0 jsou kladné,

c) kubické rovnice 2® + 3ax + 2b = 0 jsou realné,

jsou-li stejné mozné hodnoty koeficienti v obdélniku |a| < n, [b] < m.
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Kapitola 5
Nahodné velicCiny

Priklad 5.1. Dvakrat hazime minci. Popiste prostor elementarnich jevi 2. Nechf
nahodna veli¢ina X udava pocet padlych lict. UrCete rozdéleni nahodneé veliCiny
X, jeji pravdépodobnostni a distribu¢ni funkci. Nakreslete jejich grafy.

Priklad 5.2. Dvakrat hazime hraci kostkou. Popiste prostor elementarnich jevi
). Necht nahodna veli¢ina X udava soucet hodnot, které padnou v 1. a 2. hodu.
Urcete rozde€leni ndhodné veliCiny X, jeji pravdépodobnostni a distribucni funkeci.
Nakreslete jejich grafy.

Priklad 5.3. Hazime minci, dokud nepadne lic. PopiSte prostor elementarnich
jevili Q. Necht nadhodna veli¢ina X udava pocet provedenych hodd. Urete rozdé-
leni nahodné veli¢iny X, jeji pravdépodobnostni a distribu¢ni funkci. Nakreslete
jejich grafy.

Priklad 5.4. Stiilime na cil do prvniho zasahu. Zasahy pfi riznych vystielech jsou
nezavislé jevy, pravdépodobnost zasahu pii kazdém vystrelu je p. Popiste prostor
elementarnich jevl €. Nechf nahodna veli¢ina X udava celkovy pocet vystield.
Urcete rozde€leni ndhodné veliCiny X, jeji pravdépodobnostni a distribucni funkeci.
Nakreslete jejich grafy.

Priklad 5.5. Ktera z dale uvedenych funkci je pravdépodobnostni funkce diskrétni
nahodné veli¢iny

a) P>, q=1-p,0<p<lx=12,. .,

b) p" "¢} g=1-p,0<p<Ln>0,z=nn+1l,. ..,

¢) ——,r €R,

2(xz+1)

r+1 %)
dy [ f@)dt,x=0,1,...,kde [ f(t)dt = 1, f je nezaporna funkee,
z 0
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e) Zetx=0,1,..2

Priklad 5.6. Nahodna veli¢ina X ma rozdéleni

1

wl=| O

w|—
Q= =

Urcete pravdépodobnostni a distribu¢ni funkci a) ndhodné veli¢iny Y = | X/,
b) nahodné veliiny Y = X2 Nakreslete grafy téchto funkci.

Priklad 5.7. Nahodna veli¢ina X ma rozdéleni

-1 10 1 2
0,210,11]03]0,4

2 2 2

Ur&ete pravdépodobnostni a distribuéni funkci nahodné veli¢iny Y = 2% Na-
kreslete jejich grafy.

Priklad 5.8. Nechf X je nahodna veli¢ina s rozdélenim

-1

N~
N = =

UrcCete pravdépodobnostni a distribu¢ni funkci nahodné veli¢iny Y = sin( X).
Nakreslete jejich grafy.

Priklad 5.9. Nahodna veli¢ina X ma rozdéleni

1 |-05]-01] 0o | o1 |o0o2]|o05]1]|15]| 2
0,005 | 0,012 | 0,074 | 0,102 | 0,148 | 0,231 | 0,171 | 0,16 | 0,081 | 0,016

Vypottste P (| X] < 1).

Priklad 5.10. Hazime dvéma hracimi kostkami. Popiste prostor elementarnich
jevili Q. Necht nahodna veli¢ina X udava pocet Sestek, které padly na prvni kostce,
nahodna veli¢ina Y udava pocet Sestek, které padly na druhé kostce. Urcete si-
multanni rozd€leni X a Y. Dokazte, Ze jsou veli¢iny X a Y nezavisleé.

Priklad 5.11. Hazime dvéma hracimi kostkami. Popiste prostor elementarnich
jevii 2. Nechf nahodna veli¢ina X je pocet ok padlych na prvni kostce, nahodna
veli¢ina Y udava pocet ok padlych na druhé kostce. Urcete simultanni rozdéleni
X aY. Dokazte, ze jsou veliCiny X a Y nezavislé.
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Priklad 5.12. Hazime dvéma hracimi kostkami. Nechf nahodna veli¢ina X je
pocet ok, které padly na prvni kostce, ndhodna veli¢ina ¥ udava maximum z poctu
ok na obou kostkach. Urcete simultanni rozdéleni X a Y.

Priklad 5.13. Nahodna veli¢ina X ma rozdéleni

x| -11] 0 1 2
0,210,11]03]0,4

2 2 2

Dokazte, e X a'Y = 2% jsou nezavislé ndhodné veli&iny.

Piiklad 5.14. Nechf X nabyva hodnot 1,2, kazdou s pravdépodobnosti 1,
aY = X2 a) Urkete simultanni rozd&leni X a Y. b) DokaZte, Ze jsou veli¢iny X
a 'Y nezavisle.

Priklad 5.15. n-krat stfilime na cil. Zasahy pfi jednotlivych vystielech jsou ne-
zavislé jevy. Pravdépodobnost zasahu pii kazdém vystielu je rovna p. Nechf X
udava pocet zasahu pii n vystrelech. UrcCete pravdépodobnostni a distribu¢ni funkci
nahodné veliCiny X a nakreslete jejich grafy.

Priklad 5.16. Nahodné veliCiny X; a X, jsou nezavislé a maji stejné geometrické
rozdéleni (¢*p,x = 0, 1,...). DokaZte, ze

1
n+1’

P(Xi=2|X1+Xo=n)= x=0,1,...n

Je opacné tvrzeni pravdive?

Priklad 5.17. Nahodné veliC¢iny X; a X, jsou nezavislé a maji stejné geomet-
rické rozdéleni (¢*p,x = 0,1,...). Necht Y = max(Xy, X5). Urlete rozdéleni
nahodné veliCiny Y a simultanni rozd€leni veli¢in Y a X;.

Priklad 5.18. Nechf X; a X, jsou nezavislé nahodné veli¢iny a maji Poissonovo
rozdéleni X; ~ Po(A1) a Xy ~ Po(\s).

a) Dokazte, ze ndhodna veli¢ina Y = X; + X, ma Poissonovo rozdéleni s pa-
rametrem A\; + Ao.
b) Dokazte, ze podminéné rozdéleni veli¢iny X; za podminky X; + Xy = n

je binomicke rozdé€leni s parametry n a p = >\1>J\r1>\2’ t].

A x A n—x
P(X1x|X1+X2n)<Z> <)\1+1)\2> <1—)\1+1)\2> )

prox=0,1,...n.
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Priklad 5.19. Nechf X je ndhodna veli¢ina na pravdépodobnostnim prostoru
(Q,A,P)a F(x) je distribucni funkce této nahodné veliciny.

a) Dokazte, ze mnoziny
{w: X(w) <z}, {w: X(w) =z},
{w:ra < X{(w) <b}{w:a < X(w) <b}

jsou nahodné jevy.

a) Dokazte, ze

Plw: X(w) <z} = tlir@ F(t),

Plw: X(w) =2} = F(x)-— tl_lg{ F(t),
Plw:a < X(w) <b} = F(b)— F(a),
Plw:a < X(w) <b} = F(b)—tl_i)rr{F(t).

Priklad 5.20. Nechf X je ndhodna veli¢ina na pravdépodobnostnim prostoru
(Q, A, P) s distribucni funkci F(x).

a) Dokazte, ze pro libovolné ¢ € R mnoziny {w : X(w) > ¢} a {w: X(w) >
¢} jsou nahodnymi jevy.

b) Vyjadrete pravdépodobnosti téchto jevi pomoci distribu¢ni funkce F'(x).
Priklad 5.21. Nechf A je ndhodny jev. DokaZte, Ze funkce

1, weA
Ia(w)y=14¢" ’
Al) {O, wég A
je ndhodna veli¢ina.

Priklad 5.22. Nechf X je nahodna veliCina. Dokazte, ze funkce a) Y, — aX, b)
Y, = | X, ¢) Y3 = X? jsou také nahodné veli&iny.

Priklad 5.23. Nechf ¥ — X? je ndhodna veli¢ina. MlZeme fici, ze a) X je
nahodna veli¢ina, b) | X | je nahodna veli¢ina?

Priklad 5.24. Nechf X, X,,..., X,, jsou nadhodné veli¢iny. DokaZte, Ze
Y1 = maX{Xi,l S 7 S TL},
Yo =min{X;, 1 <i <n}

jsou nahodné veli¢iny a odvod'te jejich rozdéleni.
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Priklad 5.25. Ktera z dale uvedenych funkeci je distribu¢ni funkce

a) F(x) =2+ ;- arctana,

0, =<0,
b) F(x) = %, 0 < x < 2, kde [x] znati celou Cast Cisla x.
1, x<2
0 <0
O Fa)=4. .
T2 x>0

d) F(x) = exp{—exp{—z}},
QFm{m_ui © <0,

1— x > 07

Piiklad 5.26. Hustota nahodné veli¢iny X je rovna f(z) = ae .2 € R, (A >
0). Urcete a) koeficient a, b) distribu¢ni funkci nahodné veli¢iny X, c) nakreslete

grafy hustoty a distribu¢ni funkce.

Priklad 5.27. UrCete za jakych predpokladd jsou nasledujici funkce hustotami

(a,b,c,d, k,a, X\ jsou vhodnd realna Cisla.).

wﬂm{jiZEﬂZM<m

klx —al, c¢<ax<d,
0, x ¢ c,d],’

0, axr? +br +c<0,

cx®e™ ™ x <0,
0, x <0,

d) flz)— {ax2+bx+c, ax® +bx +c¢>0,

g) [(x) = m~

Piiklad 5.28. Nahodna veli¢ina X ma hustotu f(z) = +—L (Cauchyovo rozdg-

N N . T 142
leni). UrCete pravdépodobnosti
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a) P(X >1),

b) P(|X]=>1).
Priklad 5.29. Nahodna veli¢ina X ma exponencialni rozdéleni s parametrem
A = 1. Urtete pravdépodobnosti

a) P(X > 3),

b) P(X > 6|X > 3),

c) P(X >t+3|X >1).

Priklad 5.30. Nechf F(x) je distribu¢ni funkce ndhodné veli¢iny X . Urlete dis-

tribuéni funkci a hustotu ndhodné veli¢iny Y = e,

Piiklad 5.31. Necht F'(x) je distribuéni funkce nahodné veliciny X . UrCete dis-
tribuni funkei ¥ = —X.

Priklad 5.32. Nahodna veli¢ina X se nazyva symetricka, pokud jsou distribu¢ni
funkce ndhodnych veli¢in X a — X totozné. Zformulujte podminku symetri¢nosti
nahodnych veli¢in

a) pomoci distribu¢ni funkce,

b) pomoci hustoty.

Priklad 5.33. Nechf F(z) je distribu¢ni funkce ndhodné veli¢iny X . Urlete dis-
tribu¢ni funkei ndhodné veli¢iny Y = sign(X).
Priklad 5.34. Nahodna velic¢ina X ma distribucni funkci F'(x). Urcete distribucni
funkci nahodné veli€iny
a) aX + b, kde a a bjsou libovolna pevna &isla, b) X2,
¢) g(X), kde g(x) je monotonni funkce, d) |X],
e) sin(X), f) tan(X).
Priklad 5.35. Hustota nahodné veli¢iny X je f(x). UrCete hustotu nahodné veli-
¢iny
a) aX+0b,(a70), b) |X]
c) X3 d) sin(X),

e) g(X), kde g(x) je monotonni diferencovatelna funkce,
f) g(X), kde g(x) je po Castech monotonni diferencovatelna funkce.
Priklad 5.36. Nechf nahodna veli¢ina X ma rovnomémé rozdéleni na [—1,1].

Urcete rozdéleni nahodné veliciny Y = | X|.
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Priklad 5.37. Necht ndhodna veli¢ina X ma rovnomérné rozdéleni na intervalu
[0, 1]. UrCete hustotu nahodné veli¢iny a) Y = X2, b)Y = £, ¢) Y = %
Nakreslete jejich grafy.

Piiklad 5.38. Nahodna veli¢ina X ma hustotu f(z) = &5z Urlete rozdéleni
nahodné veliCiny Y = arctan(X).

Priklad 5.39. Nahodna veli¢ina X ma rovnomérné rozdéleni na intervalu | 0, 2].
Urcete distribu¢ni funkci nahodné veliCiny Y = | X — 1.

Priklad 5.40. Nahodna veli¢ina X ma rovnomérné rozdéleni na intervalu | 0, 2].
Urcete distribu¢ni funkci nahodné veliCiny Y = | X|.

Priklad 5.41. Nahodna veli¢ina X ma exponencialni rozdéleni s parametrem A.
Ur&ete hustotu nahodné veliginy Y = X2,

Priklad 5.42. Nahodna veli¢ina X ma hustotu

1
flx) = \/—Q_Wx_2e_1/2$2, x # 0.

Urcete hustotu nahodné veli¢iny ¥V = 1/X.

Priklad 5.43. Nahodna veli¢ina X ma hustotu

fla) = %143332'

Ur&ete hustotu nahodné veliginy Y = X2,

™

Piiklad 5.44. Nahodna veli¢ina X ma rovnomérneé rozdéleni na intervalu [ — 7, 7].
Urcete hustotu nahodné veli€iny Y = sin X.

Priklad 5.45. Nahodna veli¢ina X ma rovnomérné rozdéleni na intervalu | 0, 47].
Urcete distribucni funkci a hustotu nahodné veli€iny Y = sin X.

—Z, 1]

Piiklad 5.46. Nahodna veli¢ina X ma rovnomérneé rozdéleni na intervalu [ — 7, 7].

Urcete hustotu nahodné veli¢iny ¥ = | sin X|.

Priklad 5.47. Nahodna velic¢ina X ma Cauchyovo rozdéleni s hustotou

1 1
7l 422

Jx) =

Urcete hustotu nahodné veli¢iny ¥V = 1/X.

Priklad 5.48. Nechif X je nahodna veli¢ina se spojitou distribuéni funkei F'(x)
aY = F(X). UrcCete distribucni funkci Y.

26



Priklad 5.49. Nechf I'(z) je distribu¢ni funkce, pficemz F'(0) = 0. DokaZte, Ze
funkce

T

je distribu¢ni funkeci.
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Kapitola 6

Ciselné charakteristiky

Priklad 6.1. Nahodna veli¢ina X ma rozdéleni

z][10] 20 | 30]40]50] 60
01]025/03]02]01]0,05

a) Vypoctéte stiedni hodnotu i, rozptyl o2 a smérodatnou odchylku o
b) Nakreslete graf pravdépodobnostni funkce p(x).

¢) Oznaclte v grafu hodnotu p a interval 4 £ 20. Jaka je pravdépodobnost, ze
X padne do intervalu p £ 207

Priklad 6.2. Nahodna veli¢ina X ma rozdéleni

1 2] 3 ]4]s5
0,05/03]035]02]0,1

2 2 2

a) Vypoctéte stiedni hodnotu i, rozptyl o2 a smérodatnou odchylku o
b) Nakreslete graf p(x).

¢) Oznacte v grafu hodnotu p a interval i + o. Jaka je pravdépodobnost, ze X
padne do intervalu p & o?

d) Oznacte v gratu hodnotu x a interval i + 30. Jakd je pravdépodobnost, ze
X padne do tohoto intervalu?

Priklad 6.3. Nahodna veli¢ina X ma rozdéleni

4 | 3|21 lo] 1 |2] 3| 4
0,02 | 0,07 [0,1]0,15[03|0,18|0,1|0,06|0,02

2
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a) Vypoctéte stiedni hodnotu i, rozptyl o2 a smérodatnou odchylku o
b) Nakreslete graf p(x). Oznaéte v grafu hodnotu p, 1 — 20 a i + 20.
¢) Jaka je pravdépodobnost, ze X padne do intervalu p + 207

Priklad 6.4. Ve velkém mésté byl proveden prizkum vefejného minéni u 20-ti
voligh. Utelem je zjistit pozorovani nahodné veli¢iny X, ktera je rovna poétu
hlast ve prospéch urc¢itého kandidata na starostu. Predpokladejme, ze ve skutec-
nosti nam neznamych 60% voli¢i ve mésté uptednostiiuje tohoto kandidata.

a) Vypoctéte stiredni hodnotu 1 a smérodatnou odchylku o nahodné veliCiny
X.

b) Urcete pravdépodobnost P (X < 10).
¢) Urcete pravdépodobnost P (X > 12).
d) UrCete pravdépodobnost P (X = 11).

e) Nakreslete pravdépodobnostni funkci ndhodné veli¢iny X a oznacte v ném
hodnoty i, ;t — 20 a p + 20.

Priklad 6.5. Nahodna veli¢ina X ma pravdépodobnostni funkci

() 2%e™2 [zl 1 =0,1,...
T) =
P 0, jinak.

a) Je X diskrétni nebo spojita nahodna veli¢ina?
b) Jak se nazyva toto rozdéleni?
¢) Nakreslete pravdépodobnostni funkci.

d) Urcete stiedni hodnotu a smérodatnou odchylku ndhodné veli¢iny X .
Priklad 6.6. Nahodna veli¢ina X ma Poissonovo rozdé€leni s parametrem 2.

a) Nakreslete pravdépodobnostni funkci prox =0,1,...,9.

b) Urcete stfedni hodnotu iz a smérodatnou odchylku ¢ nahodné veli€iny X
a zakreslete interval [ — o, i + 0| do grafu.

¢) Jaka je pravdépodobnost, ze X lezi v intervalu [y — o, + o?

Priklad 6.7. Nahodna veli¢ina X ma Poissonovo rozdéleni se stiedni hodnotou
1,5. Vypoctéte pravdépodobnost a) P (X < 2), b) P(X > 2), ¢) P (X = 2), d)
P(X =0),e)P(X >0),) P (X >5).
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Priklad 6.8. Nahodna veli¢ina X ma binomickeé rozdéleni s parametry n = 20
ap = 0,7 a) Vypocltéte P (X = 14). b) Vypoctéte P (X < 10). ¢) Vypoctéte
P (X > 10).d) Vypoctéte P (8 < X < 17). e) Vypoctéte P (8 < X < 17).f) Vy-
pottéte stiedni hodnotu y, rozptyl o2 a smérodatnou odchylku o ndhodné veli¢iny
X. g) Jaka je pravdépodobnost, ze X padne do intervalu [ — 20, it + 20?

Priklad 6.9. Nahodna veli¢ina X ma rovnomérné rozde€leni s parametry a = 20,
b= 45.

a) Urcete hustotu f(x).

b) Vypoctéte stredni hodnotu 1 a smérodatnou odchylku o nahodné veliCiny
X.

¢) Nakreslete graf hustoty f(x), vyznacte hodnotu i spolu s intervalem [z —
20, i+ 20]. Vsimnéte si, ze nahodna veli¢ina X lezi v intervalu [ — 20, p -+
20| s pravdépodobnosti 1.

Vypoctéte: d) P (20 < X < 35), e) P(20< X < 35),
D PX>35), 9 P(X <20),
h) P (X <25), i) P(10 <X <40),
) P(X > 36), k) P(X>35,5),
) P(20,2< X <35,5), m) P(X<?20,5).
Priklad 6.10. Nahodna veli¢ina X ma rovnomérné rozdéleni s parametry a = 2,

b= 4.

a) Urcete hustotu f(x).
b) Vypoctéte stiredni hodnotu p a smérodatnou odchylku o nahodné veliCiny
X.
Vypoctéte: ¢) P(u—oc <X <pu+o), d P(X >278),
e) P(2,4<X<3,7), ) P(X <2).
Priklad 6.11. Néhodna veli¢ina X ma normalni rozdéleni s parametry p = 45,

o — 10. UrcCete:
a) P (X <50), b) P (X <35,6)

d) P(22,9< X <33,2), e P(X>2523)

¢) P (40,7 < X < 65,8),
f) P (X <25,3).

2

2

Priklad 6.12. Néhodna veli¢ina X ma normalni rozdéleni s parametry p = 30,
o = 8. UrCete konstantu x, tak, aby

a) P(X>u)=0,5 b) P(X <) =0,025,
¢) P(X>uz)=0,1, d) P(X >uz)=0,95
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e) 10% hodnot X bylo mensich nez x,
) 80% hodnot X bylo menSich nez z,
g) 1% hodnot X bylo vétsich nez x;.

Priklad 6.13. Nahodna veli¢ina X ma normalni rozdéleni se stiedni hodnotou
100 a smérodatnou odchylkou 8. Nacrtnéte graf hustoty nahodné veli¢iny X. Do
grafu zakreslete hodnotu 4 a interval 1 £+ 20. UrCete pravdépodobnost

a) P(u—20<X<pu+20), by P(X>pu+20),

¢) P(X <92), d) P(92< X <116),

e) P(92< X <96), ) P(76 <X <124).
Priklad 6.14. Nahodna veli¢ina X ma normalni rozdéleni se smérodatnou od-

chylkou 25. Vime, ze pravdépodobnost, ze X bude veétsi nez 150 je 0,9. Urete
stfedni hodnotu iz nahodné veli€iny X

Priklad 6.15. Vypoctéte stifedni hodnotu a rozptyl nahodné veliCiny, ktera ma
rozdéleni

a) alternativni A(6), b) binomicke Bi(n, 6),
c) Poissonovo Po(A), d) geometricke G(6),

e) zaporné binomické Zb(n,f), f) rovnomémé R(a, ),
g) exponencialni Ex(\), h) normalni N(u, 0?),
i)  Pearsonovo y%(v), i) Studentovo t(v),

k) Fisher-Snedecorovo F (v, vs).

Priklad 6.16. Méstska rada se sklada ze Ctyf liberalt a Ctyt konzervatived. Tri
¢lenové rady jsou nahodné vybrani do komise. Necht X udava potet vybranych
liberalti. Urete pravdépodobnostni funkci nadhodné veli€iny X a spoctéte stiedni
hodnotu.

Priklad 6.17. Nahodné bez opakovani zvolime tfi ¢isla z 1,2,...,9. Nechf X
udava nejvetsi z téchto tii Cisel. Urete stiedni hodnotu E(X).

Priklad 6.18. Predpokladejme, ze v ur€ité populaci méa nahodna veli¢ina X uda-
vajici pocet telefoni v jedné domacnosti pravdépodobnostni funkci p zadanou
nasledujici tabulkou.

2 1] 2] 3] 45
0,35 | 0,45 | 0,15 | 0,04 | 0,01

Urcete stiedni hodnotu a smérodatnou odchylku nahodné veli¢iny X .
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Priklad 6.19. Nechf X a Y maji simultanni rozdéleni s pravdépodobnostni funkci
zavedenou v nasledujici tabulce.

gyl 11213

0 0 | 17212
0 [ 131 0 |13
1/6 | 0 0 || /6

/6 | 173 |12 1

W N~ R

Urcete kovarianci C(X,Y") a korelacni koeficient p. Rozhodnéte, zda X a Y jsou
nezavislé ndhodné veliiny.

Priklad 6.20. Hodnoty pravdépodobnostni funkce nahodnych veli¢in X a Y jsou
zapsany v nasledujici tabulce.

x 0| 1|2
px(z) | 06]03]01] 0 | 0

py(z) | 0,1]03]03]0,1]0,2

Vypoctéte EX, EY, DX a DY
Piiklad 6.21. Necht E(X?) = 65 a E(X) = 7. UrCete smérodatnou odchylku

nahodné veli¢iny X .
Priklad 6.22. Necht E(X) = 3 a E[X (X — 1)] = 6. Ur&ete rozptyl D(X).

Priklad 6.23. Jedenkrat hodime osmi kostkami. Vypoctéte stiedni hodnotu a sme-
rodatnou odchylku souctu ok padlych na vSech osmi kostkach.

Priklad 6.24. Osoba ma Ctyfi podobné klice, z nichz pouze jednim miize oteviit
dvefe své kancelafe. Nahodné, bez opakovani zkousi tyto klice. Nechf nahodna
veli¢ina X udava pocet klich, které osoba musela vyzkouset, nez odemkla svou
kancelar (vCetné klice, kterym kancelar odemkla).

a) Urcete pravdépodobnostni funkci ndhodné veli¢iny X
b) Vypoctéte stiedni hodnou a smérodatnou odchylku X.

¢) Stanovte pravdépodobnostni funkci X za predpokladu, ze osoba vybira klice
nahodng, s opakovanim.

Priklad 6.25. V osudi jsou 3 bilé a 6 Cernych kouli. Naraz nahodné vybereme
¢tyfi koule. Nechf X udava pocet takto vytazenych bilych kouli. Vypo&téte stiedni
hodnou a rozptyl ndhodné veliiny X .
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Priklad 6.26. Nechf X a Y maji simultanni rozdéleni definované nasledujici ta-
bulkou hodnot pravdépodobnostni funkce.

yl ol 1] 2

02]011]03

2

2 00202

Vypoctéte kovarianci C( X, Y') arozptyl D(X -+ Y'). Rozhodnéte, zda X a Y jsou
nezavislé.
Priklad 6.27. Necht D(X) = D(Y) = C(X,Y) = 1. Vypottéte

a) D(B—X), b) C(X,X),

¢) DX +4), d) CX,X 1Y),

&) DIX—V), f) DUAX +Y —7),
Priklad 6.28. Nechf X a Y jsou nezavislé nahodné veli¢iny s oy = oy = 1.
Vypoctéte

a) D2X+Y), b)) CR2X+Y,X-Y)

¢ Pxys d) puv,kdeU =2X+4+Y,V=X-Y.

Priklad 6.29. Nechf ndhodné veli¢iny X a Y maji simultanni pravdépodobnostni
funkeci

a) p($7y) - %7 ($7y) S {(070) (17 1)7 (2,2)},jinakjep(x,y) =0.
b) p($7y) - %7 ($7y) € {(072) (1 1)7 (2,0)},jinakjep(x,y) =0.
c) p($7y) - %7 ($7y) S {(070) (17 1)7 (2,0)},jinakjep(x,y) =0.

Vypoctéte korelacni koeficient X a Y. Dale ovéite, zda X a Y jsou nezavislé
nahodné veliCiny.

)
) )
)

Priklad 6.30. Simultanni pravdépodobnostni funkce nahodnych veli¢in X aV je
zadana nasledujici tabulkou.

(z,y) | (LD (A2 ]33] 21 (22)](23)
plz,y) || 215 | 415 | 3/15 | 115 | 1/15 | 4/15

Jinak je funkce p(x,y) = 0. Naleznéte korela¢ni koeficient p. Ovéite, zda X a YV
jsou nezavisle.
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Priklad 6.31. Necht korelatni koeficient p nahodnych veli¢in X a Y existuje.
Ukazte, ze —1 < p < 1. [Vezméte v uvahu diskriminant nezaporné kvadraticke
funkce g(v) = E{[(X — u1) + v(Y — p2)]?}, kde realné &islo v neni funkei X
ani Y]

Priklad 6.32. Nechf X, X, a X jsou nezavislé nahodné veliiny, pro které plati
EX, =1, EX, =2 EX =3,DX, =4, DX, =5, DX = 6. Polozme Y =
X1+ X, Z = Xy, — X. Vypoctéte korelacni koeficient py,z, parcialni korelacni
koeficient py 7 x a koeficient mnohonasobné korelace px,(v,z).

Priklad 6.33. Necht pro nahodné veli¢iny Y a Z plati P(Y = 0,
0,LPY =0,Z2=1)=0,2PY =1,Z=0)=0,3PY =1
0, 4. Vypoctéte korelacni koeficient py z.

Priklad 6.34. Nechf nahodné veli¢iny X a Y maji sdruZenou hustotu
L, (z,y) €(0,3)
1

fley) =192, @y e
0, jinak.

X
X

Vypoctéte korelacni koeficient pxy. (Dopliiyjici tloha: takto zadanou hustotu
nalrtnéte a oveéite, zda skuteCn€ ma vlastnosti, které ma hustota mit. Ovéite tyto
vlastnosti 1 u spoctenych marginalnich hustot.)

Priklad 6.35. Nechf X, X, a X3 jsou nahodné veli¢iny s kone¢nymi druhymi
momenty a s kladnymi rozptyly. Ozna¢me p;; korelacni koeficient mezi X; a X},
(1,j=1,2,3). Dokazte, ze plati

przpis — [(1 = pi)(1 = pis)]/ < pas < prapas + [(1 — pTp) (1 = pia)]"/*.
Priklad 6.36. Nechf nahodné veli¢iny X a Y maji sdruzenou hustotu

'CCP — .o
/@) {O, jinak.

Vypoctéte marginalni hustoty veli€éin X a Y, dale vypoctéte EX EY, DX, DY
ApPxXY-
Priklad 6.37. Dokazte, ze pro koeficient mnohonasobné korelace plati

o det(var(Y, Xy,..., X,))
Prx = det(var(Xy,..., X)) ’

za predpokladu, ze variantni matice var(Y, X;,..., X,,) je regularni, pficemz
X = (X1,..., X,

34



Priklad 6.38. Necht X a Y jsou nahodné vektory o rozmérechm x lan x 1, a
a b jsou realné vektory o rozmérech m x 1 an x 1. Dokazte, ze pro kovariancni
matici plati

cov(X —a,Y —b) = cov(X,Y).

Priklad 6.39. Dokazte, ze cov(X,Y) = E(XY') — (EX)(EY)".

Priklad 6.40. Nechf X = (X, X,,...,X,) je ndhodny vektor a uvazujme
nahodné veliCiny Y; = X1, Y, = X; — X;_1, ¢ = 2,3,...,n. Najdéte variancni
matici var(X) = var(Xi, Xo,...,X,) za pfedpokladu, ze nahodne veliiny Y;
jsou navzajem nezavislé a kazda z nich m4 stejny rozptyl o2.

Priklad 6.41. Nechf X = (X, Xy,...,X,) je nahodny vektor a uvazujme
nahodné veli¢iny V) = X5, V; = X; — X;_1, ¢ = 2,3,...,n. Najdéte varian¢ni
matici var(Y) = var(Yy,Ys,...,Y,) za predpokladu, ze nahodné veliCiny X
jsou navzajem nezavislé a kazda z nich ma stejny rozptyl o2.

Priklad 6.42. Nechf X, X5, ..., X, jsou ndhodné veli¢iny, které maji stejny roz-
ptyl 2. Polozme 7, = X, a Zyy — pZ; taproi = 1,2,...,n— 1, kdeaap
jsou realna Cisla. Najdéte varian¢ni matici var(Z) = var(Zy, Zs, ..., %,).

Priklad 6.43. Nechf A je symetricka matice a X je nahodny vektor. Dokazte, Ze
E(X'AX) = tr[AE(X X')], kde tr(A) znagi stopu matice A.

Priklad 6.44. Nechf X, X,,..., X, jsou nezavislé stejné rozdélené_ nahodné
veli¢iny se stejnymi stfednimi hodnotami p a rozptyly 0%, 03,...,02, X jejejich

pramér. Spoctéte D(X).

Priklad 6.45. Nechf X, X,,..., X, jsou nezavislé stejné rozdélené nahodné
veli¢iny se stejnymi stfednimi hodnotami 1 a rozptyly o7,03, ..., 0. Dokazte,

ze >0 (X; — X)?/[n(n — 1)] je nestrannym odhadem D(X).

Priklad 6.46. Nechf nahodné veli¢iny X, X,, ..., X,, maji stejné stiedni hod-
noty /i, stejné rozptyly o2 a korelace libovolného paru téchto riznych nahodnych

veli&in je rovna konstanté p. Najdéte D(X) a ukaZzte odtud, ze =L < p < 1.

Priklad 6.47. Nechf X, X, X,, ..., X,, jsou nezavislé stejné rozdélené ndhodné
velitiny s rozd€lenim N (u, o%). Polozme

L d (X=X

—1
" i=1

DokaZzte, ze S? je nestrannym odhadem o2

35



Priklad 6.48. Nechf X, X, X,, ..., X,, jsou nezavislé stejné rozdélené ndhodné
veli¢iny s rozdélenim N (u, 0%). Polozme

n—1

1 2
Q= =1 Z(Xz'—l - Xi)".

i=1

a) Dokazte, e var(S?) = 22-

n—1"

b) Dokazte, Ze ) je nestranny odhad parametru o2,

Priklad 6.49. Nechf nahodné veliiny X a Y maji stejny rozptyl. Dokazte, ze
C(X +Y,X —Y) = 0. Najdéte protipiiklad, kterym ukazete, ze z nulovosti této
kovariance neplyne nezavislost téchto nahodnych veliin.

Priklad 6.50. Nechf kazda z nahodnych veli¢in X a Y nabyva pouze hodnot 0
al,pficemz P(X =4,Y = j) =p;;, i = 0,1, j = 0, 1. Dokazte, ze tyto veliCiny
jsou nezavislé prave tehdy, kdyz C(X,Y) = 0.

Priklad 6.51. Nechf nahodna veli¢ina X ma symetrickou hustotu (f(—z) =
f(x)) anulové stiedni hodnoty. Predpokladejme navic, ze existuji jeji 3. momenty.
Dokazte, ze C(X, X?) = 0.

Priklad 6.52. Nechf hustota nahodnych veli¢in X, Y a Z ma tvar
fley,z) =gl +ayz), —1<zyz<L
Dokazte, ze tyto veliCiny jsou po dvou nezavislé, ale nejsou vzajemné nezavisle.

Priklad 6.53. Nechf nahodné veli¢iny X, X,, ..., X,, maji stejné stiedni hod-
noty x a jsou stochasticky nezavislé. Polozme

Ql — Z(XZ - 7)27
i—1
Q2 = (X — X2)2 + (X — X3)2 + (X — Xn)2 + (X, — X1)2-
Dokazte, ze
3Q1 — Q2

B {m} ~ ar(X).
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Priklad 6.54. Nechf X je nahodny vektor o rozmérech 3 x 1,

var(X)

[USIE N

2
3
0

o W

a) Polozme 7 = X; — 2X, + X3. Najdéte D(7)

b) Najdéte varian¢ni matici var(Y') = var(Yy, Ys)  kdyzY; = X+ XsaY; =
X+ X+ X5,

Priklad 6.55. Nechf X1, X5, ..., X,, jsou nezavislé ndhodné velitiny se stejnym
rozdélenim N(0,0%) a A a B jsou symetrické realné matice o rozmérech n x n,
X = (X, Xs, ..., X,,) je ndhodny vektor. Dokazte, ze cov(X'AX, X'BX) =
20tr(AB).
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Kapitola 7

Nahodné vektory

Priklad 7.1. Nahodny vektor (X, Y')’ ma rovnomérmé rozdéleni na kruznici o rov-
nici 22 + y? = 1.

a) Naleznéte marginalni hustoty ndhodné veli¢iny X a ndhodné veli¢iny Y.

b) Vypoctéte EX, EY, DX, DY

¢) Rozhodnéte, zda jsou X a Y nezavislé.
Priklad 7.2. Nahodny vektor (X, Y)’ ma rovnomérné rozdéleni na oblasti:
Copr =1

a) Naleznéte marginalni hustotu ndhodné veliiny X .

b) Naleznéte marginalni hustotu ndhodné veliCiny Y.

¢) Vypoctéte EX, EY .

d) Vypoctéte C(X,Y'). PresvédCte se, ze nahodné veliciny X a Y jsou neko-

relovang, ale zavisle.

Priklad 7.3. Nahodny vektor (X, Y, Z)" ma hustotu f(x,y, z) rovnou konstanté
c, kdyz x? + y? + z? < 1. Jinak je hustota (X, Y, ) rovna 0.

a) Stanovte konstantu c.

b) Naleznéte marginalni hustoty nahodnych veli¢in X, Y, 7.

¢) Naleznéte marginalni hustoty vektord (X, Y) a (X, 7).

d) Vypottéte EX,EY,EZ, DX,DY,DZ,C(X,Y) avar(X,Y, Z)'.
Priklad 7.4. Hustota nahodného vektoru (X, YY)’ je tvaru

Fny) — (14 azx)(1 +ay) —ale ¥V~ %Y x>0,y >0,
’ 0, jinak,

kde 0 < a < 1. UrCete
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a) marginalni hustoty ndhodnych veli¢in X, Y.
b) distribuéni funkei (X,Y)".
¢) stiedni hodnoty EX, EY', rozptyly DX, DY a kovarianci C(X,Y).
Priklad 7.5. Hustota nahodného vektoru (X, YY)’ je tvaru
24%y(1 —x), O<zx<1,0<y<]1,
[, y) = { y
0, jinak.

a) Naleznéte marginalni hustotu ndhodné veliiny X .
b) Naleznéte marginalni hustotu ndhodné veliCiny Y.

c) Dokazte, ze jsou X a Y nezavislé.

Priklad 7.6. Nechf fx(x) a fy(y) jsou hustoty, Fx(x) a Fy(y) pfislusné dis-
tribu¢ni funkce, |a| < 1. DokaZte, ze

a) fr,y) = fx(@)fy(y) {1 +a[2Fx(x) — 1] [2Fy(y) — 1]} je hustota na-
hodné vektoru (X, Y).

b) hustota nahodneé veliCiny X, resp. Y je rovna fx(x), resp. fy (x)

Priklad 7.7. Nechf X a Y jsou nezavislé nahodné veli¢iny s normalnim rozdéle-
nim N(O,1). Vypottéte P (X2 + Y2 < r?).

Priklad 7.8. Hustota nahodného vektoru (X, YY) je rovna

24xy(1 —2?), 0<xr<1,0<y<1,
[l y) = { y
0, jinak.

Dokazte, ze jsou X a Y nezavisle.

Priklad 7.9. Hustota nahodného vektoru (X, YY)’ je rovna

—z(14y)

xe , x>0,y >0,
'CCP — .o

/@y {O, jinak.

Najdéte marginalni hustoty nahodnych veli¢in X a Y.

Priklad 7.10. Hustota nahodného vektoru (X, Y') je rovna

2PN y—x)? le¥
fay) = Tor@ o VSIS,
0, jinak.

Najdéte marginalni hustoty nahodnych veli¢in X a Y.
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Priklad 7.11. Nahodné veli€iny X a X, jsou nezavislé a X; ~ Ro(0,1),7 = 1, 2.
Stanovte distribu¢ni funkci nahodné veliCiny

X
yo X1
Xi+ Xy

Priklad 7.12. Nechf X, a X, jsou nezavislé nahodné veliginy a X; ~ N(0, 0?),
i = 1,2. Vypoctéte hustotu nahodné veliCiny Y = max(| X, |, | X3|).

Priklad 7.13. Nechf X a X jsou nezavislé nahodné veli¢iny a X; ~ Ro(— %, %),
© = 1, 2. Najdéte hustotu ndhodné veli¢iny ¥ = X; + X5,

Priklad 7.14. Nechf X a Y jsou nezavislé nahodné veliCiny s hustotami
f () 1/11 29 |$|<17 f() O, I’SO
xr)=4¢ ™VIT¥ xr) =
* 0, lz| > 1, v re= 2 x> 0.
Dokazte, ze nahodna veli¢ina XY ma normalni rozdéleni.

Priklad 7.15. Nechf X, a X, jsou nezavislé nahodné velitiny a X; ~ N(0, 0?),
i = 1,2. Dokazte, ze nahodna veli¢ina Y = X /X, ma Cauchovo rozdéleni.

Priklad 7.16. Nahodné veliCiny X; a X, jsou nezavislé a stejné rozdé€lené s hus-

totou f1(x) = fa(x) = 752 UrCete

a) konstantu c.
b) hustotu nahodné veliCiny Y = X, /X5,

Priklad 7.17. Nechf X a X, jsou nezavislé nahodné veli¢iny a X; ~ Ex()\;),
i = 1,2, A\; # Ay. Dokazte, Ze hustota nahodné veli¢iny Y = X; + X, je rovna

efkly_eszy
I T
0, y <0.
Naleznéte hustotu Y pro piipad \; = ;.

Priklad 7.18. Nechf nahodny vektor (X, X») mahustotu f(x, x,)(z,y). Vypoctéte
hustotu sou¢inu X X, a hustotu podilu X, /X5.

Priklad 7.19. Hustota nahodného vektoru (X, X5) je rovna

ZC1+ZU2, OSZLjSl,OSZL’QSl,

flwr ) = {O, jinak.

Vypoctéte hustotu ndhodné veli¢iny ¥V = X + X,

40



Piiklad 7.20. Nechf (X, X5) ~ Ny(0,0,0%,02,p), 02 # 02, Y, = X cosa +
Xosina, Y, = — Xy sina + X, cos a, kde a je dana realna konstanta.

a) Naleznéte hustotu (Y7, Y3).

b) Dokazte, Ze kdyz tan? o — ip;’_lgzz , jsou nahodné veliiny Y7 a Y, nezavislé.
1 2

Priklad 7.21. Nechf (X, X5) ~ Ny(0,0,0%, 03, p). Odvodte hustotu ndhodné
Veliéiny Y = Xl/XQ.

Priklad 7.22. Nechf nahodny vektor (X, Y') ma dvourozmérné normalni rozdélent,
pficemz EX = EY = 0, EX? = EY? = 1a EXY = p. DokaZte, Ze

E(max{X,Y}) =

—]
—\:']
RS
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Kapitola 8
Marginalni a podminéna rozdéleni

Priklad 8.1. Nechf nahodné veli¢iny X, X, maji simultanni hustotu f(xy, xs) =
x1+22,0 <21 < 1,0 <2y < 1, 0jinak. Naleznéte podminénou stiedni hodnotu
a podminény rozptyl X, za podminky X; = 21,0 < 2; < 1.

Piiklad 8.2. Nechf f(x|xe) = c1m1 /22,0 < 11 < 22,0 < 1o < 1l a f(my|xy) =
0 jinak, resp. fo(w2) = c225,0 < 29 < 1 a f(x3) = 0 jinak, zna&i podminénou
hustotu X za podminky X, = x9, resp. marginalni hustotu X,. Stanovte

a) konstanty c; a ¢,

b) simultanni hustotu X; a X,

C) P<i<X1<%|X2:§>,

d)y P(3<X1<3).
Piiklad 8.3. Necht f(x, 7o) = 212222,0 < 1y < 1y < 1l a f(xy, 75) = 0 jinak,

je simultanni hustota X; a X5. Vypoctéte podminénou stfedni hodnotu a rozptyl
X; za podminky Xy = 25,0 < 25 < 1.

Priklad 8.4. Nechf X, a X, jsou diskrétni nahodné veli¢iny se simultanni prav-
dépodobnostni funkci

plar, x2) = (11 + 2x2) /18, (21, w2) € {(1,1),(1,2),(2,1),(2,2)}.

Naleznéte podminénou stfedni hodnotu a podminény rozptyl X, za podminky
Xl =T,T1 € {1, 2}

Priklad 8.5. Z balicku bridzovych karet je nahodné bez vraceni vytazeno 5 ka-
ret. Nechf X, X, a X3 oznacuji poCet #, resp. pocet Q. resp. pocet v takto
vytazenych 5 kartach.

a) Urcete simultanni pravdépodobnostni funkci X, X; a Xj.
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b) Naleznéte marginalni pravdépodobnostni funkce X, X, a X3.

¢) Jaka je simultanni podminéné rozdéleni X, a X3 za podminky X; = 3?

Priklad 8.6. Simultanni pravdépodobnostni funkce nahodnych veli¢in X; a X,
je zadana nasledujici tabulkou.

(r,y) |00 ] O]9 0D |20 | 2D
flx,y) || V18 | 3/18 | 4/18 | 3/18 | 6/18 | 1/18

Jinak je funkce f(x,y) = 0. Naleznéte marginalni pravdépodobnostni funkce
a ob€ podminéné stfedni hodnoty.

Priklad 8.7. Nechf f(x), resp. F'(x), znali hustotu, resp. distribu¢ni funkei, na-
hodné velic¢iny X. Podminéna hustota X za podminky X > x4, kde x; je dané
realné Cislo, je definovana jako f(x| X > x9) = f(x)/[1 — F(xo)],m0 < x a0
jinak. Tato podminénd hustota je ¢asto uzivana pro popis ¢asu do umrti, pokud
vime, ze jedinec piezil az do Casu x.

a) Ukazte, ze f(x| X > o) je hustota.
b) Nechf f(z) =e™*,0 <z < oo)a f(x) = 0jinak. Vypottéte pravdépodob-
nost P (X > 2| X > 1).

Priklad 8.8. Nechf f(x,y) =2, 0 <z < y,0 <y < la f(x,y) = 0jinak, je
simultanni hustota nahodnych veli¢in X a Y.

a) Vypoctéte podminené stfedni hodnoty ndhodnych veliin X a Y’
b) Ukazte, Ze korelaéni koeficient X a Y je p = 1/2.
¢) Vypoctéte rozptyl podminéného rozdéleni Y za podminky X = x a rozptyl

podminéného rozdéleni X za podminky ¥V = 3.

Priklad 8.9. Predpokladejme, ze osoba odchazi do prace rano mezi 8:00 a 8:30
a do své kancelare se z domu dopravi za 40 az 50 minut. Oznaéme X dobu od-
chodu a Y dobu cesty. Predpokladejme, Ze jsou tyto nahodné veliCiny nezavislé
a maji rovnhomérné rozdéleni. UrCete pravdépodobnost, ze osoba pfijde do kan-
celafe pred 9:00.
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Kapitola 9

Charakteristicka funkce

Priklad 9.1. Nechf ndhodna veli¢ina X nabyva hodnot 1 a -1, kazdé s pravdépo-
dobnosti 1/2. Urcete charakteristickou funkci X .

Priklad 9.2. DokaZte, Ze funkce 1)(t) = cos? t je charakteristickou funkei a ur&ete
pfislusné rozdéleni pravdépodobnosti.

Priklad 9.3. Nechf nahodn4 veli¢ina X nabyva hodnot -1, 0, 1, kazdou s pravdé-
podobnosti 1/3. UrCete charakteristickou funkei X.

Priklad 9.4. Vypoctéte charakteristickou funkci rozdéleni Ro(0, 1), Ro(a, 3),
N(0,1), N(u, %), Ex(A), x*(v), A(0), Bi(n, 0), Po().

Priklad 9.5. Nechf X, ..., X,, jsou nezavislé nahodné veli¢iny, pfi¢emz kazda
z nich nabyva hodnot 1 a -1 s pravdépodobnostmi 1/2. Vypoctéte charakteristic-
kou funkci nahodné veli€iny S, = X; 4+ ... + X,,.

Priklad 9.6. Dokazte, ze pro kazdé piirozené n je 1) (t) = cos™ ¢ charakteristickou
funkei.

Priklad 9.7. Nechf X, a X, jsou nezavislé stejné rozd&lené nghodné veli¢iny
s charakteristickou funkci ¢)(t). Urcete charakteristickou funkci nahodné veli¢iny
X1 — Xs.

Priklad 9.8. Dokazte, Ze je-li ©)(t) charakteristicka funkce, pak [¢)(¢)|* je také
charakteristickou funkei.

Priklad 9.9. Dokazte, Ze pokud je charakteristicka funkce ¢/(¢) nahodné veli¢iny
X absolutné integrovatelna, tj.

/ @l < oo,

o9}
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pak nahodna veli¢ina X ma hustotu f(x), pficemz

r@ =5 [ et

:§ N

Priklad 9.10. Uved'te piiklad zavislych nahodnych veli¢in X a Y, pro které je
charakteristicka funkce souctu X + Y shodnéd se souCinem charakteristickych
funkci veli¢in X a V.
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Kapitola 10

Z.akon velkych cisel

Priklad 10.1. Nahodna veli¢ina X ma stfedni hodnotu F(X') = 1 a smérodatnou
odchylku ¢ = 0, 2. Pomoci CebySevovy nerovnosti odhadnéte pravdépodobnost,
7e 0,5 < X < 1,5.

Priklad 10.2. (Pravidlo ,.tfi ¢”) Odhadnéte pravdépodobnost toho, ze odchylka
libovolné ndhodné veli€iny od jeji sttedni hodnoty nebude vétsi nez tfi smérodatné
odchylky této veli€iny.

Priklad 10.3. Smérodatna odchylka chyby méfeni kurzu letadla je o = 2°. Pred-
pokladejme, Ze stfedni hodnota chyby méfeni je rovna nule. Odhadnéte pravdépo-
dobnost toho, Ze chyba pfi daném méteni kurzu letadla bude vétsi nez 56°.

Priklad 10.4. Pomoci Cebysevovy nerovnosti urlete pravdépodobnost, Ze re-
lativni Cetnost padnuti lice pii stech hodech minci se 1i$i od pravdépodobnosti
padnuti lice nejvyse o 0,1. Vysledek porovnejte s pravdépodobnosti ziskanou
vyuzitim Moivre-Laplaceovy véty.

Priklad 10.5. Pravdépodobnost jevu A v kazdém pokuse z n nezavislych pokust
jep=1/3.

a) Pomoci Cebysevovy nerovnosti odhadnéte pravdépodobnost, Ze odchylka
relativni Cetnosti jevu A od jeho pravdépodobnosti je v ptipade, ze bylo pro-
vedeno n = 9000 pokust, v absolutni hodnoté nejvyse 0,01. Ziskany odhad
porovnejte s vysledkem vypoctenym pomoci Moivre-Laplaceovy véty.

b) Reste ulohu a) pro n = 75000 pokusa.

¢) Pomoci Cebysevovy nerovnosti stanovte nejmensi poet pokuss, pii kterém
bude s pravdépodobnosti alespon 0,99 odchylka relativni Cetnosti jevu A od
jeho pravdépodobnosti p nejvyse 0,01.

d) Ulohu c) feste pomoci Moivre-Laplaceovy véty.
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e) Pomoci Ceby3evovy nerovnosti stanovte maximalni absolutni hodnotu od-
chylky relativni Cetnosti jevu A od jeho pravdépodobnosti, kterou je mozné
ocekavat s pravdépodobnosti alespoii 0,99, kdyz bylo provedeno 12100 po-
kust.

f) Ulohu e) feste pomoci Moivre-Laplaceovy véty.

Priklad 10.6. Rozptyl kazdé z 2500 nezavislych nahodnych veliCin je nejvyse 5.
Odhadnéte pravdépodobnost, ze odchylka aritmetického primeéru t€chto nahod-
nych veli¢in od aritmetického primeéru jejich stfednich hodnot nebude vétsi nez
0,4.

Priklad 10.7. Technicka kontrola proveruje soubor pfistrojli. S pravdépodobnosti
0,01 mize mit kazdy pfistroj vadu A a nezavisle na tom s pravdépodobnosti 0,02
muze mit vadu B. V jaky mezich bude prakticky jisté stanoven pocet vadnych
vyrobku v souboru o tisici kusech, pokud za dostate¢nou pravdépodobnost bereme
0,9977

Priklad 10.8. DokaZte nasledujici zobecnéni Cebysevovy nerovnosti.

a) Diskrétni ndhodnd veli€ina X nabyva nezapornych hodnot. Potom pro libo-
volna kladna Cisla a a « plati nerovnost

B(X®)

P(X >a) < , pokud E(X®) existuje.

b) Rozsiite pfedchozi zobecnéni na libovolné spojité nezaporné ndhodné veli-
¢iny.
Priklad 10.9. Dokazte, ze pokud je f(x) nezaporna funkce nabyvajici pii x > a
hodnot alespon b > 0 a pokud existuje E( f(X)), pak

E(/ (X))
T
Piiklad 10.10. DokaZte, 7e pokud existuje E(e?), kde a je konstanta, pak

E(eaX) .

eCl,E

P(X >a) <

P(X >¢) <

Priklad 10.11. Dokazte, ze pro libovolnou nahodnou veli¢inu X pfi libovolném
a > 0 plati nasledujici odhady shora i zdola pro P (| X| > «).

a) P(|X|>a) < E%j)()), pokud f(x) je nezaporna a pro a > 0 neklesajici
funkce.

b) P(|X|>a) > w, pokud f(x) je suda nezaporna a pro kladné x
neklesajici ohrani¢ena funkce, f(x) < k.

¢c) P(|X|>a)> W, pokud je podminka ohraniCenosti funkce f(x)

nahrazena podminkou ohrani¢enosti X, | X| < M.
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Kapitola 11

Statistika

Priklad 11.1. Necht X,..., X,, je ndhodny vybér rozsahu n z rozdéleni s hus-
totou f(z;0) = 27/’ 0 < x < 00, 0 < 6 < oo, 0 jinak. Ukazte, ze X je
nestrannym odhadem ¢ a ma rozptyl 602 /n.

Priklad 11.2. Nechf X,..., X,, je ndhodny vybér rozsahu n z normalniho roz-
déleni N(0,0), 0 < < co. Ukazte, ze ), + X? je nestrannym odhadem 6 a ma
rozptyl 202 /n.

Priklad 11.3. Necht Y] a Y, jsou nezavislé nestranné odhady . Piedpokladejme,
ze rozptyl Y, je dvojnasobkem rozptylu Y. Stanovte konstanty %y a &, tak, aby
kY] + kY5 byl nestrannym odhadem s nejmens$im moznym rozptylem.

Priklad 11.4. Necht X,..., X,, je ndhodny vybér rozsahu n z rozdéleni s hus-

totou
a) f(x;0)=0%/xl,x=1,2,..., 0 <0 < o0, 0jinak, pficemZ
f(0;0) =1
b) f(x;0) = 0210 <2 <1, 0<0 < oo, 0jinak.
¢) f(x:0) = (1/0)e/° 0 < & < 00, 0 < 0 < 00, 0 jinak.
d) f(x;0) = %e"m_‘g', —o00 < 0 < 0.
e) f(x;0) = e =9 0 < < 00, —00 < 0 < o0, 0jinak.

Naleznéte maximaln€ vérohodny odhad 0 parametru 6.

Priklad 11.5. Nechf X, ..., X,, je ndhodny vybér z rozdéleni s hustotou
f(x:01,05) = (1/6:)e™@00/%2 g, < 4 < 00, —00 < by < 00,0 < 0, < 0,

f(x;01,02) = 0 jinak. Naleznéte maximaln€ vérohodné odhady parametra 64, 0.
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Priklad 11.6. Paretovo rozdéleni se Casto uziva pro modelovani piijmt a ma dis-
tribuéni funkci F'(z;01,05) = 1 — (01/2)%2,0, < 2, 0jinak, kde 0 < 0, a0 < 0.
Oznaluje-li Xy, ..., X,, ndhodny vybér z tohoto rozdéleni, naleznéte maximalné
veérohodné odhady parametri 6y, 6.

Priklad 11.7. Nechf Y, je statistika takova, ze lim E(Y,,) = #a lim D(Y,,) = 0.

n— 0 n— 0

Dokazte, ze Y, je konzistentni odhad 6.

Priklad 11.8. Pro kazdé rozdéleni z prikladu 11.4 naleznéte metodou momentd
odhad parametru ¢ a ukazte, ze je konzistentni.

Piiklad 11.9. Nechf pozorovani priméru X nahodného vybéru rozsahu 20 z roz-
déleni N(1, 80) je 81,2. Stanovte 95%-ni interval spolehlivosti pro .

Piiklad 11.10. Nechf X je aritmeticky primér nahodného vybéru rozsahu n
z rozdéleni N(y, 9). Naleznéte n takove, aby piiblizné platilo

P(X-1<p<X+1)=009.

Priklad 11.11. Z realizace nadhodného vybéru rozsahu 17 z rozdéleni N{u,o?)
bylo vypolteno T — 4,7 a s — 5, 76. Ur&ete 90%-ni interval spolehlivosti pro u.

Priklad 11.12. Necht X7, ..., X, je ndhodny vybér rozsahu 9 zrozd&leni N(p, o2).

a) Je-li o zname, naleznéte délku 95%-niho intervalu spolehlivosti pro . zalo-
zeného na nahodné veli¢ing v/9(X — u)/o.

b) Je-li 0 neznamé, vypoctéte stredni hodnotu deélky 95%-niho intervalu spo-
lehlivosti pro y zalozeného na nahodné veliging v/8(X — 1)/S.

¢) Porovnejte obé tyto odpovédi. [Rozepiste E(S) = (o /+/n)E(y/nS?/c?).]

Priklad 11.13. Nechf X,..., X,,, X,, 1 je nahodny vybér rozsahun + 1,n > 1,
z rozdéleni N(u, 0?). Nechf X = 15" X;a 8% = 15" (X; — X)? UrCete
konstantu c tak, aby méla statistika ¢(X — X,,,)/S Studentovo ¢ rozdéleni. Pro
n = S urlete k tak, aby P (X — kS < Xy < X + kS) = 0,8. Pozorovany inter-
val (T — ks, T + ks) se Casto nazyva 80%-ni predikéni interval pro Xg.

Priklad 11.14. Nechf Y ~ Bi(300, p). Je-li y = 75 pozorovani nahodné veli¢iny
Y, stanovte ptiblizny 90%-ni interval spolehlivosti pro p.

Priklad 11.15. Uvazujme dva nezavislé nahodné vybéry rozsahu 10, z rozdéleni
postupné N(uy,02) a N(ug, 02). Z jejich realizaci bylo vypotteno 7 = 4,8, s? =
8,64, = 5,6, s3 = 7,88. Stanovte 95%-ni interval spolehlivosti pro pi; — ja.
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Priklad 11.16. Necht Y, Y5 jsou nezavislé nahodné veliiny a Y ~ Bi(100, p;),
Y ~ Bi(100, ps). Jejich pozorovani jsou y; = 50 a y, = 40. Stanovte piiblizny
90%-ni interval spolehlivosti pro p; — po.

Piiklad 11.17. Necht X a Y jsou aritmetické priiméry dvou nezavislych nahod-
nych vybérd rozsahu n z rozdéleni postupné N(uy, 0?) a N(uy, 0?), pficemz roz-
ptyl 0% je znamy. Naleznéte n takové, Ze

P(X-Y—0/5<pm—p<X-Y+0/5)=0,09.

Priklad 11.18. Nechf 8,6;7,9; 8.3;6,4; 8,4, 9.8, 7,2; 7.8; 7,5 je realizace nahodné-

ho vybé&ru rozsahu 9 z rozd&leni N(8,02). Stanovte 90%-ni interval spolehlivosti
2

pro o*.

Priklad 11.19. Nechf X;,...,X,, je ndhodny vybér rozsahu n z normalniho
rozdéleni N(u, o). Necht 0 < a < b. Ukazte, ze stiedni hodnota délky nahodného

intervalu . .
<% Z(Xz - M)Qy é Z(Xz - M)2>

i=1 i=1

je (b—a)ne.

Priklad 11.20. Z realizace nadhodného vybéru rozsahu 15 z rozdéleni N(u,o?)
bylo vypotteno T — 3,2 a s2 — 4, 24. Stanovte 90%-ni interval spolehlivosti pro

o?.

Priklad 11.21. Z realizace dvou nezavislych ndhodnych vybéri rozsahu ny = 16,
resp. ny — 10, z rozdéleni N{uy, o), resp. N{uq, 02), byly vypolteny hodnoty
T =3,6ast=4,14,7 = 13,6 a s2 = 7,26. Stanovte 90%-ni interval spolehli-
vosti pro 02 /c%, jsou-li parametry p; a ji, neznamé.

Priklad 11.22. Rozeberte problém stanoveni intervalu spolehlivosti pro podil roz-
ptylG 02 /0% dvou neznamych rozptyld dvou nezavislych normélnich rozdéleni,
jsou-li parametry fi; a po Zzname.

Priklad 11.23. Nechf S%, resp. S2, znali vybé&rovy rozptyl vybéru rozsahu n,
resp. m, z dvou nezavislych normalnich rozdéleni N(puy,0?), resp. N(ua,0?).
Vyuzijte toho, ze

(nS? +mS3)/o* ~ x*(n +m — 2),

pro nalezeni intervalu spolehlivosti pro neznamy rozptyl o2

Priklad 11.24. Nechf X,,..., X o je ndhodny vybér rozsahu 10 z normalniho
rozdéleni N(0, 0?). Naleznéte nejlepsi kriticky obor rozsahu o = 0,05 pro tes-
tovani Hy: 02 — 1 proti H;: 0% — 2. Je tento obor i oborem pro testovani Hy:
0% = 1proti H: 0? = 42 Proti H;: 0% = 0% > 1?
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Priklad 11.25. Nechf X,,..., X o je ndhodny vybér rozsahu 10 z normalniho
rozdéleni N(0y, 0;). Naleznéte nejlepsi test jednoduché hypotézy Hy: 6 = 0] =
0,0, = 0, = 1 proti jednoduché alternativé Hy: 0, = 0] = 1,0, = 0, = 4.

Priklad 11.26. Necht X,. .., X,, je nahodny vybér z rozdéleni N(6, 100). Ukazte,
ze C = {(x1,...,2)| c <T= 237" | a;} je nejlepsi kriticky obor pro testovani
Hy: 6 = 75 proti Hy: 8 = 78. Stanovte n a c tak, aby priblizné platilo

P{(Xi,...,X,) € C|Ho} =P {X > | Ho} = 0,05,
P{(X1,...,X,) €C|H} =P {X >¢|Hi} =0,9.

Priklad 11.27. Uvazujme rozdéleni N(f, 4). Jednoduchou hypotézu Hy: § = 0
zamitame a alternativu Hy: # > 0 nezamitame prave tehdy, kdyz pozorovana hod-
nota vybe&rového priméru x vybeéru rozsahu 25 je vétsi nebo rovna 3/5. Stanovte
silofunkci 3(#),0 < 6, tohoto testu.

Priklad 11.28. Uvazujme dvé nezavisla rozdéleni N(pq,400), N(uq,225). Ne-
chf @ — p1 — po. Nechf T a 7 znali pozorované hodnoty vybérovych priméri
dvou nezavislych vybeéri, rozsahu n z téchto dvou rozdéleni. Hypotézu Hy: 6§ = 0
zamitame a alternativu H;: # > 0 nezamitame prave tehdy, kdyzx —y > c. Je-li
3(0) silofunkce tohoto testu, stanovte n a ¢ tak, aby pfiblizné platilo 5(0) = 0,05
a B(10) = 0,9.

Priklad 11.29. Nechf X1,..., Xs5 je ndhodny vybér rozsahu 25 z normalniho
rozdéleni N(f, 100). Naleznéte stejnomérné nejsilngjsi kriticky obor rozsahu o =
0, 1 pro testovani Hy: ¢ = 75 proti Hy: 6§ > 75.

Priklad 11.30. Nechi Xi,..., X,, je nahodny vybér z rozdéleni N(6,16). Na-
leznéte rozsah vybéru n a stejnomerne nejsilngjsi test hypotézy Hy: 6 = 25 proti
alternativé Hy: 0 < 25 se silofunkci 5(0) takovou, ze pfiblizné plati (25) = 0, 1
a3(23) =0,9.

Priklad 11.31. Nechf X,,..., X, aY],..., Y, jsou ndhodné vybéry z nezavislych
rozd€leni N(Ql, (93), resp. N(eg, (94)

a) Ukazte, ze v€rohodnostni pomér pro testovani Hy: 61 = 65, 63 = 0, proti
vSem alternativam je tvaru

m/2

s " S

i=1

{ izn;(xi —ut f:(yi - u)Q} /(m + n)}mﬂn)/y
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b) Ukazte, ze test pomeérem verohodnosti pro testovani Hy: #; = 6,, bez pod-
minky pro ¢, a 6y, proti Hy: 65 # 04, bez podminky pro ¢, a 0, mize byt
zalozen na nahodné veli¢ing

(Xi = X)?/(n—1)

IE

I
—

F="=

Y; =Y)?/(m—1)

-

s
I
—

Priklad 11.32. V osudi se nachazi velky pocCet Cernych a bilych kulicek, které
jsou hmatem nerozliSitelné. Predpokladame, ze pocet Cernych a bilych kulicek je
stejny. Tuto hypotézu piijmeme, jestlize pii vytdhnuti 80 kulicek mezi nimi bude
30—40 cernych kulic¢ek. Jaka je pravdépodobnost chyby 1. druhu?

Priklad 11.33. K ovéfeni neutralni reakce vody bylo odebrano 9 vzorkd. Na Ph-
metru byly zjistény hodnoty 7,2 7,09 6,92 7,18 6,79 6,98 6,86 7,18 7,16. Kolisani
zjisténych hodnot muzeme vysvétlit jednak nehomogenitou vody, z niz bereme
vzorky (jinych 9 vzorki by nejspi$ dalo jinych 9 hodnot) a také nepiesnosti piis-
troje. Zakladni soubor predstavuje vechny mozné vzorky vysetfovaného vodniho
zdroje kombinované se viemi moznymi nahodnymi chybami méfeni.

Testujte hypotézu, ze stfedni hodnota mefené veli€iny je rovna hodnot€ g = 7
(reakce je skutecné neutralni a pfistroj nema systematickou chybu) proti obou-
stranné alternative.

Priklad 11.34. U 12 pacientt byl zjistén krevni tlak vzdy pred podanim (Y) a dvé
hodiny po podani () farmaka. Zajima nas, zda 1é€ivo skute¢n€ zpusobuje snizeni
krevniho tlaku. O veli¢iné X = Y — Z mizeme predpokladat, Ze m& normalni
rozd&leni N(p,o?). Ziskané vysledky pokusu jsou uvedeny dale. UZijte hladinu
vyznamnosti o = 0, 05 a testujte hypotézu Hy: ¢ < 0 proti alternativé Hq: p > 0.
Y | 125|126 | 138 | 117 | 143 | 128 | 146 | 133 | 127 | 135 | 126 | 131
Z || 120 | 124 | 130 | 118 | 140 | 128 | 140 | 135 | 126 | 130 | 126 | 127
X 5 2 8 -1 3 0 6 -2 1 5 0 4

Priklad 11.35. Sestrojte 95% oboustranny interval spolehlivosti pro rozptyl nor-
malné rozdélené ndhodné veli€iny na zakladeé udaji z ndhodného vybeéru 42, 48,
60, 43, 36, 50, 52, 38, 56, 45.

Priklad 11.36. Nahodny vektor X spojitych nahodnych veli¢in X, X;, X5 ma
simultanni hustotu pravdépodobnosti

Fa) — Zas(x1 +x2) 0<a1<1,0<2,<2 0<a3<3,
0 jinak.

Urcete kovarian¢ni matici cov(X).
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Priklad 11.37. Velkoobchod dostava balicky suSenek, o jejichz hmotnosti miize-
me predpokladat, ze ma normalni rozdé€leni s neznamou stfedni hodnotou a sme-
rodatnou odchylkou o = 5|g|. Z velké dodavky, ktera ma byt kontrolovana, bylo
nahodng vybrano 30 bali¢kd, u nichz byla zjisténa primérnad hmotnost X —
150, 4|g]. Urcete, v jakych mezich 1ze ocekavat stfedni hmotnost bali¢ku, jestlize
pozadovana spolehlivost odhadu je 0,95.

Priklad 11.38. Hmotnost vyrobku ma normalni rozdé€leni. Pfesnym méfenim byl
kontrolovan udaj o hmotnosti na obalu vyrobku. Vysledky (skute¢na vaha minus
udana vaha v gramech):

a) -2,-4, -3, -6, -5;
b) -2, -4, -3, -6, -20.

Sveédci vysledky o tom, ze udand hmotnost je zkreslena v neprospéch odbératele
(o = 0,05)? Vysvétlete ptipadny rozdil mezi vysledky obou variant piikladu.

Priklad 11.39. 11 stejné starych selat bylo nahodné rozdéleno do dvou skupin.
Do prvni skupiny jich pfipadlo 6 a tato selata byla krmena dietou A, ve druhé
skuping jich bylo 5 a byla krmena dietou B. Po Sesti mésicich byly vypocteny
primérné denni prirdstky v dkg. Byly ziskany tyto vysledky: Dieta A: 62, 54, 55,
60, 53, 58; dieta B: 52, 56, 49, 50, 51. Je tieba zjistit, zda jsou ob¢ diety stejné
efektivni.
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