
ZÁKLADY UNIVERZÁLNÍ ALGEBRY

Radan Kuèera

1. Opera
e a 
-algebry

Úvod. V prùbìhu pøedná¹ky z algebry jsme studovali øadu algebrai
ký
h

struktur: grupoidy, pologrupy, grupy, komutativní grupy, okruhy, obory inte-

grity, tìlesa, polosvazy, svazy, Booleovy algebry. Pøi zkoumání tì
hto struk-

tur se èasto nìkteré pojmy a úvahy opakovaly, napøíklad ve v¹e
h pøípade
h

jsme hovoøili o homomor�sme
h a v¾dy platilo, ¾e slo¾ením homomor�smù

opìt dostaneme homomor�smus. De�novali jsme podobjekty (vìnovali jsme

se hlavnì podgrupám, podokruhùm, podtìlesùm a podsvazùm) a v¾dy pla-

tilo, ¾e prùnikem libovolného neprázdného systému podobjektù je opìt po-

dobjekt. To nám umo¾nilo de�novat podobjekt generovaný podmno¾inou, ve

v¹e
h pøípade
h byly de�ni
e v podstatì stejné. V pøípadì grupoidù, grup,

okruhù a svazù jsme si de�novali souèin dvou takový
h struktur, kterým byla

stejná struktura na kartézském souèinu. Cílem univerzální algebry je právì

tyto spoleèné rysy postihnout a popsat z jednotí
ího hlediska.

Budeme tedy popisovat mno¾iny spolu s nìkolika opera
emi na ni
h. A¾

dosud jsme opera
í na mno¾inì G mìli na mysli zobrazení G�G! G, av¹ak

budeme potøebovat tuto de�ni
i pozmìnit. V¾dy» kromì tì
hto opera
í, kte-

rým v následují
ím textu budeme øíkat binární opera
e, jsme se setkali i se

zobrazeními G ! G, kdy byl ka¾dému prvku mno¾iny G pevnì pøiøazen

dal¹í prvek: napøíklad pøiøazení inverzního prvku v grupì, opaèného prvku

v okruhu, èi komplementu v Booleovì algebøe. Toto zobrazeníG! G budeme

nazývat unární opera
e na mno¾inì G. Nìkdy na¹e struktura obsahovala nì-

jaké význaèné prvky, setkali jsme se napøíklad s neutrálním prvkem v grupì,

s nulou a jednièkou v okruhu, s nejmen¹ím a nejvìt¹ím prvkem Booleovy

algebry. Tomuto výbìru jednoho prvku z mno¾iny G budeme øíkat nulární

opera
e na G. Má to urèitou logiku: jde toti¾ v¾dy o zobrazení z jisté kar-

tézské mo
niny mno¾iny G do mno¾iny G. Oznaèíme pro pøirozené èíslo n

symbolem G

n

kartézský souèin n kopií mno¾iny G, tedy G

n

je mno¾ina v¹e
h

uspoøádaný
h n-ti
 prvkù mno¾iny G. Jistì lze pak ztoto¾nit G s G

1

(mno-

¾inou v¹e
h uspoøádaný
h 1-ti
 prvkù mno¾iny G). Co by v¹ak mìlo být G

0

?

Jak si pøedstavit mno¾inu v¹e
h 0-ti
 prvkù mno¾iny G? Podobnì jako nul-

tou mo
ninou nenulového èísla rozumíme èíslo 1, které je neutrální vzhledem

k násobení, nultou kartézskou mo
ninou nìjaké mno¾iny je tøeba rozumìt

mno¾inu, která kartézským vynásobením pøíli¹ nezmìní násobenou mno¾inu.

Vhodnou mno¾inou bude nìjaká jednoprvková: ta toti¾ kartézským souèinem

nezmìní poèet prvkù násobené mno¾iny (pøesnìji: je-li A jednoprvková mno-

¾ina, existuje pøirozenì de�novaná bijek
e A� G! G pro ka¾dou mno¾inu
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G). Uvìdomte si, ¾e to odpovídá i obvyklé de�ni
i: pro pøirozené èíslo n je

G

n

mno¾ina v¹e
h uspoøádaný
h n-ti
 prvkù mno¾iny G. Uspoøádanou n-ti
i

prvkù mno¾iny G lze de�novat napøíklad jako zobrazení mno¾iny f1; : : : ; ng

do mno¾iny G. Analogií této konstruk
e pro n = 0 je tedy 
hápat G

0

jako

mno¾inu v¹e
h uspoøádaný
h 0-ti
 prvkù mno¾iny G, pøièem¾ uspoøádaná 0-

ti
e prvkù mno¾iny G je zobrazení prázdné mno¾iny do mno¾iny G. Takové

zobrazení je v¾dy jedno (a» u¾ je mno¾ina G prázdná nebo ne), toti¾ prázdné

zobrazení. Pro libovolnou mno¾inu G budeme proto symbolem G

0

rozumìt

jednoprvkovou mno¾inu; je vhodné si pøedstavovat, ¾e tímto jediným prvkem

na¹í jednoprvkové mno¾iny je prázdná mno¾ina, tedy ¾e G

0

= f;g. Pak tedy

výbìr prvku je zobrazení G

0

! G.

De�ni
e. Ne
h» G je mno¾ina, n nezáporné 
elé èíslo. Pak n-ární opera
í

na mno¾inì G rozumíme zobrazení G

n

! G.

Poznámka. Místo 2-ární opera
e budeme tedy øíkat binární opera
e,

místo 1-ární budeme øíkat unární. Èíslu n z de�ni
e øíkáme arita dotyèné

opera
e. Pøi popisu konkrétní opera
e jsme v¾dy opera
i oznaèovali nìjakým

symbolem, u¾ívali jsme +, �, _, ^ pro binární opera
e, �,

�1

,

0

pro unární

opera
e, 0, 1 pro nulární opera
e. Tìmto symbolùm budeme øíkat operaèní

symboly; je podstatné, ¾e u ka¾dého symbolu je dána arita opera
e, kterou

symbolizuje.

De�ni
e. Mno¾ina 
 spolu se zobrazením a : 
! N[f0g se nazývá typ.

Prvky mno¾iny 
 se nazývají operaèní symboly. Pro f 2 
 se a(f) nazývá

arita symbolu f . Operaèní symbol, jeho¾ arita je n, se nazývá n-ární.

De�ni
e. Univerzální algebra typu 
 (neboli struènì 
-algebra) je mno-

¾ina A, na ní¾ je pro ka¾dý n-ární operaèní symbol z f 2 
 de�nována n-ární

opera
e f

A

: A

n

! A. Pro libovolné a

1

; : : : ; a

n

2 A znaèíme f

A

(a

1

; : : : ; a

n

)

hodnotu opera
e f

A

na uspoøádané n-ti
i (a

1

; : : : ; a

n

).

Poznámka. V pøípadì nulárního operaèního symbolu f 2 
 je n = 0,

tedy A

0

= f;g a nulární opera
í je tedy zobrazení f

A

: f;g ! A. Zadat

takovéto zobrazení je toté¾ jako vybrat pevnì jeden prvek f

A

(;) 2 A. Pro

zjednodu¹ení oznaèení budeme v dal¹ím textu tento pevnì vybraný prvek

znaèit jednodu¹e f

A

místo f

A

(;).

Poznámka. Obsahuje-li typ 
 alespoò jeden nulární operaèní symbol,

pak je ka¾dá 
-algebra neprázdná.

Pøíklady.

1. Pro prázdný typ, tj. 
 = ;, je univerzální algebrou typu 
 libovolná

mno¾ina.

2. Grupoid je mno¾ina s jednou binární opera
í, je to tedy univerzální

algebra typu, který má jeden binární operaèní symbol �.
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3. Grupa je univerzální algebra typu f�;

�1

; 1g.

4. Okruh je univerzální algebra typu f+; �;�; 0; 1g.

5. Svaz je univerzální algebra typu f_;^g.

6. Booleova algebra je univerzální algebra typu f_;^;

0

; 0; 1g.

7. Vektorový prostor nad tìlesem T lze 
hápat jako univerzální algebru

typu f+;�; 0g[T (pro ka¾dý prvek tìlesa t 2 T máme unární operaèní

symbol pro skalární násobek, 
o¾ je unární opera
e na mno¾inì vektorù:

t(v) = t:v).

Poznámka. V pøed
hozí
h de�ni
í
h je urèitá nepøesnost, správnì by-


hom toti¾ mìli místo o univerzální algebøe A mluvit o univerzální algebøe

A s nosnou mno¾inou A. V¾dy» kupøíkladu na jedné a té¾e nosné mno¾inì

mù¾eme mít de�novány rùzné grupoidy, tedy to, o který jde grupoid, není

urèeno pouze nosnou mno¾inou, ale i opera
í na ní. Proto¾e to v¹ak v¾dy

z kontextu bude patrné, mù¾eme si snad touto nepøesností usnadnit vyjad-

øování: budeme hovoøit o 
-algebøe A nebo o nosné mno¾inì A.

Pøíklad. Ne
h» 
 je libovolný typ, A = fag jednoprvková mno¾ina. Pak

existuje jediný zpùsob, jak na nosné mno¾inì A de�novat 
-algebru. Pro

libovolný n-ární operaèní symbol f 2 
 je hodnota opera
e f

A

na (jediné

existují
í) n-ti
i (a; : : : ; a) rovna (jediné mo¾né) hodnotì a.

2. Podalgebry a homomor�smy

De�ni
e. Ne
h» A je univerzální algebra typu 
, H � A podmno¾ina.

Øekneme, ¾e H je podalgebra 
-algebry A, jestli¾e pro ka¾dý n-ární operaèní

symbol f 2 
 a pro ka¾dé a

1

; : : : ; a

n

2 H platí f

A

(a

1

; : : : ; a

n

) 2 H.

Poznámka. V pøípadì nulárního operaèního symbolu f 2 
 je n = 0,

tedy A

0

= f;g. Obraz tohoto jediného prvku jsme se dohodli znaèit struènì

f

A

místo (mo¾ná pøesnìj¹ího) oznaèení f

A

(;). Podmínku z de�ni
e je tedy

tøeba 
hápat ve smyslu f

A

2 H.

Poznámka. Obsahuje-li typ 
 alespoò jeden nulární operaèní symbol,

pak je ka¾dá podalgebra libovolné 
-algebry neprázdná.

Pøíklady. V jednotlivý
h pøípade
h pøíkladu univerzální
h algeber z pøed-


hozí kapitoly dostáváme tyto podalgebry: 1. Podmno¾ina mno¾iny. 2. Pod-

grupoid grupoidu. 3. Podgrupa grupy. 4. Podokruh okruhu. 5. Podsvaz svazu.

6. Booleova podalgebra Booleovy algebry. 7. Vektorový podprostor vektoro-

vého prostoru.

Poznámka. Následují
í vìtu jsme v jednotlivý
h kontexte
h dokazovali

nìkolikrát.
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Vìta 2.1. Ne
h» A je univerzální algebra typu 
, I neprázdná mno¾ina.

Pro ka¾dé i 2 I ne
h» je dána podalgebra H

i

� A algebry A. Pak jeji
h prùnik

T

i2I

H

i

je podalgebra 
-algebry A.

Dùkaz. Zvolme libovolnì n-ární operaèní symbol f 2 
 a libovolnì prvky

a

1

; : : : ; a

n

2

T

i2I

H

i

. Pak pro ka¾dé i 2 I platí a

1

; : : : ; a

n

2 H

i

. Proto¾e H

i

je podalgebra 
-algebry A, platí f

A

(a

1

; : : : ; a

n

) 2 H

i

. To ov¹em znamená, ¾e

f

A

(a

1

; : : : ; a

n

) 2

T

i2I

H

i

, 
o¾ se mìlo dokázat.

Dùsledek. Obsahuje-li typ 
 alespoò jeden nulární operaèní symbol,

pak je prùnik libovolného neprázdného systému podalgeber dané algebry ne-

prázdný.

Dùkaz. V tomto pøípadì není prázdná mno¾ina podalgebrou.

Dùsledek. Ne
h» P je mno¾ina v¹e
h podalgeber dané univerzální algebry

A typu 
. Pak platí: (P;�) je úplný svaz.

Dùkaz. Proto¾e uspoøádaná mno¾ina (P;�) má nejvìt¹í prvek (je jím


elá algebra A jako svá podalgebra), dle pøíslu¹né vìty o úplný
h svaze
h

staèí ovìøit, ¾e té¾ libovolná neprázdná podmno¾inaM � P má v uspoøádané

mno¾inì (P;�) in�mum. Tímto in�mem je mno¾inový prùnik

T

H2M

H, který

dle pøed
hozí vìty je skuteènì prvkem mno¾iny P .

Poznámka. Pøed
hozí vìta 2.1 nám umo¾òuje de�novat podalgebru ge-

nerovanou mno¾inou.

De�ni
e. Ne
h» A je univerzální algebra typu 
, M � A podmno¾ina

nosné mno¾iny. Prùnik v¹e
h podalgeber 
-algebry A, které obsahujíM jako

svou podmno¾inu, znaèíme hMi a nazýváme podalgebrou 
-algebry A gene-

rovanou mno¾inou M .

Poznámka. Díky tomu, ¾e alespoò jedna podalgebra 
-algebry A ob-

sahují
í mno¾inu M existuje (je jí jistì 
elá 
-algebra A), podle vìty 2.1 je

zmínìným prùnikem hMi skuteènì podalgebra 
-algebry A. Zøejmì je to ze

v¹e
h podalgeber 
-algebry A obsahují
í
h mno¾inu M ta nejmen¹í (vzhle-

dem k mno¾inové inkluzi).

Pøíklady. V jednotlivý
h pøípade
h pøíkladu univerzální
h algeber z pøed-


hozí kapitoly dostáváme tyto podalgebry generované mno¾inou:

1. V pøípadì 
-algebry A prázdného typu 
 = ; je ka¾dá podmno¾ina

mno¾iny A podalgebrou, proto v tomto pøípadì pro libovolné M � A

je podalgebrou 
-algebry A generovanou mno¾inou M sama mno¾ina

M .

2. Podgrupoid grupoidu generovaný mno¾inou. Tento pojem jsme v pøed-

ná¹
e nezavádìli.

3. Podgrupa hMi grupy generovaná mno¾inou M .
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4. Podokruh hMi okruhu generovaný mno¾inou M .

5. Podsvaz svazu generováný mno¾inou (nezavádìli jsme).

6. Booleova podalgebra Booleovy algebry generovaná mno¾inou (té¾ jsme

nezavádìli).

7. Vektorový podprostor vektorového prostoru generovaný mno¾inou vek-

torù, 
o¾ je jeden z nejdùle¾itìj¹í
h pojmù lineární algebry.

Poznámka. Díky tomu, ¾e podalgebra 
-algebry je podmno¾ina uza-

vøená na v¹e
hny opera
e pøíslu¹né operaèním symbolùm typu 
, lze tyto

opera
e zú¾it na podalgebru. Proto ka¾dá podalgebra je sama 
-algebrou.

Uvìdomte si, ¾e tuto úvahu jsme provádìli v prùbìhu pøedná¹ky nìkolikrát

v rùzný
h kontexte
h.

Poznámka. Nyní budeme de�novat homomor�smus 
-algeber. Dá se asi

èekat, ¾e to bude takové zobrazení nosný
h mno¾in, které pro ka¾dou opera
i

splní následují
í podmínku: jestli¾e zobrazíme výsledek opera
e, musíme do-

stat toté¾, jako kdy¾ zobrazíme ka¾dý operand zvlá¹» a opera
i provedeme

a¾ ve druhé algebøe.

De�ni
e. Ne
h» A, B jsou univerzální algebry tého¾ typu 
, ' : A! B

zobrazení. Øekneme, ¾e ' je homomor�smus 
-algeber, jestli¾e pro ka¾dý

operaèní symbol f 2 
 arity n a ka¾dé prvky a

1

; : : : ; a

n

2 A platí

f

B

('(a

1

); : : : ; '(a

n

)) = '(f

A

(a

1

; : : : ; a

n

)):

Poznámka. Pro nulární operaèní symbol pøed
hozí podmínka samo-

zøejmì znamená '(f

A

) = f

B

.

Poznámka. Jestli¾e je 
-algebra A prázdná (v tomto pøípadì tedy typ


 nemù¾e obsahovat ¾ádný nulární operaèní symbol), pak pro libovolnou 
-

algebru B existuje jediný homomor�smus 
-algeber A ! B, toti¾ prázdné

zobrazení. Jestli¾e naopak 
-algebra B je prázdná, pak homomor�smus 
-

algeber A! B existuje pouze v pøípadì, kdy i 
-algebra A je prázdná.

Pøíklady. Porovnejme v jednotlivý
h pøípade
h pøed
hozí
h pøíkladù

tuto de�ni
i s de�ni
emi uvádìnými døíve pro jednotlivé spe
iální pøípady

univerzální
h algeber:

1. V pøípadì 
-algeber prázdného typu 
 = ; je ka¾dé zobrazení homo-

mor�smem.

2. Pro grupoidy je tato de�ni
e toto¾ná s obvyklou de�ni
í homomor�smu

grupoidù.

3. Pro grupy byl homomor�smus de�nován stejnì jako pro grupoidy, tedy

v de�ni
i bylo vy¾adováno, aby za
hovával souèin. Právì uvedená de-

�ni
e pro pøípad grup vy¾aduje, aby homomor�smus za
hovával té¾
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inverzní prvky a zobrazil neutrální prvek grupy A na neutrální prvek

grupy B. Je asi jasné, proè tyto po¾adavky nebyly obsa¾eny v de�ni
i

homomor�smu grup: jak jsme si dokazovali, to jsou pouhé dùsledky

toho, ¾e homomor�smus grup za
hovává souèin.

4. Pro okruhy jsme v de�ni
i homomor�smu vy¾adovali, aby za
hovával

sèítání, násobení a pøevádìl na sebe jednièky okruhù. Jako dùsledek

jsme dostali dal¹í podmínky z právì provedené obe
né de�ni
e, týkají
í

se opaèný
h prvkù a nul okruhù.

5. V pøípadì svazù obì de�ni
e splývají: vy¾aduje se, aby homomor�smus

za
hovával _ a ^.

6. V pøípadì Booleový
h algeber jsme po¾adovali, aby homomor�smus

za
hovával _, ^, 0 a 1. Jako dùsledek jsme pak obdr¾eli, ¾e u¾ nutnì

musí za
hovávat té¾ komplementy, proto nebylo nutné komplementy

zahrnout do de�ni
e homomor�smu Booleový
h algeber.

7. V pøípadì vektorový
h prostorù odpovídá homomor�smu lineární zob-

razení.

Poznámka. Následují
í dvì vìty pro jednotlivé spe
iální pøípady univer-

zální
h algeber známe z pøedná¹ky: slo¾ením dvou homomor�smù opìt do-

staneme homomor�smus, homomorfním obrazem grupy (grupoidu, okruhu,

atd.) je podgrupa (podgrupoid, podokruh, atd.).

Vìta 2.2. Ne
h» A, B, C jsou univerzální algebry tého¾ typu 
, ' :

A ! B a  : B ! C homomor�smy 
-algeber. Pak je té¾ slo¾ení  Æ '

homomor�smus 
-algeber.

Dùkaz. Proto¾e je ' homomor�smus 
-algeber, pro ka¾dý operaèní sym-

bol f 2 
 arity n a ka¾dé prvky a

1

; : : : ; a

n

2 A platí

'(f

A

(a

1

; : : : ; a

n

)) = f

B

('(a

1

); : : : ; '(a

n

)):

Proto¾e je té¾  homomor�smus 
-algeber, platí

 (f

B

('(a

1

); : : : ; '(a

n

))) = f

C

( ('(a

1

)); : : : ;  ('(a

n

))):

Dohromady tedy

( Æ ')(f

A

(a

1

; : : : ; a

n

)) =  ('(f

A

(a

1

; : : : ; a

n

))) =

=  (f

B

('(a

1

); : : : ; '(a

n

))) =

= f

C

( ('(a

1

)); : : : ;  ('(a

n

))) =

= f

C

(( Æ ')(a

1

); : : : ; ( Æ ')(a

n

));


o¾ jsme mìli dokázat.
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Vìta 2.3. Ne
h» A, B jsou univerzální algebry tého¾ typu 
, ' : A! B

homomor�smus 
-algeber. Pak obraz 
-algebry A v homomor�smu '

'(A) = f'(a); a 2 Ag

je podalgebra 
-algebry B.

Dùkaz. Zvolme libovolnì operaèní symbol f 2 
 arity n. Pak pro ka¾dé

prvky b

1

; : : : ; b

n

2 '(A) existují a

1

; : : : ; a

n

2 A tak, ¾e '(a

1

) = b

1

, : : : ,

'(a

n

) = b

n

. Z de�ni
e homomor�smu plyne

f

B

(b

1

; : : : ; b

n

) = f

B

('(a

1

); : : : ; '(a

n

)) = '(f

A

(a

1

; : : : ; a

n

)) 2 '(A):

De�ni
e. Ne
h» A, B jsou univerzální algebry tého¾ typu 
, ' : A! B

zobrazení. Øekneme, ¾e ' je izomor�smus 
-algeber, jestli¾e je ' bijektivní

homomor�smus 
-algeber. Øekneme, ¾e 
-algebry A a B jsou izomorfní,

jestli¾e existuje nìjaký izomor�smus 
-algeber A! B.

Poznámka. Následují
í vìta formuluje oèekávanou vlastnost vztahu být

izomorfní: je re
exivní, symetri
ký a tranzitivní.

Vìta 2.4. Ne
h» A, B, C jsou univerzální algebry tého¾ typu 
. Pak

platí:

� A je izomorfní s A;

� je-li A izomorfní s B, pak je té¾ B izomorfní s A;

� jestli¾e A je izomorfní s B a B je izomorfní s C, pak je té¾ A izomorfní

s C.

Dùkaz. To je snadné, doka¾te si sami jako 
vièení.

Poznámka. Je jasné, ¾e dvì 
-algebry jsou izomorfní, právì kdy¾ lze

jednu dostat ze druhé pøejmenováním prvkù. Proto izomorfní 
-algebry mají

v¹e
hny algebrai
ké vlastnosti stejné.

3. Souèiny

Poznámka. Podobnì jako jsme de�novali souèin grup nebo svazù, lze

de�novat souèin libovolný
h dvou 
-algeber. Pro ka¾dý operaèní symbol bu-

deme de�novat opera
i na mno¾inì v¹e
h uspoøádaný
h dvoji
 po slo¾ká
h.

De�ni
e. Ne
h» A, B jsou univerzální algebry tého¾ typu 
. Na kartéz-

ském souèinu A � B de�nujeme novou univerzální algebru typu 
, kterou

nazveme souèinem 
-algeber A a B. Pro ka¾dý operaèní symbol f 2 
 arity

n a ka¾dé prvky a

1

; : : : ; a

n

2 A, b

1

; : : : ; b

n

2 B klademe

f

A�B

((a

1

; b

1

); : : : ; (a

n

; b

n

)) = (f

A

(a

1

; : : : ; a

n

); f

B

(b

1

; : : : ; b

n

)):
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Poznámka. Pøed
hozí podmínka v pøípadì nulárního operaèního sym-

bolu f po
hopitelnì znamená f

A�B

= (f

A

; f

B

).

Poznámka. Vzpomeòte si, ¾e u souèinu grup jsme pra
ovali s projek
emi

ze souèinu do pùvodní
h grup, 
o¾ byly surjektivní homomor�smy. Stejnou

situa
i máme i nyní obe
nì pro 
-algebry. Proto¾e v¹ak 
-algebry mohou

být i prázdné, nemusí být obe
nì projek
e ze souèinu surjektivní.

De�ni
e. Ne
h» A, B jsou univerzální algebry tého¾ typu 
, A�B souèin

tì
hto 
-algeber. De�nujme projek
e �

1

: A� B ! A, �

2

: A� B ! B ze

souèinu A � B pøedpisem: pro ka¾dé a 2 A, b 2 B klademe �

1

((a; b)) = a,

�

2

((a; b)) = b.

Vìta 3.1. Ne
h» A, B jsou univerzální algebry tého¾ typu 
, A�B souèin

tì
hto 
-algeber. Pak obì projek
e �

1

, �

2

jsou homomor�smy 
-algeber.

Dùkaz. Uka¾me, ¾e projek
e �

1

je homomor�smus 
-algeber. Za tím

úèelem zvolme libovolnì operaèní symbol f 2 
 arity n a prvky a

1

; : : : ; a

n

2

A, b

1

; : : : ; b

n

2 B. Platí

�

1

�

f

A�B

((a

1

; b

1

); : : : ; (a

n

; b

n

))

�

= �

1

�

(f

A

(a

1

; : : : ; a

n

); f

B

(b

1

; : : : ; b

n

))

�

=

= f

A

(a

1

; : : : ; a

n

) =

= f

A

(�

1

((a

1

; b

1

)); : : : ; �

1

((a

n

; b

n

))):

Z
ela analogi
ky se doká¾e, ¾e projek
e �

2

je homomor�smus 
-algeber.

Vìta 3.2. Ne
h» A, B, C jsou univerzální algebry tého¾ typu 
, ' : C !

A,  : C ! B homomor�smy 
-algeber. Pak existuje jediný homomor�smus


-algeber � : C ! A � B s vlastností �

1

Æ � = ', �

2

Æ � =  , kde �

1

:

A�B ! A, �

2

: A� B ! B jsou projek
e ze souèinu A� B.

Dùkaz. Je zøejmé, ¾e podmínky �

1

Æ � = ', �

2

Æ � =  platí právì tehdy,

kdy¾ de�nujeme � : C ! A � B následují
ím pøedpisem: pro ka¾dé 
 2 C

klademe �(
) = ('(
);  (
)). Ovìøme, ¾e je to homomor�smus 
-algeber.

Zvolme libovolnì operaèní symbol f 2 
 arity n a prvky 


1

; : : : ; 


n

2 C, pak

platí

f

A�B

(�(


1

); : : : ; �(


n

)) = f

A�B

(('(


1

);  (


1

)); : : : ; ('(


n

);  (


n

))) =

=

�

f

A

('(


1

); : : : ; '(


n

)); f

B

( (


1

); : : : ;  (


n

))

�

:

Nyní vyu¾ijeme toho, ¾e ' : C ! A,  : C ! B jsou homomor�smy 
-

algeber:

�

f

A

('(


1

); : : : ; '(


n

)); f

B

( (


1

); : : : ;  (


n

))

�

=

=

�

'(f

C

(


1

; : : : ; 


n

));  (f

C

(


1

; : : : ; 


n

))

�

=

= �(f

C

(


1

; : : : ; 


n

));
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o¾ se mìlo dokázat.

Poznámka. Nyní mù¾eme zobe
nit souèin 
-algeber takto: místo sou-

èinu dvou 
-algeber budeme de�novat souèin libovolného poètu 
-algeber.

Nejprve potøebujeme zobe
nit de�ni
i kartézského souèinu mno¾in.

De�ni
e. Jestli¾e pro libovolný prvek i mno¾iny I je dána mno¾ina A

i

,

pak kartézským souèinem mno¾in A

i

rozumíme mno¾inu v¹e
h zobrazení �

z mno¾iny I takový
h, ¾e �(i) 2 A

i

pro ka¾dé i 2 I:

Y

i2I

A

i

=

n

� : I !

[

i2I

A

i

; 8i 2 I : �(i) 2 A

i

o

:

Pro libovolné j 2 I de�nujeme j-tou projek
i �

j

z kartézského souèinu A =

Q

i2I

A

i

takto: �

j

: A ! A

j

je urèeno pøedpisem �

j

(�) = �(j) pro ka¾dé

� 2 A.

Poznámka. Promysleme si, 
o znamená pøed
hozí de�ni
e ve spe
iálním

pøípadì, kdy indexová mno¾ina I je prázdná. Pak pøesto¾e vlastnì ¾ádnou

mno¾inu A

i

nemáme, jsme oprávnìni mluvit o souèinu: dle de�ni
e je souèi-

nem

Q

i2;

A

i

mno¾ina v¹e
h zobrazení � : ; !

S

i2;

A

i

. Proto¾e

S

i2I

A

i

je

mno¾ina v¹e
h prvkù x, pro které existuje i 2 I tak, ¾e x 2 A

i

, je zøejmì

S

i2;

A

i

= ;. Ov¹em zobrazení � : ; ! ; je jediné, toti¾ prázdné zobrazení.

Proto mno¾ina

Q

i2;

A

i

je jednoprvková; jejím jediným prvkem je prázdné

zobrazení.

Poznámka. Uvìdomte si, ¾e pro I = f1; 2g pøed
hozí de�ni
e splývá

s obvyklou: pod kartézským souèinem mno¾in A

1

, A

2

rozumíme mno¾inu

uspoøádaný
h dvoji


A

1

� A

2

= f(a; b); a 2 A

1

; b 2 A

2

g:

Ov¹em zadat uspoøádanou dvoji
i (a; b) není ni
 jiného ne¾ pevnì zvolit

a 2 A

1

, b 2 A

2

, 
o¾ znamená právì tolik jako de�novat zobrazení � : f1; 2g !

A

1

[A

2

s vlastností �(1) 2 A

1

, �(2) 2 A

2

: polo¾íme �(1) = a, �(2) = b. Proto

následují
í de�ni
e souèinu libovolného poètu 
-algeber zobe
òuje pøed
hozí

de�ni
i souèinu dvou 
-algeber.

De�ni
e. Ne
h» 
 je typ. Ne
h» pro libovolný prvek i mno¾iny I je

dána univerzální algebra A

i

typu 
. Souèinem tì
hto 
-algeber rozumíme

novou 
-algebru de�novanou na kartézském souèinu A =

Q

i2I

A

i

takto:

pro ka¾dý operaèní symbol f 2 
 arity n a ka¾dé prvky �

1

; : : : ; �

n

2

A, klademe f

A

(�

1

; : : : ; �

n

) = �, kde � 2 A je urèeno podmínkou �(i) =

f

A

i

(�

1

(i); : : : ; �

n

(i)) pro ka¾dé i 2 I.

Poznámka. Ve spe
iálním pøípadì, kdy indexová mno¾ina I je prázdná,

je souèinem 
-algebra na jednoprvkové mno¾inì, jejím¾ jediným prvkem je
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prázdné zobrazení. Tato 
-algebra je jediná, nebo» na jednoprvkové mno¾inì

pro libovolné nezáporné 
elé èíslo n existuje jen jedna n-ární opera
e (viz po-

známku na kon
i první kapitoly). Do
hází tedy k situa
i, která se mù¾e zdát

na první pohled paradoxní: aèkoli nemáme ¾ádnou 
-algebru, jako souèin

dostáváme jednoprvkovou 
-algebru. Tedy naprosto z nièeho jsme najednou

dostali informa
i o tom, jak vypadá 
. Ale to se dá snadno vysvìtlit: souèin

Q

je souèin 
-algeber, lze jej aplikovat pouze na 
-algebry pro urèité 
.

Informa
e o tom, jak toto 
 vypadá, je tedy ulo¾ena v tom, o jaký souèin

Q

se jedná. Pokud by
hom 
htìli být naprosto pøesní, mìli by
hom toto 


nìjak v symbolu

Q

vyznaèit, aby
hom jednotlivé souèiny od sebe odli¹ili.

Jen¾e nìjaký index

Q




by jen zbyteènì komplikoval zápis, staèí, ¾e víme,

¾e souèin

Q

je pro dané 
. Vyplývá odtud i to, 
o snad bylo jasné u¾ od

zaèátku: souèin jsme de�novali jen pro univerzální algebry tého¾ typu.

Poznámka. Pro nulární operaèní symbol f 2 
 podmínka v pøed
hozí

de�ni
i samozøejmì znamená f

A

= �, kde � 2 A je urèeno podmínkou �(i) =

f

A

i

.

Vìta 3.3. Ne
h» pro libovolný prvek i mno¾iny I je dána univerzální

algebra A

i

daného typu 
, ne
h» A =

Q

i2I

A

i

je jeji
h souèin. Pak platí

� Pro ka¾dé j 2 I je j-tá projek
e �

j

: A ! A

j

homomor�smus 
-

algeber.

� Ne
h» C je univerzální algebra tého¾ typu 
, a pro ka¾dé j 2 I ne
h»

je dán homomor�smus 
-algeber '

j

: C ! A

j

. Pak existuje jediný

homomor�smus 
-algeber ' : C ! A takový, ¾e �

j

Æ' = '

j

pro ka¾dé

j 2 I.

Dùkaz. Postupujeme naprosto stejnì jako pøi dùkaze
h vìt 3.1 a 3.2 pro

souèin dvou 
-algeber, odli¹nost je pouze formální. Doka¾me nejdøíve první

tvrzení. Zvolme libovolnì j 2 I a uka¾me, ¾e projek
e �

j

je homomor�smus


-algeber. Za tím úèelem zvolme libovolnì operaèní symbol f 2 
 arity n a

prvky �

1

; : : : ; �

n

2 A. Oznaème � = f

A

(�

1

; : : : ; �

n

). Pøímo z de�ni
e plyne

�

j

(f

A

(�

1

; : : : ; �

n

)) = �

j

(�) = �(j) = f

A

j

(�

1

(j); : : : ; �

n

(j)) =

= f

A

j

(�

j

(�

1

); : : : ; �

j

(�

n

));


o¾ se mìlo dokázat.

Doka¾me nyní druhé tvrzení. Je zøejmé, ¾e podmínka �

j

Æ' = '

j

pro ka¾dé

j 2 I platí právì tehdy, kdy¾ de�nujeme ' : C ! A následují
ím pøedpisem.

Pro ka¾dé 
 2 C klademe '(
) = �, kde � 2 A je urèeno podmínkou: pro

libovolné j 2 I platí

�(j) = �

j

(�) = �

j

('(
)) = (�

j

Æ ')(
) = '

j

(
):
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Pro '(
) 2 A tedy platí: pro ka¾dé j 2 I je ('(
))(j) = '

j

(
). Ovìøme, ¾e

takto de�nované zobrazení ' : C ! A je homomor�smus 
-algeber. Zvolme

libovolnì operaèní symbol f 2 
 arity n a prvky 


1

; : : : ; 


n

2 C. Oznaème

� = f

A

('(


1

); : : : ; '(


n

)), podle de�ni
e souèinu 
-algeber pak pro ka¾dé

i 2 I platí

�(i) = f

A

i

(('(


1

))(i); : : : ; ('(


n

))(i)) = f

A

i

('

i

(


1

); : : : ; '

i

(


n

)) =

= '

i

(f

C

(


1

; : : : ; 


n

));

nebo» '

i

: C ! A

i

je homomor�smus 
-algeber. Ov¹em

'

i

(f

C

(


1

; : : : ; 


n

)) = �

i

�

'(f

C

(


1

; : : : ; 


n

))

�

=

�

'(f

C

(


1

; : : : ; 


n

))

�

(i):

To znamená, ¾e � a '(f

C

(


1

; : : : ; 


n

)) jsou (jako¾to prvky kartézského sou-

èinu) zobrazení se stejným de�nièním oborem, oborem hodnot i pøedpisem,

proto platí � = '(f

C

(


1

; : : : ; 


n

)), tj. f

A

('(


1

); : : : ; '(


n

)) = '(f

C

(


1

; : : : ; 


n

)),


o¾ se mìlo dokázat.

4. Kongruen
e a faktorové algebry

Poznámka. V této kapitole zobe
níme pojmy faktorgrupa a faktorokruh

na pøípad libovolné 
-algebry. Nepodaøí se nám v¹ak nalézt pojem odpoví-

dají
í pojmùm normální podgrupa grupy a ideál okruhu. Uvìdomme si, jak

jsme pojem normální podgrupa dostali: pøi faktoriza
i grupy nebylo nutné

si pamatovat 
elý rozklad nosné mno¾iny u¾ívaný k faktoriza
i, staèilo si

pamatovat tu tøídu, která obsahovala neutrální prvek grupy. Celý rozklad

jsme toti¾ byli s
hopni ze znalosti této jediné tøídy jednoznaènì urèit, nebo»

tato tøída byla normální podgrupa 
elé grupy a zmínìný rozklad byl rozkla-

dem pøíslu¹ným této podgrupì. Tato situa
e se pak opakovala i v pøípadì

okruhù, v¾dy» ka¾dý okruh (zapomeneme-li na opera
i násobení) je komu-

tativní grupa. To ale samozøejmì neplatí pro libovolné 
-algebry. Proto pøi

faktoriza
i 
-algeber nevystaèíme jen se zadáním nìjaké vhodné podmno-

¾iny nosné mno¾iny (jako¾to jedné tøídy rozkladu), ale bude v¾dy tøeba za-

dat rozklad 
elý. Rozklad samozøejmì lze zadat pomo
í jemu odpovídají
í

ekvivalen
e.

De�ni
e. Ne
h» A je univerzální algebra typu 
, ne
h» � je rela
e ekvi-

valen
e na nosné mno¾inì A. Øekneme, ¾e � je kongruen
e na 
-algebøe A,

jestli¾e pro ka¾dý n-ární operaèní symbol f 2 
 a pro ka¾dé a

1

; : : : ; a

n

; b

1

; : : : ; b

n

2

A platí

a

1

� b

1

; : : : ; a

n

� b

n

=) f

A

(a

1

; : : : ; a

n

) � f

A

(b

1

; : : : ; b

n

):
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Poznámka. Následují
í vìta popisuje vztah mezi homomor�smy 
-algeber

a kongruen
emi na 
-algebrá
h: ka¾dý homomor�smus zadává kongruen
i.

Pozdìji doká¾eme, ¾e i naopak ka¾dá kongruen
e vzniká tímto zpùsobem

z vhodného homomor�smu.

Vìta 4.1. Ne
h» A, B jsou univerzální algebry tého¾ typu 
, ' : A! B

homomor�smus 
-algeber. Pak rela
e � na nosné mno¾inì A de�novaná

pøedpisem: pro ka¾dé a; b 2 A platí

a � b() '(a) = '(b) (1)

je kongruen
e na 
-algebøe A.

Dùkaz. Zøejmì je � ekvivalen
í pøíslu¹nou zobrazení '. Staèí tedy uká-

zat, ¾e splòuje implika
i v de�ni
i kongruen
e. Zvolme libovolnì n-ární ope-

raèní symbol f 2 
 a prvky a

1

; : : : ; a

n

; b

1

; : : : ; b

n

2 A tak, ¾e a

1

� b

1

, : : : ,

a

n

� b

n

. Odtud plyne '(a

1

) = '(b

1

), : : : , '(a

n

) = '(b

n

). Pak ov¹em z de�ni
e

homomor�smu

'(f

A

(a

1

; : : : ; a

n

)) = f

B

('(a

1

); : : : ; '(a

n

)) = f

B

('(b

1

); : : : ; '(b

n

)) =

= '(f

A

(b

1

; : : : ; b

n

));


o¾ znamená dokazované f

A

(a

1

; : : : ; a

n

) � f

A

(b

1

; : : : ; b

n

).

De�ni
e. Ne
h» A, B jsou univerzální algebry tého¾ typu 
, ' : A! B

homomor�smus 
-algeber. Kongruen
e � na 
-algebøe A de�novaná pøed-

pisem (1) pøed
hozí vìty se nazývá jádro homomor�smu '.

Poznámka. Na rozdíl od jádra homomor�smu grup, 
o¾ byla normální

podgrupa grupy A, a jádra homomor�smu okruhù, 
o¾ byl ideál okruhu A,

není tedy jádro homomor�smu 
-algeber podmno¾ina nosné mno¾iny A, ale

ekvivalen
e na nosné mno¾inì A. Je to dáno tím, ¾e (jak jsme ji¾ zmiòovali

v úvodní poznám
e této kapitoly) v obe
ném pøípadì 
-algeber není mo¾né


harakterizovat 
elý rozklad (a tedy 
elou ekvivalen
i) pouze jedinou jeho

tøídou.

Poznámka. V následují
í de�ni
i k dané 
-algebøe A a dané kongruen
i

na ní sestrojíme faktorovou 
-algebru zpùsobem známým z faktoriza
e grup a

okruhù: na rozkladu pøíslu¹ném � (v¾dy» � je ekvivalen
e na nosné mno¾inì

A) zavedeme opera
e pomo
í reprezentantù. Jako obvykle pak bude potøeba

ovìøit korektnost této de�ni
e, tj. dokázat, ¾e provedená konstruk
e nezále¾í

na na¹í libovùli pøi volbì reprezentantù.

De�ni
e. Ne
h» A je univerzální algebra typu 
, ne
h» � je kongruen
e

na 
-algebøe A. Oznaème R = A=� rozklad pøíslu¹ný �. Pro ka¾dý n-ární

operaèní symbol f 2 
 de�nujme n-ární opera
i na R takto: pro ka¾dé
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X

1

; : : : ; X

n

2 R zvolme a

1

2 X

1

, : : : , a

n

2 X

n

a de�nujme f

R

(X

1

; : : : ; X

n

)

tím, ¾e je to tøída obsahují
í prvek f

A

(a

1

; : : : ; a

n

). Mno¾ina R spolu s právì

zavedenými opera
emi se nazývá faktorová algebra 
-algebry A podle kon-

gruen
e �, znaèí se A=�.

Vìta 4.2. Pøed
hozí de�ni
e je korektní.

Dùkaz. Je tøeba ovìøit nezávislost na volbì reprezentantù. Za
hovejme

ve¹keré oznaèení z de�ni
e a zvolme je¹tì dal¹í reprezentanty: ne
h» té¾

b

1

2 X

1

, : : : , b

n

2 X

n

. Ov¹em patøit do stejné tøídy rozkladu znamená

být ekvivalentní, tedy platí a

1

� b

1

, : : : , a

n

� b

n

. Z de�ni
e kongruen
e pak

dostáváme f

A

(a

1

; : : : ; a

n

) � f

A

(b

1

; : : : ; b

n

), 
o¾ znamená, ¾e f

A

(a

1

; : : : ; a

n

) a

f

A

(b

1

; : : : ; b

n

) patøí do stejné tøídy rozkladu, toti¾ do tøídy f

R

(X

1

; : : : ; X

n

).

Pøíklad. Pøíklad faktorgrupy a faktorokruhu je známý. Uka¾me si proto

nì
o, 
o jsme v pøedná¹
e z algebry nedìlali. Univerzální algebra nám dává

návod, jak faktorizovat svazy. Ne
h» (S;_;^) je svaz. Kongruen
e na nìm

je ekvivalen
e � na mno¾inì S splòují
í: pro ka¾dé a; b; 
; d 2 S takové, ¾e

a � b a 
 � d, platí a _ 
 � b _ d a a ^ 
 � b ^ d. Je-li � kongruen
e na

svazu (S;_;^), pak faktorsvaz je svaz, jeho¾ nosná mno¾ina je rozklad S=� a

opera
e na ní jsou de�novány pomo
í reprezentantù: pro T;R 2 S=� zvolíme

a 2 T , b 2 R a de�nujeme T _ R jako tøídu obsahují
í a _ b a T ^ R jako

tøídu obsahují
í a ^ b.

Vìta 4.3. Ne
h» A je univerzální algebra typu 
, � kongruen
e na 
-

algebøe A. Pak zobrazení � : A ! A=� urèené pøedpisem a 2 �(a) pro

libovolné a 2 A (tedy �(a) je tøída obsahují
í prvek a) je surjektivní homo-

mor�smus 
-algeber.

Dùkaz. Zobrazení � je surjek
e, nebo» ka¾dá tøída rozkladu X 2 A=�

je neprázdná, existuje tedy a 2 X, pro které samozøejmì platí �(a) = X.

Uka¾me, ¾e � je homomor�smus 
-algeber. Zvolme libovolnì n-ární operaèní

symbol f 2 
 a prvky a

1

; : : : ; a

n

2 A. OznaèmeX

1

= �(a

1

), : : : ,X

n

= �(a

n

).

Pak tedy a

1

2 X

1

, : : : , a

n

2 X

n

a f

A=�

(X

1

; : : : ; X

n

) je urèeno tím, ¾e obsahuje

prvek f

A

(a

1

; : : : ; a

n

), tj.

�(f

A

(a

1

; : : : ; a

n

)) = f

A=�

(X

1

; : : : ; X

n

) = f

A=�

(�(a

1

); : : : ; �(a

n

));


o¾ se mìlo dokázat.

De�ni
e. Surjektivní homomor�smus 
-algeber � : A! A=� konstruo-

vaný v pøed
hozí vìtì se nazývá projek
e 
-algebry A na faktorovou algebru

A=�.

Dùsledek. Ne
h» A je univerzální algebra typu 
. Platí, ¾e ka¾dá kon-

gruen
e na 
-algebøe A je jádrem vhodného homomor�smu 
-algeber vy
há-

zejí
ího z 
-algebry A.
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Dùkaz. Ne
h» � je libovolná kongruen
e na 
-algebøe A. Ne
h» � :

A ! A=� je projek
e 
-algebry A na faktorovou algebru A=�. Tvrzení

bude dokázáno, ovìøíme-li, ¾e jádrem � je �. Oznaème � jádro �. Podle

de�ni
e jádra homomor�smu pro libovolné a; b 2 A platí a � b právì tehdy,

kdy¾ �(a) = �(b), 
o¾ podle de�ni
e projek
e znamená, ¾e a a b patøí do té¾e

tøídy rozkladu A=�, neboli a � b.

De�ni
e. Ne
h» A je mno¾ina, � a � ekvivalen
e na mno¾inì A. Øek-

neme, ¾e ekvivalen
e � je men¹í nebo rovna ekvivalen
i �, jestli¾e pro ka¾dé

a; b 2 A platí implika
e

a � b =) a � b:

Poznámka. Proto¾e dle de�ni
e je ekvivalen
e na mno¾inì A rela
í na

mno¾inì A, tedy podmno¾inou kartézského souèinu A � A, pøièem¾ napøí-

klad a � b je struènìj¹í a pøehlednìj¹í zápis faktu (a; b) 2 �, znamená impli-

ka
e z pøed
hozí de�ni
e vlastnì mno¾inovou inkluzi � � �. Nemuseli jsme

tedy pro ekvivalen
e pojem men¹í vùbe
 zavádìt, dùvodem byla jen snaha

o snadnìj¹í porozumìní textu. Plyne odtud, ¾e tato rela
e je uspoøádáním

na mno¾inì v¹e
h ekvivalen
í na mno¾inì A. Nejmen¹í prvek této uspoøá-

dané mno¾iny je ekvivalen
e = (dva prvky jsou ekvivalentní, právì kdy¾ jsou

stejné), nejvìt¹ím prvkem je ekvivalen
e A�A, v ní¾ ka¾dé dva prvky mno-

¾iny A jsou ekvivalentní (tedy jí odpovídají
í rozklad má { v pøípadì A 6= ;

{ jedinou tøídu rozkladu, toti¾ 
elou mno¾inu A). Uva¾me libovolnou ne-

prázdnou mno¾inu E ekvivalen
í na mno¾inì A. Prùnikem v¹e
h ekvivalen
í

� 2 E je tedy rela
e � na mno¾inì A, pro kterou platí: pro libovolné a; b 2 A

je a � b právì tehdy, kdy¾ pro ka¾dé � 2 E platí a � b. Snadno se ovìøí,

¾e rela
e � je té¾ ekvivalen
í na mno¾inì A (promyslete si dùkaz sami, je

opravdu snadný). Odvodili jsme, ¾e mno¾ina v¹e
h ekvivalen
í na mno¾inì A

uspoøádaná inkluzí je úplný svaz. Rovnì¾ mno¾ina v¹e
h kongruen
í na dané


-algebøì A uspoøádaná inkluzí tvoøí úplný svaz, jak plyne z následují
í vìty,

uvìdomíte-li si, ¾e rela
e A� A je v¾dy kongruen
í na 
-algebøì A.

Vìta 4.4. Ne
h» A je univerzální algebra typu 
, K neprázdná mno¾ina

kongruen
í na 
-algebøe A. Ne
h» rela
e � na mno¾inì A je prùnikem v¹e
h

kongruen
í z mno¾iny K, tj. pro libovolné a; b 2 A klademe a � b právì

tehdy, kdy¾ pro ka¾dé � 2 K je a � b.

� Pak rela
e � je kongruen
í na 
-algebøe A.

� Uva¾me souèin 
-algeber B =

Q

�2K

A=�. Pro ka¾dé � 2 K oznaème

�

�

: B ! A=� projek
i ze souèinu a �

�

: A ! A=� projek
i 
-

algebry A na faktorovou algebru A=�. Podle vìty 3.3 existuje jediný

homomor�smus 
-algeber ' : A ! B takový, ¾e �

�

Æ ' = �

�

. Pak

platí: jádrem homomor�smu ' je kongruen
e �.
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Dùkaz. První tvrzení je dùsledkem druhého, nebo» podle vìty 4.1 je jádro

libovolného homomor�smu kongruen
í. Oznaème ' jádro homomor�smu '.

Pro libovolné a; b 2 A platí a ' b právì tehdy, kdy¾ '(a) = '(b), 
o¾

podle de�ni
e souèinu 
-algeber nastane právì tehdy, kdy¾ pro ka¾dé � 2 K

platí �

�

('(a)) = �

�

('(b)), 
o¾ vzhledem k �

�

Æ ' = �

�

znamená právì

�

�

(a) = �

�

(b), neboli a � b. Dokázali jsme, ¾e pro libovolné a; b 2 A platí

a ' b právì tehdy, kdy¾ pro ka¾dé � 2 K je a � b, 
o¾ v¹ak podle de�ni
e

rela
e � nastane, právì kdy¾ a � b. Vìta je dokázána.

Poznámka. Následují
í vìta je zobe
nìním vìt, které jsme si uvádìli pro

faktorgrupy a faktorokruhy.

Vìta 4.5. Ne
h» A, B jsou univerzální algebry tého¾ typu 
, ' : A! B

homomor�smus 
-algeber s jádrem �. Ne
h» � je libovolná kongruen
e na 
-

algebøe A men¹í nebo rovna kongruen
i �. Oznaème � : A! A=� projek
i


-algebry A na faktorovou algebru A=�. Pak platí

� Existuje jediné zobrazení ~' : A=� ! B takové, ¾e ~' Æ � = '.

� Toto zobrazení ~' je homomor�smus 
-algeber.

� Homomor�smus ~' je surjektivní, právì kdy¾ homomor�smus ' je surjek-

tivní.

� Homomor�smus ~' je injektivní, právì kdy¾ jsou obì kongruen
e � a �

stejné (tj. � = �).

Dùkaz. Konstruujme zobrazení ~' : A=� ! B tak, aby ~' Æ � = '.

Zvolme libovolnì X 2 A=�. Proto¾e X je tøída rozkladu, je neprázdná,

a tedy existuje a 2 X. Podle de�ni
e � pak �(a) = X. Pak z podmínky

~' Æ � = ' plyne ~'(X) = ~'(�(a)) = ( ~' Æ �)(a) = '(a). To ov¹em znamená,

¾e pokud nìjaké zobrazení ~' : A=� ! B splòují
í ~' Æ � = ' existuje, je

jediné. De�nujme tedy ~' : A=� ! B tímto jediným zpùsobem: pro libovolné

X 2 A=� tedy zvolíme a 2 X a klademe ~'(X) = '(a). Je ale tøeba ovìøit

korektnost této de�ni
e, neboli nezávislost na volbì a 2 X. Mìjme dal¹í

b 2 X, pak oba prvky a, b le¾í v té¾e tøídì X rozkladu A=�, odkud a � b.

Proto¾e kongruen
e � je men¹í nebo rovna kongruen
i �, plyne odtud a � b.

Ov¹em � je jádrem homomor�smu ', proto poslední znamená '(a) = '(b).

Je tedy skuteènì de�ni
e zobrazení ~' korektní.

Doka¾me nyní, ¾e zobrazení ~' je homomor�smus 
-algeber. Za tím úèelem

zvolme libovolnì operaèní symbol f 2 
 arity n a prvky X

1

; : : : ; X

n

2 A=�.

Zvolme libovolnì a

1

; : : : ; a

n

2 A tak, ¾e �(a

1

) = X

1

, : : : , �(a

n

) = X

n

. Proto¾e
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� a ' jsou homomor�smy 
-algeber, platí

~'

�

f

A=�

(X

1

; : : : ; X

n

)

�

= ~'

�

f

A=�

(�(a

1

); : : : ; �(a

n

))

�

=

= ~'

�

�(f

A

(a

1

; : : : ; a

n

))

�

=

= ( ~' Æ �)(f

A

(a

1

; : : : ; a

n

)) =

= '(f

A

(a

1

; : : : ; a

n

)) =

= f

B

('(a

1

); : : : ; '(a

n

)) =

= f

B

(( ~' Æ �)(a

1

); : : : ; ( ~' Æ �)(a

n

)) =

= f

B

( ~'(�(a

1

)); : : : ; ~'(�(a

n

))) =

= f

B

( ~'(X

1

); : : : ; ~'(X

n

));


o¾ jsme mìli dokázat.

Jestli¾e je homomor�smus ' surjektivní, pak pro ka¾dé b 2 B existuje a 2

A tak, ¾e b = '(a) = ( ~' Æ �)(a) = ~'(�(a)), 
o¾ znamená, ¾e homomor�smus

~' je surjektivní. Je-li naopak homomor�smus ~' surjektivní, pak té¾ ' jako¾to

slo¾ení dvou surjek
í je surjektivní (doka¾te si sami).

Pøedpokládejme, ¾e � = �, a uka¾me, ¾e homomor�smus ~' je injektivní.

Ne
h» X

1

; X

2

2 A=� jsou libovolné prvky splòují
í ~'(X

1

) = ~'(X

2

). Zvolme

libovolnì a

1

; a

2

2 A tak, ¾e �(a

1

) = X

1

, �(a

2

) = X

2

. Pak platí

'(a

1

) = ( ~' Æ �)(a

1

) = ~'(�(a

1

)) = ~'(X

1

) =

= ~'(X

2

) = ~'(�(a

2

))( ~' Æ �)(a

2

) = '(a

2

);

odkud z de�ni
e jádra homomor�smu plyne a

1

� a

2

, a proto a

1

� a

2

, 
o¾

znamená, ¾e prvky a

1

a a

2

le¾í v té¾e tøídì rozkladu, kterou je X

1

= X

2

.

Pøedpokládejme naopak, ¾e homomor�smus ~' je injektivní. Staèí ovì-

øit, ¾e kongruen
e � je men¹í nebo rovna kongruen
i �, nebo» opaènou

nerovnost máme v pøedpoklade
h vìty. Ne
h» tedy jsou a; b 2 A takové,

¾e a � b. Pak z de�ni
e jádra homomor�smu plyne '(a) = '(b), tedy

~'(�(a)) = ~'(�(b)). Proto¾e pøedpokládáme, ¾e ~' je injektivní homomor�s-

mus, plyne odtud �(a) = �(b). Podle de�ni
e projek
e na faktorovou algebru

to znamená, ¾e a a b le¾í v té¾e tøídì rozkladu A=�, tedy a � b. Dùkaz vìty

je skonèen.

Dùsledek. Ne
h» A, B jsou univerzální algebry tého¾ typu 
, ' : A! B

homomor�smus 
-algeber s jádrem �. Pak obraz 
-algebry A v homomor-

�smu '

'(A) = f'(a); a 2 Ag

je 
-algebra izomorfní s faktorovou algebrou A=�.

Dùkaz. Staèí u¾ít pøed
hozí vìtu pro � = � a uvìdomit si, ¾e '(A) =

( ~' Æ �)(A) = ~'(A=�), nebo» projek
e � je surjektivní.
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5. Termy

Poznámka. V následují
í kapitole budeme 
htít de�novat rovnosti. Pøí-

kladem tì
hto rovností jsou komutativní, aso
iativní, distributivní, absorpèní

a dal¹í identity, se kterými jsme se setkali. Jde v¾dy o rovnost mezi dvìma

výrazy, které obsahují nìjaké promìnné spolu svázané opera
emi. Tyto vý-

razy nazýváme termy. Potøebujeme nyní pøesnì tyto termy de�novat. Jediná


esta je de�novat je induktivnì, tedy øí
i, ¾e term je nì
o, 
o lze urèitými

pravidly získat z nejjednodu¹¹í
h termù. Pøedstavme si pro urèitost nìjaké

konkrétní rovnosti, napøíklad následují
í rovnosti platné v Booleový
h alge-

brá
h x _ x

0

= 1, x ^ x = x. Vidíme, ¾e zde nejjednodu¹¹ími termy jsou

nulární opera
e 1 a promìnná x. Z ni
h se pak konstruují slo¾itìj¹í termy x

0

,

x ^ x, x _ x

0

. Obe
nì nevystaèíme s jedinou promìnnou (vzpomeòte si na

rovnosti popisují
í komutativní nebo aso
iativní zákon). Na druhou stranu

je jasné, ¾e v¾dy máme v rovnosti jen koneènì mnoho promìnný
h. Proto

bude staèit pra
ovat s následují
ími promìnnými x

1

; x

2

; x

3

; : : :

De�ni
e. Ne
h» 
 je typ. Termem typu 
 nazveme právì takový výraz,

který lze zkonstruovat koneènì mnoha aplika
emi následují
í
h pravidel:

� Pro libovolné pøirozené èíslo n je promìnná x

n

term typu 
.

� Pro libovolný nulární operaèní symbol f 2 
 je f term typu 
.

� Pro libovolné pøirozené èíslo n, libovolný n-ární operaèní symbol f 2 


a libovolné termy t

1

, : : : , t

n

typu 
 je výraz f(t

1

; : : : ; t

n

) term typu 
.

Poznámka. Pokud by mìl nìkdo po
it, ¾e pøes ve¹kerou snahu o pøes-

nost je pøed
hozí de�ni
e stejnì nepøesná, nebo» u¾ívá nede�novaný pojem

výraz, mù¾e si pøed
hozí de�ni
i opravit tím, ¾e místo o výraze
h bude mluvit

o koneèný
h posloupnoste
h symbolù z abe
edy, která se skládá z mno¾iny

promìnný
h, mno¾iny 
, kulatý
h závorek a èárky, tedy o slove
h nad touto

abe
edou. Poznamenejme té¾, ¾e striktnì podle de�ni
e napøíklad x_x

0

term

není, správnì by
hom jej toti¾ mìli psát ve tvaru _(x

1

;

0

(x

1

)). Je jasné, ¾e

poslední zápis na pøehlednosti nepøidal, proto nebudeme u¾ívat dogmati
ky

jen zápisy termù povolené pøed
hozí de�ni
í. Na druhou stranu je nezbytné,

aby
hom v¾dy vìdìli, jak term, který u¾íváme, má dle této de�ni
e vypadat.

De�ni
e. Øekneme, ¾e term t typu 
 je n-ární, jestli¾e se pøi jeho kon-

struk
i nevyu¾ilo ¾ádné promìnné x

m

pro m > n.

Pøíklad. Term x

2

je binární, ov¹em je té¾ 3-ární a také 4-ární atd. Není

v¹ak unární, pøesto¾e v nìm vystupuje jen jedna promìnná.

Pøíklad. Nulární term typu 
 je term, pøi jeho¾ konstruk
i se nepou¾ila

¾ádná promìnná, byl tedy vytvoøen jen pomo
í druhého a tøetího pravidla
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z de�ni
e termu. Je jasné, ¾e takové termy existují jen pro typy obsahují
í

alespoò jeden nulární operaèní symbol.

Poznámka. Je v
elku patrné, ¾e ka¾dý n-ární term t typu 
 nám v libo-

volné 
-algebøe A zadává n-ární opera
i. Ch
eme-li tento jasný fakt de�novat

pøesnì, je nutné u¾ít opìt induktivní de�ni
i.

De�ni
e. Ne
h» t je n-ární term typu 
. Ne
h» A je univerzální algebra

typu 
. De�nujeme n-ární opera
i t

A

urèenou termem t na 
-algebøe A

následují
ím zpùsobem. Ne
h» a

1

; : : : ; a

n

2 A jsou libovolné prvky.

� Je-li termem t promìnná x

k

, pak opera
í urèenou termem t je k-tá

projek
e z kartézského souèinu, tj. pro t = x

k

klademe t

A

(a

1

; : : : ; a

n

) =

a

k

.

� Je-li termem t nulární operaèní symbol f 2 
, pak opera
í urèenou

termem t je opera
e na 
-algebøe A pøíslu¹ná symbolu f , tj. pro t = f

klademe t

A

(a

1

; : : : ; a

n

) = f

A

.

� Je-li term t slo¾en pomo
í k-árního operaèního symbolu f 2 
, kde

k � 1, z termù t

1

, : : : , t

k

typu 
, pak opera
i t

A

urèenou termem t de�-

nujeme takto: její hodnota v n-ti
i (a

1

; : : : ; a

n

) je hodnota opera
e f

A

na


-algebøeA pøíslu¹né symbolu f v k-ti
i ((t

1

)

A

(a

1

; : : : ; a

n

); : : : ; (t

k

)

A

(a

1

; : : : ; a

n

))

hodnot opera
í pøíslu¹ný
h termùm t

1

, : : : , t

k

v n-ti
i (a

1

; : : : ; a

n

), tj.

pro t = f(t

1

; : : : ; t

n

) klademe

t

A

(a

1

; : : : ; a

n

) = f

A

((t

1

)

A

(a

1

; : : : ; a

n

); : : : ; (t

k

)

A

(a

1

; : : : ; a

n

)):

Poznámka. Proto¾e libovolný n-ární term typu 
 lze pova¾ovat té¾ za

m-ární term typu 
 pro libovolné m � n, dopustili jsme se v pøed
hozí

de�ni
i jisté nepøesnosti: stejným symbolem t

A

oznaèujeme rùzné opera
e!

Je-li k nejmen¹í takové, ¾e term t je k-ární, pak t

A

znaèí n-ární opera
i na


-algebøe A pro ka¾dé nezáporné 
elé èíslo n � k. Uka¾me to na následují
ím

pøíkladu.

Pøíklad. Pøedpokládejme, ¾e 
 obsahuje binární operaèní symbol +.

Jestli¾e napøíklad pova¾ujeme term x

1

+ x

2

za binární, pak podle pøed
hozí

de�ni
e platí (x

1

+x

2

)

A

(a

1

; a

2

) = a

1

+a

2

, pokud tento term v¹ak pova¾ujeme

za 3-ární, pak (x

1

+ x

2

)

A

(a

1

; a

2

; a

3

) = a

1

+ a

2

. Obe
nì, pro libovolné n � 2,

je-li term x

1

+ x

2

pova¾ován za n-ární, pak (x

1

+ x

2

)

A

(a

1

; : : : ; a

n

) = a

1

+ a

2

.

Poznámka. V pøed
hozím pøíkladì jsme vidìli, ¾e nepøesnost, které se

dopou¹tíme, není nijak fatální. Doká¾eme to v následují
í vìtì.

Vìta 5.1. Ne
h» t je n-ární term typu 
, ne
h» pøirozené èíslo m > n.

Pak pro libovolnou univerzální algebru A typu 
 a libovolné a

1

; : : : ; a

m

2 A

platí

t

A

(a

1

; : : : ; a

n

) = t

A

(a

1

; : : : ; a

m

);
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kde symbolem t

A

rozumíme vlevo n-ární opera
i urèenou termem t na A,

kde¾to vpravo m-ární opera
i urèenou termem t na A.

Dùkaz. Dùkaz povedeme induk
í vzhledem k termu t podle de�ni
e

termu. První krok této induk
e spoèívá v tom, ¾e tvrzení doká¾eme pro termy,

které jsou promìnnou nebo nulárním operaèním symbolem. Ve druhém kroku

pøedpokládáme, ¾e term t je pomo
í nìjakého operaèního symbolu slo¾en z ji-

ný
h termù a ¾e pro tyto termy bylo tvrzení ji¾ dokázáno, a doká¾eme tvrzení

pro term t.

� Je-li termem t promìnná x

k

, pak k � n, nebo» t je n-ární term. Platí

(x

k

)

A

(a

1

; : : : ; a

n

) = a

k

= (x

k

)

A

(a

1

; : : : ; a

m

):

� Je-li termem t nulární operaèní symbol f 2 
, pak

f

A

(a

1

; : : : ; a

n

) = f

A

= f

A

(a

1

; : : : ; a

m

):

� Pøedpokládejme, ¾e je term t slo¾en pomo
í k-árního operaèního sym-

bolu f 2 
, kde k � 1, z termù t

1

, : : : , t

k

typu 
, pro které ji¾ bylo

tvrzení dokázáno, tedy pro ka¾dé j = 1; : : : ; k platí

(t

j

)

A

(a

1

; : : : ; a

n

) = (t

j

)

A

(a

1

; : : : ; a

m

):

Pak platí

t

A

(a

1

; : : : ; a

n

) = f

A

((t

1

)

A

(a

1

; : : : ; a

n

); : : : ; (t

k

)

A

(a

1

; : : : ; a

n

)) =

= f

A

((t

1

)

A

(a

1

; : : : ; a

m

); : : : ; (t

k

)

A

(a

1

; : : : ; a

m

)) =

= t

A

(a

1

; : : : ; a

m

):

Vìta je dokázána.

Pøíklad. Ne
h» 
 = f�g, kde � je binární operaèní symbol, ne
h» A je

univerzální algebra typu 
 (tedy grupoid). Uva¾me term x

1

� x

2

. Pak dle

pøed
hozí de�ni
e tento term urèuje binární opera
i

(x

1

� x

2

)

A

(a

1

; a

2

) = (x

1

)

A

(a

1

; a

2

) � (x

2

)

A

(a

1

; a

2

) = a

1

� a

2

:

Podobnì

(x

2

� x

1

)

A

(a

1

; a

2

) = (x

2

)

A

(a

1

; a

2

) � (x

1

)

A

(a

1

; a

2

) = a

2

� a

1

:

Naivnì lze tedy opera
i pøíslu¹nou termu t popsat takto: za promìnnou x

k

dosadíme prvek a

k

a provedeme v¹e
hny opera
e termu t.
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Pøíklad. Uva¾me typ 
 = f_;^;

0

; 0; 1g, kde operaèní symboly _ a ^

jsou binární, symbol

0

je unární a symboly 0, 1 jsou nulární. Ne
h» A je uni-

verzální algebra typu 
 (pøíkladem takové 
-algebry je libovolná Booleova

algebra, ov¹em ne ka¾dá 
-algebra je Booleova algebra, je jí jen ta, v ní¾ platí

podmínky kladené na Booleovy algebry, tj. aso
iativita, komutativita, idem-

potentnost obou opera
í, absorpèní a distributivní zákony, identity spojené

s nejmen¹ím a nejvìt¹ím prvkem, identity pro komplement { viz následují
í

kapitolu). Uva¾me term (x

1

^ x

0

2

) _ (x

0

1

^ x

2

), pak hodnota opera
e na A

urèené tímto termem v uspoøádané dvoji
i prvkù a

1

; a

2

2 A je

((x

1

^ x

0

2

) _ (x

0

1

^ x

2

))

A

(a

1

; a

2

) = (x

1

^ x

0

2

)

A

(a

1

; a

2

) _ (x

0

1

^ x

2

)

A

(a

1

; a

2

) =

=

�

(x

1

)

A

(a

1

; a

2

) ^ (x

0

2

)

A

(a

1

; a

2

)

�

_

�

(x

0

1

)

A

(a

1

; a

2

) ^ (x

2

)

A

(a

1

; a

2

)

�

=

=

�

a

1

^ ((x

2

)

A

(a

1

; a

2

))

0

�

_

�

((x

1

)

A

(a

1

; a

2

))

0

^ a

2

�

=

= (a

1

^ a

0

2

) _ (a

0

1

^ a

2

);


o¾ je v pøípadì Booleovy algebry hodnota opera
e sèítání na odpovídají
ím

Booleovì okruhu.

Pøíklad. Uva¾me libovolný typ 
 obsahují
í n-ární operaèní symbol f , a

term f(x

1

; : : : ; x

n

). Pak pro libovolnou 
-algebruA a libovolné a

1

; : : : ; a

n

2 A

platí

(f(x

1

; : : : ; x

n

))

A

(a

1

; : : : ; a

n

) = f

A

((x

1

)

A

(a

1

; : : : ; a

n

); : : : ; (x

n

)

A

(a

1

; : : : ; a

n

)) =

= f

A

(a

1

; : : : ; a

n

);

a tedy (f(x

1

; : : : ; x

n

))

A

= f

A

.

Poznámka. Právì de�nované opera
e urèené termy umo¾òují zformulo-

vat následují
í obe
nou vìtu o tom, jak vypadá podalgebra 
-algebry ge-

nerovaná podmno¾inou. Se spe
iálními pøípady této vìty jsme se ji¾ nìko-

likrát setkali, napøíklad pro podgrupu grupy generovanou mno¾inou, nebo

pro vektorový podprostor vektorového prostoru generovaný danou mno¾inou

vektorù.

Vìta 5.2. Ne
h» A je univerzální algebra typu 
, M podmno¾ina nosné

mno¾iny A. Pak podalgebra hMi 
-algebry A generovaná mno¾inou M je

tvaru

hMi = ft

A

(a

1

; : : : ; a

n

); n 2 Z; n � 0; t je n-ární term typu 
; a

1

; : : : ; a

n

2Mg:

Dùkaz. Oznaème N mno¾inu na pravé stranì uvedené rovnosti. Nejprve

doká¾eme hMi � N , a to tak, ¾e uká¾eme, ¾e N je podalgebra 
-algebry

A obsahují
í mno¾inu M . Pro inkluzi M � N staèí vzít n = 1 a unární

term x

1

, nebo» pro libovolné a 2M je (x

1

)

A

(a) = a. Doka¾me tedy, ¾e N je
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podalgebra 
-algebry A. Zvolme libovolnì k-ární operaèní symbol f 2 


a k libovolný
h prvkù b

1

; : : : ; b

k

2 N a uka¾me, ¾e f

A

(b

1

; : : : ; b

k

) 2 N .

Ov¹em pro ka¾dé j = 1; : : : ; k existuje n

j

-ární term t

j

typu 
 a n

j

prvkù

a

j;1

; : : : ; a

j;n

j

2 M tak, ¾e b

j

= (t

j

)

A

(a

j;1

; : : : ; a

j;n

j

). Potøebujeme prvky

b

1

; : : : ; b

k

získat jako hodnoty opera
í pøíslu¹ný
h nìjakým termùm typu 


na stejné n-ti
i prvkù mno¾inyM . Proto polo¾me n = n

1

+ � � �+n

k

a uva¾me

n-ti
i (a

1;1

; : : : ; a

1;n

1

; : : : ; a

k;1

; : : : ; a

k;n

k

) vzniklou poskládáním zmínìný
h n

j

-

ti
 za sebe. Oznaème t

0

j

term, který vznikne z termu t

j

tím, ¾e se indexy v¹e
h

promìnný
h v nìm pou¾itý
h zvìt¹í o èíslo n

1

+ � � � + n

j�1

(tedy spe
iálnì

t

0

1

= t

1

). Platí tedy pro ka¾dé j = 1; : : : ; k

b

j

= (t

j

)

A

(a

j;1

; : : : ; a

j;n

j

) = (t

0

j

)

A

(a

1;1

; : : : ; a

1;n

1

; : : : ; a

k;1

; : : : ; a

k;n

k

);

a proto

f

A

(b

1

; : : : ; b

k

) = (f(t

0

1

; : : : ; t

0

k

))

A

(a

1;1

; : : : ; a

1;n

1

; : : : ; a

k;1

; : : : ; a

k;n

k

):

To je ale dle de�ni
e mno¾iny N prvek N , 
o¾ se mìlo dokázat.

Doka¾me nyní inkluzi hMi � N , a to tak, ¾e uká¾eme, ¾e prvky mno-

¾iny N le¾í v ka¾dé podalgebøe 
-algebry A obsahují
í mno¾inu M . Dle

de�ni
e mno¾iny N je její libovolný prvek tvaru t

A

(a

1

; : : : ; a

n

), kde t je n-

ární term typu 
 a a

1

; : : : ; a

n

2 M . Ne
h» H je libovolná podalgebra 
-

algebry A obsahují
í mno¾inu M a uka¾me induk
í podle de�ni
e termu, ¾e

t

A

(a

1

; : : : ; a

n

) 2 H.

� Je-li termem t promìnná x

k

, pak t

A

(a

1

; : : : ; a

n

) = a

k

2 M � H.

� Je-li termem t nulární operaèní symbol f 2 
, pak podle de�ni
e po-

dalgebry t

A

(a

1

; : : : ; a

n

) = f

A

2 H.

� Pøedpokládejme, ¾e je term t slo¾en pomo
í k-árního operaèního sym-

bolu f 2 
, kde k � 1, z termù t

1

, : : : , t

k

typu 
, pro které ji¾ bylo tvr-

zení dokázáno, tedy pro ka¾dé j = 1; : : : ; k platí b

j

= (t

j

)

A

(a

1

; : : : ; a

n

) 2

H. Pak platí

t

A

(a

1

; : : : ; a

n

) = f

A

((t

1

)

A

(a

1

; : : : ; a

n

); : : : ; (t

k

)

A

(a

1

; : : : ; a

n

)) =

= f

A

(b

1

; : : : ; b

k

) 2 H

dle de�ni
e podalgebry.

Vìta je dokázána.

6. Variety

De�ni
e. Ne
h» t

1

, t

2

jsou termy typu 
. Výraz t

1

= t

2

nazýváme rov-

ností typu 
.
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Pøíklad. Ne
h» 
 = f�g, kde � je binární operaèní symbol, pak rovností

typu 
 je napøíklad rovnost x

1

� x

2

= x

2

� x

1

. Tato rovnost psána naprosto

formálnì je tvaru �(x

1

; x

2

) = �(x

2

; x

1

), ale je jasné, ¾e není tøeba si zbyteènì

komplikovat ¾ivot pøehnanou snahou po formálnosti, podstatné je to, ¾e víme,

jak formálnì rovnost vypadá, a jsme s
hopni v pøípadì potøeby ji správnì

formálnì pøepsat.

Pøíklad. Uva¾me typ 
 = f�;

�1

; 1g, kde operaèní symbol � je binární,

symbol

�1

je unární a symbol 1 je nulární. Pøíklady rovností jsou (x

1

�x

2

)�x

3

=

x

1

� (x

2

� x

3

), x

1

� x

�1

1

= 1, atd.

De�ni
e. Ne
h» t

1

a t

2

jsou termy typu 
, ne
h» A je univerzální algebra

typu 
. Ne
h» n a m jsou nejmen¹í pøirozená èísla taková, ¾e t

1

je n-ární a

t

2

je m-ární term. Oznaème k = maxfn;mg. Øekneme, ¾e rovnost t

1

= t

2

platí v 
-algebøe A, jestli¾e termy t

1

, t

2

urèují stejnou k-ární opera
i na


-algebøe A, tj. pro ka¾dé prvky a

1

; : : : ; a

k

2 A platí (t

1

)

A

(a

1

; : : : ; a

k

) =

(t

2

)

A

(a

1

; : : : ; a

k

).

Poznámka. Podle vìty 5.1 platí, ¾e pokud termy t

1

a t

2

z pøed
hozí de�-

ni
e urèují stejnou k-ární opera
i na A, tak pro libovolné pøirozené èíslo l � k

tyto termy urèují stejnou l-ární opera
i na A. Proto v pøed
hozí de�ni
i jsme

místo k = maxfn;mg mohli vzít libovolné pøirozené èíslo k � maxfn;mg.

Pøíklad. Ne
h» t

1

= t

2

je libovolná rovnost typu 
. Pak v libovolné

jednoprvkové univerzální algebøe A typu 
 platí rovnost t

1

= t

2

. Jestli¾e

existuje prázdná 
-algebra (tj. jestli¾e typ 
 nemá ¾ádný nulární operaèní

symbol), pak v této prázdné algebøe rovnost t

1

= t

2

také platí.

Pøíklad. Ne
h» 
 = f�g, kde � je binární operaèní symbol, pak rovnost

x

1

� x

2

= x

2

� x

1

platí v 
-algebøe A, právì kdy¾ je A komutativní grupoid.

De�ni
e. Libovolnou mno¾inu rovností typu 
 nazýváme teorií typu 
.

De�ni
e. Ne
h» T je teorie typu 
. Tøídu v¹e
h 
-algeber, v ni
h¾ platí

v¹e
hny rovnosti teorie T , nazýváme varietou 
-algeber urèenou teorií T .

Pøíklad. Ne
h» T je libovolná teorie typu 
. Pak platí, ¾e ve varietì ur-

èené teorií T le¾í v¹e
hny jednoprvkové 
-algebry. Jestli¾e typ 
 nemá ¾ádný

nulární operaèní symbol, pak ve varietì urèené teorií T le¾í také prázdná 
-

algebra.

Poznámka. V¹imnìte si, ¾e v pøed
hozí de�ni
i hovoøíme o tøídì v¹e
h 
-

algeber, nikoli o mno¾inì v¹e
h 
-algeber. Nelze toti¾ hovoøit o mno¾inì v¹e
h


-algeber stejnì jako nelze hovoøit o mno¾inì v¹e
h mno¾in. Dùvodem jsou

paradoxy naivní teorie mno¾in (pokud by existovala mno¾ina v¹e
h mno¾in,

existovala by i mno¾ina M v¹e
h tì
h mno¾in, které nejsou svým prvkem;

pak oba pøípady M 2 M i M =2M vedou ke sporu).
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Poznámka pro ty, kteøí znají predikátovou logiku. Uva¾íme predi-

kátovou logiku v jazy
e s operaèními symboly z 
. Pak pro libovolné n-ární

termy je rovnost t

1

= t

2

atomi
kou formulí predikátové logiky, z ní¾ pøidáním

kvanti�kátorù utvoøíme uzavøenou formuli (tj. senten
i) (8x

1

) : : : (8x

n

)(t

1

=

t

2

). Provedeme-li to se v¹emi rovnostmi nìjaké teorie T typu 
, získáme tak

mno¾inu uzavøený
h formulí, tedy teorii predikátové logiky. Varieta urèená

teorií T je pak právì tøída v¹e
h modelù takto vzniklé teorie predikátové

logiky.

Pøíklad. Ne
h» 
 = f�g, kde � je binární operaèní symbol. Teorie fx

1

�x

2

=

x

2

� x

1

g urèuje varietu v¹e
h komutativní
h grupoidù, teorie f(x

1

� x

2

) � x

3

=

x

1

� (x

2

� x

3

)g urèuje varietu v¹e
h pologrup, teorie

fx

1

� x

2

= x

2

� x

1

; (x

1

� x

2

) � x

3

= x

1

� (x

2

� x

3

); x

1

� x

1

= x

1

g

urèuje varietu v¹e
h polosvazù. Naproti tomu tøídu v¹e
h grup nedostaneme

jako varietu f�g-algeber urèenou nìjakou teorií typu f�g: nevíme toti¾, jak

zapsat podmínku pro existen
i neutrálního prvku nìjakými rovnostmi (tato

podmínka obsahuje existenèní kvanti�kátor, kde¾to my mù¾eme zapsat jen

podmínky se v¹eobe
nými kvanti�kátory).

Pøíklad. Uva¾me typ 
 = f�;

�1

; 1g, kde operaèní symbol � je binární,

symbol

�1

je unární a symbol 1 je nulární. Teorie

f(x

1

�x

2

)�x

3

= x

1

�(x

2

�x

3

); x

1

�1 = x

1

; 1�x

1

= x

1

; x

1

�(x

1

)

�1

= 1; (x

1

)

�1

�x

1

= 1g

urèuje varietu v¹e
h grup, pøidáním dal¹í rovnosti x

1

� x

2

= x

2

� x

1

získáme

teorii urèují
í varietu v¹e
h komutativní
h grup. Tato varieta je samozøejmì

té¾ varietou urèenou teorií

f(x

1

� x

2

) � x

3

= x

1

� (x

2

� x

3

); x

1

� x

2

= x

2

� x

1

; x

1

� 1 = x

1

; x

1

� (x

1

)

�1

= 1g:

Pøíklad. Uva¾me typ 
 = f+; �;�; 0; 1g, kde operaèní symboly + a �

jsou binární, symbol � je unární a symboly 0, 1 jsou nulární. Varieta v¹e
h

okruhù je varieta 
-algeber urèená následují
í teorií typu 
:

f(x

1

+ x

2

) + x

3

= x

1

+ (x

2

+ x

3

); x

1

+ x

2

= x

2

+ x

1

; x

1

+ 0 = x

1

;

x

1

+ (�x

1

) = 0; (x

1

� x

2

) � x

3

= x

1

� (x

2

� x

3

); x

1

� 1 = x

1

; 1 � x

1

= x

1

;

x

1

� (x

2

+ x

3

) = (x

1

� x

2

) + (x

1

� x

3

); (x

1

+ x

2

) � x

3

= (x

1

� x

3

) + (x

2

� x

3

)g:

Není jasné, jak za
hytit podmínky oboru integrity a tìlesa. Pozdìji uvidíme,

¾e ani tøídu v¹e
h oborù integrity ani tøídu v¹e
h tìles nemù¾eme dostat jako

varietu univerzální
h algeber.
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Pøíklad. Uva¾me typ 
 = f_;^g, kde oba operaèní symboly jsou binární.

Pak varieta v¹e
h svazù je urèená následují
í teorií T typu 
:

T = fx

1

_ x

2

= x

2

_ x

1

; (x

1

_ x

2

) _ x

3

= x

1

_ (x

2

_ x

3

); x

1

_ x

1

= x

1

;

x

1

^ x

2

= x

2

^ x

1

; (x

1

^ x

2

) ^ x

3

= x

1

^ (x

2

^ x

3

); x

1

^ x

1

= x

1

;

(x

1

_ x

2

) ^ x

1

= x

1

; (x

1

^ x

2

) _ x

1

= x

1

g:

Teorie

T

1

= T [ fx

1

_ (x

2

^ x

3

) = (x

1

_ x

2

) ^ (x

1

_ x

3

)g

urèuje varietu v¹e
h distributivní
h svazù, teorie

T

2

= T [ f(x

1

^ x

2

) _ (x

1

^ x

3

) = x

1

^ (x

2

_ (x

1

^ x

3

))g

urèuje varietu v¹e
h modulární
h svazù.

Pøíklad. Uva¾me typ 
 = f_;^;

0

; 0; 1g, kde operaèní symboly _ a ^ jsou

binární, symbol

0

je unární a symboly 0, 1 jsou nulární. Ne
h» T

1

je teorie

z pøed
hozího pøíkladu. Pak teorie

T

1

[ fx

1

^ 0 = 0; x

1

_ 1 = 1; x

1

_ (x

1

)

0

= 1; x

1

^ (x

1

)

0

= 0g

urèuje varietu v¹e
h Booleový
h algeber.

Pøíklad. Pøipomeòme de�ni
i vektorového prostoru nad tìlesem (R;+; �).

Pro vìt¹í srozumitelnost odli¹íme opera
i sèítání vektorù od sèítání v tìlese

a budeme ji znaèit �. Podobnì 	u bude opaèný vektor k vektoru u. Odli-

¹íme také násobení vektorù skaláry od násobení v tìlese a budeme jej znaèit

�. Vektorový prostor nad tìlesem (R;+; �) je komutativní grupa (V;�) a

zobrazení � : R� V ! V splòují
í pro ka¾dé u; v 2 V a ka¾dé r; s 2 R

r � (u� v) = (r � u)� (r � v)

(r + s)� u = (r � u)� (s� u)

(r � s)� u = r � (s� u)

1� u = u:

Popi¹me nyní tøídu v¹e
h vektorový
h prostorù jako varietu urèenou vhodnou

teorií. Uva¾me typ 
 = f�;	; og [ R, kde operaèní symbol � je binární,

symbol 	 je unární, symbol o je nulární a pro ka¾dé r 2 R je r unární

operaèní symbol. Uva¾me následují
í teorii T typu 
:

T = f(x

1

�x

2

)�x

3

= x

1

�(x

2

�x

3

); x

1

�x

2

= x

2

�x

1

; x

1

�o = x

1

; x

1

�(	x

1

) = og:

Tato teorie (uva¾ovaná jako teorie typu f�;	; og) urèuje varietu v¹e
h ko-

mutativní
h grup. Pøidáme k ní zbylé ètyøi axiomy vektorový
h prostorù.
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Ètvrtý axiom 1 � u = u je nejsnadnìj¹í: 1 2 R je unární operaèní symbol,

tedy odpovídají
í rovností je rovnost 1(x

1

) = x

1

. Pro druhý a tøetí axiom

uvá¾íme libovolné r; s 2 R. To jsou unární operaèní symboly. Ale pak té¾ r+s

a r � s jsou prvky R, a tedy unární operaèní symboly. Dostáváme následují
í

rovnosti typu 
:

(r + s)(x

1

) = r(x

1

)� s(x

1

); (r � s)(x

1

) = r(s(x

1

)):

První axiom pro libovolné r 2 R dává rovnost r(x

1

� x

2

) = r(x

1

) � r(x

2

).

Celkem tedy dostáváme teorii

T [ f1(x

1

) = x

1

g [

 

[

r2R

fr(x

1

� x

2

) = r(x

1

)� r(x

2

)g

!

[

[

 

[

r2R

[

s2R

f(r + s)(x

1

) = r(x

1

)� s(x

1

); (r � s)(x

1

) = r(s(x

1

))g

!

:

Tato teorie urèuje varietu v¹e
h vektorový
h prostorù.

Poznámka. Následují
í vìtu lze struènì zformulovat takto: variety jsou

uzavøené na podalgebry algeber.

Vìta 6.1. Ne
h» T je teorie typu 
, V varieta 
-algeber urèená teorií T .

Pak pro ka¾dou 
-algebru A 2 V a ka¾dou podalgebru B 
-algebry A platí

B 2 V .

Dùkaz. Uva¾me libovolnou rovnost t

1

= t

2

z teorie T . Proto¾e A 2 V ,

platí tato rovnost v 
-algebøe A. Ov¹em zøejmì pro ka¾dý n-ární term t

typu 
 a libovolné a

1

; : : : ; a

n

2 B platí t

B

(a

1

; : : : ; a

n

) = t

A

(a

1

; : : : ; a

n

). Proto

rovnost t

1

= t

2

platí i v 
-algebøe B. Dokázali jsme, ¾e ka¾dá rovnost teorie

T platí v 
-algebøe B a tedy B 2 V .

Poznámka. Následují
í vìta ukazuje, ¾e de�nièní vlastnost homomor-

�smu platí nejen pro v¹e
hny operaèní symboly typu 
, ale dokon
e pro

libovolné termy typu 
.

Vìta 6.2. Ne
h» A, B jsou univerzální algebry typu 
, ' : A ! B

homomor�smus 
-algeber. Pak pro libovolný n-ární term t typu 
 a libovolné

a

1

; : : : ; a

n

2 A platí

t

B

('(a

1

); : : : ; '(a

n

)) = '(t

A

(a

1

; : : : ; a

n

)):

Dùkaz. Vìtu doká¾eme induk
í vzhledem k termu t.

� Je-li termem t promìnná x

k

, pak t

A

i t

B

jsou k-té projek
e, a tedy

'(t

A

(a

1

; : : : ; a

n

)) = '(a

k

) = t

B

('(a

1

); : : : ; '(a

n

)):
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� Je-li termem t nulární operaèní symbol f 2 
, pak t

A

(a

1

; : : : ; a

n

) = f

A

,

t

B

('(a

1

); : : : ; '(a

n

)) = f

B

. Ov¹em '(f

A

) = f

B

podle de�ni
e homo-

mor�smu.

� Pøedpokládejme, ¾e je term t slo¾en pomo
í k-árního operaèního sym-

bolu f 2 
, kde k � 1, z termù t

1

, : : : , t

k

typu 
, pro které ji¾ bylo

tvrzení dokázáno, tedy pro ka¾dé j = 1; : : : ; k platí

(t

j

)

B

('(a

1

); : : : ; '(a

n

)) = '((t

j

)

A

(a

1

; : : : ; a

n

)):

Podle de�ni
e opera
e urèené termem platí

t

A

(a

1

; : : : ; a

n

) = f

A

((t

1

)

A

(a

1

; : : : ; a

n

); : : : ; (t

k

)

A

(a

1

; : : : ; a

n

));

podobnì

t

B

('(a

1

); : : : ; '(a

n

)) =

= f

B

((t

1

)

B

('(a

1

); : : : ; '(a

n

)); : : : ; (t

k

)

B

('(a

1

); : : : ; '(a

n

))):

Podle de�ni
e homomor�smu a indukèního pøedpokladu platí

'(t

A

(a

1

; : : : ; a

n

)) = '(f

A

((t

1

)

A

(a

1

; : : : ; a

n

); : : : ; (t

k

)

A

(a

1

; : : : ; a

n

))) =

= f

B

('((t

1

)

A

(a

1

; : : : ; a

n

)); : : : ; '((t

k

)

A

(a

1

; : : : ; a

n

))) =

= f

B

((t

1

)

B

('(a

1

); : : : ; '(a

n

)); : : : ; (t

k

)

B

('(a

1

); : : : ; '(a

n

))) =

= t

B

('(a

1

); : : : ; '(a

n

));


o¾ se mìlo dokázat.

Vìta je dokázána.

Poznámka. Následují
í vìtu lze struènì zformulovat takto: variety jsou

uzavøené na obrazy algeber v homomor�sme
h. Podle dùsledku vìty 4.5 to

znamená, ¾e variety jsou uzavøené na faktoralgebry. S konkrétními pøípady

tohoto tvrzení jsme se tedy setkali ji¾ døíve: faktoriza
í (komutativní) grupy

jsme dostali (komutativní) grupu, faktoriza
í (komutativního) okruhu jsme

dostali (komutativní) okruh.

Vìta 6.3. Ne
h» T je teorie typu 
, V varieta 
-algeber urèená teorií

T . Ne
h» A, B jsou 
-algebry, ' : A ! B surjektivní homomor�smus 
-

algeber. Pak platí: je-li A 2 V , pak té¾ B 2 V .

Dùkaz. Uva¾me libovolnou rovnost t

1

= t

2

z teorie T . Proto¾e A 2 V ,

platí tato rovnost v 
-algebøe A. Ne
h» n je takové, ¾e oba termy t

1

, t

2

jsou

n-ární. Je tøeba ovìøit, ¾e pro libovolné b

1

; : : : ; b

n

2 B platí

(t

1

)

B

(b

1

; : : : ; b

n

) = (t

2

)

B

(b

1

; : : : ; b

n

):
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Proto¾e je ' surjek
e, existují a

1

; : : : ; a

n

2 A tak, ¾e b

1

= '(a

1

), : : : , b

n

=

'(a

n

). Pak z pøed
hozí vìty a toho, ¾e rovnost t

1

= t

2

platí v 
-algebøe A,

dostáváme

(t

1

)

B

(b

1

; : : : ; b

n

) = (t

1

)

B

('(a

1

); : : : ; '(a

n

)) = '((t

1

)

A

(a

1

; : : : ; a

n

)) =

= '((t

2

)

A

(a

1

; : : : ; a

n

)) = (t

2

)

B

('(a

1

); : : : ; '(a

n

)) = (t

2

)

B

(b

1

; : : : ; b

n

):

Dokázali jsme, ¾e ka¾dá rovnost teorie T platí v 
-algebøe B a tedy B 2 V .

Poznámka. Následují
í vìta ukazuje, ¾e podmínka, kterou byly de�no-

vány opera
e na souèinu 
-algeber, platí nejen pro v¹e
hny operaèní symboly

typu 
, ale dokon
e pro libovolné termy typu 
.

Vìta 6.4. Ne
h» 
 je typ. Ne
h» pro libovolný prvek i mno¾iny I je dána

univerzální algebra A

i

typu 
. Oznaème A souèin tì
hto 
-algeber, tj. A =

Q

i2I

A

i

. Uva¾me libovolný n-ární term t typu 
 a libovolné �

1

; : : : ; �

n

2 A.

Oznaème � = t

A

(�

1

; : : : ; �

n

). Pak pro ka¾dé i 2 I platí

�(i) = t

A

i

(�

1

(i); : : : ; �

n

(i)):

Dùkaz. Vìtu doká¾eme induk
í vzhledem k termu t.

� Je-li termem t promìnná x

k

, pak t

A

i t

A

i

jsou k-té projek
e, a tedy

� = t

A

(�

1

; : : : ; �

n

) = �

k

a t

A

i

(�

1

(i); : : : ; �

n

(i)) = �

k

(i) = �(i).

� Je-li termem t nulární operaèní symbol f 2 
, pak dle de�ni
e souèinu


-algeber platí f

A

= �, kde � 2 A je urèeno podmínkou �(i) = f

A

i

, 
o¾

je dokazované tvrzení.

� Pøedpokládejme, ¾e je term t slo¾en pomo
í k-árního operaèního sym-

bolu f 2 
, kde k � 1, z termù t

1

, : : : , t

k

typu 
, pro které ji¾ bylo

tvrzení dokázáno. Nejprve zformulujme tento indukèní pøedpoklad. Pro

ka¾dé j = 1; : : : ; k oznaème  

j

= (t

j

)

A

(�

1

; : : : ; �

n

). Pøedpokládáme

tedy, ¾e t = f(t

1

; : : : ; t

k

) a ¾e pro ka¾dé i 2 I a pro ka¾dé j = 1; : : : ; k

platí  

j

(i) = (t

j

)

A

i

(�

1

(i); : : : ; �

n

(i)). Podle de�ni
e opera
e urèené ter-

mem platí

t

A

i

(�

1

(i); : : : ; �

n

(i)) =

= f

A

i

((t

1

)

A

i

(�

1

(i); : : : ; �

n

(i)); : : : ; (t

k

)

A

i

(�

1

(i); : : : ; �

n

(i))) =

= f

A

i

( 

1

(i); : : : ;  

n

(i))

a také

� = t

A

(�

1

; : : : ; �

n

) =

= f

A

((t

1

)

A

(�

1

; : : : ; �

n

); : : : ; (t

k

)

A

(�

1

; : : : ; �

n

)) =

= f

A

( 

1

; : : : ;  

n

);
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a tedy podle de�ni
e opera
í na souèinu 
-algeber pro ka¾dé i 2

I platí �(i) = f

A

i

( 

1

(i); : : : ;  

n

(i)). Ov¹em vý¹e jsme odvodili, ¾e

f

A

i

( 

1

(i); : : : ;  

n

(i)) = t

A

i

(�

1

(i); : : : ; �

n

(i)).

Vìta je dokázána.

Poznámka. Následují
í vìtu lze struènì zformulovat takto: variety jsou

uzavøené na libovolné souèiny algeber.

Vìta 6.5. Ne
h» T je teorie typu 
, V varieta 
-algeber urèená teorií T .

Ne
h» pro libovolný prvek i mno¾iny I je dána univerzální algebra A

i

typu 
.

Oznaème A souèin tì
hto 
-algeber, tj. A =

Q

i2I

A

i

. Pak platí: jestli¾e pro

ka¾dé i 2 I je A

i

2 V , pak té¾ A 2 V .

Dùkaz. Uva¾me libovolnou rovnost t

1

= t

2

z teorie T . Proto¾e pro ka¾dé

i 2 I je A

i

2 V , platí tato rovnost v 
-algebøe A

i

. Ne
h» n je takové, ¾e oba

termy t

1

, t

2

jsou n-ární. Je tøeba ovìøit, ¾e pro libovolné �

1

; : : : ; �

n

2 A platí

(t

1

)

A

(�

1

; : : : ; �

n

) = (t

2

)

A

(�

1

; : : : ; �

n

):

Oznaème  

1

= (t

1

)

A

(�

1

; : : : ; �

n

) a  

2

= (t

2

)

A

(�

1

; : : : ; �

n

). Na¹ím 
ílem je

dokázat, ¾e  

1

=  

2

. Podle de�ni
e souèinu mno¾in jsou  

1

a  

2

zobrazení

se stejným de�nièním oborem i oborem hodnot. Je tøeba ovìøit, ¾e mají té¾

stejný pøedpis, tj. ¾e pro ka¾dé i 2 I platí  

1

(i) =  

2

(i). Z pøed
hozí vìty

plyne, ¾e pro ka¾dé i 2 I platí  

1

(i) = (t

1

)

A

i

(�

1

(i); : : : ; �

n

(i)) a  

2

(i) =

(t

2

)

A

i

(�

1

(i); : : : ; �

n

(i)). Proto¾e rovnost t

1

= t

2

platí v 
-algebøe A

i

, je

(t

1

)

A

i

(�

1

(i); : : : ; �

n

(i)) = (t

2

)

A

i

(�

1

(i); : : : ; �

n

(i));

a tedy té¾  

1

(i) =  

2

(i), 
o¾ jsme 
htìli dokázat. Dokázali jsme, ¾e ka¾dá

rovnost teorie T platí v 
-algebøe A a tedy A 2 V .

Pøíklad. Nyní jsme s
hopni dokázat slíbené tvrzení, ¾e ani tøídu v¹e
h

oborù integrity ani tøídu v¹e
h tìles nemù¾eme dostat jako varietu univerzál-

ní
h algeber typu f+; �;�; 0; 1g. Podle pøed
hozí vìty k tomu staèí najít dvì

tìlesa, jeji
h¾ souèinem není tìleso, a dva obory integrity, jeji
h¾ souèinem

není obor integrity. Hledání takový
h tìles je snadné: platí dokon
e, ¾e souèin

libovolný
h dvou tìles (která jsou samozøejmì i obory integrity) není oborem

integrity (a tedy ani tìlesem). V ka¾dém takovém souèinu toti¾ máme dìlitele

nuly, nebo» platí (0; 1) � (1; 0) = (0; 0). (Pokud Vám není tento obe
ný pøí-

klad jasný, uva¾te dvì kopie tìlesa o dvou prv
í
h { okruhu zbytkový
h tøíd

modulo 2 { a vypi¹te si v¹e
hny ètyøi prvky a sestavte tabulku pro opera
i

násobení.)

Pøíklad. Tøída v¹e
h svazù, které jsou øetìz
i (tj. lineárnì uspoøádanými

mno¾inami) netvoøí varietu univerzální
h algeber typu f_;^g, nebo» souèi-

nem dvou dvouprvkový
h svazù, které jsou øetìz
i, je ètyøprvkový svaz, který

není øetìze
.
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Pøíklad. Tøída v¹e
h grup netvoøí varietu univerzální
h algeber typu f�g,

nebo» tato tøída není uzavøena na podalgebry (existují podgrupoidy grup,

které nejsou grupami). Pøesto jsme dostali tøídu v¹e
h grup jako varietu uni-

verzální
h algeber typu f�;

�1

; 1g. Roz¹íøením typu jsme toti¾ dosáhli toho,

¾e zmínìné podgrupoidy u¾ nebyly podalgebrami f�;

�1

; 1g-algeber. Nabízí se

tedy otázka, zda i v pøípadì tøídy v¹e
h tìles nebo tøídy v¹e
h oborù inte-

grity pøidáním dal¹í
h operaèní
h symbolù k typu f+; �;�; 0; 1g nedostaneme

varietu 
-algeber. Zde je v¹ak situa
e odli¹ná: tyto tøídy nejsou uzavøené na

souèin a souèin se pøidáním dal¹í
h operaèní
h symbolù nezmìní (pøibudou

pouze dal¹í opera
e na té¾e nosné mno¾inì souèinu). Dostali jsme tedy, ¾e

ani tøída v¹e
h tìles ani tøída v¹e
h oborù integrity netvoøí varietu 
-algeber

pro ¾ádné 
 � f+; �;�; 0; 1g. Podobnì tøída v¹e
h øetìz
ù netvoøí varietu


-algeber pro ¾ádné 
 � f_;^g.

Poznámka. Následují
í vìta zavr¹í popis variet 
-algeber. Charakteri-

zuje, které tøídy 
-algeber jsou varietami, tj. které tøídy je mo¾né 
harak-

terizovat nìjakou mno¾inou rovností. V tuto 
hvíli jsme v¹ak s
hopni dùkaz

jednoho smìru pouze naznaèit. Kompletní dùkaz ètenáø nalezne a¾ v osmé

kapitole.

Vìta 6.6. (Birkho�) Ne
h» 
 je typ. Tøída 
-algeber je varieta, právì

kdy¾ splòuje v¹e
hny tøi následují
í podmínky:

� je uzavøená na podalgebry algeber;

� je uzavøená na obrazy algeber v homomor�sme
h;

� je uzavøená na libovolné souèiny algeber.

Dùkaz. Ji¾ jsme dokázali ve vìtá
h 6.1, 6.3 a 6.5, ¾e libovolná varieta


-algeber v¹e
hny tøi uvedené podmínky splòuje. Dùkaz opaèné implika
e

pøesahuje mo¾nosti této kapitoly, proto jen naznaèíme, jak bude veden v ka-

pitole 8. Ne
h» V je tøída 
-algeber splòují
í v¹e
hny tøi uvedené podmínky.

Oznaème T mno¾inu v¹e
h rovností typu 
, které platí ve v¹e
h 
-algebrá
h

z tøídy V (uvìdomte si, ¾e T je v¾dy nekoneèná mno¾ina). Oznaème W va-

rietu 
-algeber urèenou teorií T . Je tøeba dokázat, ¾e V = W . Z de�ni
e T

je jasné, ¾e platí inkluze V � W . Celá obtí¾nost dùkazu vìty spoèívá v dù-

kazu inkluze W � V . Je toti¾ nutné ukázat, ¾e libovolnou 
-algebru A 2 W

lze vytvoøit pomo
í tvoøení podalgeber, souèinù a obrazù v homomor�sme
h

z 
-algeber z tøídy V . To v¹ak uká¾eme a¾ na kon
i kapitoly 8.

7. Volné algebry s nejvý¹e spoèetnou mno¾inou generátorù

De�ni
e. Ne
h» 
 je typ. Oznaème F (
) mno¾inu v¹e
h termù typu 
.

Na této mno¾inì de�nujeme 
-algebru následují
ím zpùsobem. Pro libovolný
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n-ární operaèní symbol f 2 
 de�nujeme n-ární opera
i f

F (
)

na 
-algebøe

F (
) pøíslu¹nou operaènímu symbolu f takto: pro libovolné termy t

1

, : : : ,

t

n

2 F (
) je f

F (
)

(t

1

; : : : ; t

n

) = f(t

1

; : : : ; t

n

).

Poznámka. V¹imnìte si, jak se poèítají hodnoty opera
í v právì popsané


-algebøe. S tro
hou nadsázky se dá øí
i, ¾e se vlastnì nepoèítají. Termy se

do operaèního symbolu pouze dosadí, èím¾ vznikne nový term (viz tøetí bod

de�ni
e termu), a to je výsledek. Znamená to, ¾e ka¾dý prvek mno¾iny F (
),

který není promìnnou, je hodnotou právì jedné opera
e na jednoznaènì ur-

èený
h operande
h, je jej toti¾ mo¾né získat jedinì tak, jak byl sestrojen dle

de�ni
e termu. Proto v této 
-algebøe platí jen triviální rovnosti (tj. takové,

kde na obou straná
h stojí stejný term). Proto¾e tato 
-algebra není svázána

¾ádnými netriviálními rovnostmi, nazývá se volná (viz de�ni
i následují
í po

vìtì 7.1).

Vìta 7.1. Oznaème P mno¾inu v¹e
h promìnný
h: P = fx

1

; x

2

; : : : g a

uva¾me podalgebru hP i generovanou v algebøe F (
) mno¾inou P . Pak platí

hP i = F (
).

Dùkaz. Staèí ukázat inkluzi F (
) � hP i, tedy dokázat, ¾e ka¾dý term

t typu 
 patøí do hP i. To je ale snadné induk
í vzhledem k de�ni
i termu:

promìnné le¾í v P , pro nulární symbol f typu 
 platí f = f

F (
)

, 
o¾ je

prvek libovolné podalgebry. Koneènì pro term f(t

1

; : : : ; t

n

) vzniklý z n-árního

symbolu f 2 
 a termù t

1

; : : : ; t

n

patøí
í
h dle indukèního pøedpokladu do

hP i je f(t

1

; : : : ; t

n

) = f

F (
)

(t

1

; : : : ; t

n

) 2 hP i dle de�ni
e podalgebry.

De�ni
e. 
-algebra F (
) z pøed
hozí de�ni
e se nazývá volná algebra

typu 
 generovaná mno¾inou fx

1

; x

2

; : : : g.

De�ni
e. Ne
h» 
 je typ, r nezáporné 
elé èíslo. Oznaème F

r

(
)mno¾inu

v¹e
h r-ární
h termù typu 
.

Pøíklad. Jestli¾e typ 
 neobsahuje ¾ádný nulární operaèní symbol, pak

platí F

0

(
) = ;.

Pøíklad. Uva¾me typ 
 = f

0

g, kde

0

je unární symbol. Pak 
-algebrami

jsou mno¾iny A spolu se zobrazením

0

: A! A. Pak platí

F

1

(
) = fx

1

; x

0

1

; x

00

1

; x

000

1

; : : :g;

F

2

(
) = fx

1

; x

0

1

; x

00

1

; x

000

1

; : : : ; x

2

; x

0

2

; x

00

2

; x

000

2

; : : : g:

Pøíklad. Uva¾me typ 
 = f

0

; 1g, kde

0

je unární symbol a 1 nulární sym-

bol. Volná algebra typu 
 generovaná prázdnou mno¾inou je pak 
-algebra

F

0

(
) = f1; 1

0

; 1

00

; 1

000

; : : : g. To jsou vlastnì pøirozená èísla. Pøi konstruk
i pøi-

rozený
h èísel nemù¾eme de�novat pøirozená èísla jako tuto volnou 
-algebru,

nebo» jsme v tomto textu mnohokrát existen
i pøirozený
h èísel vyu¾ili. Je ale
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mo¾né tuto strukturu popsat následují
í vlastností: je to mno¾ina N spolu

se zobrazením

0

: N ! N , které je injektivní a není surjektivní, a splòuje

následují
í podmínku: neexistuje ¾ádná vlastní podmno¾ina M � N , která

by pro ka¾dé m 2 M obsahovala té¾ m

0

a která by také obsahovala nìjaký

prvek n, který nelze vyjádøit ve tvaru n = r

0

pro ¾ádné r 2 N . Mno¾inu N

a zobrazení

0

: N ! N , které splòují právì popsanou podmínku, lze vzít v

axiomati
ké konstruk
i pøirozený
h èísel za jeji
h de�ni
i.

Vìta 7.2. Pro libovolné nezáporné 
elé èíslo r je mno¾ina F

r

(
) pod-

algebra 
-algebry F (
) generovaná mno¾inou r promìnný
h fx

1

; : : : ; x

r

g, tj.

F

r

(
) = hfx

1

; : : : ; x

r

gi.

Dùkaz. Inkluzi F

r

(
) � hfx

1

; : : : ; x

r

gi doká¾eme stejnì jako pøed
hozí

vìtu. Opaèná plyne z toho, ¾e F

r

(
) je podalgebra 
-algebry F (
) obsahují
í

mno¾inu promìnný
h fx

1

; : : : ; x

r

g: dosazením r-ární
h termù do libovolného

operaèního symbolu toti¾ zøejmì dostaneme opìt r-ární term, a tedy F

r

(
)

je skuteènì podalgebra.

De�ni
e. 
-algebra F

r

(
) se nazývá volná algebra typu 
 generovaná

mno¾inou fx

1

; : : : ; x

r

g.

Poznámka. Následují
í vìta popisuje podmínku, kterou lze volné algebry


harakterizovat. A» si v jakékoli 
-algebøe zvolíme jakkoli obraz pro ka¾dý

generátor, v¾dy je mo¾né doplnit toto pøiøazení do homomor�smu, a to jedi-

ným zpùsobem. (Av¹ak to, ¾e tato podmínka je skuteènì 
harakterizaèní, tj.

urèuje volnou algebru jednoznaènì a¾ na izomor�smus, doká¾eme a¾ ve vìtì

8.5.)

Vìta 7.3. Ne
h» A je 
-algebra, a

1

; a

2

; a

3

; : : : libovolná pevnì zvolená

posloupnost prvkù z A. Pak existuje jediný homomor�smus 
-algeber ' :

F (
) ! A splòují
í podmínku '(x

m

) = a

m

pro v¹e
hna pøirozená èísla m.

Pøitom pro tento homomor�smus platí: pro libovolný k-ární term t 2 F (
)

je '(t) = t

A

(a

1

; : : : ; a

k

), kde t

A

je opera
e urèená termem t v 
-algebøe A.

Dùkaz. Uka¾me nejprve, ¾e takto de�nované zobrazení je homomor�s-

mus. Ne
h» f 2 
 je libovolný n-ární operaèní symbol, t

1

; : : : ; t

n

2 F (
)

libovolné k-ární termy. Platí tedy

'(f

F (
)

(t

1

; : : : ; t

n

)) = '(f(t

1

; : : : ; t

n

)) = (f(t

1

; : : : ; t

n

))

A

(a

1

; : : : ; a

k

):

Dle de�ni
e opera
e urèené termem je

(f(t

1

; : : : ; t

n

))

A

(a

1

; : : : ; a

k

) = f

A

((t

1

)

A

(a

1

; : : : ; a

k

); : : : ; (t

n

)

A

(a

1

; : : : ; a

k

)) =

= f

A

('(t

1

); : : : ; '(t

n

));

a tedy ' je homomor�smus. Uka¾me induk
í vzhledem k de�ni
i termu, ¾e

tento homomor�smus je jediný:
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� je-li t = x

m

, pak '(x

m

) = a

m

= (x

m

)

A

(a

1

; : : : ; a

k

);

� je-li t nulární operaèní symbol, pak z de�ni
e homomor�smu '(t) = t

A

;

� ne
h» tedy k-ární term t = f(t

1

; : : : ; t

n

) je slo¾en pomo
í n-árního

operaèního symbolu f , kde n � 1, z termù t

1

; : : : ; t

n

2 F (
), pro

které platí indukèní pøedpoklad, tj. pro ka¾dé j = 1; : : : ; n je '(t

j

) =

(t

j

)

A

(a

1

; : : : ; a

k

). Pak z de�ni
e homomor�smu

'(t) = '(f(t

1

; : : : ; t

n

)) = '(f

F (
)

(t

1

; : : : ; t

n

)) =

= f

A

('(t

1

); : : : ; '(t

n

)) = f

A

((t

1

)

A

(a

1

; : : : ; a

k

); : : : ; (t

n

)

A

(a

1

; : : : ; a

k

)) =

= (f(t

1

; : : : ; t

n

))

A

(a

1

; : : : ; a

k

):

Vìta je dokázána.

Vìta 7.4. Ne
h» 
 je typ, r nezáporné 
elé èíslo. Ne
h» A je 
-algebra,

a

1

; : : : ; a

r

libovolné pevnì zvolené prvky z A. Pak existuje jediný homomor�s-

mus 
-algeber ' : F

r

(
) ! A splòují
í podmínku '(x

m

) = a

m

pro v¹e
hna

m = 1; : : : ; r. Pøitom pro tento homomor�smus platí: pro libovolný term

t 2 F

r

(
) je '(t) = t

A

(a

1

; : : : ; a

r

), kde t

A

je opera
e urèená termem t v 
-

algebøe A.

Dùkaz. Tuto vìtu lze dokázat stejnì jako pøed
hozí vìtu 7.3.

Poznámka. Pøed
hozí vìta tedy pro r = 0 tvrdí, ¾e 
-algebra F

0

(
) má

následují
í vlastnost: pro ka¾dou 
-algebru A existuje právì jeden homomor-

�smus 
-algeber ' : F

0

(
)! A.

Poznámka. Na¹ím dal¹ím 
ílem je nalézt volné 
-algebry v ka¾dé va-

rietì 
-algeber. Volné 
-algebry F (
) a F

r

(
) toti¾ splòují pouze triviální

rovnosti, le¾í proto jen ve varietì v¹e
h 
-algeber. Budeme tedy pro danou

teorii T typu 
 konstruovat 
-algebru, v ní¾ platí v¹e
hny rovnosti teorie T

a v¹e
hny dùsledky tì
hto rovností, ale ¾ádná rovnost, která není dùsledkem

rovností teorie T , u¾ v konstruované algebøe platit nebude. Otázka je, jak ta-

kové dùsledky popsat. Asi první 
esta, která èlovìka napadne, je pokusit se

popisovat nìjaká odvozova
í pravidla, jak z rovností teorie T odvodit dal¹í

rovnosti. My ale pou¾ijeme jinou 
estu: dùsledkem rovností teorie T jsou

právì ty rovnosti, které platí v ka¾dé 
-algebøe z variety urèené teorií T .

De�ni
e. Ne
h» V je varieta 
-algeber. Na mno¾inì F (
) v¹e
h termù

typu 
 de�nujeme rela
i�

V

takto: pro libovolné termy t

1

; t

2

2 F (
) klademe

t

1

�

V

t

2

právì tehdy, kdy¾ libovolná 
-algebra z variety V splòuje rovnost

t

1

= t

2

.

Poznámka. Ne
h» t

1

, t

2

jsou n-ární termy typu 
. Pak je tedy t

1

�

V

t

2

právì tehdy, kdy¾ na libovolné 
-algebøe A z variety V oba termy t

1

, t

2

urèují

stejnou n-ární opera
i, tj. pro libovolné a

1

; : : : ; a

n

2 A platí (t

1

)

A

(a

1

; : : : ; a

n

) =

(t

2

)

A

(a

1

; : : : ; a

n

).
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Vìta 7.5. Pro libovolnou varietu 
-algeber V je rela
e �

V

kongruen
í

na 
-algebøe F (
).

Dùkaz. Z pøed
hozí poznámky se snadno vidí, ¾e �

V

je ekvivalen
e na

mno¾inì F (
). Doka¾me, ¾e jde o kongruen
i. Za tím úèelem zvolme libovolnì

n-ární operaèní symbol f 2 
 a termy t

1

; : : : ; t

n

; s

1

; : : : ; s

n

2 F (
) takové, ¾e

t

1

�

V

s

1

, : : : , t

n

�

V

s

n

. Doká¾eme, ¾e potom také f(t

1

; : : : ; t

n

)�

V

f(s

1

; : : : ; s

n

).

Zvolme libovolnì 
-algebru A z variety V . Platí tedy (t

1

)

A

= (s

1

)

A

, : : : ,

(t

n

)

A

= (s

n

)

A

. Ne
h» pøirozené èíslo k je takové, ¾e v¹e
hny zde vystupují
í

termy jsou k-ární. Pak pro libovolné a

1

; : : : ; a

k

2 A platí

(f(t

1

; : : : ; t

n

))

A

(a

1

; : : : ; a

k

) = f

A

((t

1

)

A

(a

1

; : : : ; a

k

); : : : ; (t

n

)

A

(a

1

; : : : ; a

k

)) =

= f

A

((s

1

)

A

(a

1

; : : : ; a

k

); : : : ; (s

n

)

A

(a

1

; : : : ; a

k

)) =

= (f(s

1

; : : : ; s

n

))

A

(a

1

; : : : ; a

k

);


o¾ se mìlo dokázat.

Poznámka. Mù¾eme tedy hovoøit o faktorové algebøe 
-algebry F (
)

podle kongruen
e �

V

. Tuto faktorovou 
-algebru budeme znaèit F (V ) =

F (
)=�

V

.

Poznámka. Uvìdomte si, ¾e nehrozí nebezpeèí zámìny F (
) a F (V ) i

kdyby
hom oznaèili typ jiným písmenem ne¾ 
 a varietu jiným písmenem

ne¾ V . Libovolný typ je pøe
e mno¾ina, kde¾to libovolná varieta je vlastní

tøída.

Vìta 7.6. Pro libovolnou varietu 
-algeber V je 
-algebra F (V ) prvkem

variety V .

Dùkaz. Ne
h» T je teorie urèují
í varietu V , ne
h» t

1

= t

2

je libovolná

rovnost této teorie. Ne
h» k je pøirozené èíslo takové, ¾e oba termy t

1

a t

2

jsou k-ární. Je tedy tøeba ovìøit, ¾e pro libovolné v

1

; : : : ; v

k

2 F (V ) platí

(t

1

)

F (V )

(v

1

; : : : ; v

k

) = (t

2

)

F (V )

(v

1

; : : : ; v

k

). Oznaème � : F (
) ! F (V ) pro-

jek
i na faktorovou algebru. Podle vìty 4.3 je � surjektivní homomor�smus.

Pro ka¾dé i = 1; : : : ; k zvolme term s

i

2 F (
) tak, ¾e �(s

i

) = v

i

. Podle vìty

6.2 pro j = 1; 2 platí

(t

j

)

F (V )

(v

1

; : : : ; v

k

) = (t

j

)

F (V )

(�(s

1

); : : : ; �(s

k

)) = �((t

j

)

F (
)

(s

1

; : : : ; s

k

)):

Máme tedy dokázat, ¾e �((t

1

)

F (
)

(s

1

; : : : ; s

k

)) = �((t

2

)

F (
)

(s

1

; : : : ; s

k

)), 
o¾

je ekvivalentní s tvrzením (t

1

)

F (
)

(s

1

; : : : ; s

k

)�

V

(t

2

)

F (
)

(s

1

; : : : ; s

k

). To bude

dokázáno, pokud libovolná 
-algebra A z variety V splòuje rovnost

(t

1

)

F (
)

(s

1

; : : : ; s

k

) = (t

2

)

F (
)

(s

1

; : : : ; s

k

):
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Ne
h» m je pøirozené èíslo takové, ¾e v¹e
hny termy s

1

; : : : ; s

k

jsou m-ární.

Máme tedy ukázat, ¾e pro libovolnou 
-algebru A z variety V a pro libovolné

její prvky a

1

; : : : ; a

m

2 A platí

((t

1

)

F (
)

(s

1

; : : : ; s

k

))

A

(a

1

; : : : ; a

m

) = ((t

2

)

F (
)

(s

1

; : : : ; s

k

))

A

(a

1

; : : : ; a

m

):

Doplòme nìjak a

1

; : : : ; a

m

do nekoneèné posloupnosti prvkù z 
-algebry A,

napøíklad takto: pro ka¾dé n > m klademe a

n

= a

1

. Podle vìty 7.3 existuje

homomor�smus 
-algeber ' : F (
)! A takový, ¾e pro libovolný l-ární term

t 2 F (
) je '(t) = t

A

(a

1

; : : : ; a

l

). Pro j = 1; 2 tedy platí

((t

j

)

F (
)

(s

1

; : : : ; s

k

))

A

(a

1

; : : : ; a

m

) = '((t

j

)

F (
)

(s

1

; : : : ; s

k

)):

Ov¹em podle vìty 6.2 je

'((t

j

)

F (
)

(s

1

; : : : ; s

k

)) = (t

j

)

A

('(s

1

); : : : ; '(s

k

)):

Máme tedy ukázat, ¾e

(t

1

)

A

('(s

1

); : : : ; '(s

k

)) = (t

2

)

A

('(s

1

); : : : ; '(s

k

));

to ale plyne z toho, ¾e t

1

= t

2

je rovnost z teorie urèují
í varietu V , do které

patøí 
-algebra A.

Poznámka. Uká¾eme, ¾e faktorová algebra F (V ) = F (
)=�

V

z pøed-


hozí vìty splòuje 
harakterizaèní podmínku volné algebry.

Vìta 7.7. Ne
h» V je libovolná varieta 
-algeber, F (V ) = F (
)=�

V

faktorová 
-algebra z vìty 7.6, � : F (
) ! F (V ) projek
e na faktorovou

algebru. Ne
h» A je libovolná 
-algebra z variety V , a

1

; a

2

; a

3

; : : : libovolná

pevnì zvolená posloupnost prvkù z A. Pak existuje jediný homomor�smus


-algeber  : F (V ) ! A splòují
í podmínku  (�(x

m

)) = a

m

pro v¹e
hna

pøirozená èísla m. Pøitom pro tento homomor�smus platí: pro libovolný k-

ární term t 2 F (
) je  (�(t)) = t

A

(a

1

; : : : ; a

k

), kde t

A

je opera
e urèená

termem t v 
-algebøe A.

Dùkaz. Podle vìty 7.3 existuje jediný homomor�smus 
-algeber ' :

F (
) ! A splòují
í podmínku '(x

m

) = a

m

pro v¹e
hna pøirozená èísla m.

Pøitom pro libovolný k-ární term t 2 F (
) je '(t) = t

A

(a

1

; : : : ; a

k

). Oznaème

� jádro homomor�smu '. Uva¾me libovolné n-ární termy t

1

, t

2

takové, ¾e

t

1

�

V

t

2

. Podle de�ni
e kongruen
e �

V

je rovnost t

1

= t

2

splnìna v 
-algebøe

A, a proto platí

'(t

1

) = (t

1

)

A

(a

1

; : : : ; a

n

) = (t

2

)

A

(a

1

; : : : ; a

n

) = '(t

2

);

a tedy t

1

� t

2

. Ukázali jsme, ¾e kongruen
e �

V

je men¹í nebo rovna kongru-

en
i �. Proto podle vìty 4.5 existuje jediný homomor�smus  : F (V ) ! A
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splòují
í  Æ� = '. Pro tento homomor�smus tedy pro v¹e
hna pøirozená èísla

m platí a

m

= '(x

m

) = ( Æ�)(x

m

) =  (�(x

m

)). Podobnì pro libovolný k-ární

term t 2 F (
) je t

A

(a

1

; : : : ; a

k

) = '(t) = ( Æ �)(t) =  (�(t)). Zbývá doká-

zat jednoznaènost homomor�smu  splòují
ího podmínku  (�(x

m

)) = a

m

.

Pøedpokládejme, ¾e té¾ pro homomor�smus 
-algeber � : F (V ) ! A je

splnìna podmínka �(�(x

m

)) = a

m

pro v¹e
hna pøirozená èísla m. Pak pro

homomor�smus � Æ � : F (
)! A platí (� Æ �)(x

m

) = a

m

, a tedy podle vìty

7.3 je � Æ � = '. Podle vìty 4.5 odtud plyne � =  .

De�ni
e. Faktorová algebra F (V ) = F (
)=�

V

z vìt 7.6 a 7.7 se nazývá

volná algebra variety V typu 
 generovaná mno¾inou fx

1

; x

2

; : : : g.

De�ni
e. Ne
h» F (V ) = F (
)=�

V

je volná algebra variety V typu 


generovaná mno¾inou fx

1

; x

2

; : : : g, � : F (
) ! F (V ) projek
e na fakto-

rovou algebru. Pro libovolné nezáporné 
elé èíslo r oznaème F

r

(V ) obraz

podalgebry F

r

(
) v homomor�smu �, tj. F

r

(V ) = �(F

r

(
)). Tuto 
-algebru

F

r

(V ) nazýváme volnou algebrou variety V typu 
 generovanou mno¾inou

fx

1

; : : : ; x

r

g.

Poznámka. Podle vìty 2.3 je F

r

(V ) podalgebrou 
-algebry F (V ), podle

vìt 6.1 a 7.6 patøí algebra F

r

(V ) do variety V . V následují
í vìtì uká¾eme,

¾e také splòuje 
harakterizaèní podmínku volné algebry (a tedy název, který

dostala v pøed
hozí de�ni
i, je oprávnìný). Zú¾ením projek
e � : F (
) !

F (V ) dostáváme dle de�ni
e F

r

(V ) surjektivní homomor�smus F

r

(
) !

F

r

(V ), který budeme pro jednodu
host oznaèovat opìt � a nazývat projek
í.

Vìta 7.8. Ne
h» V je libovolná varieta 
-algeber, r nezáporné 
elé èíslo,

F

r

(V ) volná algebra variety V typu 
 generovaná mno¾inou fx

1

; : : : ; x

r

g,

� : F

r

(
) ! F

r

(V ) projek
e. Ne
h» A je libovolná 
-algebra z variety V ,

a

1

; : : : ; a

r

2 A libovolné pevnì zvolené prvky. Pak existuje jediný homomor-

�smus 
-algeber  : F

r

(V ) ! A splòují
í podmínku  (�(x

m

)) = a

m

pro

v¹e
hna m = 1; : : : ; r. Pøitom pro tento homomor�smus platí: pro libovolný

term t 2 F

r

(
) je  (�(t)) = t

A

(a

1

; : : : ; a

r

), kde t

A

je opera
e urèená termem

t v 
-algebøe A.

Dùkaz. Tuto vìtu lze dokázat stejnì jako vìtu 7.7 (jen místo kongruen
e

�

V

na F (
) u¾íváme zú¾ení kongruen
e �

V

na podalgebru F

r

(
), tj. prùnik

rela
í �

V

a F

r

(
)� F

r

(
), neboli jádro projek
e � : F

r

(
)! F

r

(V )).

Pøíklad. Uva¾me opìt typ 
 = f

0

g, kde

0

je unární symbol. Pøipomeòme,

¾e

F

0

(
) = ;;

F

1

(
) = fx

1

; x

0

1

; x

00

1

; x

000

1

; : : :g;

F

2

(
) = fx

1

; x

0

1

; x

00

1

; x

000

1

; : : : ; x

2

; x

0

2

; x

00

2

; x

000

2

; : : : g:
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Ne
h» V je varieta urèená teorií T = fx

1

= x

00

1

g. Pak platí

x

1

�

V

x

00

1

�

V

x

0000

1

�

V

: : :

a

x

0

1

�

V

x

000

1

�

V

x

00000

1

�

V

: : : :

Je tedy

F

1

(V ) =

�

fx

1

; x

00

1

; x

0000

1

; : : : g; fx

0

1

; x

000

1

; x

00000

1

; : : : g

	

:

V této 
-algebøe se poèítá takto:

fx

1

; x

00

1

; x

0000

1

; : : : g

0

= fx

0

1

; x

000

1

; x

00000

1

; : : :g;

fx

0

1

; x

000

1

; x

00000

1

; : : : g

0

= fx

1

; x

00

1

; x

0000

1

; : : : g:

Podobnì

F

2

(V ) =

�

fx

1

; x

00

1

; x

0000

1

; : : : g; fx

0

1

; x

000

1

; x

00000

1

; : : : g;

fx

2

; x

00

2

; x

0000

2

; : : : g; fx

0

2

; x

000

2

; x

00000

2

; : : : g

	

:

Uva¾me nyní varietu W urèenou teorií fx

0

1

= x

00

1

g. Platí

F

1

(W ) =

�

fx

1

g; fx

0

1

; x

00

1

; x

000

1

; : : : g

	

;

pøièem¾ v této 
-algebøe se poèítá takto:

fx

1

g

0

= fx

0

1

; x

00

1

; x

000

1

; : : : g

0

= fx

0

1

; x

00

1

; x

000

1

; : : : g:

Promyslete si sami, ¾e pro varietu U urèenou teorií fx

0

1

= x

000

1

g platí

F

1

(U) =

�

fx

1

g; fx

0

1

; x

000

1

; x

00000

1

; : : : g; fx

00

1

; x

0000

1

; : : : g

	

;

a urèete, jak se v této 
-algebøe poèítá.

8. Volné algebry s libovolnou mno¾inou generátorù

Poznámka. Jak u¾ napovídá název, tato kapitola pojednává o obe
nìj¹í

situa
i ne¾ kapitola pøed
hozí. Je tedy otázka, proè jsem vlastnì pøed
hozí

kapitolu do textu zaøadil. Mohl jsem ihned zaèít s touto kapitolou a výsledky

pøed
hozí kapitoly získat jako dùsledky výsledkù kapitoly této. Opravdu by

to tak bylo mo¾né udìlat. Dùvodem pro tento postup byla v¹ak snaha o 
o

nejvìt¹í mo¾nou srozumitelnost. Proto¾e budeme nyní pra
ovat s libovolnou

(tedy i nespoèetnou) mno¾inou generátorù X, budeme potøebovat zobe
nit

de�ni
i termu: budeme nyní de�novat termy typu 
 nad mno¾inou X, pøi-

èem¾ pøipustíme, ¾e termem je libovolný prvek mno¾iny X.

De�ni
e. Ne
h» 
 je typ, X mno¾ina. Termem typu 
 nad mno¾inou X

nazveme právì takový výraz, který lze zkonstruovat koneènì mnoha aplika-


emi následují
í
h pravidel:
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� Pro libovolný prvek x 2 X je x term typu 
 nad mno¾inou X.

� Pro libovolný nulární operaèní symbol f 2 
 je f term typu 
 nad

mno¾inou X.

� Pro libovolné pøirozené èíslo n, libovolný n-ární operaèní symbol f 2


 a libovolné termy t

1

, : : : , t

n

typu 
 nad mno¾inou X je výraz

f(t

1

; : : : ; t

n

) term typu 
 nad mno¾inou X.

Mno¾inu v¹e
h termù typu 
 nad mno¾inou X budeme znaèit F

X

(
).

Poznámka. Termy typu 
, které jsme u¾ívali dosud, jsou tedy termy

typu 
 nad mno¾inou fx

1

; x

2

; : : : g.

De�ni
e. Ne
h» 
 je typ, X mno¾ina. Na mno¾inì F

X

(
) de�nujeme

volnou algebru typu 
 generovanou mno¾inou X následují
ím zpùsobem.

Pro libovolný n-ární operaèní symbol f 2 
 de�nujeme n-ární opera
i f

F

X

(
)

na 
-algebøe F

X

(
) pøíslu¹nou operaènímu symbolu f takto: pro libovolné

termy t

1

, : : : , t

n

2 F

X

(
) je f

F

X

(
)

(t

1

; : : : ; t

n

) = f(t

1

; : : : ; t

n

).

Poznámka. Oprávnìnost názvu 
-algebry F

X

(
) proká¾í vìty 8.1 a 8.2.

Pøíklady. 
-algebru F (
) z kapitoly 7 dostaneme v pøed
hozí de�ni
i pro

mno¾inu X = fx

1

; x

2

; : : :g, pro libovolné nezáporné 
elé èíslo r dostaneme 
-

algebru F

r

(
) z kapitoly 7 v pøed
hozí de�ni
i pro mno¾inuX = fx

1

; : : : ; x

r

g.

Vìta 8.1. Ne
h» 
 je typ, X mno¾ina. Uva¾me podalgebru hXi genero-

vanou v algebøe F

X

(
) mno¾inou X. Pak platí hXi = F

X

(
).

Dùkaz. Tato vìta se doká¾e stejnì jako vìta 7.1.

Vìta 8.2. Ne
h» 
 je typ, X mno¾ina. Ne
h» A je 
-algebra, � : X !

A libovolné zobrazení. Pak existuje jediný homomor�smus 
-algeber ' :

F

X

(
)! A splòují
í podmínku '(x) = �(x) pro v¹e
hny prvky x 2 X.

Dùkaz. De�nujme zobrazení ' : F

X

(
)! A induk
í vzhledem k de�ni
i

termu nad mno¾inou X.

� Pro libovolný prvek x 2 X klademe '(x) = �(x).

� Aby zobrazení ' : F

X

(
)! A mohlo být homomor�smus 
-algeber, je

tøeba pro libovolný nulární operaèní symbol f 2 
 polo¾it '(f) = f

A

.

� Pro libovolné pøirozené èíslo n uva¾me nyní term t = f(t

1

; : : : ; t

n

) typu


 nad mno¾inou X, který vznikl z n-árního operaèního symbolu f 2


 a termù t

1

, : : : , t

n

typu 
 nad mno¾inou X. Aby zobrazení ' :

F

X

(
)! A mohlo být homomor�smus 
-algeber, je tøeba, aby

'(t) = '(f(t

1

; : : : ; t

n

)) = '(f

F

X

(
)

(t

1

; : : : ; t

n

)) =

= f

A

('(t

1

); : : : ; '(t

n

)):

Klademe proto '(t) = f

A

('(t

1

); : : : ; '(t

n

)).
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Je zøejmé, ¾e pro právì zkonstruované zobrazení ' platí '(x) = �(x) pro

v¹e
hny prvky x 2 X, a ¾e je to jediné zobrazení s touto vlastností, které by

mohlo být homomor�smus 
-algeber. Na druhou stranu lze snadno dokázat,

¾e ' skuteènì homomor�smem 
-algeber je. Uvìdomte si, ¾e to jsme zajistili

právì de�ni
emi ve druhém a tøetím bodu induk
e.

Poznámka. Proto¾e na¹ím 
ílem je dùkaz Birkho�ovy vìty, nebudeme

kongruen
i �

V

na 
-algebøe F

X

(
) de�novat pouze pro varietu V typu 
,

ale zdánlivì obe
nìji: pro libovolnou tzv. uzavøenou tøídu 
-algeber dle ná-

sledují
í de�ni
e. Slovo zdánlivì je v pøed
hozí vìtì uvedeno proto, ¾e dle

Birkho�ovy vìty stejnì ni
 obe
nìj¹ího nakone
 nedostaneme, uká¾e se toti¾,

¾e ka¾dá uzavøená tøída 
-algeber je varietou 
-algeber.

De�ni
e. Ne
h» V je tøída 
-algeber. O tøídì V øekneme, ¾e je uzavøená,

právì kdy¾ splòuje následují
í tøi podmínky z Birkho�ovy vìty:

� V je uzavøená na podalgebry algeber;

� V je uzavøená na obrazy algeber v homomor�sme
h;

� V je uzavøená na libovolné souèiny algeber.

Poznámka. Snadno je vidìt, ¾e ze druhé podmínky plyne, ¾e uzavøená

tøída 
-algeber s ka¾dou 
-algebrou A obsahuje i v¹e
hny 
-algebry izo-

morfní s A.

De�ni
e. Ne
h» 
 je typ, X mno¾ina. Pro libovolnou uzavøenou tøídu


-algeber V de�nujeme rela
i �

V

na 
-algebøe F

X

(
) takto: pro libovolné

t

1

; t

2

2 F

X

(
) klademe t

1

�

V

t

2

právì tehdy, kdy¾ pro ka¾dou kongruen
i �

na 
-algebøe F

X

(
) takovou, ¾e F

X

(
)=� patøí do tøídy V , platí t

1

� t

2

.

Poznámka. Ekvivalentnì lze øí
i, ¾e �

V

je prùnikem v¹e
h kongruen
í

� na 
-algebøe F

X

(
) takový
h, ¾e F

X

(
)=� patøí do tøídy V . Uvìdomte si,

¾e skuteènì mù¾eme o tomto prùniku mluvit: v¹e
hny rela
e na dané mno-

¾inì tvoøí mno¾inu (tedy ne vlastní tøídu), proto tvoøí mno¾inu i v¹e
hny

kongruen
e na dané 
-algebøe. Oznaème K mno¾inu v¹e
h tì
h kongruen
í

na 
-algebøe F

X

(
), pro které faktoralgebra F

X

(
)=� patøí do tøídy V . Li-

bovolná uzavøená tøída 
-algeber musí obsahovat kartézský souèin prázdné

mno¾iny 
-algeber, 
o¾ je jednoprvková algebra (viz poznámku za de�ni
í

souèinu libovolného poètu 
-algeber). Proto z uzavøenosti na homomorfní

obrazy dostáváme, ¾e libovolná uzavøená tøída 
-algeber obsahuje v¹e
hny

jednoprvkové 
-algebry. Odtud plyne, ¾e mno¾ina K je neprázdná, nebo»

obsahuje kongruen
i F

X

(
)� F

X

(
), v ní¾ jsou libovolné dva prvky ekviva-

lentní, a tedy pøíslu¹ná faktoralgebra je jednoprvková.

Poznámka. Uká¾eme, ¾e právì provedená de�ni
e rela
e �

V

je v pøí-

padì X = fx

1

; x

2

; : : : g ekvivalentní (i kdy¾ to tak mo¾ná na první pohled
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nevypadá) s de�ni
í kongruen
e �

V

na 
-algebøe F (
) uvedenou v kapi-

tole 7. Tam jsme kongruen
i �

V

de�novali podmínkou: pro libovolné termy

t

1

; t

2

2 F (
) je t

1

�

V

t

2

právì tehdy, kdy¾ libovolná 
-algebra z tøídy V

(v sedmé kapitole jí byla varieta V ) splòuje rovnost t

1

= t

2

. Tato pod-

mínka dle de�ni
e znamená (jestli¾e termy t

1

, t

2

jsou k-ární), ¾e pro li-

bovolnou 
-algebru A z variety V a libovolné prvky a

1

; : : : ; a

k

2 A platí

(t

1

)

A

(a

1

; : : : ; a

k

) = (t

2

)

A

(a

1

; : : : ; a

k

). Podle vìty 7.3 je poslední podmínka

ekvivalentní s následují
í podmínkou: pro libovolnou 
-algebru A z variety

V a libovolný homomor�smus 
-algeber ' : F (
)! A platí '(t

1

) = '(t

2

).

Proto¾e pro ka¾dý homomor�smus 
-algeber ' je '(F (
)) podalgebrou 
-

algebry A a proto¾e tøída V je uzavøená na podalgebry, staèí se v poslední

podmín
e omezit jen na surjektivní homomor�smy. Naví
, oznaèíme-li � já-

dro homomor�smu ', platí '(t

1

) = '(t

2

) právì tehdy, kdy¾ t

1

� t

2

. V pøí-

padì, kdy je homomor�smus ' surjektivní, je podle dùsledku vìty 4.5 
-

algebra A izomorfní s faktoralgebrou F (
)=�, a z toho, ¾e A patøí do tøídy

V , plyne, ¾e té¾ F (
)=� patøí do tøídy V . Dostali jsme tedy: pro libovolné

termy t

1

; t

2

2 F (
) je t

1

�

V

t

2

právì tehdy, kdy¾ pro libovolnou kongruen
i

� na 
-algebøe F (
) takovou, ¾e faktoralgebra F (
)=� patøí do tøídy V ,

platí t

1

� t

2

. To je ale právì pøed
hozí de�ni
e.

Vìta 8.3. Ne
h» 
 je typ, X mno¾ina. Ne
h» V je uzavøená tøída 
-

algeber. Pak platí:

� Rela
e �

V

je kongruen
í na 
-algebøe F

X

(
).

� Faktorová algebra F

X

(V ) = F

X

(
)=�

V


-algebry F

X

(
) podle kongru-

en
e �

V

patøí do tøídy V .

Dùkaz. Víme, ¾e �

V

je prùnikem neprázdné mno¾inyK v¹e
h kongruen
í

� na 
-algebøe F

X

(
) takový
h, ¾e F

X

(
)=� patøí do V . První tvrzení tedy

plyne z prvního tvrzení vìty 4.4. Podle druhého tvrzení vìty 4.4 existuje

homomor�smus 
-algeber ' : F

X

(
) !

Q

�2K

F

X

(
)=�, jeho¾ jádrem je

prùnik v¹e
h kongruen
í � 2 K, tedy kongruen
e �

V

. Podle dùsledku vìty

4.5 je F

X

(V ) = F

X

(
)=�

V

izomorfní s podalgebrou '(F

X

(
)) 
-algebry

Q

�2K

F

X

(
)=�. Tento souèin 
-algeber z uzavøené tøídy V patøí do V a

opìt z uzavøenosti V plyne, ¾e také jeho podalgebra '(F

X

(
)) patøí do V , a

tedy do V patøí i s touto 
-algebrou izomorfní 
-algebra F

X

(V ), 
o¾ se mìlo

dokázat.

De�ni
e. Ne
h» 
 je typ, X mno¾ina, V je uzavøená tøída 
-algeber.

Faktorová algebra F

X

(V ) = F

X

(
)=�

V

z vìty 8.3 se nazývá volná algebra

tøídy V generovaná mno¾inou X. Ne
h» � : X ! F

X

(V ) je zobrazení urèené

podmínkou �(x) = �(x) pro v¹e
hny prvky x 2 X, kde � : F

X

(
) !

F

X

(V ) je projek
e na faktorovou algebru. Pak zobrazení � se nazývá vnoøení

generátorù do volné algebry F

X

(V ).
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Poznámka. Pokud tøída V obsahuje nìjakou 
-algebru, která není jedno-

prvková nebo prázdná, lze snadno odvodit z následují
í vìty 8.4, ¾e zobrazení

� je injektivní.

Poznámka. Nyní uká¾eme, ¾e 
-algebra F

X

(V ) z pøed
hozí de�ni
e sku-

teènì splòuje 
harakterizaèní podmínku volné algebry.

Vìta 8.4. Ne
h» 
 je typ, X mno¾ina. Ne
h» V je uzavøená tøída 
-

algeber, F

X

(V ) = F

X

(
)=�

V

volná algebra tøídy V generovaná mno¾inou

X, � : X ! F

X

(V ) vnoøení generátorù do volné algebry F

X

(V ). Ne
h»

A je libovolná 
-algebra z tøídy V a � : X ! A libovolné zobrazení. Pak

existuje jediný homomor�smus 
-algeber  : F

X

(V )! A splòují
í podmínku

 Æ � = �.

Dùkaz. Doka¾me nejprve existen
i homomor�smu  . Ne
h» � : F

X

(
)!

F

X

(V ) je projek
e na faktorovou algebru. Podle vìty 8.2 existuje jediný ho-

momor�smus 
-algeber ' : F

X

(
)! A splòují
í podmínku '(x) = �(x) pro

v¹e
hny prvky x 2 X. Proto¾e '(F

X

(
)) je podalgebra 
-algebry A patøí
í

do V , z uzavøenosti V plyne, ¾e do V patøí '(F

X

(
)). Oznaème � jádro ho-

momor�smu '. Podle dùsledku vìty 4.5 je '(F

X

(
)) izomorfní s F

X

(
)=�.

Proto F

X

(
)=� patøí do V , a tedy � je jedna z tì
h kongruen
í, jeji
h¾

prùnikem je �

V

. Je proto kongruen
e �

V

men¹í nebo rovna kongruen
i �.

Proto¾e � je jádro homomor�smu ' : F

X

(
) ! A, F

X

(V ) = F

X

(
)=�

V

a

� : F

X

(
)! F

X

(V ) je projek
e na faktorovou algebru, podle vìty 4.5 exis-

tuje jediný homomor�smus 
-algeber ~' : F

X

(V )! A s vlastností ~'Æ� = '.

Proto¾e pak ~'(�(x)) = ~'(�(x)) = '(x) = �(x) pro v¹e
hny prvky x 2 X,

platí ~' Æ � = �, a tedy je  = ~' hledaný homomor�smus. Doka¾me nyní,

¾e homomor�smus  je podmínkou vìty urèen jednoznaènì. Ne
h» tedy ho-

momor�smus 
-algeber  

0

: F

X

(V )! A také splòuje podmínku  

0

Æ � = �.

Pak  

0

(�(x)) = �(x) pro v¹e
hny prvky x 2 X a '

0

=  

0

Æ � splòuje pod-

mínku vìty 8.2. Proto¾e homomor�smus splòují
í tuto podmínku je jediný,

dostáváme '

0

= '. Tedy  

0

Æ � = ~' Æ �, z jednoznaènosti z vìty 4.5 plyne

 

0

= ~' =  . Vìta je dokázána.

Poznámka. V následují
í vìtì uká¾eme, ¾e podmínka z pøed
hozí vìty

skuteènì 
harakterizuje 
-algebru F

X

(V ), urèuje ji toti¾ jednoznaènì a¾ na

izomor�smus.

Vìta 8.5. Ne
h» 
 je typ, X mno¾ina. Ne
h» V je uzavøená tøída 
-

algeber, F

X

(V ) = F

X

(
)=�

V

volná algebra tøídy V generovaná mno¾inou

X, � : X ! F

X

(V ) vnoøení generátorù do volné algebry F

X

(V ). Ne
h»

algebra U z tøídy V a zobrazení � : X ! U splòují následují
í podmínku:

pro libovolnou 
-algebru A z tøídy V a libovolné zobrazení � : X ! A

existuje jediný homomor�smus 
-algeber  : U ! A splòují
í podmínku

 Æ� = �. Pak platí: existuje izomor�smus 
-algeber � : U ! F

X

(V ) takový,
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¾e � Æ � = �.

Dùkaz. Proto¾e 
-algebra U splòuje podmínku vìty, pro 
-algebru F

X

(V )

a zobrazení � : X ! F

X

(V ) existuje homomor�smus 
-algeber � : U !

F

X

(V ) splòují
í �Æ� = �. Jen je tøeba ukázat, ¾e � je izomor�smus. Naopak,

podle vìty 8.4 pro 
-algebru U a zobrazení � : X ! U existuje homomor�s-

mus 
-algeber  : F

X

(V )! U splòují
í podmínku  Æ� = �. Pak homomor-

�smus �Æ : F

X

(V )! F

X

(V ) splòuje �Æ Æ� = �Æ � = �. Rovnì¾ identita

na F

X

(V ), tj. zobrazení �

F

X

(V )

: F

X

(V )! F

X

(V ) splòují
í �

F

X

(V )

(a) = a pro

ka¾dé a 2 F

X

(V ), je homomor�smem, pro který platí �

F

X

(V )

Æ� = �. Proto¾e

dle vìty 8.4 (pro 
-algebru F

X

(V ) a zobrazení � : X ! F

X

(V )) je takový

homomor�smus urèen jednoznaènì, platí � Æ  = �

F

X

(V )

. Z
ela analogi
ky se

doká¾e, ¾e  Æ � je identita na U . To ale znamená, ¾e  je inverzní zobrazení

k �, a tedy � je bijek
e, 
o¾ jsme 
htìli dokázat.

Poznámka. Nyní jsme ji¾ s
hopni dokázat Birkho�ovu vìtu, kterou jsme

uvedli ji¾ jednou jako vìtu 6.6, ale nedokonèili jsme dùkaz jedné implika
e.

Vìta 8.6. (Birkho�) Ne
h» 
 je typ. Tøída 
-algeber je varieta, právì

kdy¾ splòuje v¹e
hny tøi následují
í podmínky:

� je uzavøená na podalgebry algeber;

� je uzavøená na obrazy algeber v homomor�sme
h;

� je uzavøená na libovolné souèiny algeber.

Dùkaz. Jedna implika
e byla ji¾ dokázána v kapitole 6. Ne
h» V je li-

bovolná uzavøená tøída 
-algeber. Uká¾eme, ¾e V je varieta. Oznaème T

mno¾inu v¹e
h rovností typu 
, které platí ve v¹e
h 
-algebrá
h z tøídy V .

OznaèmeW varietu 
-algeber urèenou teorií T . Je tøeba dokázat, ¾e V =W .

Z de�ni
e T je jasné, ¾e platí inkluze V � W . Uká¾eme nyní, ¾e takéW � V .

Zvolme libovolnì 
-algebru A 2 W . Vìta bude dokázána, uká¾eme-li, ¾e

A 2 V .

Uva¾me volnou algebru F

X

(W ) = F

X

(
)=�

W

tøídyW generovanou mno-

¾inou X, pøièem¾ za X volíme nosnou mno¾inu 
-algebry A. Podle vìty 8.4,

v ní¾ za zobrazení � : X ! A volíme identitu, existuje homomor�smus 
-

algeber ' : F

X

(W ) ! A splòují
í podmínku '(x) = �(x) = x pro v¹e
hny

prvky x 2 X. Proto¾e X = A, je zjevnì ' surjektivní. Máme té¾ volnou

algebru F

X

(V ) = F

X

(
)=�

V

tøídy V generovanou stejnou mno¾inou X.

Oznaème K

V

(resp. K

W

) mno¾inu v¹e
h kongruen
í � na 
-algebøe F

X

(
)

takový
h, ¾e F

X

(
)=� patøí do tøídy V (resp. W ). Z inkluze V � W plyne

inkluze K

V

� K

W

. Proto¾e �

V

je prùnikem v¹e
h kongruen
í z mno¾iny

K

V

a �

W

je prùnikem v¹e
h kongruen
í z mno¾iny K

W

, plyne odtud, ¾e

�

W

� �

V

. Budeme hotovi, uká¾eme-li také opaènou inkluzi �

V

� �

W

. Pak

toti¾ budou obì kongruen
e �

W

a�

V

stejné, a proto F

X

(W ) = F

X

(
)=�

W

=
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F

X

(
)=�

V

= F

X

(V ) bude patøit do tøídy V . Z uzavøenosti tøídy V pak do

V bude patøit i homomorfní obraz '(F

X

(W )) = A, 
o¾ právì potøebujeme

dokázat.

Zamìøme se tedy na dùkaz inkluze �

V

� �

W

. Ne
h» t

1

; t

2

2 F

X

(
)

jsou libovolné termy takové, ¾e t

1

�

V

t

2

. Pro projek
i na faktoralgebru � :

F

X

(
)! F

X

(V ) tedy platí �(t

1

) = �(t

2

). Podle de�ni
e termu nad mno¾inou

X je pøi tvorbì ka¾dého termu pou¾ito jen koneènì mnoho prvkù mno¾iny

X. Oznaème si x

1

; : : : ; x

n

ty prvky mno¾iny X, které byly pou¾ity pøi tvorbì

termù t

1

a t

2

; jsou tedy t

1

a t

2

pøi tomto oznaèení n-árními termy typu 
, tj.

t

1

; t

2

2 F

n

(
).

Doka¾me nejprve, ¾e rovnost t

1

= t

2

patøí do teorie T , tj. ¾e platí ve v¹e
h


-algebrá
h z tøídy V . Zvolme libovolnì 
-algebru B z tøídy V a její prvky

b

1

; : : : ; b

n

2 B a uka¾me, ¾e (t

1

)

B

(b

1

; : : : ; b

n

) = (t

2

)

B

(b

1

; : : : ; b

n

). Uva¾me

zobrazení � : X ! B takové, ¾e pro ka¾dé m = 1; : : : ; n platí �(x

m

) = b

m

a

pro v¹e
hny ostatní prvky x 2 X rùzné od x

1

; : : : ; x

n

dode�nujme �(x) = b

1

(ve spe
iálním pøípadì n = 0 v¹e
hny prvky mno¾iny X zobrazíme na nìjaký

libovolnì zvolený prvek z 
-algebry B). Oznaème � : X ! F

X

(V ) vnoøení

generátorù do volné algebry F

X

(V ) tøídy V . Podle de�ni
e je tedy �(x) =

�(x) pro v¹e
hny prvky x 2 X. Podle vìty 8.4 existuje homomor�smus 
-

algeber ' : F

X

(V )! B splòují
í podmínku ' Æ � = �. Oznaème  = ' Æ �,

je tedy  : F

X

(
) ! B homomor�smus, pøièem¾ pro v¹e
hny prvky x 2

X platí  (x) = '(�(x)) = '(�(x)) = �(x). Ov¹em F

n

(
) je podalgebra


-algebry F

X

(
), proto mù¾eme uvá¾it homomor�smus  

0

: F

n

(
) ! B,

který je zú¾ením homomor�smu  . Pro ka¾dé m = 1; : : : ; n platí  

0

(x

m

) =

 (x

m

) = �(x

m

) = b

m

. Z vìty 7.4 plyne, ¾e homomor�zmus vy
házejí
í z volné

algebry F

n

(
) je jednoznaènì urèen svými obrazy na generátore
h x

1

; : : : ; x

n

,

podle vìty 7.4 tedy pro libovolný term t 2 F

n

(
) je  

0

(t) = t

B

(b

1

; : : : ; b

n

).

Pøipomeòme, ¾e �(t

1

) = �(t

2

); 
elkem tedy platí

(t

1

)

B

(b

1

; : : : ; b

n

) =  

0

(t

1

) =  (t

1

) = '(�(t

1

)) = '(�(t

2

)) =

=  (t

2

) =  

0

(t

2

) = (t

2

)

B

(b

1

; : : : ; b

n

);

a tedy rovnost t

1

= t

2

patøí do teorie T .

Ne
h» � : F

X

(
)! F

X

(W ) je projek
e na faktoralgebru a �

0

: F

n

(
)!

F

X

(W ) její zú¾ení na podalgebru F

n

(
). Podle vìty 7.4 je homomor�smus �

0

jednoznaènì urèen svými obrazy na generátore
h a pro ka¾dý term t 2 F

n

(
)

tedy platí �

0

(t) = t

F

X

(W )

(�

0

(x

1

); : : : ; �

0

(x

n

)). Ov¹em F

X

(W ) je 
-algebra z

variety W urèené teorií T , rovnost t

1

= t

2

, o které jsme dokázali, ¾e do teorie

T patøí, tedy platí i v F

X

(W ), odkud plyne

�(t

1

) = �

0

(t

1

) = (t

1

)

F

X

(W )

(�

0

(x

1

); : : : ; �

0

(x

n

)) =

= (t

2

)

F

X

(W )

(�

0

(x

1

); : : : ; �

0

(x

n

)) = �

0

(t

2

) = �(t

2

):
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To znamená, ¾e t

1

�

W

t

2

, 
o¾ jsme právì potøebovali dokázat.

Poznámka. V prùbìhu dùkazu vìty 8.6 jsme odvodili dal¹í vlastnost

volné algebry, která stojí za zmínku. V¹imnìte si, ¾e pro ka¾dou varietu V

typu 
 platí: libovolná rovnost typu 
 platí ve volné algebøe F (V ) variety

V právì tehdy, kdy¾ tato rovnost platí v ka¾dé 
-algebøe variety V .
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