Algebra IT — Cviceni — podzim 2005

Cviceni 1 —19.9. — Idealy

C11 Urcete podgrupu grupy (C,+) generovanou prvkem i. Uréete podokruh, podtéleso a idedl okruhu
(C,+,-) generovany prvkem i. Totéz pro prvky V2 ae.

C12 Popiste svaz ideali okruhu Zg X Zg4.

C13 Ukaite, ze idedl (z,2) neni hlavni idedl okruhu Z[z].

C14 Urcete vSechny idedly v okruhu M5 (R) (okruh matic typu 2 x 2 nad redlnymi ¢&isly).
C15 Urcete maximalni idedly v okruhu R[z].

C16 Pro okruh R a jeho ideély I, J klademe I + J ={i+j|i € I,j € J}. Dokazte, Ze N i + jsou operace
na mnoziné vSech idealt okruhu R.

Domaci tloha

D1a Pro okruh R a jeho idedly I, J klademe I o J = {i-j|i € I,j € J}. Rozhodnéte, zda o je operace na
mnoziné vSech ideali okruhu R.

D1b Dokazte, ze v okruhu Z,, je kazdy ideal hlavni.

Prémiové priklady

P1 Urcete pro kterd n € N je v okruhu Z,[z] kazdy ideal hlavni.
P2 Dokaite, Ze kazdy idedl okruhu Z[z] je kone¢né generovany.
Cviceni 2 — 26. 9. — Faktorokruhy

C21 Dokarte, ze mnoZina vech polynomt, které maji soucet koeficinetlt délitelny 3, tvoii v okruhu Z[z]
ideal. Urcete ¢emu je izomorfni pfislusny faktorokruh.

C22 Uréete ¢emu je izomorfni faktorokruh Q[z]/(z — 2).
C23 Urcete ¢emu je izomorfni faktorokruh Q[z,y]/(z,y — 1).

C24 Ukazte, ze faktorokruh Q[z,y]/(2?,4?) je izomorfni okruhu ¢tvercovych matic:

d 0 0
Z g 2 | a,b,c,d € Q
a b c

C25 Oznacéme pro prvodéislo p okruh M, = {% | myn€Z, pt n} Popiste viechny idealy tohoto okruhu.
Urcete, které z nich jsou hlavni, které prvoidedly a které maximalni idedly.

Domaci iloha

D2 Pro dané pfirozené ¢islo n a celé ¢islo k oznacme I(k,n) = {f € Z[z] | n | f(k)}. Dokazte, ze I(k,n)
je idedl okruhu Z[z]. Rozhodnéte, pro kterd n, k je tento ideél hlavni, pro kterd je maximadlni, pro ktera je to
prvoidedal. Naleznéte generatory tohoto idealu.

Prémiové priklady

P3 Urcete cemu jsou izomorfni faktorokruhy piislusné idedlim z piikladu C25.



Cviceni 3 — 3. 10. — Jednoduché rozsifeni a minimalni polynomy
C31 Urcete, které prvky patii do t&lesa Q(7), Q(\/ 2 4+ 1/2). Uréete dimenze piislusnych rozsifeni (nad Q).

C32 Bud « € C kofenem (ireducibilnfho) polynomu z* — z — 2 € Q[z]. Urfete stupein rozsiteni télesa Q(a)
nad télesem Q a udejte bazi tohoto rozsifeni. Vyjadiete prvky a=t, (1 + )3 v této bazi.

C33 Urcete, které prvky patii do télesa Q(7).

C34 Urcete minimalni polynomy prvku v/2 + v/2 nad Q a nad Q(v/2).

C35 Urcete minimalni polynomy prvki

0= VI+ 31, B=\\2+vV2+V2 7=v2+V3 =1\T+4v3+\T-4V3

Domaci iloha

D3a Urcete viechny inkluze mezi nasledujicimi podtélesy télesa C: Q, Q(V2), Qv3), Q(V6), @(\/ 2, \/5)_),
Q(V2,v6), Q(V3,v6), Q(v2,v3,v6). Uréete stupné rozsifeni téchto téles nad Q. Jsou télesa Q(v/'2) a Q(v/3)

izomorfni?
D3b Urcete minimélni polynom prvku \/m nad Q.
Prémiové priklady
P4 Urcete minimélni polynom prvku m

P1l-—varianta Dokaite, Ze je v okruhu Z,[z] kazdy idedl hlavni pravé tehdy, kdyZ n neni délitelné druhou
mocninou prvocisla. Postupné dokazte, ze:

e Pokud existuje prvo¢islo p takové, ze p? | n, pak ideal (z,p) neni hlavni idedl v Z,[xz].
e Pokud n je prvoéislo, pak Z,[z] je okruhem hlavnich ideald.

e Pokud n je sou¢inem riznych prvodcisel pi, ps, ..., pk, pak okruh Z,[z] je izomorfni soucinu okruhi Z,, [z],
Lp,lz], - .., Ly, 2]

e Kazdy idedl I v koneéném soucinu okruht je soucinem prislugnych idedli v jednotlivych komponentach
soucinu. Pokud jsou navic tyto idealy hlavni, je hlavni i ptivodni ideal I.

Cviceni 4 — 10. 10. — Konecna rozsireni a rozkladové téleso

C41 Ukaite, 7e télesa Q(v/2) a Q(v/3) nejsou izomorfni.

C42 Je-li p : Q(a) — Q(B) izomorfismus, pak p(a) mé stejny minimalni polynom jako a. DokaZte.

C43 Dokazte, ze Q(v/2,v/3) je jednoduché rozsiteni Q.

C44 Urcete viechny automorfismy (izomorfismy na sebe) télesa Q(v/2).

C45 Urdete stupein rozsifeni rozkladového télesa polynomu z* — 2 nad Q.

C46 Urcete stupen rozsiteni rozkladového télesa polynomu z” — 1 nad Q, pron = 3,4,5,6.

C47 Urcete stupen rozsiteni rozkladového télesa polynomu z” — 1 nad Q, pro n prvocislo.

C48 Dokazte, ze pro polynom stupné n nad Q, je stupen rozkladového télesa tohoto polynomu mensi nebo
roven n!.



C49 Uvazujme ireducibilni polynom f = 2% + 2 + 1 nad Z,. Popiste téleso Zs[z]/(f). Uréete viechny jeho
podtélesa.

Domaéci tloha
D4a Uréete viechny automorfismy télesa Q(v/2,v/3).
D4b Urdete stupen rozsifeni rozkladového télesa polynomu z* — 5 nad Q.

D4c Uvazujme ireducibilni polynom f stupné 4 nad Z.. PopiSte téleso Zs[z]/(f). Urcete v8echny jeho
podtélesa.

Prémiové priklady
P5 Popiste vSechna koneéné rozsireni télesa C.
Cviceni 5 —17. 10. — Konecna télesa, Grupy automorfismi

C51 Uvazujme Sestnactiprvkové téleso Fig. Bud S generator jeho étyiprvkového podtélesa.

a) Urcete minimalni polynom prvku § nad Z». NapiSte jeho rozklad na ireducibilni polynomy nad Z»(5).

b) Urcete vSechny ireducibilni polynomy stupné 2 nad Z(8).

c) Necht f je néjaky ireducibilni polynom stupné 2 nad Z(5). Naleznéte jeho kofeny v Fyg. Popiste izomor-
fismus Fi6 a Zo(8)[x]/(f).

C52 Uvazujme téleso Fp» o p™ prvcich a jeho grupu auomorfismi (Aut(Fyn ), 0). Necht zobrazeni ¢ : Fyn —
F,» je definovino vztahem (z) = zP.

a) Dokazte, 7e ¢ je automorfismus télesa Fyn .

b) Ukazte, zZe ¢ je prvek fadu n v grupé (Aut(Fp ), o).

c¢) Ukazte, ze Fpn je jednoduché rozsifeni télesa F, = Z, a proto existuje pravé n automorfismi Fy» . tzn.
(Aut(Fpn ), 0) je n prvkova cyklickd grupa.

C53 Popiste, kolik je homomorfismt z F,» do F,» a jak vypadaji.
C54 Uréete grupu automorfismi rozkladového télesa polynomu z° — 1 nad Q.
Domaéci tloha

D5 Pro nékterou dvojici f, g riznych ireducibilnich polynomu stupné 2 nad Z3 popiste vSechny homomor-
fismy z Zs[z]/(f) do Zs[z]/(g).

Prémiové priklady
P6 Urdete grupu automorfismi rozkladového télesa polynomu z* — 2 nad Q.
Cviceni 6 — 24. 10. — Symetrické polynomy

C61 Rozlozte mnohoclen f(z,y,2) = (z + y)(z + 2)(y + 2) + xyz pomoci elementirnich symetrickych
polynom1.

C62 Rozlozte mnohoclen f(xz,y,z) = z* + y* + z* pomoci elementarnich symetrickych polynomi.

C63 Reste soustavu rovnic:

[SURREN|

2 2 _
]+ Ty =

z+ =3



C64 Reste soustavu rovnic:

1 +22+23=0
2 2 2 3 3 3
Ty +$2+$3=$1+$2+$3

T1To2x3 = 2
C65 O kubickém polynomu f(z) = 2 + 22 — 1 € C[z] vime, Ze m4 tii riizné kofeny z;, z2, 73. Sestavte
normovany kubicky polynom, jehoz kofeny jsou z%, x3, z3.
Domaci tloha
D6 Bud A mnozina. Ozna¢me nasledujici podmnoziny mnoziny P (A x A):
S(A) mnozinu v8ech symetrickych relaci na mnozing A,
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N

mnozinu v8ech tranzitivnich relaci na mnoziné A,

=

)
)

(A) mnozinu vSech reflexivnich relaci na mnoziné A,
)

(A
(

&

mnozinu v8ech relaci ekvivalence na mnoziné A,
U(A) mnozinu v8ech usporddani na mnoziné A.

Rozhodnéte, zda dané mnoziny usporadané inkluzi tvoii svaz, resp. iplny svaz. Pokud ano, popiste jak vypadaji
suprema a infima.

Prémiové priklady

P7 Dejte priklad polynomu vice proménnych, ktery neni symetricky, ale jeho tfeti mocnina je symetrickym
polynomem.

P8 Urcete, pro které usporddané mnoziny (B, <) plati, Ze mnoZina v8ech podmnoZin, které spolu s uspia-
danim jsou svazem, tvori vzhledem k inkluzi svaz. Své tvrzeni dokazte.

Cviceni 7 — 31. 10. — Svazy, uplné svazy, podsvazy

C71 V ptikladu D6 urcete, které podmnoziny tvori podsvaz svazu (P(A x A), C). Popiste maximalni prvky
U(A) a rozhodnéte, zda U(A) U {T}, kde T je novy nejvétsi prvek, tvori aplny svaz.

C72 Urcete (az na izomorfismus) vSechny pétiprvkové a Sestiprvkové svazy.
C73 Urcete svaz podsvazi svazu Ms.

C74 Urcete priklad podmnoziny nékterého pétiprvkového svazu, kterd neni podsvazem tohoto svazu, pres-
toze spolecné s indukovanym usporadanim tvori svaz.

C75 Obsahuje-li neprazdny svaz pouze konecné retézce, pak je to Gplny svaz. Dokazte.

C76 Uvazujme usporddané mnoziny: (Pr(N), C) (koneéné podmnoziny N), (P(N), C), (N,]), (@, <), (R, <),
(Sub(R?), C)) (podprostory vektorového prostoru R?). Rozhodnéte, zda dané usporadané mnoziny tvoii svaz,
resp. uplny svaz. Pokud tvoti svaz, ktery neni Gplny, dejte priklad néjakého uplného svazu, do kterého lze dany
svaz vnofrit.

C77 Dokazte, ze v koneéném svazu je kazdy ideal (resp. filtr) hlavni. Dejte p¥iklad svazu a nehlavniho idedlu
v ném.

C78 Pro libovolny svaz (S, <) urcete vSechny idedly, které jsou zdroven filtry.
Domaci tloha

D7 Dokazte, ze idempotence v algebraické definici svazu je disledkem ostatnich axiom.



Prémiové priklady
P9 Necht (S, <) je svaz. Prvek a € S se nazyva kompaktni, pokud plati:
(VX C S)(supX > a = (Y C X)(Y konecnd A supY > a)).

Dokazte, ze kone¢na suprema kompaktnich prvkid jsou kompaktni.
Uplny svaz (S, <) se nazjvé algebraicky, pokud kazdy prvek je supremem kompaktnich prvki. Ukazte, ze

a) svaz viech nekoneénych podmnozin N s prdzdnou mnozinou, uspoiddany inkluzi (P (N) U {0}, C) nenf
algebraicky svaz;

b) svaz vSech komplement koneénych podmnozin N s prazdnou mnozinou, uspofddany inkluzi (Py.(N) U
{0}, C) je algebraicky svaz;

c) svaz vSech podgrup dané grupy je algebraicky.

Cviceni 8 — 7. 11. — Kongruence svazii, modularni svazy
C81 = C75
C82 Relace ekvivalence p na svazu L se nazyva kongruence, jestlize splhuje:
(Va,b,c,d € L)(apb,cpd = (aAc)p(bAd), (aVe)p(bVd)).
Dokazte, 7e plati
a) p je kongruence <= (VYa,b,c € L)(apb = (aAc)p(bAc), (aVe)p(bVc)),
b) p je kongruence (VYa,b € L)(apb = (a A b)pa, (aV b)pa),
c) p je kongruence (Va,b,c€ L)(a <b<¢, apc = bpa).
C83 Oznafme Con(L) mnozinu vech kongruenci svazu L. Dokazte, Ze mnozina Con(L) usporadana in-

kluzi tvoii Gplny svaz. DokaZte, Ze pro libovolnou kongruenci p, kterd je riznd od diagondly (identické relace
ekvivalence), plati

p = sup{pay | a,b € L,apb},

kde pop je nejmensi kongruence pro niz jsou v relaci prvky a a b. (Z toho lze odvodit, ze (Con(L),C) je
algebraicky svaz — nedélalo se.)

C84 Popiste svaz kongruenci svazti M5 a Ns.
C85 Dejte priklad izotonniho zobrazeni svazi, které neni svazovy homomorfismus.

C86 Ve svazu L oznalujeme [a,b] interval vSech prvkd mezi prvky a a b, tj. [a,b] = {z € L | a < x < b}.
Dokaite, Ze [a, b] je podsvaz svazu L.
Budte a,b € L libovolné prvky moduldrniho svazu L. Definujme zobrazeni « : [a,a V b] — [a A b, b] pfedpisem
a(x) = z Ab a podobné zobrazeni f : [a A b,b] = [a,a V b] pfedpisem B(x) = z V a. Dokazte, 7e « a f jsou
vzdjemné inverzni izomorfismy svazi [a,a V b] a [a A D, b].

Domaéci tloha

D8 Popiste svaz kongruenci svazu, ktery je souc¢inem dvouprvkového a t¥iprvkoveho retézce.

Prémiové priklady

P10 Svaz vsech kongruenci svazu je distributivni svaz. DokaZte.

Cviceni 9 — 14. 11. — Distributivni svazy a Booleovy algebry



C91 Ukazte, ze svaz podgrup grupy A4 neni moduldrni.

C92 Urcete, pro které mnoziny A je svaz vSech ekvivalenci na mnoziné A distributivni, resp. modulérni.
Diskutujte tutéz otazku v pripadé svazu vSech symetrickych relaci a v pripadé vSech tranzitivnich relaci.

C93 Rozhodnéte, zda je svaz viech podprostorti vektorového prostoru R? komplementarni.
C94 Dokazte, ze interval v Boolové algebie je Boolova algebra. Je to Boolova podalgebra?

C95 Ozna¢me F mnozinu vSech formuli vyrokové logiky nad mnozinou atomickych formuli X (nap¥. X =
{p,q.r}). Na mnoziné F uvazujme relaci = ekvivalence vyroki. (Tj. A = B pravé tehdy, kdyZ vyrok A <= B
je pravdivy.) Dokazte, 7e (F' |=,V, A je Boolova algebra. Popiste usporaddni mnoziny F' |=. Vysvétlete, jak lze
chapat ohodnoceni formuli. Urcete kolik prvké ma mnoZina F' |=.

C96 Dokazte, 7e konecné generovany distributivni svaz L je konecny.
Domaci tloha

D9 Rozhodnéte, zda svaz podsvazi libovolného svazu je distributivni. (Charakterizujte ty svazy, pro které
je svaz jeho podsvazi distributivni.)

Prémiové priklady
P11 Konec¢ny svaz L se nazyva V—semimoduldarni pokud spliuje
(Vo,y,2)(r <y = zVz=yVz V aVz<yVz.

(Zde x < y znamend, Ze prvek y pokryva prvek z, tj. x < y pravé tehdy, kdyz pro libovolny prvek a plati
x<a<y = a=2zVa=y).) Analogicky se definuje pojem A—semimoduldrniho svazu.

a) Dokazte, Ze pokud je svaz V—semimodularni a zdroven A—semimoduldrni, pak je moduldrni.
b) Ukazte, Zze svaz v8ech relaci ekvivalenci je V—semimoduldrni a neni A—semimoduldrni.

c) Dokazte, ze kazdé dva fetézce pokryvajicich se prvki se spoleénycm nejmensim a nejvétsim prvkem jsou
v V—semimodularnim svazu stejné dlouhé, tj. proa = a9 < a; < - < ap—1 <a, =baa=0by < b <
v+ < bp—1 < by, = b plati n = m. (Diagram A—semimoduldrniho svazu, lze tedy kreslit ,,do pater.)

P12 Dokazte, ze svaz viech podprostort vektorového prostoru Q® je generovan nésledujicimi 4 prvky (t;j.
jednodimenziondlnimi podprostory) ((1,0,0)), ((0,1,0)), ((0,0,1)), ((1,1,1)). (Z toho plyne, 7e konetné gene-
rovany moduldrni svaz nemusi byt kone¢ny.)

Cviceni 10 — 21. 11. — Podalgebry, homomorfismy a kongruence

C101 Bud déna unérni algebra (A4, f), kde A = {1,2,3,4,5,6,a,b,c} a operace f je dina takto: f(a) =
b, f(b)=f(6)=1,f(1)=2,f(2) =3, f(3) =4, f(4) = f(c) =5, f(5) = 6. Urcete svaz vSech podalgeber algebry
(4, f).

C102 Bud dény undrni algebry (A, f) a (B,g), kde A = {1,2,3}, f(1) = f(4) = 2,f(2) = 3,f(3) = 4,
A ={p,q,r}, 9(p) = g(r) = q,9(q) = r. Popiste soudin algeber (4, f) a (B, g).

C103 Bud déna 2-unarni algebra (A, f,g), kde A = {1,2,3,4,5,6} a operace jsou dany takto: f(4) = ¢g(2) =

Lf(1)=9B)=2,f(2) = f(5) = f(6) = g(4) =3, f(3) = g(1) = 4,9(5) = g(6) =6 .
Urcete svaz vSech podalgeber algebry (A4, f,g).

C104 Urcete v8echny podalgebry algebry (Z, +,0,—). Dejte netrividlni piiklady podalgeber algebry (Z, +)
a diskutujte, zda se jednd o podalgebry algebry (Z,+,0). Ve v8ech pripadech urcete, jak vypadd nejmensi
podalgebra a jak vypadaji podalgebry generované jednim prvkem. Popiste typ téchto algeber.



C105 Necht P'(N) zna¢i mnozinu v8ech nepréznych podmnoZin mnoziny N. Rozhodnéte, zda zobrazeni
a: P'(N) - N, a(X) = minX je homomorfismus algeber (P'(N),U), (N,min). Diskutujte, jak se zméni
odpoved pokud zménime operaci na prinik, s¢itdni a podobné.

C106 Na mnoziné R definujeme relaci p vztahem apb <= a — b € Z. Je tato relace kongruenci algebry
(Ra +7 )7

C107 Bud déna unarni algebra (A4, f), kde A = {1,2,3,4,5}, f(1) = f(5) =2,f(2) =3, f(3) =4, f(4) = 1.
Urcete svaz vSech kongruenci algebry (A, f).

Domaci tloha
D10 Urcete svaz vSech kongruenci algebry z ptikladu C103.
Prémiové priklady

P13 Bud P mnozina véech posloupnosti prvkii z mnoziny NT = NU{T} uspofadan4 po slozkéch dle velikosti
(T je nejvétsi prvek v (NT,<)). Tj. P = {(a;)22, | a; € N }. Ukaite, 7e se jedné o tplny svaz.
Oznacme prislusné binarni operace V a A a definujme déale relaci p na mnoziné P takto:

(ai)filp(bi);ﬁl < {’L | a; 7£ bi}koneéné.

Dokaite, Ze p je kongruence svazu (P,V,A).
Ukazte, ze piislusny faktorsvaz neni tplny svaz.

Cviceni 11 — 28. 11. — Faktoralgebry, souciny, termy, rovnosti, variety

C111 Pro Q = {f}, kde f je unérni operaéni symbol, uvazme Q-algebru N (tj. jejimi prvky jsou prévé vSechna
prirozend ¢isla), pficemZ f(n) = n + 1. Urcete v8echny podalgebry N, homomorfismy N — N, kongruence na N
a jim prislusné faktoralgebry.

C112 Vysvétlete univerzalni vlastnost soucinu Q-algeber. Ukazte, Ze tato univerzalni vlastnost urcuje soucin
jednoznac¢né az na izomorfismus.

C113 Ukazte, 7e soudin kone¢né mnoha komutativnich grup mé i dudlni vlastnost (tj. je i sou¢tem) a Ze i
tato vlastnost jej uréi jednozna¢né aZ na izomorfismus. (Podrobnéji, pro komutativni grupy G; a G existuji
vnofeni iy : G1 = G1 X Ga, iz : G2 — Gy X G tak, Ze pro kazdou komutativni grupu C' a kazdé homomorfismy
fi:G1 = C a fy: Gy = C existuje jediny homomorfismus ¢ : G; x Gy — C tak, ze poi; = f1 apois = fo.)

C114 Pro Q = () popiste viechny termy typu , rovnosti typu Q, teorie typu Q a variety Q-algeber.

C114 Pro Q2 = {e}, kde e je nuldrni operacni symbol, popiste viechny termy typu €2, rovnosti typu 2, teorie
typu Q a variety Q-algeber.

C114 Pro Q@ = {f}, kde f je unérni operacni symbol, popiste vSechny termy typu .

Domaéci iloha

D11 Pro Q2 = {f}, kde f je unéarni operac¢ni symbol, uvazme Q2-algebru N (tj. jejimi prvky jsou pravé vSechna
prirozend ¢isla), p¥icemz f(n) = n — 1 pron > 1 a f(1) = 1. Uréete v8echny podalgebry N, homomorfismy
N — N, kongruence na N a jim pfislusné faktoralgebry.

Prémiové priklady

P14 Necht Q = {f}, kde f je unarni opera¢ni symbol.
(a) Necht t, t2 jsou rtzné termy typu Q. Vysvétlete, pro¢ teorie {t; = t2} generuje stejnou varietu jako
teorie slozend z jedné z nasledujicich rovnosti:

Ry q: (@) = f(z1)

nebo
Ry: @) = f(x2)
kde k,de€ Z,k >0,d > 0.



(b) Ozna¢me Vj, q, resp. Wy, varietu urcenou rovnosti Ry, q, resp. R)). Zjistéte vSechny inkluze mezi témito
varietami.

(¢) Rozhodnéte, zda kromé variety v8ech Q-algeber a variet z ¢asti (b) existuje jesté néjakd dalsi varieta
Q-algeber.

Cviceni 12 — 5. 12. — Teorie, variety, volné algebry

C121 Pro Q = {-}, kde - je binarni opera¢ni symbol, popiste né&jakou teorii, davajici varietu vSech komuta-
tivnich pologrup, resp. vSech polosvazii.

C122 Pro 2 = {-}, kde - je bindrni opera¢ni symbol, popiste Q-algebry F () a F,.(2), kde r je celé nezadporné
Cislo.

C123 Ukazte, Ze ve varieté V' vSech pologrup je volnd algebra s 1 generdatorem Fj (V) izomorfni s (N, +).
(Navod: napiiklad mtzete pro kazdou pologrupu A a kazdé a € A nalézt homomorfismus N — A zobrazujici
1 a a dokazat, Ze je jediny.)

C124 Necht Q = {V,A} a W je tiida vech samodualnich svazil (tj. svazt splimjicich S = S, kde S zna
svaz dudlni k S). Rozhodnéte, zda je t¥ida W uzaviend na podalgebry, homomorfni obrazy a sou¢iny dvou, resp.
libovolného poctu Q-algeber.

Domaéci tloha

D12 Pro dany typ © a danou tfidu Q-algeber W rozhodnéte, zda je tr¥ida W uzaviend na podalgebry,
homomorfni obrazy a souciny dvou, resp. libovolného poctu 2-algeber:
a) @ ={+,:,—,0,1} a W je tiida v8ech obort integrity;
b) @ = {+,-,—,0,1} a W je tiida v8ech okruht charakteristiky O;
c) Q={+,-,—,0,1} a W je trida vSech okruhi charakteristiky 1;
d) @ ={+,-,—,0,1} a W je tiida vSech okruht charakteristiky 2;
e) 0 ={} aWW je t¥ida vSech koneénych grupoidi.

Cviceni 13 — 12. 12. — Variety a volné algebry v nich

C131 Pro Q = {a, b, e}, kde a, b jsou bindrni opera¢ni symboly a e je unarni opera¢ni symbol, popiste volnou
Q-algebru Fy(Q2) generovanou prazdnou mnozinou. Mé&me teorie T' = {a(a(a(e))) = b(e),b(b(b(e))) = a(e)} a
T = {a(a(a(z1))) = b(x1),b(b(b(z1))) = a(z1)}. Necht V a V' jsou jim odpovidajici variety. Rozhodnéte, zda
nasledujici Q-algebry pat¥i do variety V, resp. V':

a) Z, kde ez = 0 a pro kazdé n € Z plati a(n) = n, b(n) = n.

b) Z, kde ez =0 a pro kazdé n € Z plati a(n) =n — 1, b(n) =n — 3.

¢) Zsg, kde ez =0 a pro kazdé n € Z plati a(n) =n — [1]s, b(n) = n — [3]s.

Rozhodnéte, zda plati inkluze V' C V' a V' C V. Pro obé variety V a V' urdete volné Q-algebry Fp(V') a
Fy(V'") generované prazdnou mnozinou.



