
Algebra II | Cvièení | podzim 2005

Cvièení 1 | 19. 9. | Ideály

C11 Urèete podgrupu grupy (C ;+) generovanou prvkem i. Urèete podokruh, podtìleso a ideál okruhu

(C ;+; �) generovaný prvkem i. Toté¾ pro prvky

3

p

2 a e.

C12 Popi¹te svaz ideálù okruhu Z

2

�Z

4

.

C13 Uka¾te, ¾e ideál (x; 2) není hlavní ideál okruhu Z[x℄.

C14 Urèete v¹e
hny ideály v okruhu M

2

(R) (okruh mati
 typu 2� 2 nad reálnými èísly).

C15 Urèete maximální ideály v okruhu R[x℄.

C16 Pro okruh R a jeho ideály I , J klademe I + J = fi+ j j i 2 I; j 2 Jg. Doka¾te, ¾e \ i + jsou opera
e

na mno¾inì v¹e
h ideálù okruhu R.

Domá
í úloha

D1a Pro okruh R a jeho ideály I , J klademe I Æ J = fi � j j i 2 I; j 2 Jg. Rozhodnìte, zda Æ je opera
e na

mno¾inì v¹e
h ideálù okruhu R.

D1b Doka¾te, ¾e v okruhu Z

n

je ka¾dý ideál hlavní.

Prémiové pøíklady

P1 Urèete pro která n 2 N je v okruhu Z

n

[x℄ ka¾dý ideál hlavní.

P2 Doka¾te, ¾e ka¾dý ideál okruhu Z[x℄ je koneènì generovaný.

Cvièení 2 | 26. 9. | Faktorokruhy

C21 Doka¾te, ¾e mno¾ina v¹e
h polynomù, které mají souèet koe�
inetù dìlitelný 3, tvoøí v okruhu Z[x℄

ideál. Urèete èemu je izomorfní pøíslu¹ný faktorokruh.

C22 Urèete èemu je izomorfní faktorokruh Q[x℄=(x � 2).

C23 Urèete èemu je izomorfní faktorokruh Q[x; y℄=(x; y � 1).

C24 Uka¾te, ¾e faktorokruh Q[x; y℄=(x

2

; y

2

) je izomorfní okruhu ètver
ový
h mati
:
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C25 Oznaème pro prvoèíslo p okruh M

p

=

n

m

n

j m;n 2 Z; p - n

o

. Popi¹te v¹e
hny ideály tohoto okruhu.

Urèete, které z ni
h jsou hlavní, které prvoideály a které maximalní ideály.

Domá
í úloha

D2 Pro dané pøirozené èíslo n a 
elé èíslo k oznaème I(k; n) = ff 2 Z[x℄ j n j f(k)g. Doka¾te, ¾e I(k; n)

je ideál okruhu Z[x℄. Rozhodnìte, pro která n; k je tento ideál hlavní, pro která je maximální, pro která je to

prvoideál. Naleznìte generátory tohoto ideálu.

Prémiové pøíklady

P3 Urèete èemu jsou izomorfní faktorokruhy pøíslu¹né ideálùm z pøíkladu C25.
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Cvièení 3 | 3. 10. | Jednodu
há roz¹íøení a minimální polynomy

C31 Urèete, které prvky patøí do tìlesa Q(i), Q(

p

2 +

p

2). Urèete dimenze pøíslu¹ný
h roz¹íøení (nad Q).

C32 Buï � 2 C koøenem (iredu
ibilního) polynomu x

3

� x� 2 2 Q[x℄. Urèete stupeò roz¹íøení tìlesa Q(�)

nad tìlesem Q a udejte bázi tohoto roz¹íøení. Vyjádøete prvky �

�1

, (1 + �)

3

v této bázi.

C33 Urèete, které prvky patøí do tìlesa Q(�).

C34 Urèete minimální polynomy prvku

p

2 +

p

2 nad Q a nad Q(

p

2).

C35 Urèete minimální polynomy prvkù

� =

3

p

4 +

3

p

2� 1; � =

r

q

2 +

p

2 +

p

2; 
 =

p

2 +

p

3; Æ =

q

7 + 4

p

3 +

q

7� 4

p

3:

Domá
í úloha

D3a Urèete v¹e
hny inkluze mezi následují
ími podtìlesy tìlesa C : Q, Q(

p

2), Q(

p

3), Q(

p

6), Q(

p

2;

p

3),

Q(

p

2;

p

6), Q(

p

3;

p

6), Q(

p

2;

p

3;

p

6). Urèete stupnì roz¹íøení tì
hto tìles nad Q. Jsou tìlesa Q(

p

2) a Q(

p

3)

izomorfní?

D3b Urèete minimální polynom prvku

p

7 + 4

p

3 nad Q.

Prémiové pøíklady

P4 Urèete minimální polynom prvku

3

p

16 + 8

p

5.

P1{varianta Doka¾te, ¾e je v okruhu Z

n

[x℄ ka¾dý ideál hlavní právì tehdy, kdy¾ n není dìlitelné druhou

mo
ninou prvoèísla. Postupnì doka¾te, ¾e:

� Pokud existuje prvoèíslo p takové, ¾e p

2

j n, pak ideál (x; p) není hlavní ideál v Z

n

[x℄.

� Pokud n je prvoèíslo, pak Z

n

[x℄ je okruhem hlavní
h ideálù.

� Pokud n je souèinem rùzný
h prvoèísel p

1

; p

2

; : : : ; p

k

, pak okruh Z

n

[x℄ je izomorfní souèinu okruhù Z

p

1

[x℄,

Z

p

2

[x℄, . . . ,Z

p

k

[x℄.

� Ka¾dý ideál I v koneèném souèinu okruhù je souèinem pøíslu¹ný
h ideálù v jednotlivý
h komponentá
h

souèinu. Pokud jsou naví
 tyto ideály hlavní, je hlavní i pùvodní ideál I .

Cvièení 4 | 10. 10. | Koneèná roz¹íøení a rozkladové tìleso

C41 Uka¾te, ¾e tìlesa Q(

p

2) a Q(

p

3) nejsou izomorfní.

C42 Je-li ' : Q(�) ! Q(�) izomor�smus, pak '(�) má stejný minimální polynom jako �. Doka¾te.

C43 Doka¾te, ¾e Q(

p

2;

p

3) je jednodu
hé roz¹íøení Q.

C44 Urèete v¹e
hny automor�smy (izomor�smy na sebe) tìlesa Q(

p

2).

C45 Urèete stupeò roz¹íøení rozkladového tìlesa polynomu x

4

� 2 nad Q.

C46 Urèete stupeò roz¹íøení rozkladového tìlesa polynomu x

n

� 1 nad Q, pro n = 3; 4; 5; 6.

C47 Urèete stupeò roz¹íøení rozkladového tìlesa polynomu x

n

� 1 nad Q, pro n prvoèíslo.

C48 Doka¾te, ¾e pro polynom stupnì n nad Q, je stupeò rozkladového tìlesa tohoto polynomu men¹í nebo

roven n!.

2



C49 Uva¾ujme iredu
ibilní polynom f = x

3

+ x + 1 nad Z

2

. Popi¹te tìleso Z

2

[x℄=(f). Urèete v¹e
hny jeho

podtìlesa.

Domá
í úloha

D4a Urèete v¹e
hny automor�smy tìlesa Q(

p

2;

p

3).

D4b Urèete stupeò roz¹íøení rozkladového tìlesa polynomu x

3

� 5 nad Q.

D4
 Uva¾ujme iredu
ibilní polynom f stupnì 4 nad Z

2

. Popi¹te tìleso Z

2

[x℄=(f). Urèete v¹e
hny jeho

podtìlesa.

Prémiové pøíklady

P5 Popi¹te v¹e
hna koneèná roz¹íøení tìlesa C .

Cvièení 5 | 17. 10. | Koneèná tìlesa, Grupy automor�smù

C51 Uva¾ujme ¹estná
tiprvkové tìleso F

16

. Buï � generátor jeho ètyøprvkového podtìlesa.

a) Urèete minimální polynom prvku � nad Z

2

. Napi¹te jeho rozklad na iredu
ibilní polynomy nad Z

2

(�).

b) Urèete v¹e
hny iredu
ibilní polynomy stupnì 2 nad Z

2

(�).


) Ne
h» f je nìjaký iredu
ibilní polynom stupnì 2 nad Z

2

(�). Naleznìte jeho koøeny v F

16

. Popi¹te izomor-

�smus F

16

a Z

2

(�)[x℄=(f).

C52 Uva¾ujme tìleso F

p

n

o p

n

prv
í
h a jeho grupu auomor�smù (Aut(F

p

n

); Æ). Ne
h» zobrazení � : F

p

n

!

F

p

n

je de�nováno vztahem �(x) = x

p

.

a) Doka¾te, ¾e � je automor�smus tìlesa F

p

n

.

b) Uka¾te, ¾e � je prvek øádu n v grupì (Aut(F

p

n

); Æ).


) Uka¾te, ¾e F

p

n

je jednodu
hé roz¹íøení tìlesa F

p

= Z

p

a proto existuje právì n automor�smù F

p

n

. tzn.

(Aut(F

p

n

); Æ) je n prvková 
ykli
ká grupa.

C53 Popi¹te, kolik je homomor�smù z F

p

n

do F

q

m

a jak vypadají.

C54 Urèete grupu automor�smù rozkladového tìlesa polynomu x

5

� 1 nad Q.

Domá
í úloha

D5 Pro nìkterou dvoji
i f; g rùzný
h iredu
ibilní
h polynomù stupnì 2 nad Z

3

popi¹te v¹e
hny homomor-

�smy z Z

3

[x℄=(f) do Z

3

[x℄=(g).

Prémiové pøíklady

P6 Urèete grupu automor�smù rozkladového tìlesa polynomu x

4

� 2 nad Q.

Cvièení 6 | 24. 10. | Symetri
ké polynomy

C61 Rozlo¾te mnohoèlen f(x; y; z) = (x + y)(x + z)(y + z) + xyz pomo
í elementární
h symetri
ký
h

polynomù.

C62 Rozlo¾te mnohoèlen f(x; y; z) = x

4

+ y

4

+ z

4

pomo
í elementární
h symetri
ký
h polynomù.

C63 Øe¹te soustavu rovni
:

x

2

1

+ x

2

2

=

7

3

x

3

1

+ x

3

2

= 3

3



C64 Øe¹te soustavu rovni
:

x

1

+ x

2

+ x

3

= 0

x

2

1

+ x

2

2

+ x

2

3

= x

3

1

+ x

3

2

+ x

3

3

x

1

x

2

x

3

= 2

C65 O kubi
kém polynomu f(x) = x

3

+ x

2

� 1 2 C [x℄ víme, ¾e má tøi rùzné koøeny x

1

, x

2

, x

3

. Sestavte

normovaný kubi
ký polynom, jeho¾ koøeny jsou x

3

1

, x

3

2

, x

3

3

.

Domá
í úloha

D6 Buï A mno¾ina. Oznaème následují
í podmno¾iny mno¾iny P(A�A):

S(A) mno¾inu v¹e
h symetri
ký
h rela
í na mno¾inì A,

T (A) mno¾inu v¹e
h tranzitivní
h rela
í na mno¾inì A,

R(A) mno¾inu v¹e
h re
exivní
h rela
í na mno¾inì A,

E(A) mno¾inu v¹e
h rela
í ekvivalen
e na mno¾inì A,

U(A) mno¾inu v¹e
h uspoøádání na mno¾inì A.

Rozhodnìte, zda dané mno¾iny uspoøádané inkluzí tvoøí svaz, resp. úplný svaz. Pokud ano, popi¹te jak vypadají

suprema a in�ma.

Prémiové pøíklady

P7 Dejte pøíklad polynomu ví
e promìnný
h, který není symetri
ký, ale jeho tøetí mo
nina je symetri
kým

polynomem.

P8 Urèete, pro které uspoøádané mno¾iny (B;�) platí, ¾e mno¾ina v¹e
h podmno¾in, které spolu s uspøá-

dáním jsou svazem, tvoøí vzhledem k inkluzi svaz. Své tvrzení doka¾te.

Cvièení 7 | 31. 10. | Svazy, úplné svazy, podsvazy

C71 V pøíkladu D6 urèete, které podmno¾iny tvoøí podsvaz svazu (P(A�A);�). Popi¹te maximální prvky

U(A) a rozhodnìte, zda U(A) [ f>g, kde > je nový nejvìt¹í prvek, tvoøí úplný svaz.

C72 Urèete (a¾ na izomor�smus) v¹e
hny pìtiprvkové a ¹estiprvkové svazy.

C73 Urèete svaz podsvazù svazu M

5

.

C74 Urèete pøíklad podmno¾iny nìkterého pìtiprvkového svazu, která není podsvazem tohoto svazu, pøes-

to¾e spoleènì s indukovaným uspoøádáním tvoøí svaz.

C75 Obsahuje-li neprázdný svaz pouze koneèné øetìz
e, pak je to úplný svaz. Doka¾te.

C76 Uva¾ujme uspoøádané mno¾iny: (P

f

(N);�) (koneèné podmno¾iny N), (P(N);�), (N; j), (Q;�), (R;�),

(Sub(R

3

);�)) (podprostory vektorového prostoru R

3

). Rozhodnìte, zda dané uspoøádané mno¾iny tvoøí svaz,

resp. úplný svaz. Pokud tvoøí svaz, který není úplný, dejte pøíklad nìjakého úplného svazu, do kterého lze daný

svaz vnoøit.

C77 Doka¾te, ¾e v koneèném svazu je ka¾dý ideál (resp. �ltr) hlavní. Dejte pøíklad svazu a nehlavního ideálu

v nìm.

C78 Pro libovolný svaz (S;�) urèete v¹e
hny ideály, které jsou zároveò �ltry.

Domá
í úloha

D7 Doka¾te, ¾e idempoten
e v algebrai
ké de�ni
i svazu je dùsledkem ostatní
h axiomù.

4



Prémiové pøíklady

P9 Ne
h» (S;�) je svaz. Prvek a 2 S se nazývá kompaktní, pokud platí:

(8X � S)(supX � a =) (9Y � X)(Y koneèná ^ supY � a)):

Doka¾te, ¾e koneèná suprema kompaktní
h prvkù jsou kompaktní.

Úplný svaz (S;�) se nazývá algebrai
ký, pokud ka¾dý prvek je supremem kompaktní
h prvkù. Uka¾te, ¾e

a) svaz v¹e
h nekoneèný
h podmno¾in N s prázdnou mno¾inou, uspoøádaný inkluzí (P

1

(N) [ f;g;�) není

algebrai
ký svaz;

b) svaz v¹e
h komplementù koneèný
h podmno¾in N s prázdnou mno¾inou, uspoøádaný inkluzí (P

f


(N) [

f;g;�) je algebrai
ký svaz;


) svaz v¹e
h podgrup dané grupy je algebrai
ký.

Cvièení 8 | 7. 11. | Kongruen
e svazù, modulární svazy

C81 = C75

C82 Rela
e ekvivalen
e � na svazu L se nazývá kongruen
e, jestli¾e splòuje:

(8a; b; 
; d 2 L)(a�b; 
�d =) (a ^ 
)�(b ^ d); (a _ 
)�(b _ d)):

Doka¾te, ¾e platí

a) � je kongruen
e () (8a; b; 
 2 L)(a�b =) (a ^ 
)�(b ^ 
); (a _ 
)�(b _ 
)),

b) � je kongruen
e (8a; b 2 L)(a�b =) (a ^ b)�a; (a _ b)�a),


) � je kongruen
e (8a; b; 
 2 L)(a � b � 
; a�
 =) b�a).

C83 Oznaème Con(L) mno¾inu v¹e
h kongruen
í svazu L. Doka¾te, ¾e mno¾ina Con(L) uspoøádaná in-

kluzí tvoøí úplný svaz. Doka¾te, ¾e pro libovolnou kongruen
i �, která je rùzná od diagonály (identi
ké rela
e

ekvivalen
e), platí

� = supf�

a;b

j a; b 2 L; a�bg;

kde �

a;b

je nejmen¹í kongruen
e pro ni¾ jsou v rela
i prvky a a b. (Z toho lze odvodit, ¾e (Con(L);�) je

algebrai
ký svaz | nedìlalo se.)

C84 Popi¹te svaz kongruen
í svazù M

5

a N

5

.

C85 Dejte pøíklad izotonního zobrazení svazù, které není svazový homomor�smus.

C86 Ve svazu L oznaèujeme [a; b℄ interval v¹e
h prvkù mezi prvky a a b, tj. [a; b℄ = fx 2 L j a � x � bg.

Doka¾te, ¾e [a; b℄ je podsvaz svazu L.

Buïte a; b 2 L libovolné prvky modulárního svazu L. De�nujme zobrazení � : [a; a _ b℄ ! [a ^ b; b℄ pøedpisem

�(x) = x ^ b a podobnì zobrazení � : [a ^ b; b℄ ! [a; a _ b℄ pøedpisem �(x) = x _ a. Doka¾te, ¾e � a � jsou

vzájemnì inverzní izomor�smy svazù [a; a _ b℄ a [a ^ b; b℄.

Domá
í úloha

D8 Popi¹te svaz kongruen
í svazu, který je souèinem dvouprvkového a tøíprvkoveho øetìz
e.

Prémiové pøíklady

P10 Svaz v¹e
h kongruen
í svazu je distributivní svaz. Doka¾te.

Cvièení 9 | 14. 11. | Distributivní svazy a Booleovy algebry

5



C91 Uka¾te, ¾e svaz podgrup grupy A

4

není modulární.

C92 Urèete, pro které mno¾iny A je svaz v¹e
h ekvivalen
í na mno¾inì A distributivní, resp. modulární.

Diskutujte tuté¾ otázku v pøípadì svazu v¹e
h symetri
ký
h rela
í a v pøípadì v¹e
h tranzitivní
h rela
í.

C93 Rozhodnìte, zda je svaz v¹e
h podprostorù vektorového prostoru R

3

komplementární.

C94 Doka¾te, ¾e interval v Boolovì algebøe je Boolova algebra. Je to Boolova podalgebra?

C95 Oznaème F mno¾inu v¹e
h formulí výrokové logiky nad mno¾inou atomi
ký
h formulí X (napø. X =

fp; q:rg). Na mno¾inì F uva¾ujme rela
i � ekvivalen
e výrokù. (Tj. A � B právì tehdy, kdy¾ výrok A () B

je pravdivý.) Doka¾te, ¾e (F j

�

;_;^ je Boolova algebra. Popi¹te uspoøádání mno¾iny F j

�

. Vysvìtlete, jak lze


hápat ohodno
ení formulí. Urèete kolik prvkù má mno¾ina F j

�

.

C96 Doka¾te, ¾e koneènì generovaný distributivní svaz L je koneèný.

Domá
í úloha

D9 Rozhodnìte, zda svaz podsvazù libovolného svazu je distributivní. (Charakterizujte ty svazy, pro které

je svaz jeho podsvazù distributivní.)

Prémiové pøíklady

P11 Koneèný svaz L se nazývá _�semimodulární pokud splòuje

(8x; y; z)(x � y =) x _ z = y _ z _ x _ z � y _ z:

(Zde x � y znamená, ¾e prvek y pokrývá prvek x, tj. x � y právì tehdy, kdy¾ pro libovolný prvek a platí

x � a � y =) a = x _ a = y).) Analogi
ky se de�nuje pojem ^�semimodulárního svazu.

a) Doka¾te, ¾e pokud je svaz _�semimodulární a zároveò ^�semimodulární, pak je modulární.

b) Uka¾te, ¾e svaz v¹e
h rela
í ekvivalen
í je _�semimodulární a není ^�semimodulární.


) Doka¾te, ¾e ka¾dé dva øetìz
e pokrývají
í
h se prvkù se spoleèný
m nejmen¹ím a nejvìt¹ím prvkem jsou

v _�semimodulárním svazu stejnì dlouhé, tj. pro a = a

0

� a

1

� � � � � a

n�1

� a

n

= b a a = b

0

� b

1

�

� � � � b

m�1

� b

m

= b platí n = m. (Diagram ^�semimodulárního svazu, lze tedy kreslit þdo paterÿ.)

P12 Doka¾te, ¾e svaz v¹e
h podprostorù vektorového prostoru Q

3

je generován následují
ími 4 prvky (tj.

jednodimenzionálními podprostory) h(1; 0; 0)i, h(0; 1; 0)i, h(0; 0; 1)i, h(1; 1; 1)i. (Z toho plyne, ¾e koneènì gene-

rovaný modulární svaz nemusí být koneèný.)

Cvièení 10 | 21. 11. | Podalgebry, homomor�smy a kongruen
e

C101 Buï dána unární algebra (A; f), kde A = f1; 2; 3; 4; 5; 6; a; b; 
g a opera
e f je dána takto: f(a) =

b; f(b) = f(6) = 1; f(1) = 2; f(2) = 3; f(3) = 4; f(4) = f(
) = 5; f(5) = 6. Urèete svaz v¹e
h podalgeber algebry

(A; f).

C102 Buï dány unární algebry (A; f) a (B; g), kde A = f1; 2; 3g, f(1) = f(4) = 2; f(2) = 3; f(3) = 4,

A = fp; q; rg, g(p) = g(r) = q; g(q) = r. Popi¹te souèin algeber (A; f) a (B; g).

C103 Buï dána 2-unární algebra (A; f; g), kde A = f1; 2; 3; 4; 5; 6g a opera
e jsou dány takto: f(4) = g(2) =

1; f(1) = g(3) = 2; f(2) = f(5) = f(6) = g(4) = 3; f(3) = g(1) = 4; g(5) = g(6) = 6 .

Urèete svaz v¹e
h podalgeber algebry (A; f; g).

C104 Urèete v¹e
hny podalgebry algebry (Z;+; 0;�). Dejte netriviální pøíklady podalgeber algebry (Z;+)

a diskutujte, zda se jedná o podalgebry algebry (Z;+; 0). Ve v¹e
h pøípade
h urèete, jak vypadá nejmen¹í

podalgebra a jak vypadají podalgebry generované jedním prvkem. Popi¹te typ tì
hto algeber.
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C105 Ne
h» P

0

(N) znaèí mno¾inu v¹e
h neprázný
h podmno¾in mno¾iny N. Rozhodnìte, zda zobrazení

� : P

0

(N) ! N, �(X) = minX je homomor�smus algeber (P

0

(N);[), (N;min). Diskutujte, jak se zmìní

odpoveï pokud zmìníme opera
i na prùnik, sèítání a podobnì.

C106 Na mno¾inì R de�nujeme rela
i � vztahem a�b () a � b 2 Z. Je tato rela
e kongruen
í algebry

(R;+; �)?

C107 Buï dána unární algebra (A; f), kde A = f1; 2; 3; 4; 5g, f(1) = f(5) = 2; f(2) = 3; f(3) = 4; f(4) = 1.

Urèete svaz v¹e
h kongruen
í algebry (A; f).

Domá
í úloha

D10 Urèete svaz v¹e
h kongruen
í algebry z pøíkladu C103.

Prémiové pøíklady

P13 Buï P mno¾ina v¹e
h posloupností prvkù z mno¾iny N

>

= N[f>g uspoøádaná po slo¾ká
h dle velikosti

(> je nejvìt¹í prvek v (N

>

;�)). Tj. P = f(a

i

)

1

i=1

j a

i

2 N

>

g. Uka¾te, ¾e se jedná o úplný svaz.

Oznaème pøíslu¹né binární opera
e _ a ^ a de�nujme dále rela
i � na mno¾inì P takto:

(a

i

)

1

i=1

�(b

i

)

1

i=1

() fi j a

i

6= b

i

gkoneèná:

Doka¾te, ¾e � je kongruen
e svazu (P;_;^).

Uka¾te, ¾e pøíslu¹ný faktorsvaz není úplný svaz.

Cvièení 11 | 28. 11. | Faktoralgebry, souèiny, termy, rovnosti, variety

C111 Pro 
 = ffg, kde f je unární operaèní symbol, uva¾me 
-algebru N (tj. jejími prvky jsou právì v¹e
hna

pøirozená èísla), pøièem¾ f(n) = n+ 1. Urèete v¹e
hny podalgebry N, homomor�smy N ! N, kongruen
e na N

a jim pøíslu¹né faktoralgebry.

C112 Vysvìtlete univerzální vlastnost souèinu 
-algeber. Uka¾te, ¾e tato univerzální vlastnost urèuje souèin

jednoznaènì a¾ na izomor�smus.

C113 Uka¾te, ¾e souèin koneènì mnoha komutativní
h grup má i duální vlastnost (tj. je i souètem) a ¾e i

tato vlastnost jej urèí jednoznaènì a¾ na izomor�smus. (Podrobnìji, pro komutativní grupy G

1

a G

2

existují

vnoøení i

1

: G

1

! G

1

�G

2

, i

2

: G

2

! G

1

�G

2

tak, ¾e pro ka¾dou komutativní grupu C a ka¾dé homomor�smy

f

1

: G

1

! C a f

2

: G

2

! C existuje jediný homomor�smus ' : G

1

�G

2

! C tak, ¾e ' Æ i

1

= f

1

a ' Æ i

2

= f

2

.)

C114 Pro 
 = ; popi¹te v¹e
hny termy typu 
, rovnosti typu 
, teorie typu 
 a variety 
-algeber.

C114 Pro 
 = f�g, kde � je nulární operaèní symbol, popi¹te v¹e
hny termy typu 
, rovnosti typu 
, teorie

typu 
 a variety 
-algeber.

C114 Pro 
 = ffg, kde f je unární operaèní symbol, popi¹te v¹e
hny termy typu 
.

Domá
í úloha

D11 Pro 
 = ffg, kde f je unární operaèní symbol, uva¾me 
-algebru N (tj. jejími prvky jsou právì v¹e
hna

pøirozená èísla), pøièem¾ f(n) = n � 1 pro n > 1 a f(1) = 1. Urèete v¹e
hny podalgebry N, homomor�smy

N ! N, kongruen
e na N a jim pøíslu¹né faktoralgebry.

Prémiové pøíklady

P14 Ne
h» 
 = ffg, kde f je unární operaèní symbol.

(a) Ne
h» t

1

, t

2

jsou rùzné termy typu 
. Vysvìtlete, proè teorie ft

1

= t

2

g generuje stejnou varietu jako

teorie slo¾ená z jedné z následují
í
h rovností:

R

k;d

: f

k+d

(x

1

) = f

d

(x

1

)

nebo

R

0

d

: f

d

(x

1

) = f

d

(x

2

)

kde k; d 2 Z, k > 0, d � 0.
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(b) Oznaème V

k;d

, resp. W

d

, varietu urèenou rovností R

k;d

, resp. R

0

d

. Zjistìte v¹e
hny inkluze mezi tìmito

varietami.

(
) Rozhodnìte, zda kromì variety v¹e
h 
-algeber a variet z èásti (b) existuje je¹tì nìjaká dal¹í varieta


-algeber.

Cvièení 12 | 5. 12. | Teorie, variety, volné algebry

C121 Pro 
 = f�g, kde � je binární operaèní symbol, popi¹te nìjakou teorii, dávají
í varietu v¹e
h komuta-

tivní
h pologrup, resp. v¹e
h polosvazù.

C122 Pro 
 = f�g, kde � je binární operaèní symbol, popi¹te 
-algebry F (
) a F

r

(
), kde r je 
elé nezáporné

èíslo.

C123 Uka¾te, ¾e ve varietì V v¹e
h pologrup je volná algebra s 1 generátorem F

1

(V ) izomorfní s (N;+).

(Návod: napøíklad mù¾ete pro ka¾dou pologrupu A a ka¾dé a 2 A nalézt homomor�smus N ! A zobrazují
í

1 7! a a dokázat, ¾e je jediný.)

C124 Ne
h» 
 = f_;^g a W je tøída v¹e
h samoduální
h svazù (tj. svazù splòují
í
h S

�

=

�

S, kde

�

S znaèí

svaz duální k S). Rozhodnìte, zda je tøída W uzavøená na podalgebry, homomorfní obrazy a souèiny dvou, resp.

libovolného poètu 
-algeber.

Domá
í úloha

D12 Pro daný typ 
 a danou tøídu 
-algeber W rozhodnìte, zda je tøída W uzavøená na podalgebry,

homomorfní obrazy a souèiny dvou, resp. libovolného poètu 
-algeber:

(a) 
 = f+; �;�; 0; 1g a W je tøída v¹e
h oborù integrity;

(b) 
 = f+; �;�; 0; 1g a W je tøída v¹e
h okruhù 
harakteristiky 0;

(
) 
 = f+; �;�; 0; 1g a W je tøída v¹e
h okruhù 
harakteristiky 1;

(d) 
 = f+; �;�; 0; 1g a W je tøída v¹e
h okruhù 
harakteristiky 2;

(e) 
 = f�g a W je tøída v¹e
h koneèný
h grupoidù.

Cvièení 13 | 12. 12. | Variety a volné algebry v ni
h

C131 Pro 
 = fa; b; �g, kde a; b jsou binární operaèní symboly a � je unární operaèní symbol, popi¹te volnou


-algebru F

0

(
) generovanou prázdnou mno¾inou. Mìjme teorie T = fa(a(a(�))) = b(�); b(b(b(�))) = a(�)g a

T

0

= fa(a(a(x

1

))) = b(x

1

); b(b(b(x

1

))) = a(x

1

)g. Ne
h» V a V

0

jsou jim odpovídají
í variety. Rozhodnìte, zda

následují
í 
-algebry patøí do variety V , resp. V

0

:

a) Z, kde �

Z

= 0 a pro ka¾dé n 2 Z platí a(n) = n, b(n) = n.

b) Z, kde �

Z

= 0 a pro ka¾dé n 2 Z platí a(n) = n� 1, b(n) = n� 3.


) Z

8

, kde �

Z

= 0 a pro ka¾dé n 2 Z platí a(n) = n� [1℄

8

, b(n) = n� [3℄

8

.

Rozhodnìte, zda platí inkluze V � V

0

a V

0

� V . Pro obì variety V a V

0

urèete volné 
-algebry F

0

(V ) a

F

0

(V

0

) generované prázdnou mno¾inou.
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