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PREDML UVA

Prvotni impulzy, které posléze lidstvo pfivedly k vybudovani matematiky,
byly bezpochyby dvojiho druhu: poCetni a geometrické. Tyto impulzy také
predznamenaly jeden z centranich protikladl, které Ize vypozorovat v celé
dosavadni historii matematiky — vztah diskrétniho a spojitého.

Typickymi reprezentanty matemati ckych objektli nachazejicich se nastrané
diskrétniho proudu jsou prirozend, respektive cela Cida, konetné mnozny,
konetné geometrie apod., spojity smér reprezentuji objekty jako mnozna vsech
realnych Cisel, pfimka, eukleidovska rovina, spojita funkce apod.

Jak jiz nazev napovida, zabyva se diskrétni matematika prvni z vySe uve-
denych stranek nasich modelli reality.

Je svym zplisobem paradoxni, Ze poté, co matematika na sklonku 19. sto-
leti zvladlav Cantoroveéteorii mnozn problematiku matematického nekonetna,
patfi mezi matematické discipliny, které se ve 20. stoleti rozvijely nejdynamic-
tgi, pravé diskrétni matematika, j&jiz znatna Cast se zabyva studiem konecnych
mnozin.

To, Ze zeménav podedni tfetingé 20. stoleti prodélala diskrétni matematika
primo bouflivy rozvoj, bylo zplisobeno Fadou faktorll. Mezi klicove patfi:

e neustdle seroz&ifujici Skaaaplikaci negjen v matematice samotné, prede-
v8im v&ak mimo ni, ato ngjen v , tradi¢nich” pfirodovédnych oblastech,
ale zegiména v novych amnohdy neCekanych souvid ostech;

e intenzivni rozvoj vypocetni techniky, ktera umoznuje provadét vypocty
a anayzy, které se jeité pred nékolika desetiletimi zddy nemozné a
nadlouho pfesahujici hranice lidskych moznosti.

V predlozeném textu jsou vyloZeny (vodni partie centralni discipliny mo-
derni diskrétni matematiky — teorie grafll. K zakladnimu textu jsou pfipojeny
dva dodatky. V prvnim jsou uvedeny zé&kladni biografické Udaje osobnosti,
které jsou v textu zminovany, ve druhém jsou tabulky nékterych studovanych
funkci.



Ctenarim budu vdéeny, kdy? pripadné chyby a nedostatky, které v textu
Zjisti, zaSou na mou mailovou adresu: f uchs @rat h. nuni . cz. Zajgjich
pripominky jim pfedem dékuji.
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Kapitola 1

TEORIE GRAFU

1 Cotojeteoriegraft akdy vznikla

Teorie grafll je relativné samostatna ¢ast diskrétni matematiky; pochopeni za-
kladnich pojmli této teorie nevyzaduje hluboké znalosti jinych matematickych
disciplin. Vé&tsina pojml o nichz budeme hovorit, ma veelku jednoduchou a
nazornou interpretaci. Musime s v&Sak uvédomit, Ze se budeme zabyvat pouze
témi nejjednodusSimi pojmy a Ze jednoducha formulace problematiky viibec
nepredznamenava jednoduchost feeni danych problémd.

V matematice se s pojmem , graf“ setkavame Casto a v nejrtizngSich sou-
vidostech. B&zné napriklad hovorime o , grafech funkci“. Teorie grafli se vsak
zabyva objekty zcela jiného druhu. V tomto paragrafu jesté nepodame zcela
presnou definici pojmu ,, graf”. Pokusime se pouze o vysvétleni intuitivniho
velmi ndzorného smyslu tohoto pojmu, strucné uvedeme, jak a kdy se tento
pojem v matematice objevil a naznatime, pro¢ mateorie grafti tetné aplikace
nejen v matematice, alei v fadé nematematickych obord.

Ve svétove literatufe patrné neexistuje ucebnice teorie grafll, v niz by se
drive nebo pozdgi neobjevila znama Uloha o sedmi mostech mésta Kralovce,
nebot v souvidlosti stouto Glohou sev matematice pojem ,, graf“ objevil poprvé.

Jak tato Uloha zni? Méstem Konigsberg (Cesky Kraovec, dnesni Kali-
ningrad v Rusku) teCe feka Pregel. V této Fece jsou dva ostrovy, které byly
S pevninou a vzgemné propojeny sedmi mosty. Schéma této situace je na
obrazku 1.1.

Ukolemje Zistit, zda je mozmé wjit zjednoho mista, projit po kazdem mosté
prave jednou a skonCit prochazku ve viichozim bodé.

Tuto Ulohu FeSil (a vyFesil) v roce 1736 L. Euler. Ten samozigimé dobre
véddl, Ze feSeni nezavisi na délce mostll, Sifce feky a podobng, ale pouze na
tom, které Casti mésta jsou jednotlivymi mosty propojeny. Znazornime-li si

7
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Obr. 1.1: Schéma 7 mostll v Konigsbergu

jednotlive ¢asti méstajako krouzky v roviné a mosty jako spojnice pridusnych
Cadti, je okamZité zigimé, Ze vyfesit uvedenou Ulohu znamend, nadzorné feteno,
»nhamalovat jednim tahem" , graf“ naobr. 1.2.

N
N

Obr. 1.2; Grafova interpretace Glohy o 7 mostech

Euler samozigimé Tfesil nejen uvedenou Glohu (Cten& pravdépodobné vi, zZe
pozadovanou prochézku uskutecnit nelze), de vyresil obecng, které , grafy”
Ize jednim tahem namalovat (jak o tom budeme hovofit v paragrafu 6).

Po uvedeném Eulerovévysledku sevicenez 100 et , grafova’ problematika
v matematice neobjevila. AZ v poloving 19. stoleti se anglicky matematik
A. Cayley zabyval otazkou, kolik existuje izomerli uhlovodiku C,Haon.o. (Jak
CtenéF patrné vi, prvni tfi ¢leny uhlovodikové fady, tj. metan, etan, propan,
maji jediny izomer, Ctvrty Clen jiz maizomery dva— butan aizobutan). Cayley
udélal v podstaté tutéz abstrakci jako Euler. KdyZz si znazornil jednotlivé atomy
jako krouzky v rovingé a spojil ,,hranou krouzky znézorfujici ty atomy, mezi
nimiz je chemicka vazba, prevedl , chemicky” problém na problém nalezeni
pottu, rtiznych® grafli predepsaného typu, jak jeuvadime naobr. 1.3. (Krouzky,
z nichz ,vychazeji“ Ctyfi hrany, odpovidaji atomlim uhliku, krouzky, z nichz
vychéazi jedina hrana, odpovidaji atomiim vodiku. Jak uvidime v paragrafu 4,
jsou uvedené grafy pripadem tzv. , stromii“.)

Anaogicky se prirozenym zptisobem k pojmu ,, graf“ dostal G. Kirchhoff
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Obr. 1.3: Grafy izomerli uhlovodiku

ve svych pracech o elektrickych obvodech.

V téze dobg, tj. zhruba v poloviné 19. stoleti, zafina historie jednoho
z ngislavngiSich problémd teorie grafl, tzv. problému Ctyf barev. O tomto
problému budeme podrobnégji hovofit v paragrafu 8.

Prvni , grafovou” praci v ¢eské matematické literatufe publikoval v roce
1926 O. Borlivka, kdyz vytesil otazku, jak elektrifikovat danou skupinu meést
siti minimalni délky (o tomto problému budemeobecngji hovofit v paragrafu 4).

Prvni monografii o teorii grafti uvefeinil v roce 1936 madarsky matematik
D. Konig. Jeho kniha Theorie der endlichen und unendlichen Graphen byla
vpravdé prilkopnicka a po dlouha desetileti ve svété prakticky jedina

Doslova bouflivy rozvoj prodéava teorie grafti v pos ednich zhruba Gtyfi-
ceti letech, kdy se neustéle rozSifuje spektrum aplikaci této teorie.

Nyni je snad jiZ alespon Eastetné zigjmé, jaké objekty setedy v teorii grafli
studuji.

Bud danangakamnozinaV # ¢ (ve vétsing pripadt konetnd). Jeji prvky
nazveme vrcholy nebo téz uzly. Pfedstavme si tyto vrcholy jako malé krouzky
v roviné. Nékteré dvojice vrcholtl mohou byt vzaemné spojeny tzv. hranou.
V nékterych , grafech” mohou byt dvavrcholy spojeny i vice nez jednou hranou
(takovy je napriklad graf naobr. 1.2), nékdy je pfipustna mezi vrcholy negjvyse
jedna hrana (jako napriklad v grafech na obr. 1.3). V nékterych grafech jsou
hrany , orientovany*, tj. je vyznaten smér, od kterého uzlu ke kterému pFidusna
hrana vede; takové hrany nazyvame Sipky. V nékterych grafech se pfipoustdi
tzv. smycky, tj. hrany vedouci z uzlu do sebe samého. Nékdy se dokonce
pripoustdi ., hrany* spojujici vice nez dva uzly. (Pak hovorime obvykle o tzv.
hypergrafu.)

Pfitom je jisté zFgimé (a pozd§ji to presné ukazeme), ze ,grafy” ve vyse
uvedeném smyslu |ze definovat abstraktng, nezavisle na zplisobu jejich kon-
krétniho , nakresleni “. Toto kresleni bude dii€Zité jen v nékterych pripadech
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(napfiklad v paragrafu 7, kde se budeme zabyvat tzv. rovinnymi grafy).

Neékteré pripady, které |ze popsat pomoci grafll, jsme uvedli na zatatku
tohoto paragrafu. Ctenaf si jisté dovede predstavit fadu dal%ich situaci, které
|ze takto charakterizovat.

Grafem jenapriklad automapaCR. Vrcholy jsou jednotlivé obce, hrany jsou
prislusné silnice. Tento graf je navic tzv. ohodnoceny — jednotlivym hranam
jsou pripsanakladnatisla (vzdalenosti). Grafem je schéma zapojeni barevného
televizoru i plan vodovodni sité mésta Brna. Pomoci grafli Ize popsat vyrobni
procesy i vztahy mezi pracovniky v daném zavodé. Pomoci pojmi teorie grafti
Ize charakterizovat strukturu programu pro po€itaC i rozpis sportovni soutéze
atd. Zagrafy | ze povazovat hasseovské diagramy usporadanych mnoZzin aviibec
kazdou mnoZinu, na niz je definovana binarni relace.

| pro teorii grafll plati to, co jsme uvedli jiz v 1. kapitole. Chceme-li
napriklad v konetném ohodnoceném grafu ngjit , nglkratsi cestu* z jednoho
vrcholu do druhého, mohlo by se zdat nejjednodussi vsechny cesty vypsat
(je jich prece pouze konetné mnoho), a pak mezi nimi vybrat tu ngjkratsi.
Nemoznost tohoto postupu vyplyva z toho, Ze jiz pro pomérné ,malé" grafy
je véech moznosti tak mnoho, Ze ani pomoci poGitacli neni uvedeny postup
reaizovatelny.

U fady jednoduSe fomulovatelnych Gloh neni dodnes nalezen , efektivni “
algoritmus pro jejich feSeni. Jmenujme zamnohé a espon tzv. problém obchod-
niho cestujiciho: Obchodni cestujici méa projit danou mnozinou mést a vrétit se
tam, odkud vy3el. Naklady na jeho cestu pfitom maji byt co ngfmensi.

Je zZfgime, Ze tuto situaci 1ze popsat ohodnocenym grafem, v némz vrcholy
jsou jednotliva mésta, hranou spojime meésta mezi nimiz je pfimé dopravni
spojeni a kazdé hrané pritadime néklady spojené s cestovanim mezi danymi
vrchaly.

Jakkoliv jednoduchy se uvedeny problém zda, jde o jeden z nejkompliko-
vangSich probléml diskrétni matematiky.

V zavéru tohoto paragrafu je nutno jeSté uvést, zeterminologiev této obl asti
neni ustalena a jednotna ani ve svétové ani v Ceské matematicke literature.
Dokoncei samotny pojem ,,graf“ miize mit v rliznych knihach odlisny vyznam,
podle toho, jaky cil autor sleduje.

My budeme v dal8im grafem rozumét to, co se Casto nazyvéa obycejny graf
(neorientovany graf bez smyc¢ek a bez nasobnych hran). Vzgemny pomér jed-
notlivych typll grafli (orientovanych, neorientovanych, multigrafli, hypergrafli
atd.) popiSeme v paragrafu 9.
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2 Zakladni pojmy

2.1 Definice. Bud U # ¢ libovolnamnoZzina, bud H € #,(U). Usporadanou
dvojici [U, H] nazyvame graf.

Prvky mnoziny U nazyvame uzy (nebo téz vrcholy) grafu, prvky mnoziny H
hrany grafu [U, H].

2.2 Poznamka. (a) Uvédomme si, Ze podle definice je mnozina uzlll vzdy
neprazdna, avsak mnozina hran miize byt prazdna.

(b) Necht U je tfiprvkova mnozina {x,y, {x,y}}, H bud mnozina
{{x, vy} {x, {X, y}}}. Pak je podle definice 2.1 [U, H] graf. Popis tohoto grafu
je v&k neprehledny, nebot {x, y} je souCasné jeden z uzlli i jedna z hran.
Abychom se vyhnuli podobnym nepfijemnostem, budeme nadal e automaticky
predpokladat (respektive oznaCeni volit tak), zeU N H = ¢.

(c) Uvédomme s, Ze v grafu [U, H] kazdé dva uzly tvori ngjvySe jednu
hranu.

(d) Je-li [U, H] graf, pak jsou hrany dvouprvkové podmnoZiny mnoziny
U. Misto {x, y} € H budeme obvykle uzivat jednodussiho zapisu xy € H, tj.
budeme hovofit o hranach xy, uv, ab apodobné. (Pfitom je zZfgimé, Zexy € H
pravétehdy, kdyz yx € H,tj. hrany jsou podle definice , neorientované”.) Je-li
x € U, neni xx hrana (tj. v nasem grafu neexistuji ,, smycky*).

(e) Podle definice mlize byt mnozina uzlt grafu [U, H] konetna i neko-
neéna. Rikame, ze[U, H] je konetny graf, je-li U konetnamnozina. V dal&im
budeme prevazné hovorit o konecnych grafech.

(f) Grafy s budeme Casto predstavovat tak, jak jsmetouvedli jizv paragrafu
1. Jeli [U, H] graf, pfedstavime si uzly jako malé krouzky v roving, dva uzly
X, ¥ pak spojime n&jakou kfivkou (nejcastéji — ne vsak nutné — tseckou) prave
tehdy, kdyz xy € H. Ziskany obrézek je v mnoha pfipadech uziteCny, uvédo-
mme s v&ak, ze jeden atentyz graf 1ze znazornit obrazky, z nichz nemusi byt
vlibec zZigimé, Ze jsou to nakresleni téhoz grafu. Je-li napfiklad U = {a, b, c, d}
aH = £,(U), je navsech obrazcich 2.4a— nakresen tento graf [U, H].

(9) Terminologie teorie grafli Casto vychazi z takto konstruovanych ob-
razkd. Tak napriklad Fikame, Ze x, y jsou koncové uzly hrany xy, o uzlech
u, v € U fikame, Ze jsou sousedni, pokud uv € H, hranaab spojuje uzly a, b,
hrana xy je incidentni suzly x, y atd.



12 |. TEORIE GRAFU

b

—o
c d o a

@ (b)

d
©

Obr. 2.4: Ruznanakreseni grafu K4

2.3 Definice. Uplnym grafemnamnozing U # ¢ rozumime graf [U, $,(U)].
(Tzn., Ze v Uplnem grafu jsou kazde dva uzly spojeny hranou.)
Uplny graf namnoziné U je obvyklé zna€it symbolem K, kden = |U]|.

Naobrazcich 2.4a— je tedy nakreden graf K.

2.4 Definice. Budte dany grafy §; = [Us1, Hil, G2 = [Uz, Ho]. Pak fikame,
ze:

(@ §1=Go,jestlizeU; = Uy, Hy = Hy,
(b) 41 jepodgrafem grafu §.,, jestlize U; € Uy, Hy € Hy,
(c) 41 jefaktorem grafu §.,, je-li podgrafem grafu 4, aU; = Uy,

(d) 41 je viastnim podgrafem grafu G, je-li podgrafem tohoto grafu a
pritom §1 7 G2,

(©) 91,92 jsou digunktni, jestlize Uy N U, = @,

(f) g1, G2 jsou komplementérni, jestlizeU; =U,, H1NH, =@, HiUH, =
= fz(U)
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2.5 Priklad. Naobr. 2.5ab jsou vzgemneé komplementarni vlastni podgrafy
grafu K4. Oba uvedené grafy jsou souCasné faktory grafu K.

d d

@ (b)
Obr. 2.5: Komplementarni podgrafy grafu K4

2.6 Definice. Bud [U, H] graf. Rekneme, 7e uzel x € U je konetného
stupng, jestlize inciduje s konenym poctem hran. V opatném pfipadé je x
uzel nekonetného stupné.

Je-li x uzel konetného stupné, oznaCime pocCet hran, které s timto uzlem
inciduji, symbolem st x. Toto ¢islo nazyvame stupen uzu x. Je-li st x = 0,
nazyva se uzel x izolovany.

2.7 Poznamka. (@) Plati
sx=|{yeU; xy e H}|.

(b) V grafu naobr. 25aplatista=stb=std =2, stc =0, tekze c je
izolovany uzel tohoto grafu.

V grafunaobr. 25bplatista=stb=std=1,stc=3.

V grafu K, je zZfgimé stupef kazdéeho uzlu roven €islu n — 1.

(c) Je zZfeimé, ze v konetném grafu je kazdy uzel konecného stupné. | v ne-
konetném grafu viak mohou byt samozfejmeé vSechny uzly konetného stupné.
Napriklad na obr. 2.6 je nekoneCny graf, jehoz kazdy uzel ma stupen 2.

Zvolime-li v&ak zamnoZzinu uzlt napriklad mnoZinu R vech realnych Cisel
adefinujeme-li mnoZinu H hran takto:

X,yeR,xyeH — X —y| € Q,

je zZtgimeé [R, H] nekonetny graf, v némz jsou vsechny uzly nekonetného
stupné. Tento graf samozieimé nakredlit (ani schématicky) dost dobfe neni
mozné.
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VAVAVA

Obr. 2.6: Graf, jehoz viechny uzly maji stupen 2

2.8 Véta. Bud' [U, H] konetny graf. Pak plati

Zstx=2-|H|.

xeu

Diikaz. Indukci vzhledem k €idu |H|. Je-li |H| = 0, tj. H = @, je tvrzeni
zfgimé, nebot st x = 0 pro kazdy uzel x € U. Necht tvrzeni plati pro kazdy
graf namnoziné uzlli U, ktery manejvyse h hran. Bud nyni g = [U, H] takovy
graf, ze|H| = h+1.Bud xy € H libovolnahrana. V grafu * = [U, H — {X, y}]
jehhran, takzev g* plati >~ st x =2-h. Stupnévsech uzlliv § a§* jsou véak

xeU
stejné az na uzly x, y, které maji v § stupen o jednicku vétsi nez v ¢ *. Odtud
ziggméplyne, zev g plati > st x=2-h+2=2-(h+1). °
xeU

V diikazu véty 2.11 vyuzijeme nadedujiciho oznateni.

2.9 Definice. Bud ¢ = [U, H] konegny graf, k € Ng bud libovolné. Pak
klademe

o(§) = {x € U; st x =K}

Symbol oy(4) tak udava potet uzlt stupné k v grafu §. Je evidentni, ze
pouze pro konetné mnoho k € Ny je ox($) 7 0. (Predpokladame, ze § je
konetny!)

Napriklad v grafu na obrazku 2.5ajecp = 1,0, = 3,0k =0pro0 Z k # 2.
V grafu naobr. 2.5b plati o1 = 3, 03 = 1, ox = 0 pro ostatni k.

Z definice Cisel oy je zfggmé, ze plati

2.10 Pomocnavéta. Bud' ¢ = [U, H] konetny graf. Pak

D st x=) "k-ox().
=0

xeU k

Nasledujiciho elementarniho tvrzeni budeme Casto vyuzivat.

2.11 Véta. Pocet uzl lichého stupné v kazdém koneéném grafu je sudy.
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Dikaz. Bud ¢ = [U, H] konetny graf. Potet uzlli lichého stupné jeroven €islu

Z 02j+1- Pritom
j=0

D o
i=0

sz - 0] +Z(21 +1) - 02541 =
=0 =0

o o0
Z 2] - (025 +02j+1) + 202j+1-
i=0 i=0

Odtud celkem
202j+1 =2-|H| - sz - (02) + 02j+1).
j=0 j=0
Protoze na pravé strané posledni rovnosti stoji prokazatelné €islo sudg, je i

00
éiSIOZO‘zj-;.l sudé. °
i=0

2.12 Poznamka. (&) Pro nekonecné grafy tvrzeni 2.11 zigfmé neplati. Napfi-
klad v grafu naobr. 2.7 existuje pravé jeden uzel lichého stupné.

i
AN

lo) lo) o) O—— - rrrrs

(o)

o)
O

[0}

o

o
o
o
|

Obr. 2.7: Graf s jedingym uzlem lichého stupné

(b) Stupné uzlli grafu hraji dbleZitou roli v fadé (vah. Jedna z typickych
Uloh spo€iva v nadedujicim: bud dana konetna posloupnost ag, ap, ..., an
nezapornych celych Cisal. Tato posloupnost se nazyva grafova, kdyz existuje
graf [U, H] takovy, Ze U = {uy,...,up}, sty = a,i =1,...,n. Snadno
Ize ukazat, Ze existuji podoupnosti, které nejsou grafové. Nutna a dostatetna
podminka toho, aby posloupnost byla grafova, je uvedena napfiklad v [6],
str. 37.

2.13 Definice. Rekneme, Ze graf [U, H] je pravidelny graf k-tého stupné
(nebo strucné jenom k-pravidelny graf), jestlize st x = k pro kazdy uzel
X e U.
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2.14 Priklad. (a) Uplny graf K, je pravidelny graf stupnén — 1.
(b) Na obr. 2.8a je konetny a na obr. 2.8b nekonetny pravideny graf 3.
stupné.

/ |

PN

o\o/C\/o—o\/O\o/ > T | | [
\0/ 0/ 0\0/ ........ —0 o o O—-neees
\o—cl)—/ (b)
c/ C\O

Obr. 2.8: Pravidelné grafy 3. stupné

2.15Poznamka. Z véty 2.11 bezprostfedné plyne, Ze v konetnem pravidelném
grafu lichého stupné je potet uzlll sudy.

V zévéru tohoto paragrafu se struéné zminime o tom, jakym zplisobem je
mozno graf zadat.

Uvazujme napriklad graf naobr. 2.9. Tento graf je jisté prehledny a z ob-
razku je Ctenafi okamzité jasng, o jakém grafu hovofime. Zadani grafu jeho
nakreslenim je proto jedno z nejcastéjSich. Mnohdy je v&ak nutno volit zadani
jiné. Obrazek mtize byt nepfehledny a napriklad jako vstup do potitate je (ale-
spon prozatim) prakticky nepouzitelny. V téchto pripadech je nejobvyklgsi
graf zadat pomoci vhodné sestavené posoupnosti nebo pomaci jistych matic.
Ukazme si alespon nékteré z nejb&znéjsich moznosti.

Pro zadani grafu je vhodné oznait uzly pfirozenymi ¢idly 1,...,n (jak
jsmeto uddali naobr. 2.9). Oznatime-li graf naobr. 2.9 jako [U, H], je

U
H

{1,2,3,4,5,6}
{{1. 4}, {1, 5}, {2,5}, {35}, {3, 6}. {5, 6}}

Zapistohoto grafu |ze ,zakbdovat" nadedujici posloupnosti:

(6,6,1,4,1,5,2,5,3,5,3,6,5,6).
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Obr. 2.9:

(Jak Ctendr jisté postiehl, udava prvni ¢islo poCet uzlli, druhé potet hran, a
pak nasleduje soupis vdech hran, pricemz zavorky v oznaleni hran miizeme

pochopitelné vynechat.)

TentyZ graf viak mUizeme popsat i jinou posloupnosti napriklad takto:

(6,6,2,4,5,1,5,2,56,1,1,4,1,2,3,6,2,3,5).

Prvni &islo udava potet uzlli, druhé pocet hran; pak postupné nasleduje stupen
uzlu 1 (ktery je roven 2) avycet s nim sousedicich uzlli (coz jsou uzly 4 a5),
da e stupen uzlu 2 (ktery je roven 1) a sousedni uzel (tj. 5) atd.

Matici sousednosti grafu [U, H] sestavime z nul ajednicek tak, zea;; = 1

prévé tehdy, kdyZ ij € H.

Matice sousednosti grafu naobr. 2.9 je uvedena v tabulce 2.1.

Pk, OOO

0

0

O OO0OO0O

PP, OOOO

1

eoNeoNeoNeNel

POORRR

0

= O PFr O

0

Tab. 2.1: Matice sousednosti grafu z obr. 2.9

Tak zvanou znaménkovou matici obdrZime tak, Ze v matici sousednosti
misto jednitek napiseme znaménko + a misto nul znaménko —.
Dal8imi moznostmi —a je jich cela fada — se nebudeme zabyvat.
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3 Souviségrafy

3.1 Definice. Bud [U, H] graf, xo, X, € U budtelibovolné uzly. Posloupnost
uzlll a hran tvaru

X0, XoX1, X1, X1X2, . . ., Xn—1, Xn—1Xn, Xn
se nazyva ded za€ingjici v uzlu xo a koncicl v uzlu x,. Uzly Xq, ..., Xn_1

nazyvame vnitini uzly tohoto sledu, ¢islo n (tj. poCet hran ve dledu) nazyvame
délkou tohoto sledul.

3.2 Priklad. V grafu naobr. 2.9 je napriklad
1,15,5,52,2,25,5,53, 3
sled délky 4 za€ingjici v uzlu 1 akon€ici v uzlu 3.

3.3 Poznamka. (&) Podle definice je kazdy uzel sledem nulové délky.

(b) Existuje-li mezi dvéma rliznymi uzly sled, existuje mezi nimi zigimé
nekonetné mnoho sledll. MUizeme totiz, jednoduse feceno, kteroukoliv hranu
v daném dledu libovolné mnohokrat opakovat. Napfiklad v grafu na obr. 2.9
existuji mezi uzly 1 a2 dedy

1,15,5,52, 2
1,15,5,52, 2,25, 5,52, 2
1,15,5,52, 2,25,5,52, 2,25,5,52, 2 atd.

V zhledem k tomu, ze ve dedu se mohou hrany i uzly opakovat, ma smysd
nasledujici definice.

3.4 Definice. Sled, v ném?z se neopakuje Zadna hrana, se nazyvatah v daném
grafu. Je-li poCatecni uzel tahu roven koncovému, nazyva se tah uzavieny.
V opatnem pripadé se tento tah nazyva otevieny.

Sled, v némz se neopakuje zadny uzel, se nazyva cesta.
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3.5 Poznamka. Je zZigme, Ze kazda cesta je tahem, avsak opacné tvrzeni
obecné neplati.

Napfiklad v grafu na obrézku 2.9 je 2, 25, 5, 53, 3, 36, 6, 65, 5, 51, 1 ote-
vieny tah, avSak neni to cesta, nebot' se opakuje uzel 5.

3.6 Véta. Necht'v grafu [U, H] existuje mezi uzy X,y € U, X # y ded. Pak
mezi nimi existuje v daném grafu alespon jedna cesta.

Dukaz. Tvrzeni je vcelku zigimé. Necht je dan sled mezi uzly x, y:
X = XO’ XOXla ceey Xn—17 Xn—lxn’ Xn = y

Pokud tento sled neni cestou, existuji x;, Xj, i < j, tak, Ze x; = x;. Pak deje
X0s -+ Xis XjXj+1, Xj+1, - - ., Xn OpEt sled mezi uzlu x, y. (Z ptivodniho sledu
jsme , vyskrtli* Usek od x; do x;.) Neni-li takto Ziskany sled cestou, musi se
v ném ngaky uzel opakovat. Prid udnou ¢ast sledu pak miizeme opét vy3krtnout.
Po konecném pottu kroki pak z plivodniho sledu jisté zlistane cestaz x do y.
[ ]

3.7 Priklad. V grafu na obr. 2.9 existuji mezi uzly 1 a 3 dvé cesty: jedna ma
délku 2, druhadéku 3.

3.8 Definice. Graf, v némz mezi kazdymi dvémauzly existuje ded, se nazyva
souvidy.

3.9 Poznamka. Podle poznamky 3.3a je kazdy graf tvoreny jedingm uzlem
souvidly. Souvidy jei graf na obr. 2.9, avdak graf na obr. 2.5a souvisly neni,
nebot v ném neexistuje ded napfiklad mezi uzly a ac.

V dal8im budeme potfebovat nadedujici tvrzeni.

3.10Vé&ta. Bud[U, H]souvidygraf,x € U,st x = 1,xy € H hranaincidentni
suzemx. Pak je graf [U — {x}, H — {xy}] souvidly.

Dilkaz. Budteu, v € U — {x} libovolné dva navzgem rlizné uzly. (Kdyby ta
kové dva uzly neexistovay, bylo by U = {x,y}, H = {xy} a graf
[U — {x}, H — {xy}] by byl [{y}, @], coz je souvidy graf podle poznamky
3.9). ProtoZe je [U, H] souvidy, existuje v ném dled mezi uzly u, v a podle
vé&ty 3.6 existuje mezi témito uzly alespon jedna cesta. Nyni si staCi uvédo-
mit, Ze na zadné cesté mezi uzly u, v nemiize leZet hrana xy. (Uzel x by totiz
musel byt vnitfnim uzlem této cesty. Protoze x inciduje pouze s hranou xy,
obsahuje dana cesta Usek ..., Y, yX, X, Xy, Y, .... Pak to ae neni cesta, ne-
bot v daném dledu se opakuje uzel y.) Kazda cesta mezi u, v je tedy dedem
v [U — {x}, H — {xy}], takZe tento graf je souvidy. °
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3.11 Poznamka. Graf [U — {x}, H — {xy}] je tedy souvidy vlastni podgraf
grafu [U, H] (za predpokladll véty 3.10).

Bud [U, H] libovolny graf. Definujeme-li namnoziné U relaci ~ takto:
X~y <<= existujeded mezi uzly X, vy,

je zZrgimé, ze relace ~ je ekvivalence na mnoziné U . (Reflexivita plyne z po-
znamky 3.9, symetrie atranzitivita je zfejma.) Tato ekvivalence urcuje rozklad
U/~ namnoziné U. Pro kazdy uzel x € U oznatme U (x) tu tfidu tohoto
rozkladu, v niz lezi uzel x. Je tedy

UX) ={t € U; existuje ded mezi uzly t, x}.

Oznatime-li
HX)={uve H; ue UX),v e UX)},

jezZftggme [U (x), H (x)] podgraf grafu [U, H] (pro kazdy uzel x € U).

3.12 Definice. Bud [U, H] graf, x € U libovolny uzel. Podgraf

(U), H(X)]

grafu [U, H] se nazyva komponenta grafu [U, H] pfidusna uzlu x.

3.13 Poznamka. Je ziggmé, ze graf [U, H] je souvidy pravé tehdy, kdyz ma
pravé jednu komponentu.

Komponenty grafu jsou — jinak feCeno — maximalni souvisé podgrafy
daného grafu.

3.14 Poznamka. Souvigé grafy 1ze rovnéz povazovat za metrické prostory.
Je-li totiz [U, H] souvidly graf ax, y € U libovolné uzly, existuje mezi témito
uzly podle véty 3.6 alespon jedna cesta. Mezi cestami z uzlu x do uzlu y jisté
existuje cesta minimani délky. Oznatme jeji délku o(X, y). Pro Ctenéfe bude
jisté snadnym cviCenim ové&eni toho, Ze pro kazde tfi uzly x, y, z € U plati:

(@ o(x,y) =0pravetehdy, kdyzx =y,
(b) ox,y) = o(y, %),
(© o(X,y) +o(y,2) > o(x, 2).

To v&ak prave znamend, Ze (U, o) je metricky prostor.
L ze tedy na souvisé grafy aplikovat i metody teorie metrickych prostord.
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Jak uvidime, budou v dal&im hrat souvisé grafy dulezitou roli. Zvla&eé
vyznamné pak budou souvidé pravidelné grafy.

Napriklad naobr. 2.6 je souvisly pravidelny graf 2. stupné. Nasvsak budou
zajimat predevdim konetné souvidé pravidelné grafy 2. stupné.

3.15 Definice. Konetny souvidy pravidelny graf druhého stupné se nazyva
kruznice.
Pocet uzlli v kruznici nazyvame jgji délkou.

3.16 Priklad. Naobrazku 3.10ajekruznice délky 3, naobrazku 3.10b kruznice
délky 6.

()

(@

Obr. 3.10: Kruznice

Graf naobrazku 3.10a se — veelku pochopitel né — rovnéz nazyva trojthel -
nik. (V teorii grafll je tak trojuhelnik zvlastnim pripadem kruznice.)

V dalSich Gvahach uvidime, Ze jednou z dilezitych charakteristik grafu
bude to, zda obsahuje jako podgraf n&akou kruznici. Napfiklad graf nacbr. 2.9
obsahuje prave jednu kruznici (trojuhelnik o vrcholech 3,5,6), graf naobr. 2.8a
obsahuje kruznic celou fadu, avsak grafy na obr. 1.3 neobsahuji jako podgraf
Z&dnou kruznici.

Prave takovymi grafy se nyni budeme zabyvat.
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4 Stromy

néjSich oborech. Jak jsme uvedli jiz v paragrafu 1, patfi mezi prvni grafy, které
byly v matematice zkoumany.

4.1 Definice. Konetny souvidy graf neobsahujici jako podgraf Zadnou kruz-
nici, se nazyva strom.
Graf, jehoz kazda komponenta je stromem, se nazyva les.

4.2 Poznamka. Les je tedy graf neobsahujici z&dnou kruznici. Strom je ko-
necny souvidy les.

Pojmenovani ,strom* a ,les* souvisi stim, jak Ize tyto objekty nakredlit.
Priklad ,, odpovidajiciho nakredleni je na obr. 4.11.

y

~J]

Obr. 4.11: Les

Stromy |ze charakterizovat rliznymi zplisoby. V nasledujicim tvrzeni uve-
deme nékteré nutné a dostatetné podminky toho, aby graf byl stromem.

4.3 Véta. Bud' [U, H] konetny graf. Pak jsou nasledujici tvrzeni ekvivalentni:
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(@ [U, H]jestrom.

(b) Mez kazdymi dvéma uzly v [U, H] existuje prave jedna cesta.
(©) [U, H]jesowidy aplati |H| =|U| — 1.

(d) [U, H] neobsahuje kruznici a |[H| = |U| — 1.

Dikaz. Dokazeme postupné implikace (8)=(b), (b)=>(c), (¢)=(d), (d)=(a).

(@) = (b): Strom [U, H] je sowvidy, takze podle véty 3.6 existuje mezi
kazdymi dvémauzly alespon jedna cesta. Potfebujeme proto pouze dokazat, ze
nemohou existovat dvauzly, mezi nimiz je vice cest. To je vSak zigimé. Kdyby
totiz existovaly uzly u, v € U, mezi nimiz by existovaly dvé riizné cesty, pak
by zZFggmév [U, H] existovala kruznice, coz podle definice stromu neni mozné.

(b) = (¢): Existuje-li mezi kazdymi uzly u, v € U cesta,je[U, H] souvidly.
Zbyva tedy pouze dokazat rovnost |H| = |U| — 1. Dlikaz provedeme indukci
vzhledem k |U|. Pro |U| = 1 je tvrzeni zfgimé. Necht tedy uvedena rovnost
plati pro véechny grafy spliujici (b) s poétem uzlli ngjvySe n. Necht [U, H] je
graf splnujici (b) takovy, Zze |U| = n+ 1. Bud uv € H libovolna hrana. Graf
[U, H — {xy}] neni souvidy a zfejmé méa préavé dvé komponenty (jsou to U (x)
aU (y)). Podle indukéniho pfedpokladu je v kazdé z téchto komponent pocet
hran o jednitku mensi nez potet uzll. V grafu [U, H — {xy}] jetedy n — 1
hran, tj. v grafu [U, H]jen = |U| — 1 hran, coz jsme chtéli dokéazat.

(c) = (d): Necht graf [U, H] splfiuje podminku (c). Potfebujeme dokazat,
ze v tomto grafu neexistuje kruznice. Pfipustme tedy, ze v grafu [U, H] kruz-
nice existuje. Je-li xy € H libovolna hrana lezici na této kruznici, pak jejim
vynechanim vznikne souvisly graf [U, H — {xy}]. (Souvislost tohoto grafu
je zZtggma; libovolné dva uzly dovedeme v tomto grafu jisté spojit vhodnym
dedem, roli hrany xy v pripadé potfeby supluje zbyla ¢ast kruznice.) Kdyby
v grafu [U, H — {xy}] opét existovala ngaka kruznice, vynechame v ni rovnéz
nékterou hranu. Po konetném pottu krokd obdrZime souvidy graf neobsahu-
jici z&dnou kruznici, tj. strom. PoCet hran v tomto stromu je vSak menSi nez
|U| — 1, nebot tolik hran mé podle predpokladu graf [U, H]. To je vSak spor,
nebot jsmejiz dokéazali, Ze (a)=(c), tj. strom obsahuje nutné |U | — 1 hran.

(d) = (a): Potfebujeme dokéazat, Ze graf splfivjici (d) je nutné souvidy.
Predpokladejme tedy, Ze graf [U, H] splfiuje podminku (d) a neni souvidly.
Pak je tvofen komponentami 1, ..., $n (N > 2). Kazda z téchto komponent
je stromem (nebot [U, H] je podle (d) les). Oznatme 4; = [U;, H;]. Protoze
(@=(c), plati |H;i| = |Uj| — 1proi =1,...,n.Odtud

n

IHI =) [Hil = (Uil = 1) = U] —n,

i=1 i=1
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kden > 2. Tojevsak spor, nebot podle pfedpokladu plati |[H| =|U|—1. e

4.4Véta. Kazdy stromsalespon dvéma uzly obsahuje al espon dva uzly prvniho
stupné.

Dikaz. Bud [U, H] strom, |U| > 2. Podle vét 2.8 a4.3 plati

Zstx:2-|H|=2-(|U|—1):2-|U|—2.

xeU

Pfitom st x > 1 pro kazdy uzel x € U. Kdyby alespon dva uzly nemély stupen
1, byloby cido ) st x Vvé&Sinez2-|U|— 2. .
xeU
4.5 Priklad. Bud n > 2 libovolné pfirozené ¢islo. Pak jisté existuje stromon
uzlech, ktery obsahuje praveé dva uzly 1. stupné. Takovy strom se nazyva had.
Pro n > 3 miize ve stromu o n uzlech evidentné existovat ngjvyse n — 1
uzldl 1. stupné. Strom, ktery mapravé n — 1 uzll 1. stupné (z celkového pottu
n), se nazyva hvézda.
Naabr. 4.12a je had ana obr. 4.12b hvézda pron = 6.

N/
— T

(b)

VAVAVYA
@

Obr. 4.12: Had a hvézda

V definici 2.4 jsme definovali faktor grafu [U, H] jako podgraf, jehoz
mnoZina uzlll jerovnéz U. V daldim nas budou zajimat podgrafy afaktory bez
kruznic.

4.6 Definice. Kostrou grafu [U, H] rozumime takovy faktor [U, H1], ktery
je stromem.

4.7 Priklad. (@) Graf z obr. 2.9 obsahuje tfi kostry, které jsou znézornény na
obr. 4.13.

(b) Kruznice délky n zfgmeé obsahuje n koster; kazda kostra vznikne vy-
nechanim prave jedné hrany.

(c) Strom obsahuje praveé jednu kostru — sebe sama.
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o o [e]

Obr. 4.13: Kostry grafu z obr. 2.9

Nyni je pfirozena otazka, které grafy kostru obsahuji. Protoze kostra grafu
jesouvidy podgraf, nemiize samoziejmé kostru obsahovat graf, ktery sam neni
souvidly. Jak je tomu v souviglych grafech uvadi nasledujici tvrzeni.

4.8 Véta. Kazdy konetny souvidy graf obsahuje alespon jednu kostru.

Dikaz. Bud [U, H] konetny souvisly graf. V tomto grafu jisté existuje ngjaky
podgraf, ktery je stromem. Sta€i totiz zvolit libovolny uzel x € U a podgraf
[{x}, ¥] je strom. Oznaéme 4 mnoZzinu v&ech stromii v [U, H]. Protoze je graf
[U, H] konetny, obsahuje pouze konetné mnoho podgrafil, takze tim spide je
i mnoZina 4 konetna (avime, Ze neprazdnd). ProtoZe 4 je konetng, obsahuje
alespon jeden maximalni prvek (tj. strom, ktery neni podgrafem zadného jiného
stromu). Bud tedy [U*, H*] néktery maximalni prvek v . Zfejme stati dokazat,
zeU = U* (pak jetotiz [U*, H*] faktor atedy kostrav [U, H]).

Pfipustme, Ze je U # U*, tj. existuiey € U — U*. Zvolme x € U*
libovolné. Protoze je [U, H] souvidy, existuje v ném cesta z x do y. V této
cesté pak ale nutné existuje alespon jedna hrana vw € H takovg, zev € U*,
w ¢ U*. Pakjedezigmé[U U {w}, HU {vw}] stromv [U, H]. (Souvidost je
zfgima, nebot [U*, H*] je souvidly; pfidanim hrany vw jsme pritom evidentné
nemohli uzavfit z&dnou kruznici.) To je vaak spor, nebot [U *, H*] je vlastnim
podgrafem takto vzniklého stromu atak neni maximalni v §. °

V prikladu 4.7 jsmeviddi, ze graf miize mit vice koster. Proto je pfirozena
otazka, jak urcit potet koster daného grafu. Jeden ze zakladnich poznatkl
v tomto sméru dokézal jiZ v roce 1899 Cayley.

4.9 Véta. Potet koster v Uplném grafu K, je roven &islu n"—2.

Dukaz. Dlikaz tohoto tvrzeni nebudeme provadét. o
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4.10 Poznamka. Jak v dal8im uvidime, je zdanlivé jednoduchy postup, totiz
postupné provérovani viech moznosti, jiz u pomérné,, malych* grafti prakticky
neuskuteCnitelny (i pfi pouZiti pocitacl).

Obecna metoda, pro prakticky vypocet vsak nepfilis pohoding, je zalozena
na vypoCtu determinantu vytvoreného z tzv. Laplaceovy matice sousednosti
daného grafu. Tato matice je definovana nasledovné Je-li [U, H] konetny
graf, U = {1, ..., n}, je pfisiusna matice (a; ﬂj:l definovana takto:

~1, jedlizeij € H,
aj=1{ «i, jestlizei =j,
0, jedtlizei #j,ij ¢ H.

4.11 Poznamka. S ur€ovanim poctu koster v daném grafu (zce souvisi pro-
blém, kolik viastné existuje grafli na dané mnozné uz .
Takto zformulovana otazka je ovsem jednoducha. Je-li [U, H] graf nan

uzlech, jepodle definice H € #,(U), pficemz vime, Zze | P»(U)| = (2).V§ech

grafli s mnozinou uzll U je tedy tolik, kolik mamnozina $,(U) podmnoZin.
Oznatime-li g, potet grafli nan uzlech, plati podle uvedeného

Onh = 2(2) .

Jak rychle roste posloupnost (gn)n2;, plyne z nasledujici tabulky:

n i1 4 5 6 7 8
Oh||1|2|8|64)| 1024 | 32768 | 2097152 | 2684 354544

N
w

Nyni je snad zfegmé, proC feSeni grafovych Uloh nakreslenim nebo vypsa-
nim ,,v&ech moznosti “ nema ve vétsiné pripadll nadéji na tspéch.

Urcovani pottu grafti nan uzlech je vak prirozené nasledujicim zplisobem
»Zkomplikovat*.

Z pravé uvedené tabulky plyne, Ze natfech uzlech existuje celkem 8 graft.
V&echny tyto grafy jsou uvedeny naobr. 4.14.

Z uvedeného obrazku je patrné, ze nékteré z uvedenych 8 grafll jsou s
natolik ,, podobné‘, Ze je nerozlisime, pokud se nedivame na oznateni uzl{.
(Ctend si jisté okamzité uvédomil, Ze jde o grafy nakresiené , pod sebou“.)
Tuto ,, podobnost” nyni precizujme.
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VAN

Obr. 4.14: Grafy natfech uzlech

4.12 Definice. Budte [Uy, H1], [U2, Ho] grafy. Zobrazeni f: U; — U, se
nazyva izomorfismus grafu [U, Hy] nagraf [U,, Hy], kdyZ plati:

1. f jebijekce,
2. Xy € H, pravétehdy, kdyz f (x) f (y) € H..

Dva grafy jsou izomorfni, kdyZz mezi nimi existuje alespon jeden izomorfis-
mus.

Ctendf s jisté okamZité uvédomuje, Ze izomorfismus je ekvivalence na
tfidé vech grafli.
vsech grafl, je problém, kolik na n uzlech existuje neizomorfnich grafll. Tak
napriklad nattyfech uzlech existuje 64 grafl, aviak jen 11 neizomornich grafi,
jak je patrno z obr. 4.15.

Odvozeni metody pro vypocet poctu h, neizomorfnich grafli na n uzlech
presahuje naSe moznosti. (Je to tzv. POlyova enumeracni metoda.) Existuje
v&ak jednoduchy odhad pro ¢idah,; jetotiz zfeimé, Ze plati

2(3)
>

hn

’

n!

nebot na n-prvkové mnoziné jisté existuje ngvySe n! vzgemné izomorfnich
grafl. Uvedeny odhad je pfi své jednoduchosti pro velkan velmi presny. Lze
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o——oO O—(‘)
Obr. 4.15: Neizomorfni grafy na ¢tyfech uzlech

3
lim (hn—22 ) - 0.
n—oo n!

| posloupnost (hp);2; roste ,velmi rychle®, jak |ze vyCist z nasledujici
tabulky:

totiz dokazat, ze

n||1{2{3|4]|5 6 7 8 9
ho|| 112 4|11| 34|15 | 1034 | 12344 | 308168

Dokonce i pocet t, neizomorfnich stromill nan uzlech (pfi vedkeré ,jedno-
duchosti“ stromtl) roste porad jesté tak rychle, Zei jejich systematicky prehled
pro pomérné malan je nemozny (viz tabulku na strané 75).
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Jak jsme uvedli jiz ve vété 4.8, obsahuje kazdy koneCny souvidy graf
alespon jednu kostru. Viddi jsme, Ze kostra grafu obecné neni urena jedno-
znacné. Uvédomme si v3ak, Ze podle véty 4.3 maji viechny kostry stejny poCet
hran (roven pocetu uzlti zmengeny o jednicku).

Abychom konetné uvidéi n&akou aplikaci teorie grafti, budeme se nyni
zabyvat hledanim vhodnych koster v tzv. ohodnocenych grafech. K tomu vsak
potfebujeme nejprve nasledujici definici.

4.13 Definice. Necht je [U, H] graf. Bud dano zobrazeni f: H — R
(respektive f: U — R). Trgjici [U, H, f] nazyvame hranové ohodnoceny
(respektive uzlové ohodnoceny) graf.

Cido f (t) nazyvame ohodnoceni hrany (respektive uzlu) t.

4.14 Definice. Bud [U, H, f] hranové ohodnoceny konetny souvidy graf.
Kostra [U, H*] grafu [U, H] se nazyva minimalni kostra v [U, H, f], kdyz
pro kazdou kostru [U, H4] grafu [U, H] plati

Z f(h) < Z f (h).

heH* heHq

4.15 Poznamka. ProtoZze konetny souvidly graf obsahuje pouze konetné
mnoho koster, obsahuje nutné kazdy konetny souvisly hranové ohodnoceny
graf alespon jednu minimalni kostru. Soucasné je evidentni, ze minimani
kostra obecné neni jednoznacné urcena.

4.16 Priklad. Bud danamnozinamést A, B, C, D, E, F. V tabulce 4.2 necht jsou
uvedeny naklady na vybudovani zeleznice mezi jednotlivymi meésty (v milio-
nech K€). NaSim Ukolem je nyni navrhnout mezi uvedenymi meésty zeleznicni
sit tak, aby kazda dvé mésta byla vzgemné po zeleznici dosazitelna a aby
pritom naklady na vybudovani zeleznice byly minimani.

Grafova formulace zadané Ulohy je jednoducha. NaSim Ukolem je zZfgimé
nalezeni minimani kostry v Gplném grafu Kg suzly A, B, C, D, E, F, jehoz
hranové ohodnoceni je dano uvedenou tabulkou.

Ke konkrétnimu feSeni této Ulohy se vratime za chvili. Uvédomme s, ze
v zadaném pripadé bychom pravdépodobné minimalni kostru nadli pomérné
brzy i bez ngaké teorie. V komplikovangsim pripadé je vSak nalezeni mi-
nimani kostry bez znalosti vhodného agoritmu velmi obtizné. Proto si nyni
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A|B|C|D|E]|F
Al0]|13/27|18| 5 |30
B|13| 0| 7 | 18| 4 |12
cl|2r| 70| 3|8 |11
D|18|18| 3 | 0| 9 24
E|S5S|4]8|9|0]15
F|3012 11|24 |15| O

Tab. 4.2: Naklady na vybudovani zeleznice mezi mésty

jednoduchy algoritmus pro konstrukci minimalni kostry uvedeme. (Prvni algo-
ritmus pro nalezeni minimalni kostry nalezl jiz v r. 1926 O. Borlivka. Podrobnéji

o historii tohoto algoritmu viz napf. v [7]).

4.17 Vé&ta. Algoritmus pro hledani minimalni kostry: Bud’ [U, H, f] konetny
souvidy hranové ohodnoceny graf. Vsechny hrany sestavme do posloupnosti
(hy, ..., hy) tak, aby posloupnost ( f (hy), ..., f(hyp)) bylaneklesajici. (Takové
usporadani hran vzhledem ke koneCnosti grafu jisté existuje i kdyz obecné neni

urceno jednoznacné.)

Pozadovany algoritmus nyni miizeme popsat takto:

(1) PolozHo=0,i =1.

(2) Obsahuje graf [U, Hj_1 U {h;j}] kruznici? Pokud ano, pfejdi k bodu (4).
Pokud ne, piejdi k bodu (3).

(3) Poloz H; = Hi_1 U {h;}. PFeidi k bodu (5).

(4) Poloz Hi = Hi—l-

(5) Jei =n? Pokud ano, pokracuj podle bodu (6). Pokud ne, prejdi k bodu

).

(6) Poloz Hi = K.

(7) KONEC. [U, K] jeminimalni kostra.

(8) 2vé&tS hodnotu i o jednicku a vrat' se k bodu (2).

Popsanym zplisobem skutecnév [U, H] sestrojimeminimalni kostru[U, K1.
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To, Ze [U, K] je kostra, je evidentni. Nyni je vSak nutno dokézat, Ze tato
kostraje miniméani, tj. ze pro kazdou kostru [U, L]v [U, H] plati >  f(h) <

heK
<> fh.
helL
Tento dilkaz nebudeme provadét. Jednodue jg 1ze provést napriklad po-
moci teorie tzv. matroidd, o nichz v tomto textu nehovorfime.

Regeni piikladu 4.16. Hrany grafu Kg usporadame do vhodné posloupnosti

napriklad nasledovné: (CD, BE, AE, BC, CE, DE, CF, BF, AB, EF, AD, BD,

DF, AC, AF). Ohodnoceni pfislusnych hran tvofi posloupnost
(3,4,5,7,8,9,11, 12, 13, 15, 18, 18, 24, 27, 30).

Nyni podle agoritmu do kostry postupné vybereme hrany CD, BE, AE, BC,
CF. (Viz obr. 4.16.) (Vime, Ze kostra musi obsahovat 5 hran.)

D

(o]
E
Obr. 4.16: Minimani kostra

A
o]

Minimalni naklady na zelezni¢ni sit jsou tak 30 milionll K&,

4.18 Priklad. Na obr. 4.17a je hranové ohodnoceny graf, na obr. 4.17b jeho
minimani kostra. Ponechame Ctenafi, aby si promyslel, zda je tato minimalni
kostra urcena jednoznacné.

PozNAMKY A CVICENI

1. Nadéte sedm neizomorfnich podgrafti grafu K.
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(0]
o

Obr. 4.17: Minimalni kostra v ohodnoceném grafu

5 Mosty, artikulace a nékteré grafové char akteristiky

V predchazejicim paragrafu jsme hovofili pfevazné o grafech neobsahujicich
Zadnou kruznici. , V&tSina“ grafli vsak pochopitelné kruznice obsahuje. V fadé
Gvah o grafech je nutno hrany rozliSovat podle toho, zdaleZi nangaké kruznici
nebo nikoliv.

5.1 Definice. Hranagrafu se nazyva most, kdyz neleZi na zadné kruznici.

5.2 Priklad. (@) Ve stromu je kazda hrana mostem.
(b) Graf naobr. 5.18 obsahuje pravé jeden most — hranu xy.

/o\ o———0
o o} o o]
X y

Obr. 5.18: Graf s jedinym mostem
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5.3 Véta. Bud xy most v souvisém grafu [U, H]. Pak je graf [U, H — {xy}]
nesouvisly a ma prave dvé komponenty.

Diikaz. V grafu [U, H — {xy}] neexistuje sled mezi uzly x, y, takze tento graf
je nesouvisly. Mnozina uzlli se rozpadne evidentné na dvé digunktni mnoziny
U (x) aU (y) (pfi oznateni z definice 3.12). °

5.4 Dldedek. Kazda kostra konetného souvisého grafu obsahuje vechny
mosty tohoto grafu.

5.5 Definice. Rekneme, 7e uzel x € U grafu [U, H] je artikulace, kdy?
existuji hrany Xy, xz € H, Xy # xz, které neleZi soucasné na zadné kruznici.

5.6 Priklad. (a) Ve stromu je artikulaci kazdy uzel, jehoz stupen je aespon 2.
(b) Graf naobr. 5.19 ma pravé jednu artikulaci — uzel x.

b
o
ao o]

eo— ——od

Obr. 5.19: Graf sjednou artikulaci

5.7 Definice. Bud g = [U, H] graf, uv € H libovolna hrana. Mnozinu
H(uv) € H definujeme takto: je-li hrana uv mostem, je H(uv) = {uv}.
Pokud uv mostem neni, pak

H (uv) = {xy € H; existuje kruznice v ¢ obsahujici xy i uv }.
Déle polozme
U (uv) = {t € U; t inciduje s nékterou hranou z H (uv)}.

Pak je zfgimé [U (uv), H (uv)] podgrafem grafu . Tento podgraf nazyvame
Clen grafu g pridusny hrané uv.
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5.8 Pfiklad. Clengrafuzobr.5.19 pfisluny hrangab jetrojihelnik ovrcholech
a, b, x, ¢len pridusny hrané cd je kruznice o vrcholech ¢, d, e, x.

Bud [U, H] graf auv, Xy jeho libovolné navzgem riizné hrany takove, ze
H (uv) N H(xy) # @. Necht napfiklad ab € H (uv) N H(xy). Pak v [U, H]
existuje kruznice R; obsahujici hrany uv i ab. Necht R; = [Uq, Hi], R, =
= [U,, H,]. Podle pfedpokladu je |U; N U,| > 2, nebot a, b € U; NU,. Budte
r,s € U; N U, libovolné navzgem rlizné uzly. Pak existuje v Ry cestazr do
s obsahujici hranu uv. Protoze U; N U, je konetna mnozina, existuji prvky
ro, S € U N U, takovg, Ze délka uvedené cesty je minimalni. Oznatme tuto
minimani cestu C,. Protozevsak g, S € Uy, existujemezi rg, o cestaC, v Ry
obsahujici hranu xy. Spojenim cest C; a C, v&ak zZfggmeé v [U, H] obdrZzime
kruznici obsahujici hranu uv i hranu xy. To v&ak znamena, Zze xy € H(uv) a
soucasné uv € H(xy). Odtud plyne H (uv) = H(xy).

Pravéjsmetak dokazali, ze pro dve hrany uv, xy € H plati budto H (uv) N
N H(Xy) = ¥ nebo H(uv) = H(xy). Protoze pro libovolnou hranu uv € H
plati uv € H(uv), je H(uv) # @. Odtud celkem plyne

5.9 Véta. Systém mnozin {H (uv); uv € H} tvori rozklad na mnoziné H.

Zatimco komponenty grafu tvori digunktni podgrafy, ¢leny grafu obecné
digunktni podgrafy daného grafu nejsou. Plati totiz

5.10 Vé&ta. Uzd x je artikulaci grafu [U, H] pravé tehdy, kdyz existuji hrany
Xy ¥ xz, znichz kazda patfi do jiného Clenu grafu.

Diikaz. Je-li x artikulace, pak existuji hrany xy, xz neleZici najedné kruznici.
Pak ale H (xy) # H(xz). Patfi-li naopak hrany xy, xz rliznym &lenlim grafu,
neexistuje kruznice, ktera by obé hrany obsahovala. To v&ak znamena, Zze x je
artikulace. °

DuleZitou charakteristikou grafti je tzv. , cyklomaticke €islo*, nazyvané téz
Bettiho Cislo daného grafu.

5.11 Definice. Bud ¢ = [U, H] konetny graf. Cyklomatickym Cislem grafu
nazyvame c¢islo
v(§) =H| = U] +Kk,

kde k je poCet komponent grafu §.

5.12 Véta. Cyklomatické €ido kazdého konetného grafu je nezaporné.
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Dikaz. Bud [U, H] konetny souvidly graf, tj. k = 1. Podle véty 4.8 existuje
v [U, H] kostra [U, H;]. Podle vé&ty 4.3 plati |H;| = |U| — 1. Protoze |H;| <
< |H]|, plyneodtud [H| > |U| — 1, tj.

[H —U|+1>0.

(b) Necht [U,H] je konetny nesouvidy graf s komponentami
[U, Hil, ..., [Ux, H¢]. Podle () prokazdéi = 1, 2,..., k plati |H;| — |U;| +
+1 > 0, takze

k
Y (HI= Uil +D = [H| - [U|+k > 0.
i=1

Z dikazu véty 5.12 a véty 4.3 okamzité plyne

5.13Vé&ta. Cyklomatické €islo konetného grafu jerovno nule pravé tehdy, kdyz
jetento graf lesem.

5.14 Poznamka. Z vy%e uvedeného je zigimé, Ze cyklomatické Cido grafu
udava v jistém smysdu ,miru dozitosti“ tohoto grafu. Nazorné feceno, v($)
udava, kolik hran je v ¢ nutno odstranit, aby v § nezlistala Zadna kruznice.

Tak jsme vy%e popsanym zplisobem charakterizovali, alespoil v jistém
smydlu, ,slozitost* grafu. Je samozigimé U¢elné umét vhodnym zplisobem
popsat i jinégrafové charakteristiky. UkaZmesi takovou charakteristiku al espon
na pripadé souvislosti grafi.

Elementarni odhad ,, miry souvidosti“ grafu je evidentni — touto mirou je
pocet komponent. Popis ,, miry souvislosti“ souvisiého grafu je komplikova
ngsi, i kdyz Ctendf patrné majistou intuitivni pfedstavu o tom, co to znameng,
Ze jeden graf je ,souvidgsi“ nez druhy.

5.15 Definice. Bud ¢ = [U, H] souvidy graf. Mnozina A € U se nazyva
uzdovy fez grafu [U, H], jestlize se souvidost grafu porusi, vyskrtneme-li
z [U, H] vSechny uzly mnoZiny A a vdechny hrany, které s témito uzly
inciduji. (Tj. graf [U — A, H — {xy € H; xy N A # #}] je nesouvidly.)

UZovy stupen souvidosti u(4) grafu § je minimani mohutnost uzlového fezu

V.

5.16 Poznamka. Podle definice 5.15 Ize ur€it uzlovy stupeh souvidosti kaz-
dého konetného souvisiého grafu kromé Uplnych grafti K,, (promydete s,
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které hrany musime podle definice 5.15 vyskrtnout!). Pro tyto grafy definito-
ricky klademe
uKp) =n-—1

Podobné jako uzlovy se definuje i hranovy stupen souvisosti.

5.17 Definice. Bud ¢ = [U, H] souvidy graf. Mnozina H; € H se nazyva
hranovy fezv 4, je-li graf [U, H — H;] nesouvidy.

Hranowvy stupen souvislosti h(4) grafu § je minimalni mohutnost hranového
fezuv §.

5.18 Poznamka. Podledefinice5.171zeurCith(4) pro kazdy konetny souvidy
graf kromé grafu Ky (tj. grafu o jednom uzlu). Pro tento graf definitoricky
klademe h(Ky) = 0.

5.19 Priklad. Pro graf ¢ na obr. 5.20a plati u(4¢) = 2, h(g) = 3. Jeden
z minimalnich uzlovych ezl je vyznagen plnymi krouzky, jeden z minimalnich
hranovych fezll je vyznaten tuénymi hranami. Naobr. 5.20b, respektive 5.20c,
je graf vznikly , odstranénim® prislusného uzlového, respektive hranového,

fezu.
O, O, L o] oO———O o
XXX X
€Y (b)
(o] O O, O
(0)

Obr. 5.20: Hranovy auzlovy fez v grafu

5.20 Véta. Bud' g = [U, H] konetny souvidly graf. Pak plati
u(g) <h(g) <min{st x; x e U}.

Dikaz. Je-li h(g) = 0, je také u(g) = 0, nebot § je v tom pripadé K. Je-li
h(g) = 1, existuje hrana xy € H takové, Zze [U, H — {xy}] je nesouvidly graf.
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Pak je vSak zigimé ¢ = K, (atedy u($) = 1 podle poznamky 5.16) nebo je
{x}, respektive {y} uzlovy fez v G (takZe opét u(g) = 1).

Predpokladeime proto, ze h(4) > 1. Bud H; hranovy fez, [H;| = h($).
Zvolme hranu h € Hj libovolné. Na kazdé dal&i hrané e € H, zvolme uzdl xe
tak, Ze X neni incidentni s hranou h. Nyni z grafu ¢ odetteme vSechny uzly
Xe (6 € Hy — {h}) a hrany s témito uzly incidentni. Je-li takto vznikly graf
nesouvidy, plati u($) < h(4).V opatném pripadé obdrzime nutné uzlovy fez,
pridame-li k uzltim x. jesté jeden z uzlti tvoricich hranu h. Pak deu(g) = h(g).

Dokézai jsme tak, Zze u(¢) < h(4). Druha nerovnost ve vété je vsak
zfgima, nebot pro kazdy uzel x € U tvori mnozina vech hran incidentnich s x
evidentné hranovy fez. .

Ve vété 2.8 jsme dokéazali, Ze v konetném grafu [U, H] plati > st x =
xeU
= 2|H|. Odtud v&k okamZité plyne, Ze min{st x; x € U} < % Z této
nerovnosti az véty 5.20 plyne diisledek.

5.21 Dlsledek. Bud ¢ = [U, H] konetny souvisly graf. Pak

2|H|
h(§) < ——.
P =07
Pro uzlovou i hranovou souvislost jsou znamy vyznamné charakterizacni
véty (Mengerova a Fordova-Fulkersonova). Vzhledem k jejich zavaznosti
v fadé aplikaci je uvedeme, i kdyz jejich dilkazy presahuji ramec naseho textu.
K formulaci téchto vét vSak potfebujeme nasledujici jednoduchou definici.

5.22 Definice. Graf § se nazyva uzlové, respektive hranové k-souvisly,
jestlize plati u(4) > k, respektive h(4) > k.

5.23Véta. (MengerovaVvéta) Graf ¢ je uzove k-souvisly prave tehdy, kdyz pro
kazdé dva uzy x, y existuje k cest zx do vy, které jsou az na uzly x, y vzajemné
digunktni.

5.24 Dlidedek. Graf § jeuzové 2-souvidly pravé tehdy, kdyz ke kazdym dvéma
uzlim x, y existuje kruznice v G, ktera je obsahuije.

5.25 Vé&a. (Fordova-Fulkersonova véta) Graf § je hranové k- souvidy pravé
tehdy, kdyz pro kazdé dva uzy x, y existuje k cest zx do y, které jsou hranové
digunktni.
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6 Eulerovské a hamiltonovské grafy

Kresleni obrazk{ ,,jednim tahem* je obvyklou soucasti tzv. rekreatni matema-
tiky. Pravdépodobné kazdy CtenéF si jiz jako dité vyzkousel, Ze ,,dometek” na
obr. 6.21alze jednim tahem nakreslit; a snadno |ze ovéfit, ze obr. 6.21b jednim
tahem nakredlit nelze.

€Y (b)
Obr. 6.21: Kredeni grafti jednim tahem

Jak jsmeuvedli jiz v paragrafu 1, vyfesSil tuto problematiku jiz v 18. stoleti
Euler v souvislosti s problémem sedmi mostli mésta Kralovce.
Pfipomelhme s jesté, Ze ,tah” v grafu jsme definovali v definici 3.4.

6.1 Definice. Rekneme, Zegraf g lze sestrojit jednimtahem, kdyz v §, existuje
tah obsahujici vSechny hrany tohoto grafu.

V dal&im udame popis viech grafll, které |ze jednim tahem sestrgjit.

6.2 Definice. Konetny graf bez izolovanych uzll, jehoz kazdy uzel je sudého
stupné, se nazyva eulerovsky.

6.3 Véta. Kazdy uzel eulerovského grafu je obsazen alespon v jedné kruznici.

Dikaz. Bud [U, H] eulerovsky graf, x € U libovolny uzel. Protoze x neni
izolovany, existuje hrana xy stimto uzlem incidentni. Tato hranavak nemiize
byt mostem, nebot' v tom pripadé by podie véty 5.3 graf [U, H — {xy}] byl
nesouvidy a komponenta obsahujici bod x by obsahovaa jediny uzel lichého
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stupné (totiz uzel x). To vak podle véty 2.11 neni mozné. Odtud plyne, Ze
hrana xy leZi nangaké kruznici, atedy i x leZi nakruznici. °

6.4 Vé&ta. Konetny souvidy graf |ze sestrojit jednim uzavienym tahem pravé
tehdy, kdyz je tento graf eulerovsky.

Diikaz. I. Lze-li konetny graf sestrojit jednim uzavienym tahem, je tento graf
nutné souvigly. V uzavieném tahu pfitom z kazdého uzlu tolikrét vystoupime,
kolikrat jsme do ng vstoupili. Je tedy stupen kazdého uzlu sudy.

I1.Bud ¢ = [U, H] souvidly eulerovsky graf. Dokazeme, ze § |ze sestrojit
jednim uzavienym tahem.

Zvolmelibovolnéuzel u € U. Podlevéty 6.3 €7 tento uzel nangaké kruz-
nici, pricemz kruznice je uzavienym tahem v §. Mnozina A v3ech uzavienych
tahll obsahujicich uzel u je tedy neprazdna. ProtoZe je A konetna, obsahuje
tahy maximani délky. Necht tedy o € A je néktery tah maximalni délky.

Predpokladejme nyni, zeexistuje hranaxy € H, kteraneni obsazenav tahu
ag. Oznatme

H* = {xy e H; Xy neni obsaZzena v tahu «},
U* = {xeU; existuiey € U tak, zexy € H*}.

Pak je[U*, H*] podgraf grafu 4. Z definice grafu [U *, H*] je pfitom okamZité
zfgimé, zejeto eulerovsky graf.

Protoze je § souvidy, existuje nutné uzel v € U *, ktery je obsazen v tahu
ag. Protozeje [U*, H*] eulerovsky, je uzel v obsazen v ngakékruznici C grafu
[U*, H*]. Kdyz nyni v § utvofime ded za€ingjici v u, pokraCujeme v ném az
do uzlu v, nyni projdeme kruznici C az do uzlu v a pak dokoncime tah « az
do uzlu u, vytvofime v § uzavieny tah obsahujici uzel u, jehoz délka je v&si
nez délka tahu «. To je vak spor s definici «g. To znameng, ze H* = ¢, atak
ag obsahuje vdechny hrany. .

Pomoci véty 6.4 nyni snadno popiSemei ty grafy, které |ze sestrgjit jednim
otevienym tahem.

6.5 Véta. Bud' ¢ konetny souvidy graf. Pak |ze  sestrgjit jedinym otevienym
tahem préave tehdy, kdyz ¢ obsahuje préave dva uzly lichého stupné.

Obsahuje-li g pravé dva uzly lichého stupné, pak otevieny tah v jednom
z téchto uzlli nutné zacina a ve druhém kongi.

Dilkaz. I. Necht |ze souvidy graf § sestrojit jednim otevienym tahem zalina-
jicimv uzlu x akoncicim v uzlu y. Pak jsou uzly x, y evidentné lichého stupné
avsechny ostatni uzly jsou stupné sudého.
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[1. Necht ¢ = [U, H] je konetny souvidly graf obsahujici pravé dva uzly
X,y lichého stupné. Bud z ¢ U libovolny prvek. Polozme U; = U U {z},
H; = H U {xz, yz}. P&k je [U1, H;] souvidy eulerovsky graf, takze podle véty
6.4 |ze tento graf sestrojit jednim uzavienym tahem. Uvazme takovy uzavieny
tah; jisté mtizeme predpokladat, Ze zatina akon€i v uzlu z. KdyZz nyni z tohoto
tahu ,, vySkrtneme" hrany xz, yz, dostaneme zfejme pozadovany otevieny tah.

Jak s Ctendr jisté mnohokrat povamnul i v jinych matematickych dis-
ciplinach, lze tutéz skutecnost Casto popsat na prvni pohled zcela odlisnymi
zplisoby. Samozigimg, Ze je tomu tak i v teorii grafll. Proto i tak jednodu-
cha tvrzeni jako jsou véty 6.4 a 6.5 Ize v literatufe ngjit ve zcela odlisnych
formulacich. UkaZme si to alespoi najednom prikladu.

6.6 Definice. Jsou-li [U, H], [Ui, Hi] grafy, nazveme zobrazeni
f: U — U; homorfismem grafu [U, H] do grafu [Uq, Hi], jestlize pro
kazdou hranu xy € H plati, ze f(x)f(y) € H;i (tj. hrana se zobrazi na
hranu). (Srovng s definici izomorfismu uvedenou v definici 4.12.)

Veelku snadno Ize dokazat nasledujici tvrzeni, jehoz dilkaz prenechame
Ctenéri.
6.7 Véta. Souvidy graf [U, H] je eulerovsky préavé tehdy, kdyz je homorfnim
obrazem kruznice délky |H|.

Preformulovani vét 6.4 a 6.5 je nyni ziggmé.

Problematika, kterou se nyni budeme zabyvat, jakkoliv je jednou z negj-
komplikovangjSich ¢asti teorie grafti, masvi)j praplivod v hficce, kterou v roce
1859 vymyde irsky matematik W. R. Hamilton (znamy pfedevSim objevem
tzv. kvaterniontl).

Jak dobre vime, jednim z péti pravidelnych mnohosténd je pravidelny
dvanéctistén, jehoz povrch je tvofen shodnymi pétithelniky. (O pravidelnych
mnohosténech budeme podrobngi hovorit v poznamce 7.17.) Povrch tohoto
dvanactisténu rozvinuty do roviny je na obr. 6.22a. Hamilton pripojil ke kaz-
dému z dvaceti vrcholll tohoto dvanactisténu jméno nékterého svétového vel-
komeésta a nabidl jednomu vyrobci hratek vyrobu , hlavolamu®, jehoZ feSenim
je ,cesta kolem svéta’ po hranach daného dvanactisténu, béhem niz se vyjde
z nékterého meésta, kazdym z dalSich mést se projde prave jednou a cestovatel
se nakonec vréti do vychoziho mésta.

Grafovaformulace tohoto ,, hlavolamu® jeevidentni. Jedan graf o 20 uzlech
(vrcholy dvanactisténu), hrany grafu odpovidaji hranam dvanactisténu (jak
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v paragrafu 7 odvodime, je téchto hran 30) a naSim Ukolem je v tomto grafu
najit kruznici prochazejici vsemi uzly. Na obr. 6.22b je znazornéno jedno
z fe%eni. Hrany leZici na kruznici jsou vytazeny silngi. (Graf 6.22b jsme jiz
vidéli naobr. 2.8a)

Obr. 6.22: Povrch dvanactisténu

Nyni uvedme standardni terminologii.

6.8 Definice. Graf se nazyva hamiltonovsky, kdyz v ném existuje kruznice
prochazejici vsemi uzly. Tato kruznice se nazyva hamiltonovska.

6.9 Poznamka. (a) V definici 2.13 jsme definovali pravidelny graf. Faktor,
ktery je pravidelnym grafem, nazyvame pravidelnym faktorem. Pravidelny
faktor 2. stupné obvykle nazyvame kvadratickym faktorem. Mizeme tedy fici,
Ze hamiltonovska kruznice je souvidy kvadraticky faktor daného grafu.
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(b) Graf naobr. 6.22b je hamiltonovsky. Je vsak zigimé, ze existuji grafy,
které hamiltonovské nejsou. Takové jsou napriklad vSechny stromy; protoze
v nich neexistuje zadna kruznice, neexistuje v nich tim spise kruznice hamil-
tonovska

Jakkoliv se na prvni pohled miize zdat problém charakterizace hamilto-
novskych grafli jednoduchy, neni dodnes znama Zadna nutna a dostatetna
podminka této skuteCnosti. Pred uvedenim nékterych znamych vysedkl jedté
uvedme jeden priklad.

6.10 Priklad. S Eulerovym jménem je spojovana i nasedujici Gloha: Mlize
jezdec projit S&achovnici (o 64 polich) tak, aby kazdym polem prosdl pravé
jednou a podednim tahem se vrétil na vychozi pole?

Grafova formulace je snadna. Uvazujeme graf, jehoz uzly jsou jednotliva
pole naSachovnici. Dvauzly jsou pak spojeny hranou pravé tehdy, kdyZ jezdec
mUize skoGit z jednoho pole nadruhé. Nasim Ukolem je nyni v tomto grafu ngjit
hamiltonovskou kruznici — pokud ovdem existuje.

Jiz davno je znamo, Ze popsany graf je opravdu hamiltonovsky. Dodnes
se v&ak napriklad nevi, kolik hamiltonovskych kruznic vlastné v tomto grafu
existuje.

Nakredit dany graf nemasmysl, nebot obrazek by byl znatné nepfehledny.
Popsat v ném hamiltonovskou kruznici je vSak velmi jednoduché. Do poli
schématicky znéazornéné Sachovnice vepiSeme Cida 1, 2, ..., 64 v takovém
poradi, v jakém jimi bude jezdec postupné prochéazet. Reseni, které uvadime
v tabulce 6.3 (popsa je v roce 1862 Sachista Jaenisch je mimoradné divtipné
tim, ze je souCasné polomagickym ctvercem; soucCet Cisel v kazdém fadku a
kazdém sloupci je roven 260.

50 11 24 63 14 37 26 35
23 62 51 12 25 34 15 38
10 49 64 21 40 13 36 27
61 22 9 52 33 28 39 16
48 7 60 1 20 41 54 29
5 4 45 8 53 32 17 42
6 47 2 57 4 19 30 55
3 58 5 46 31 5 43 18

Tab. 6.3: Jaenischliv polomagicky Ctverec

Nyni tedy uvedme nékteré vlastnosti hamiltonovskych grafti. Nasledujici
nutna podminka plyne bezprostiedné z diisledku 5.24.
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6.11 Vé&a. Jeli g hamiltonovsky graf, jejeho uzovy stupen souvisosti u($) >
> 2.

Snadno v3ak | ze ukazat, ze podminka z véty 6.11 neni pro existenci hamil-
tonovské kruznice postacujici. Napriklad graf na obr. 6.23 ma uzlovy stupen
souviglosti roven 2, je v&ak snadné se presvédCit, Ze neni hamiltonovsky.

e
VANVANVAN
v

\o /

Obr. 6.23: Graf su(4) = 2, ktery neni hamiltonovsky

Nalezeni dostatetnych podminek toho, aby graf byl hamiltonovsky, bylo
velmi obtizné. Jednu z nejznaméjSich odvodil v roce 1952 Dirac.

6.12 Véta. Necht' ¢ = [U, H] je konetny graf, |lU| =n > 3ast x > g pro
kazdy uzel x € U. Pak je ¢ hamiltonovsky.

Dikaz. Uvédomme s nejprve, Ze kazdy konetny graf je podgrafem né&a-
kého hamiltonovského grafu. Zgfménamiizeme graf [U, H] doplnit o mnoZzinu
uzltl V a o mnozinu hran {xy; x € U,y € V} na hamiltonovsky graf. Je-li
totiz U = {ug,...,up}, stafl polozit V = {vq,...,vp} (kde U NV = @)
a hamiltonovskou kruznici je ziggmé kruznice prochazejici postupné uzly
Uiy, V1, Ug, V2, ..., Upn, Up, Ug.

Necht nyni graf ¢ = [U, H] splhuje prfedpoklady véty a pfipustme, ze
neni hamiltonovsky. Oznatme k ngimenSi mozny pocet uzll, o které kdyz
doplnime spolu s hranami vySe uvedenym zplisobem graf §, tak obdrZzime
hamiltonovsky graf 6*. Je-li U = {uy, ..., un}, V ={vg, ..., o}, U* =U UV,
H* = HU {ujv;; ui € U,vj € V},je §* = [U* H*]. V §* tedy podle
predpokladu existuje hamiltonovska kruznice C, prochézejici postupné uzly
X1, X2, ..., Xm, kdem = n +k > 4, nebot podle pfedpokladu jen > 3, k > 1.
Oznabeni uzlll jiste miizeme zvolit tak, Ze X1 = Uy, X» = v1, X3 = U (tj. kruznice
zatina,, doplnénou“ hranou). V H nyni nemtize byt hranaxiXs (= UyU,). Kdyby
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totiz x;x3 € H, bylo by doplnéni grafu § o uzel x, = v, zbytetné ato je spor
sminimalitou Cidak.

Oznatme nyni K mnozinu hran z H*, které neleZi na kruznici C. Je-li
X1X € K pro nékteréi # 3, pak Xzxj+1 & K, tj. XaXj+1 € H*, nebot X3X+1
jisté neni hrana kruznice. Kdyby totiz x3xj+1 € K, mohli bychom v §* sestrgjit
kruznici prochazejici postupné uzly

Xl’ X| ) Xi—17 Xi—2’ L) X3’ Xi+l7 Xi+2’ L) Xl

Tato kruznice je vSak hamiltonovska v grafu, ktery obdrzime z §* odeCte-
nim uzlu X, = vy a vsech hran s timto uzlem incidentnich. To je v&ak spor
s predpokladem, Ze k je nggmensi nutny poCet dodanych uzl{i.

Nyni ur€ime, kolik je v K hran tvaru x;x;. Uvédomme s, Zze v §* plati
stu; > 5 +kprokazdy uzel u; € U. (V § jestuj > 3, Vv §* suzlem u;
navic sousedi uzly v, ..., vk.) Protoze v kruznici C sousedi s uzlem x; dva
uzly, jev K aespon 5 +k — 2 hran tvaru x;x; . Podle vy3e uvedeného to vk
znamena, zev H* neni minimané g +k — 2 hran tvaru xzx; (kromeé hran Xzx;+1
pro x;X; € K jeto, jak jiz vime, jeSté hrana x3X;.)

Nyni uvazme, co vSechno o uzlu xs vime. Vychézi z ného alespon 5 +k
hran xsx;, pfitom v&ak v §* nesousedi minimanés 3 +k — L uzly x; 7 Xs.
Protoze v&ak viech uzlll x; # X3 jen +k — 1, musi platit

(g+k>+(g+k—1>§n+k—1.

Odtud vsak plyne, ze k < 0, coz je spor s predpokladem, ze ¢ neni hamilto-
novsky, takzek > 1. °

V roce 1960 odvodil norsky matematik O. Ore jesté obecngsi dostatec-
nou podminku existence hamiltonovské kruznice v daném grafu. Je okamzité
Zigimé, Ze Diracova véta je diisledkem nasledujiciho Oreho tvrzeni.

6.13 Véta. Bud' [U, H] konetny graf, |U| > 3. Necht' pro kazdé dva uzy
X, Yy € U, které nejsou sousedni, plati

stx+sty>|UJ.
Pak je graf [U, H] hamiltonovsky.
Diikaz. Dlkaz tohoto tvrzeni nebudeme provadét. .

6.14 Poznamka. Jak jsme jiz uvedli, neni dosud znama pro hamiltonovské
grafy charakterizatni véta, ktera by udavala nutnou a dostateCnou podminku.
Proto byly hledany takové podminky alespoi pro nékteré dilezité tiidy grafi.
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Dlouho byla napfiklad nevyfeSena Taitova hypotéza, Ze kazdy rovinny uzlové
3-souvidy 3-pravidelny graf je iz nutné hamiltonovsky. (O rovinnych grafech
budeme podrobngji hovorit v paragrafu 7. Jsou to jednoduSe feCeno grafy, které
Ize v roviné nakredlit tak, ze se jgich hrany neprotingi.) Z platnosti Taitovy
hypotézy by mimochodem plynulo kladné ¥eSeni probléemu ¢tyf barev — viz
paragraf 7. V roce 1956 v&ak jeden z nejvyznamngSich odbornikli v teorii
grafCi W. T. Tutte uvedenou hypotézu vyvrétil. Tutteliv protipfiklad je uveden
na obr. 6.24.

Obr. 6.24: 3-souvidly 3-pravidelny nehamiltonovsky graf

Tutte vSak dokéazal, Ze kazdy rovinny uzlové 4-sowvidy graf je jiz nutné
hamiltonovsky.
6.15 Poznamka. Existujeli v grafu cesta prochazejici véemi uzly, nazyva
se tato cesta hamiltonovska. Graf, v némz existuje hamiltonovska cesta, se
nazyva polohamiltonovsky. Je zigjme, ze kazdy hamiltonovsky graf je souCasné
polohamiltonovsky; stejnétak je evidentni, Ze obracené tvrzeni obecné neplati.
Napriklad graf K, je polohamiltonovsky, avsak neni hamiltonovsky.

POzZNAMKY A CVICENI

1. Najdéte tfi neizomorfni hamiltonovské grafy na Ctyfech uzlech.

2. Najdéte dva neizomorfni hamiltonovské grafy na péti uzlech, které maji
nejvyse Sest hran.

3. Najdéte v K7 tfi hamiltonovské kruznice, v nichz je obsazeno vdech 21
hran grafu K.
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7 Rovinné grafy

V priibéhu dosavadniho vykladu jsme sice grafy , kredlili“, intuitivné je jisté
kazdému Ctenafi zfejmé, jak se toto kresleni provadi, avak fakticky jsme se
mohli bez tohoto kresleni obgjit, nebot Zadna definice ani zadné tvrzeni nebylo
na tomto kredeni zavisé. (I kdyz je nutno s uvédomit, ze pravé moznost
nazorného kresleni jejednim z hlavnich dlivodt Getnosti arozmanitosti aplikaci
teorie grafll.)

V tomto paragrafu v&ak bude kresleni grafti hrat centralni roli. Proto je
nutno nékteré pojmy precizovat. Nejprve vSak uzavieme nasledujici domluvu.

7.1 Dohoda. V celém paragrafu 7 pojem , graf* znaci ,,koneCny graf“.

7.2 Definice. Bud dan graf [U, H]. Nakresleni tohoto grafu (v roving)
vznikne tak, ze uzly znazornime jako body eukleidovské roviny [E, a hranu
Xy € H znazornime jako oblouk v E, s koncovymi body X, y.

7.3 Poznamka. (@) V teorii grafti se studuji nakresleni grafti na rliznych plo-
chach (napfiklad na sféfe, naanuloidu apod.). Pres dlileZitost téchto nakresleni
se v dal8im budeme zabyvat pouze nakreslenim grafli v roving.

(b) Oblouk, jak znamo, je topologicky obraz Usetky. (Oblouk v roving je
tedy obraz intervalu [a, b] € E, pfi zobrazeni f: E; — E,, které je prosté,
Spojité amatu vlastnost, Ze inverzni zobrazeni f 1 je rovnéz spojité.) Protoze
oblouk?l mezi dvémabody X, y € E, existuje nekonetné mnoho, plyne odtud,
Ze graf mlize mit v roviné nekonetn& mnoho nakreslen.

Na obr. 7.25a-d jsou oblouky mezi uzly x,y. Na obr. 7.25e je kfivka
skoncovymi body X, y, kteravsak neni obloukem.

(c) Grafy samoziejmé vétsinou kreslime tak, Ze hrany znéazorfujeme jako
UseCky nebo jiné ,jednoduSe vyhlizegjici kfivky a nikoliv tak, jak je to pro-
vedeno napriklad na obr. 7.25d. Pfesto ma obecné graf nekonetné mnoho
nakresleni, nebot neni jednoznatné predem dano ani rozmisténi uzlti v roving.
Ponechame na Ctenéfi, aby s promysldl, ze naobr. 7.26a— je nakreslen tentyz
graf.

To, ze je na vySe uvedenych obrazcich nakreslen jeden atentyz graf, 1ze
jingmi slovy zformulovat tak, ze kazdé dva grafy, které maji nakresleni na
nékterém z obr. 7.26, jsou izomorfni.
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Obr. 7.25: Kfivky s koncovymi body X, y
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Uvézime-li, ze na téchto obrazcich jsme kredlili jednoduchy graf na Sesti
uzlech, neni jisté prekvapujici, Ze obecné rozeznat, zda dané dvagrafy jsouizo-

morfni, je jednou z nejtézSich otazek teorie grafil. Dodnes neni znam efektivni
algoritmus pro feSeni tohoto problému.

Pfi nakresleni grafu se hrany mohou, avsak nemusi, vzgemné kfizit. Pfi
nékterych (vahach a aplikacich je dlleZité zjistit, zda Ize dany graf nakredlit
tak, aby se hrany nekfiZily. (Napriklad v problematice tisténych spojli apod.)
Tim je motivovana nasledujici definice.

7.4 Definice. Graf se nazyva rovinny (t&Z planarni), kdyz existuje takové
jeho nakredeni, Ze kazdé dvé riizné hrany maji nejvyse jeden spolecny bod —
uzel, ktery je pfipadné s obéma hranami incidentni.

Na prvni pohled je zZiggmé, ze napriklad stromy nebo kruznice jsou ro-
vinnymi grafy. Dokazat, Ze ngaky graf je rovinny je viak zigimé jednodussi,
nez dokazat, 7e dany graf rovinny neni. Castou h¥igkou je napriklad nalezeni
rovinného nakresleni grafu naobr. 7.26a. (Podle této znamé rekreacni tlohy se
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Obr. 7.26: Izomorfni grafy naSesti uzlech

také tomuto grafu Casto fikatri domy atfi studné.) Jak v dal&im uvidime, nema
tato Uloha feSeni, nebot graf na obr. 7.26a neni rovinny.

7.5 Priklad. Graf K4 jerovinny, i kdyz jeho ,,b&zné* nakredeni je takové, ze
se hrany protingji (obr. 7.27a). DUleZité totiZ je, Ze existuje nakredeni, v némz
se hrany neprotingi (obr. 7.27b). Tentyz graf |ze vSak nakredlit jesté mnohem
»elegantngi“ (obr. 7.27¢).

Existence nakredeni grafu K4 z obr. 7.27¢ zakonité vyplyvaz nad edujiciho
tvrzeni, které odvodil Wagner v roce 1936. Dllkaz tohoto tvrzeni nebudeme
uvadét.

7.6 V&ta. Graf je rovinny préavé tehdy, kdyz existuje jeho rovinné nakredeni
takové, Ze viechny jeho hrany jsou znazornény tseckami.

K jgi formulaci vsak potfebujeme nasledujici definici.

7.7 Définice. Bud [U, H] rovinny souvigly graf. Bud dano nékteré jeho ro-
vinné nakresleni. Ozname W mnoZinu v3ech oblasti, na néz je timto nakres-
lenim rovina rozdélena (vCetné ,vngsku*). Pak trojici [U, H, W] nazveme

mapoul.
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Obr. 7.27: Ruznanakresleni grafu K4

7.8 Poznamka. Oblast, jak znamo, je aoteviena souvisa mnozina. Napriklad
kazda kruznice rozdéli rovinu nadvé oblasti — vnitfek avngsek. Mapa urtena
nakreslenim grafu K4 naobr. 7.27c obsahuje 4 oblasti. Nakresleni téhoz grafu
na obr. 7.27a z&dnou mapu neurcuje, nebot uvedené nakresleni neni rovinné.

7.9 Véta. (Eulerovavéta) Bud [U, H, W] libovolna mapa. Pak
IW[+|U| —[H|=2 (7.1)

Diikaz. Indukci vzhledem k &idlu |H|. Je-li H = @, je nutné |U| = 1, nebot
graf [U, H] je souvidly. Pak ale |[W| = 1 arovnost 7.1 je spinénatriviane.

Predpokladejme nyni, Ze rovnost 7.1 plati pro vSechny mapy [U, H, W]
takové, ze |[H| < n.Bud [U, H, W] mapa, |H| = n+ 1. RozliSime dva pripady:

(a) Graf [U, H] obsahuje most xy. Podle vé&ty 5.3 je graf [U, H — {xy}]
nesouvisy amadvé komponenty [U1, Hi], [U2, Hy]. Protoze |[Hi| < n, |Hy| <
< n, plati podleinduk&niho pfedpokladu pro mapy [U1, Hi, Wil a[U,, Hy, W5]

IWi| + |Us| — [Hy| = [Wa| + [Ug| — [Hz| =2
Daeplati |Hy| +|Hy| + 1= |H| (nebot od H jsme odeCetli hranu xy) a |U;| +
+ |U;| = |U|. Odettenim mostu se v dané mapeé pocet oblasti nezménil, avsak
v souctu |Wy | +|Ws| je,,vnéjsek” zapoCitan dvakrat. Proto |Wy |+|Ws| = W] +1.
Odtud celkem dostavame:
IW[+[U[ = [H| = (W] + W3] = 1) + (JUs] + |U3]) —
— (JH1l + [Hz| + 1) = (JWy| + |Uyg| — [H1]) + (IW2| + |Uz| — [H2|) — 2=
=2+2-2=2
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V pripadg, ze [U, H] obsahuje mosgt, je tak véta dokazana.

(b) Necht [U, H] neobsahuje most. Bud h € H libovolna hrana. Protoze h
neni most, leZi nangaké kruznici. Oznatme C kruznici maximalni délky, ktera
obsahuje hranu h. Uvnitf kruznice C je nutné ngaka oblast, ktera vynechanim
hrany h v mapé [U, H, W] zanikne. V mapé [U, Hy, W;] vzniklé z mapy
[U, H, W] odettenim hrany h je tedy o jednu hranu a jednu oblast méné nez
v mapé plivodni. ProtoZze |H1| = n, plati pro mapu [U, Hy, W;] rovnost 7.1, tj.
|Wi| + |U| — |Hy| = 2. Odtud v&ak plyne platnost 7.1 pro mapu [U, H, W]. e

Pomoci Eulerovy véty |ze snadno dokéazat nasledujici diilezité tvrzeni.

7.10 Véta. Graf Ks (tj. Uplny graf na péti uziech) ani graf zobr. 7.26a (tj. graf
» 3 domy a 3 studn&* ) neni rovinny.

Dikaz. (a) Pripustme, Ze graf Ks je rovinny. Necht tedy [U, H, W] je mapa
vznikla nékterym jeho rovinnym nakresenim. Plati (U| = 5, [H| = 10, tj.
IW| =2+ |H| — |U| = 7. Kazda oblast pfitom musi mit hranici alespon ze
tfi hran a kazda hrana oddéuje alespon dveé oblasti (protoZze v Ks neexistuji
mosty). Plati tak

2-10>3-|W/,

tji. IW| < 7, coz je spor.

(b) Analogicky. Kdyby [U, H, W] byla mapa vznikla rovinnym nakresle-
nim grafu ,,3 domy a 3 studné&*, platilo by v této mapg, |U| = 6, |H| = 9, tj.
|W| = 5. Kazda oblast je opét omezena alespon tfemi hranami. Kazda kruz-
nicev [U, H] majisté sudou délku (pravidelné se v ni musi stfidat ,,domy* a
»Studné&"), takze kazda kruznice ma délku nggméné 4. Odtud plyne

2-9>4.|W|,
tj. [W| < 5, coz je spor. °

7.11 Poznamka. Jak dokazal v roce 1930 vyznamny polsky matematik K. Ku-
ratowski, hraji grafy z véty 7.10 v charakterizaci planarnich grafli zcela zasadni
roli (viz véta7.16). Proto se témto grafim Casto také fika Kuratowskeho grafy.
Pro jejich dllezitost s tyto grafy jesté jednou nakresleme (obr. 7.28), i kdyz
jsme se snimi jiz ngjednou setkali.

7.12 Definice. Bud [U, H] libovolny graf, xy € H jeho libovolna
hrana. Bud z ¢ U U H libovolny prvek. Polozme U* = U U {z},
H* = (H — {xy}) U {xz, yz}. Pak fekneme, Ze graf [U*, H*] vznikl z grafu
[U, H] pllenim hrany xy.




7. Rovinné grafy 51

O
[of o}
W |
O o
@
Obr. 7.28: Kuratowského grafy
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Obr. 7.29: Plleni hrany
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7.13 Priklad. Graf na obr. 7.29b vznikl z grafu na obr. 7.29a plilenim jedné
z hran.

| z nazoru je zZigimé, Ze pri kresleni grafll se takové dvagrafy, z nichz jeden
vznikl z druhého postupnym plilenim hran, ,,chovaji stejné*. Timjemotivovana
nadedujici definice.

7.14 Definice. Rekneme, Ze grafy G, #¢ jsou homeomorfni, jestlize existuji
konetné posloupnosti grafii

9’»91,92,---,9>n
'}69‘}617%27""}&“

takové, ze:
(@ Gnjeizomorfni s Hp;

(b) v kazdé z téchto podoupnosti vznikl nasledujici graf z predchazejiciho
ptlenim nékteré hrany.

7.15 Priklad. Kazdé dvé kruznice jsou homeomorfni.
Nyni uvedeme bez dlikazu jiz zmifiovanou K uratowského vétu.

7.16 V&a. Graf jerovinny prave tehdy, kdyz neobsahuje podgraf homeomorfni
s nékterym Kuratowského grafem (tj. s nékterym grafem z obr. 7.28).

7.17 Poznamka. Ukazme si, jak 1ze pomoci teorie rovinnych grafli jednoduse
zodpovédét jeden z klasickych geometrickych problémti.

Jiz stafi Rekové znali pét typli pravidelnych mnohosténtl (tzv. Platénovych
téles): (a) pravidelny Ctyrstén, (b) krychli, (c) pravidelny osmistén, (d) pravi-
delny dvanactistén, (e) pravidelny dvacetistén. (Viz obr. 7.30).

Neumdi viak dokazat, zda existuji jesté jiné pravidelné mnohostény. Me-
todami teorie grafll nyni ukazeme, Ze zadné dal$i pravidelné mnohostény ne-
existuji. K tomu vak potebujeme nékolik jednoduchych pojmd.

Omezenamnozina T C [E3 se nazyva hvézdovita, kdyZ existujebods € T
takovy, Ze kazda polopfimka s potatetnim bodem s ma s hranici mnoziny T
pravéjeden spoletny bod. JezZigimé, ze, bézna"* konvexni télesa (koule, hranal,
valec apod.) jsou hvézdovité mnoziny. Snadno vsak |ze ukazat, Ze existuji i
nekonvexni hvézdovita télesa

Z definice hvézdovité mnoziny okamzité plyne, ze jgi hranici |ze zobrazit
spojitou hijekci na sféru. (Protoze je T omezena, je Casti ngjaké koule v Es.
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D 1
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Obr. 7.30: Platbnovatélesa

Uvedena bijekce je realizovana , promitanim“ hranice na prislusnou kulovou
plochu ze stfedu s.)

Mnohostén, ktery je zaroven hvézdovitou mnoZzinou, nazveme hvézdovitym
mnohosténem.

Jak dobfe vime, hvézdovity mnohostén se nazyva pravideny, jestlize
vSechny jeho stény jsou navzgem shodné pravidelné mnoholhelniky. Ke
kazdému pravidelnému mnohosténu existuji pfirozena cisda n, p takova, ze
vSechny stény jsou shodné pravidelné n-thelniky a v kazdém jeho vrcholu se
styka p hran. Usporadana dvajice [n, p] se nazyva Schiaflitiv symbol daného
pravidelného mnohosténu.

Schi&flitiv symbol Platonovych téles je nasedujici: pravidelny Gtyistén ma
symbol [3, 3], krychle [4, 3], pravidelny osmistén [3, 4], pravidelny dvanécti-
stén [5, 3] akonetné pravidelny dvacetistén [3, 5].

Jak jsme uvedli, |ze hranici kazdé hvézdovité mnoziny zobrazit spojitou
bijekci nasféru. Zgiménatedy | zetakto nasféru zobrazit hranici (tj. povrch) kaz-
dého pravidelného mnohosténu. Uvedenym zobrazenim povrchu mnohosténu
vznikne na sféfe ,mapa‘. (Definice mapy na sféfe je analogicka definici 7.7
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mapy Vv rovingé.)

Uzitim tzv. stereografické projekce vSak |ze snadno dokéazat, ze pro mapy
na sféfe rovnéz plati Eulerova véta 7.9.

(Pfipomenme si, Ze stereograficka projekce je zobrazeni sféry s vyjmutym
jednim bodem na rovinu, definované nasledovné:

Necht se sféra Sdotykaroviny E, v bodé P. Bud PN priimér sfery S(viz
obr. 7.31). Bud x € Slibovolny bod rlizny od N. Bod f (x) € E; je prisetik
polopfimky Nx srovinou E,. Je zZfgmé, Ze stereograficka projekce f jebijekci
mnoziny S—{N} naE, azobrazeni f i f~!jsouspojita. Nyni jetakezigmeé, ze
pri stereografické projekci se mapa na sféfe zobrazi na mapu v roving, pficemz
se uzly zobrazi na uzly, hrany na hrany a oblasti na oblasti. Proto evidentné
plati Eulerova vétai pro mapy nasféfe.)

Obr. 7.31: Stereograficka projekce

Bud nyni T pravidelny mnohostén. Oznatme R pocCet jeho stén, M pocet
hran, N pocet vrcholll, n poGet stran jedné stény, p pocet hran shihgjicich se
v jednom vrcholu.

Protoze kazda hrana spojuje dva vrcholy a v kazdém vrcholu se shiha p
hran, plati

Np = 2M. (7.2)

Protoze kazda sténa je omezena n hranami akazda hrana sousedi se dvéma
sténami, plati

Rn =2M. (7.3
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Konecng, podle Eulerovy véty plati
N+R—M=2 (7.4)

Rovnice 7.2, 7.3, 7.4 jsou rovnice o neznamych M, N, R s parametry n, p
priCemz tyto parametry jsou prirozena Cisla vétsSi nebo rovna 3. Z 7.2 — 7.4
dostavame

2n 4n 4
M = P N= . R=—P (75
2p+2n—np 2p+2n—np 2p+2n—np
Protoze v&echna ¢isda M, N, P jsou kladna, musi platit 2p +2n — np > 0, tj.
n-2)(p—2)<4, n=>3 p=>3

Protozen —2 > 0, p— 2 > 0, plati nutné (n — 2)(p — 2) € {1, 2, 3}. Odtud
dostavame:

@ n-2(p-2=1 = n=3,p=3,
(b)) (N—2(p—2=2 = n=3,p=4nebon=4p=3
© n—29(p—2)=3 = n=3, p=5nebon=5 p=3.

Pravidelnym mnohosténll proto existuje ngjvyse pét druhd, tj. pravé pét druht.
Hodnoty M, N, R, n, p téchto pravidelnych mnohosténtiudavatabulka7.4.

R| M N |nj|p
Pravidelny CtyFstén 4 6 4 | 3| 3
Krychle 6 | 12 8|4 3
Pravidelny osmistén 8 | 12 6| 3| 4
Pravidelny dvanactistén || 12 | 30 | 20 | 5 | 3
Pravidelny dvacetistén 20130 |12 | 3|5

Tab. 7.4: Tabulka hodnot R, M, N, n, p pro Platbnova télesa

POZNAMKY A CVICENI

1. Podle Wagnerovy véty 7.6 |ze kazdy planarni graf namalovat bez proti-
nani hran, jimiz jsou Gsetky. Namalujte tak Kuratowského grafy, z nichz
je odebrana jedna hrana.
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8 Barveni grafll

Nejprve si na dvou jednoduchych problémech ilustrujme diivody, které vedly
k problematice , barveni grafi.

8.1 Problem. M&me danu mnoZzinu L riiznych druhti [&kd. Pfitom je znamo,
které dvojice rliznych ekl se pacientlim nesméji podavat soucasné. Na mno-
Ziné L chceme definovat rozklad tak, Ze leky IeZici v jedné tfideé rozkladu se
soCasné podavat mohou. (Takovy rozklad jisté existuje — napriklad rozklad
na jednoprvkové tfidy.) N&5 problém nyni zni: Jaky je minimalni pocet tfid
takového rozkladu?

Preformulujme si problém nasledovné: Bud [L, H] graf, vnémzprox, y €
€ L plati xy € H pravé tehdy, kdyz se |éky x, y nesmégji podavat soucasné.
Nyni s pfedstavme, Ze uzly grafu [L, H] obarvime barvami (modre, Cervené
atd.) tak, Ze zadné dva sousedni uzly nebudou obarveny stejnou barvou.

Problém 8.1 nyni miizeme preformul ovat takto: Jaky minimalni pocet barev
k vySe uvedenému obarveni potf ebujeme?

8.2 Problém. Je danamnozina V radiovych vysilacich stanic a kazda stanice
X € V maurfenu mnozinu Vi € V stanic, s nimiz ma udrzovat spojeni.
Ptame se, jaky je minimalni mozny poCet rtiznych frekvenci, které musi byt
k dispozici, chceme-li zgjistit, aby kazda stanice x € V udrZzovala s kazdou ze
stanic z mnoziny Vy spojeni najiné frekvenci?

Grafovaformulace je opét jednoducha. Utvofme graf, v némz V jemnozina
uzll a dva uzly jsou spojeny hranou praveé tehdy, kdyz prislusné stanice maji
udrZovat spojeni. Hledame minimalni poCet barev nutny k takovému obarveni
hran tohoto grafu, Ze kazdé dvé hrany, které maji spolecny uzel, jsou obarveny
ruzne.

Pred uvedenim zakladnich vysedkdl o barveni grafi uzavieme, podobné
jako v paragrafu 7, nasledujici dohodu.

8.3 Dohoda. V celém paragrafu 8 slovo , graf* znati , konecny graf“.
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8.4 Definice. Bud [U, H] graf. Zobrazeni f: U — N nazveme obarveni
uzlll, jestlize pro kazdé dva sousedni uzly x,y € U plati f(x) # f(y) (4.
xyeH = f(x) Z f(y)).

Rekneme, Zegraf [U, H] jeuzové k-chromaticky, existuje-li obarveni f uzll
takove, ze | f (U)] < k.

UZové chromatické Cido x () grafu 4 je nggmensi Cislo k € Ng takove, Ze
g je uzloveé k-chromaticky.

Z definice je ztgimé, ze kazdy graf majednoznatné urcené uzlove chroma-

tické €ido. Jeho nalezeni v konkrétnich pfipadech viak miize byt velmi obtizné.
Dilkaz nasledujiciho tvrzeni je vsak jednoduchy, aproto ho pfenechame Gtenri.

8.5 Véta. Bud' ¢ = [U, H] graf. Pak plati:
@ x99 =1 < H-=0.
(b) Jeli g stroma|H| > 1, pak x () = 2.

Grafy s uzlovym chromatickym &islem 2 hrgji v fadé aplikaci dileZitou
roli. Jak nyni uvedeme, je charakteristika téchto grafli velmi jednoduchéa.

8.6 Véta. Bud' ¢ = [U, H] graf, H # (. Pak x(4) = 2 prave tehdy, kdyz
neobsahuje kruznici liché délky.

Diikaz. I. Nutnost podminky je zigfmé, nebot k obarveni kruznice liché délky
je nezbytné uzit aespon tfi barev.

Il. Necht ¢ = [U, H] neobsahuje kruznici liché délky. Dostatetnost této
podminky budeme dokazovat indukci vzhledem k poCtu kruznic v §. Uvé-
domme s pritom, Ze dilkaz stafi provést pro souvislé grafy, nebot obarveni
uzldl v jednotlivych komponentach miizeme provadét samostatné a nezavide
na sobé.

Neobsahuje-li § Zadnou kruznici, je ¢ strom a podle véty 8.5(b) plati
x(4) = 2. Necht tedy tvrzeni plati pro kazdy souvisly graf obsahujici nejvyse
n kruznic sudé délky. Bud nyni ¢ = [U, H] graf obsahujici n + 1 kruznic sudé
délky. Bud C libovolna kruznice v . Zvolme v C libovolné hranu xy. Graf
g* = [U, H — {xy}] obsahuje ngjvySe n kruznic, takZe podle predpokladu plati
x(9*) = 2. Odtud plyne existence obarveni uzlli f: U — {1, 2} grafu ¢*.
Kruznice C bez hrany Xy je had, v némz se obarveni uzlll pravidelng stfida.
Protoze tento had obsahuje sudy pocet uzll, je f (x) # f (y). Tovsak znamena,
Ze f je soucasné obarvenim grafu g, ¢imz je diikaz hotov. °
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8.7 Definice. Necht ¢ = [U, H]jegraf anecht [zemnozinu U rozlozit nadvé
neprazdné disunktni podmnoziny U, U, tak, ze kazda hrana ma jeden uzel
v U; adruhy uzel v U,. Pak se graf ¢ nazyva bipartitni. Uvedeny bipartitni
graf se obvykle zapisuje ve tvaru [Uq, U,, H].

Bipartitni graf [U, V, H] se nazyva Uplny, kdyz pro kazdé dvauzly x € U,
y € V plati xy € H. Je-li [U| =m, |V| = n, znati se Uplny bipartitni graf
[U, V, H] symbolem K, .

Tak napriklad Kuratowského graf ,, 3domy a 3 studné* naobr. 7.28b je graf
K3.3. Pro bipartitni graf § s neprézdnou mnozinou hran zigimeé plati x ($) = 2.

Bipartitni grafy jsou studovany zejména v souvidosti s tzv. parovanim

Zformulujme si nejprve jeden z klasickych kombinatorickych problém,
tzv. problém o svatbach.

8.8 Priklad. Jedana mnozina H hochli a mnozina D divek, |D| > |H|. Kazdy
hoch zn& alespon jednu divku. Jaka je nutna a dostatecna podminka toho, aby
se kazdy hoch mohl oZenit s divkou, kterou zn&?

Nalezeni jednoduché nutné podminky je snadné: kdyby existovala ngjaka
k-tice chlapcli (k < |H|) takova, Ze viech divek, které by znal alespon jeden
chlapec z této k-tice, by bylo ménénez k, pak by jisté nebylo moznépozadované
svatby uskutecnit.

Jak dokazal v roce 1935 Ph. Hall, je tato jednoducha nutna podminka sou-

vvvvvv

kombinatorickych tvrzeni. Dlkaz tohoto tvrzeni nebudeme provadét.

8.9 Véta. (Halova véta) Bud' dana mnozina S, i = 1,...,n, neprazdnych
konecnych mnozin. Pak jsou nasledujici tvrzeni ekvivalentni:

n
(8) Existuje prosté zobrazeni f: {1,...,n} — [J S takové, Zze f(i) € §
i=1
pro kazdei =1,...,n. |

(b) Pro kazdou podmnozinu® # A C {1,...,n} plati |Al < |lJ S|

ieA
Grafova interpretace Hallovy véty je jednoducha. Bud dan bipartitni graf
[U,V, H],|U| < |V].Prokazdy uzel x € U oznameV, ={y € V; xy € H}.

8.10 Definice. Parovanim v daném bipartitnim grafu [U, V, H] nazveme
kazdy jeho podgraf [U*, V*, H*], ktery je pravidelnym grafem 1. stupné (4.
z kazdého uzlu vychéazi pravé jedna hrana).




8. Barveni grafli 59

Z Hallovy véty okamzité plyne, Ze v bipartitnim grafu [U, V, H] existuje
alespon jedno parovani [U, V*, H*] pravétehdy, kdyZ pro kazdou podmnozinu
@ #U; C U plati

Ul < > IVAl. (8.)

xeUq

Péarovani v bipartitnim grafu se nazyva Uplng, je-li faktorem daného grafu
(. V* = V). Je zZfrgmé, ze v [U, V, H] Uplné parovani existuje pravé tehdy,
kdyz kromé podminky 8.1 navic plati [U| = |V/|.

Jestlize v bipartitnim grafu [U, V, H] parovani neexistuje, je pfirozené
hledat maximalni (vzhledem k poctu hran) podgraf v [U, V, H], ktery je pra-
videlnym grafem 1. stupné. Takové podgrafy maji Fadu aplikaci v operatnim
vyzkumu, v linearnim programovani apod?.

Na obr. 8.32a je bipartitni graf, v némz neexistuje parovani (je to faktor
grafu Kss). Na obr. 8.32b je jeden z maximalnich pravidelnych podgrafi 1.
stupné.

o o o><o
O (o)

€Y (b)
Obr. 8.32: Maximani pravidelny podgraf 1. stupné v daném grafu

Nyni se vratme k problematice barveni uzll v grafu.
Jakkoliv jeobecné urceni Cidla x () obtizné, jejednoduchajeho nas edujici
maj orizace.

8.11 Véta. Bud' ¢ = [U, H] graf. Oznatme o = max {st x; x € U}. Pak plati

x(§) <o+l

INgib&zngj& z algoritmil pro hledani tohoto maximaniho podgrafu je tzv. madarsky algo-
ritmus.
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Dikaz. Indukci vzhledem k &islu |U|. Pro |U| = 1 je tvrzeni zZigimé. Necht
tedy tvrzeni véty plati pro vdechny grafy [U, H] takove, Ze |U| < n. Bud
nyni ¢ = [U, H] graf, |U| = n+ 1. Oznatme * graf, ktery vznikne z grafu §
odeCtenim nékterého uzlu x a vSech hran s timto uzlem incidentnich. Podle
predpokladu plati x(§*) < o + 1, takze existuje obarveni uzll grafu *
f:(U—-{x}) —{1,...,0+1}. V grafu § v3ak suzlem x sousedi nejvyse o
uzll, takze uzly v § mtizeme obarvit nasledovng:

f(), prot Z X,

g@) = N
p prot =X,

kdep e {1,...,0 +1} jetakovy prvek, ze p # f (u) provsechny uzly u € U,
tu € H. Pak je g obarveni daného grafu nejvyse ¢ + 1 barvami. °

Nyni se budeme zabyvat barvenim hran.

8.12 Definice. Bud [U, H] graf. Zobrazeni f: H — N nazveme obarvenim
hran, jestlize pro kazdédvéhrany hy, h, € H, h; # h,, takove, Zzeh,;Nh, # @,
Rekneme, Ze graf [U, H] je hranové k-chromaticky, kdyz existuje obarveni
f hran takove, ze | f (H)| < k.
Hranové chromatické Cislo xn(4) grafu & je nggmensi Cido k € Ny takové,
Ze 4 je hranove k-chromaticky.

Ve vété 8.11 jsme uvedli horni odhad uzlového chromatického Cida. M&li
symbol o tyz smys jako ve vété 8.11, je z definice okamzité ziegimé, ze pro
hranové chromatické cido plati xn(4) > o. Jak v roce 1964 dokazal rusky
matematik G. V. Vizing, plati dokonce nasledujici véta, kterou uvedeme bez
diikazu.

8.13 Vé&ta. Prolibovolny graf ¢ plati 0 < xn(4) <o+ 1.

8.14 Poznamka. Hranové chromatickeé Cislo daného grafu tedy miize nabyt
jen dvou hodnot: o nebo o + 1. Rekneme, Ze graf g patfi do prvni, respektive
do druhétridy, je-li xn($) = o, respektive xn($) = o + 1.

Jezieimé, ze napriklad kazdakruznice sudé dél ky patfi do prvni tfidy, kazda
kruznice liché délky do druhé tfidy. Dodnes vSak neni znama charakterizace
prisludnosti grafli k témto tfidam. Pfitom neni zastoupeni grafti v téchto tfidach
ani zdalekarovnomérné. Jak v roce 1977 dokazali P. ErdosaR. J. Wilson, plati
nadedujici tvrzeni:
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Oznatime-li p; (n) pocet grafli na n uzlech patficich do i -té tidy, plati

jim 2V — g
n—co Py(N)

Podle [6] existuje napriklad 143 souvislych grafll s nejvyse Sesti uzly a
pouze 8 z nich patfi do druheé tfidy. Téchto 8 grafli je na obr. 8.33.
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Obr. 8.33: Grafy druhé tfidy nanejvySe Sesti uzlech

8.15 Priklad. Dulezitym grafem patficim do druhé tfidy je tzv. Petersenliv
graf (obr. 8.34a). J. Petersen uvereinil v roce 1891 praci v niz podrobné po-
psal vlastnosti pravidelnych graftl; predevim pak studoval problém existence
pravidelnych faktorl v téchto grafech.
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Obr. 8.34: Petersenllv graf ajeho kvadraticky faktor

Jak je okamzité zigimé, je Petersenliv graf pravidelnym grafem 3. stupné.
Obsahuje pravidelny faktor 1. stupné (tzv. linearni faktor) — hrany tohoto fak-
toru jsou naobr. 8.34a vyznateny tucné. Petersenliv graf obsahujei pravidelny
faktor 2. stupné (tj. kvadraticky faktor); tento faktor je na obr. 8.34b.

Tento kvadraticky faktor vdak neni souvidly. Ponechame Ctendri, aby s
promysel, ze souvidy kvadraticky faktor (tj. hamiltonovska kruznice) v Pe-
tersenové grafu neexistuje. Petersenliv graf proto neni hamiltonovsky. Lehce
v&ak |ze ukazat, Ze je polohamiltonovsky (viz poznamka 6.15).

Na dokresleni toho, co jsme o znazorihovani grafti uvedli v poznamce 7.3,
necht si ¢tena promydi, ze vSechny tfi grafy na obr. 8.35 jsou izomorfni
s Petersenovym grafem.

8.16 Poznamka. S problematikou barveni grafli zce souvisi jeden z nejzna
méjSich matematickych problémt 20. stoleti, tzv. problém Etyf barev. Formu-
lace tohoto problému je jednoduch& M&me v roviné zemépisnou mapu, naniz
je nékolik statl. Chceme, aby mapa byla vybarvena tak, jak je to obvyklég, tj.
aby kazdy stat byl vybarven n&akou barvou tak, ze z&dné dva sousedni staty
nejsou obarveny stejné.

Nasim Ukolem je Zjigtit, jaky pocet barev nezbytné potfebujeme, abychom
mohli takto vybarvit kazdou zemé&pisnou mapul.

Aby formulace problému byla regulérni, je nutno upfesnit dvé skutecnosti:

(a) predpokladame, ze Uzemi kazdého statu je ,,souvid €' (coz v praxi neni
vzdy splnéno —viz napriklad USA (Aljaska));

(b) dva staty povazujeme za sousedni, kdyz maji spolecnou hrani¢ni ,, Caru”
(tj. nedotykaji se jen v izolovanych bodech). Lehce |ze ukazat, ze je nutno mit
k dispozici alespon Ctyfi barvy (obr. 8.36).

Ve vsech konkrétnich prikladech se vzdy podafilo najit obarveni Ctyfmi
barvami.
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Obr. 8.35: Riizna nakredeni Petersenova grafu

Nalezeni diikazu, ze tomu tak je zakonitg, se viak ukazalo byt jednim

Preformulujme si nyni uvedeny problém do grafové terminologie. Mgme
danu ngakou zemépisnou mapu (splhujici vySe uvedené podminky). Nyni
zkonstruujme graf ¢ = [U, H] nasledovné. Na Uzemi kazdého statu zvolme
jeden bod; tyto body tvofi mnozinu U. Dva uzly spojime hranou prave tehdy,
kdyz pridusné staty sousedi. Takto ziskany graf je jisté rovinny, nebot hrany
mlzeme kredlit tak, aby neprochazely zemim Zadného dalSiho statu (hra-
nici dvou statli miizeme ,, prekroCit* v hraniéni ¢are). Tak napriklad statlim na

Obr. 8.36: Priklad mapy
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obr. 8.36 odpovida graf Kj.

Obarveni zemépisné mapy je nyni ekvivalentni s obarvenim uzlll takto
sestrojeného rovinného grafu. V grafové terminologii |ze tedy problém ctyf
barev pfeformulovat takto:

Plati pro kazdy rovinny graf ¢ nerovnost x (4) < 4?

To, Zzei relativné komplikované grafy uvedenou podminku splfiuji, samo-
Zfgimé jesté nic neznamena.

Historie toho problému sahaaz do let 1840 — 1850, kdy setimto problémem
zabyvdi A. F. Mobius, A. de Morgan adalSi. Mnohokrat byl uvedeny problém
zdanlivé ,vyfeSen“, vzdy se viak ukazalo, ze v dikazu byla ngaka chyba,
V roce 1890 dokéazal P. J. Heawood (praveé pfi rozboru jednoho z chybnych
dlikaztl), Ze pro kazdy rovinny graf g plati x () < 5 (tzv. véta o péti barvach).
Definitivné problém Ctyf barev vyFesili (pozitivng) az v roce 1976 K. Apple a
W. Haken z univerzity v lllinois (USA), kdyz dokazali, ze vskutku pro kazdy
rovinny graf ¢ plati x(4) < 4.

Dukaz tohoto tvrzeni prevedli na prov&eni vlastnosti temé' dvou tisic
specidnich grafll. Samotné prové&eni pak provedli na potitati, ktery na to
spotfeboval 1200 hodin strojového Casu.

| tyto Udaje demonstruji obtiznost celého problému.

Podrobngi o historii tohoto problému viz napfiklad v knize [7] .

POZNAMKY A CVICENI
1. Permanent matice A = (&) typu m/n, m < n je definovan jako
per(A) = ay, 8, ... Amip.

kde se stita pres véechny variace m prvkll z mnoziny {1,2,...,n}.
VypoCtéte permanent matic:

a)A=(1 1)
)

b) Bz(i

1
cgC=\|1
1

P NER NN
P Wk Ww

[EN NN
SNS—
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9 Zobecnéni pojmu graf

Jak jsme uvedli jiz v paragrafu 1, neni grafova terminologie v literatufe zda-
leka jednotna. Ustéleny vyznam nema ani pojem graf. Nyni uvedeme definici

AR

tzv. ,obecného grafu”, ktera zahrnuje v&tSinu bézné studovanych grafll jako
specialni pripady.

9.1 Definice. Obecnym grafem nazyvame trojici [U, H, ¢], kde U, H jsou
disunktni mnoziny, U Z@ag: H — U2UU U 25(U).

Prvky mnoziny U nazyvame uzly, prvky mnoziny H hrany a ¢ je tzv. inci-
dencni zobrazeni.

Je-li p(h) € U?, nazyva se h orientovana hrana, je-li ¢(h) e U U P,(U), je
h neorientovana hrana.

Orientovana hrana h se nazyva orientovana smycka, je-li ¢(h) = [x, x] pro
ngaky uzel x e U.

Neorientovana hrana se nazyva smycka, je-li ¢(h) € U.

Orientované hrany h, k se nazyvaji souhlasné rovnobémé, je-li ¢(h) = ¢ (k)
anesouhlasné rovnobémeé, je-li ¢(h) =[x, y] Z [y, X] = ¢(K).
Neorientované hrany h, k se nazyvaji rovnobéme, je-li ¢ (h) = (k).
Nasobnosti hrany h € H nazyvame ¢ido |{k € H; ¢ (k) = ¢(h)}].

V obecném grafu tak mohou existovat souCasné hrany orientované i ne-
orientovang, mezi dvéma uzly nemusi existovat zadna hrana, ae miize jich
existovat i vice nez jedna atd. Moznych ,typll“ grafli tak existuje cela fada,
nasobné hrany &i nikoliv a podle toho, zda jsou v3echny hrany orientované
respektive vechny neorientované.

9.2 Definice. Bud ¢ = [U, H, ¢] obecny graf. Existuje-li alespon jedna
hranah € H s nasobnosti V&S nez jedna, nazyva se ¢ multigraf (nebo téz
pseudograf). Je-li nasobnost vsech hran rovnajedné, nazyvase § prosty graf .
Obsahuje-li ¢ pouze neorientované hrany, nazyva se neorientovany graf.
Jsou-li v&echny hrany v § orientované, je § tzv. orientovany graf.

Rekneme, Ze g je smieny graf, neni-li ani orientovany ani neorientovany.
(Ve smi%eném grafu tedy existuje aespon jedna orientovana a aespon jedna
neorientovana hrana.)
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9.3 Poznamka. Formalni popis prostého grafu miizeme snadno zjednodusit.
Incidentni zobrazeni je podstatné u multigraffi. V prostém grafu mtizeme pfimo
predpokladat, Ze H € U2 U U U 2»(U) a ¢ je pak identické zobrazeni (t].
@(h) = h pro kazdou hranu h € H). (Tzn., Ze prosty graf mlizeme definovat
jako dvojici [U, H], kdeU 7@, H CU2UU U P»U),UNH=0)
Orientovany i neorientovany graf pritom miize a nemusi byt prosty.

DulleZitou charakteristikou grafu je v mnoha situacich skutetnost, zda dany
graf obsahuje smycky €i nikoliv.

Prosty neorientovany graf bez smyCek se nazyva obyCejny graf. Prosty
orientovany graf bez smycek nazyvame obyCejny orientovany graf.

9.4 Poznamka. V paragrafech 2 — 8 jsme tedy , grafem” rozuméli obycejny
graf.

Kromé obytejnych grafli, které jsme dosud studovali, tvori druhou nej-
Cast§ji studovanou tfidu grafli prosté orientované grafy, respektive obyéeiné
orientované grafy.

Misto prosty orientovany graf, respektive obyCejny orientovany graf, se
Casto strucné fika jen , orientovany graf*.

Uvazme, Ze kdyZ [U, H] je prosty orientovany graf, je H € U?, tj. H je
binarni relace naU. Tento graf je pak obyCejnym orientovanym grafem pravé
tehdy, kdyz jerelace H areflexivni.

Prostéorientovanégrafy tedy nejsou nicjiného nez mnoZziny sbinarni relaci.
V&echno, co zname o binarnich relacich, proto miizeme natyto grafy prenést.
Mohlo by se proto zdat, ze studium orientovanych grafll jako samostatnych
objektll je zbytetné. Z tradicnich diivodli a vzhledem k specifi¢nosti metod
teorie grafli se v&ak orientované grafy intenzivné studuji.

9.5 Poznamka. Prosty orientovany graf je podle vySe uvedeného dvojice
[U,H], kdeU # @, H € U2V teorii grafli jsou vak tyto grafy obvykle
zadavany jinym zplisobem. Ke kazdému uzlu x € U je zadana mnozina I' (x)
téch uzll, do nichZ z x vede orientovana hrana, kterou nazyvame S pkou.

9.6 Definice. Bud U # ¢ libovolna mnozina, I': U — £ (U) bud libovolné
zobrazeni. Pak sedvojice[U, I'] nazyvaorientovany graf. U jemnoZzina uz{.
Z uzlu x vede do uzlu y orientovana hrana x—f/ prave tehdy, kdyz y € T'(X).

9.7 Poznamka. Z vy3e uvedeného je zigimé, co to znamena, Ze orientovany
graf [U, I'] jereflexivni, symetricky, antisymetricky, tranzitivni a podobné.
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Radu pojmil I1ze z oby&ejnych grafl prenést na neorientované grafy prak-
ticky beze zmény — napriklad pojem ,podgraf, ,izomorfismus grafli* atd.
U nékterych pojmli dochazi k jistym modifikacim. Tak napriklad roli stupné
uzlu x hrgji dva tzv. polostupng |T'(x)| a |[T~(x)| (tj. potty hran z uzlu x
vychazejicich av uzlu x koncicich).

Roali kruznice v orientovanych grafech hrgje tzv. cyklus. Acyklicky graf je
orientovany graf neobsahujici jako podgraf Zadny cyklus.

Dulezitou tfidou orientovanych grafll jsou tzv. turnaje. Areflexivni orien-
tovany graf se nazyva turngj, jestlize pro kazde dva rlizné uzly x, y plati, ze
jsou spojeny hranou Xy, respektive yx.

Pres veskeré odlisnosti mezi jednotlivymi typy grafli véak Ize fici, Ze pro
toho, kdo zvladne teorii pro jeden z typl, je snadné pochopeni pojml i pro
zbyvajici typy.

V aplikacich se pochopitelné uziva rtiznych typl graffi, podle toho, jaky
typ je pro popis zadané situace nejvyhodngsi.

Zobecnéni pojmu graf je viak mozno provést i jingm zplisobem, nez jak
jsmeto provedli v definici 9.1. Nékdy je vyhodné a potfebné studovat , grafy”,
jejichz hrany spojuji vice nez dvauzly. Takovym graftim sefikaobvykle hyper-
grafy. (V poslednich letech se v Ceské literatufe ujima pro hypergrafy termin
spoletnost, misto o hranach hypergrafu se pak hovori o tymech spolecnosti.)

9.8 Definice. Hypergraf jetrojice [U, H, ¢], kde U # @ je mnozina uzli, H
jemnoZinahranag: H — (£(U) — {@}) jeincidentni zobrazeni.

9.9 Poznamka. Hypergraf je tedy — jednoduse Ffeteno — systém neprazdnych
podmnozin mnoZziny uzlfl. Nékteré mnoziny se pritom v tomto systému mohou
opakovat.

Existuje-li ¢ido k takové, Ze pro kazdou hranu h € H plati |¢(h)| = kK,
fikame, ze hypergraf je uniformni (respektive k-uniformni).

Je zZfgimé, Ze 2-uniformni hypergraf je totéz jako neorientovany graf bez
smycek.

Je-li incidencni zobrazeni prosté (tj. ,nasobnost” kazdé hrany je rovna
jedné), nazyva se hypergraf prosty. Podobné jako u prostého grafu miizeme
predpokladat, Ze prosty hypergraf je dvojice [U, H], kde H € (PU) — {d}).
Preneseni fady pojmii z grafti na hypergrafy je jednoduché.
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V tomto dodatku uvadime zakladni biografické Udaje osobnosti, které jsou

napf. na CD-ROM [1].

d’ALEMBERT Jean Baptiste Le Rond (1717-1783)
Francouzsky matematik afyzik, osvicensky filozof, jeden z encyklopedistd.

BELL Eric Temple (1883-1960)
Americky matematik skotského plivodu.

BERNOUL LI Jacob I. (1654-1705)
Svycarsky matematik afyzik, prvni z plgjady slavnych Bernoullitl.

BETTI Enrico (1823-1892)
Ital sky matematik.

BORUVKA Otakar (1899-1995)
Vyznamny Cesky matematik, profesor univerzity v Brné.

CATALAN Eugéne Charles (1814-189%4)
Belgicky matematik.

CAYLEY Arthur (1821-1895)
Anglicky matematik.

DESCARTESRené (latinsky Renatus CARTESI US) (1596-1650)
Francouzsky filozof, matematik, fyzik a pfirodovédec, jeden ze zakladatelli
novoveke filozofie a védy.

DIRICHLET Peter Gustav L g eune (1805-1859)
Némecky matematik.

68
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DURER Albrecht (1471-1528)
Némecky malif agrafik.

ERDOS Paul (1913-1996)
Madarsky matematik.

EUKLEIDESz Alexandrie (asi 340-270 pf. Kr.)
Starofecky matematik, autor nejvyznamnési matematické knihy dosavadni
historie.

I?UL ER Leonhard (1707-1783)
Svycarsky matematik, fyzik afyziolog, jeden z nejvyznamnéjSich matematika
vSech dob.

FERMAT Pierre (1601-1665)
Francouzsky matematik a pravnik.

FERRERS Norman Macleod (1829-1903)
Anglicky matematik.

FIBONACCI (vl. jménem Leonardo Pisansky) (asi 1170—po 1240)
Prvni velky matematik evropského stfedoveéku.

FRANKLIN Benjamin (1706-1790)
Americky statnik, prirodovédec a filozof. Vzdélanim samouk se vlastni pili
vypracova najednoho z prednich osvicenskych myslitel .

FULKERSON Delbert Ray (1924-1976)
Americky matematik.

GALILEI Galileo (1564-1642)

Italsky fyzik, astronom, matematik a filozof, zakladatel experimenténich me-
tod zkoumani prirody, kritik scholastiky, predstavitel renesancniho mechanis-
tického pojeti pfirody.

HALL Phillip (1904-1982)
Anglicky matematik.
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HAMILTON William Rowan, sir (1805-1865)
Irsky matematik a astronom.

HARDY Godfrey Harold (1877-1947)
Anglicky matematik, nejvétsi svétovy odbornik v teorii ¢isel prvni poloviny
20. stoleti.

HASSE Helmut (1898-1979)
Némecky matematik.

HEAWOOD Percy John (1861-1955)
Anglicky matematik.

HUYGENS Christian (1629-1695)
Nizozemsky matematik afyzik.

JANG Hui (asi 1238-asi 1298)
Cinsky matematik.

KEMPE Alfred Bray (1849-1922)
Anglicky matematik.

KIRCHHOFF Gustave-Robert (1824-1887)
Némecky fyzik a mechanik.

KIRKMAN Thomas Penyngton (1806-1895)
Anglicky knéz. Ve volnych chvilich se zabyva matematikou.

K ONIG Dénes (1884-1944)
Madarsky matematik.

KURATOWSK | K azimierz (1896—1980)
Polsky matematik.

LAPLACE Pierre Simon (1749-1827)
Francouzsky matematik, fyzik a astronom.
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LEIBNIZ Gottfried Wilhelm von (1646-1716)
Némecky matematik, filozof, pravnik, historik, jazykovédec, diplomat, vyna
lezce a polyhistor, zakladatel moderni matematické anayzy.

LUCASFrancois Edouard Anatole (1842-1891)
Francouzsky matematik.

MacM AHON Percy Alexander (1854-1929)
Anglicky matematik.

MENGER Karl (1902-1985)
Rakousko-americky matematik.

MOBIUS August Ferdinand (1790-1869)
Némecky matematik a astronom.

de MORGAN Augustus (1806-1909)
Skotsky matematik alogik.

NETTO Eugen Otto Erwin (1848-1919)
Némecky matematik.

ORE Oystein (1899-1968)
Americky matematik norského plivodu.

OZANAM Jacques (1640-1717)
Francouzsky matematik, chemik ateolog.

PARKER Ernest Tilden (1926-1991)
Americky matematik.

PASCAL Blaise (1623-1662)
Francouzsky matematik, fyzik afilozof.

PETERSEN Julius Peter Christian (1839-1910)
Dansky matematik.
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PLATON (427-347 p. Kr.)
Starorecky filozof, jeden z negjvétSich antickych myditel{1.

POLYA Gyergy (1887-1985)
Madarsky matematik.

RADEMACHER Hans (1892-1969)
Némecky matematik.

RAMANUJAN Srinivasa Aaiangar (1887-1920)
Indicky matematik.

ROTA Gian-Carlo (1932-1999)
Americky matematik italského plivodu.

SCH LAFLI Ludwig (1814-1895)
Svycarsky matematik.

STEINER Jacob (1796-1863)
Némecky matematik.

STIFEL Michael (1487-1567)
Némecky matematik.

STIRLING James (1692-1770)
Skotsky matematik.

TAIT Peter Guthrie (1831-1901)
Skotsky matematik afilozof.

TARRY Gaston (1843-1913)
Francouzsky matematik—amatér.

TARSKI Alfred (1901-1977)
Americky matematik alogik polského plivodu.

YOUNG John Wesley (1879-1932)
Americky matematik.
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n!

6
87
1 307

2 432 902 008

15 511 210 043 330 985

Tab. 1.1; Tabulka hodnot n'!

3
39
479
227
178
674

176

984

40
362
628
916
001
020
291
368

640

000
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24
120
720

320
880
800
800
600
800
200
000

000

000
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[n @] n] _ t@]
1 1 14 3159
2 1 15 7741
3 1 16 19 320
4 2 17 48 629
5 3 18 123 867
6 6 19 317 955
7 12 20 823 065
8 23 21 2 144 505
9 47 22 5623 756

10 106 23 14 828 074
11 235 24 | 39299 897
12 551 25 | 104 636 890
13| 1301 26 | 279 793 450

Tab. 1.2: Potet t, neizomorfnich stromd nan uzlech



REJSTRIK

k-pravidelny graf, 15
k-uniformni hypergraf, 67

acyklicky graf, 67
artikulace, 33

Bettiho Cislo, 34
bipartitni graf, 58

cesta, 18
cyklomatické €islo, 34
cyklus, 67

digunktni grafy, 12
délka kruznice, 21
délka sledu, 18

Eulerova véta, 48
eulerovsky graf, 38

faktor grafu, 12

graf, 11

graf ,tfi domy aftfi studné*, 48
grafova posoupnost, 15

grafy druhé tfidy, 60

grafy prvni tfidy, 60

had, 24

Hallova véta, 58
hamiltonovska cesta, 45
hamiltonovska kruznice, 41
hamiltonovsky graf, 41
homeomorfni grafy, 52
homomorfismus grafti, 40

76

hrana, 9, 65

hrana grafu, 11

hranové chromatické €islo, 60
hranoveé k-chromaticky graf, 60
hranové k-souvidy graf, 37
hranové ohodnoceny graf, 29
hranovy stupen souvidosti, 36
hranovy fez, 36

hvézda, 24

hvézdovita mnoZina, 52
hvézdovity mnohostén, 53
hypergraf, 9, 67

incidencni zobrazeni, 65, 67
izolovany uzel, 13
izomorfismus grafil, 27
izomorfni grafy, 27

komplementéarni grafy, 12
komponenta grafu, 20
koncové uzly hrany, 11
konetny graf, 11

kostra grafu, 24

kruznice v grafu, 21
Kuratowského grafy, 50
kvadraticky faktor, 41, 62
kvaternion, 40

L aplaceova matice sousednosti, 26

les, 22
linearni faktor, 62

mapa, 48
matice sousednosti grafu, 17
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matroid, 31 pseudograf, 65
madarsky algoritmus, 59 parovani, 58
minimalni kostra, 29 plleni hrany, 50
mnoZzina hran, 67
mnozina uzl{, 66, 67 rovinny grf, 10, 47
most, 32 rovnobézné hrany, 65
multigraf, 65 e
Schi&flitv symbol, 53
nakredeni grafu, 46 ded, 18
neizomorfni stromy, 28 smycka, 9, 65
neorientovana hrana, 65 smigeny graf, 65
neorientovany graf, 65 souhlasné rovnobézné hrany, 65
nesouhlasné rovnobézné hrany, 65 souvidly graf, 19
nasobnost hrany, 65 spoletnost, 67

obarveni hran, 60

obarveni uzll, 57

obecny graf, 65

obycejny graf, 10, 66
obycejny orientovany graf, 66
ohodnoceni hrany (uzlu), 29
ohodnoceny graf, 10
orientovana hrana, 65
orientovana smycka, 65
orientovany graf, 65, 66
otevieny tah, 18

permanent matice, 64
Petersentiv graf, 61
planarni graf, 47

Platonova télesa, 52
podgraf grafu, 12
polohamiltonovsky graf, 45
pol ostupen uzlu, 67
pravidelny faktor, 41
pravidelny graf, 15
pravidelny mnohostén, 53
problém o svatbach, 58
problém obchodniho cestujiciho, 10
problém Ctyf barev, 9, 62
prosty graf, 65

prosty hypergraf, 67

stereograficka projekce, 54
strom, 22
stupen uzlu, 13

tah v grafu, 18
trojuhelnik, 21
turngj, 67

tym, 67

uniformni hypergraf, 67
uzavieny tah, 18

uzel, 65

uzd grafu, 9, 11

uzel konetného stupng, 13
uzel nekonecného stupné, 13
uzlové chromatické cido, 57
uzlové k-chromaticky graf, 57
uzlové k-souvidy graf, 37
uzlové ohodnoceny graf, 29
uzlovy stupen souvislosti, 35
uzlovy fez, 35

vlastni podgraf grafu, 12
vhitfni uzel, 18

vrchol grafu, 9, 11
véta o péti barvach, 64

znaménkova matice, 17
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Sipka, 9, 66
Clen grafu, 33

Uloha 0 sedmi mostech mésta Kr&
lovee, 7

Uplné parovani, 59

Uplny bipartitni graf, 58

Uplny graf, 12
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