Duktilni deformace, ¢ast 1

Duktilni (plastickd) deformace je takova deformace, pfi niz se material deformuje bez pieruseni koheze
(soudrznosti).

Plasticita materidlu zélezi na tzv. mezi plasticity (yield stress) - tj. kritickém napéti, pti kterém se material
pfestava chovat (pouze) elasticky a zacind se chovat plasticky (zacina se plasticky deformovat). Je-li mez
plasticity vyssi, nez mez pevnosti, pak se material chova kiehce - dfive, nez se muze deformovat duktiln€, dojde
k jeho kiehkému poruseni. Je-li mez plasticity niZ§i nez mez pevnosti, pak se material chova Duktilné
(plasticky).

Deformacni analyza diskutovanad v ramci této a nasledujicich piednasek se zabyva duktilni deformaci.Pfitom
ovSem sleduje deformaci pouze v daném métitku, nezabyva se jejimi pric¢inami, které plynou z procesit mensich
méfitek. Makroskopicka duktilni deformace mtze byt produktem mikroskopickych kiehkych deformaénich
procest! Tyto vztahy budou ale v dalsich Givahach zanedbany.

Slozky deformace

Kazdy deformovany objekt si 1ze vyjadtit pomoci polohovych vektorti bodt, které tento objekt tvoii. Deformaci
pak Ize chapat jako proces vedouci ke zméné téchto polohovych vektori.

Matematicky si 1ze proto deformaci vyjadfit ve formé transformacni rovnice, ktera prevadi slozky pivodniho
polohového vektoru X (pied deformaci) na slozky polohového vektoru x jiz deformovaného objektu.

Deformaci lze soucasné chapat jako proces, ktery vede ke zméné stavu objektu. Tento stav je obecné dan Ctyimi
parametry:

1. poloha - zména polohy = translace

Translace dobfe popisuje napt. kiehkou deformaci, kdy dochazi k vzajemnému posunuti (zméné polohy) dvou
blokti oddélenych diskontinuitou.

Matematicky lze popsat translaci jako zménu vSech polohovych vektorti objektu o vzdy stejny vektor translace
T:
x=X+T
X je puvodni polohovy vektor, x je polohovy vektor po deformaci a T je vektor translace.
Tj: X, Xl Tl nebo parametricky: X1 - X1 + T1
X, | =| X, |+ T X, =X, +T,
s = E X; =X + T,

Translaci tak Ize popsat ve 3D prostoru vektorem T, tj. tfemi nezavislymi slozkami vektoru T.




2. orientace - zmé&na orientace = rotace

Translace spolu s rotaci tiplné popisuji pohyb jakékoli rigidni (tj. pevné, neménici svij tvar a objem) Castice.
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Matematicky lze popsat rotaci pomoci matice rotace R, kterou 1ze chapat jako transformacni matice mezi dvéma
soufadnymi soustavami, které jsou vzajemné pootoceny:

x =RX

X je puvodni polohovy vektor, x je polohovy vektor po deformaci a R je matice rotace.

Tj: nebo parametricky:
Xy R, R, R;|\X X; = R X, + R, X, + R ;X
X, [T Ry Ry Ry || X, X, =R, X, +R,X, + R X,
X3 Ry Ry, Ry \X, X; = Ry X, +RypX, +R;X,

Matice vySe zminéné transformace vzajemné pootocenych soufadnych soustav ma prvky rovny smérovym

kosinim:
ﬂll 1812 1813
R = 1821 1822 ﬂ23
ﬁSl ﬂ32 ﬂ}?:

Predstavme si, ze pfi rotaci budou spolu s deformovanym objektem rotovat také osy soufadné soustavy, v niz je
objekt popsan.Pak tedy symbol 3; pfedstavuje i-ty smérovy kosinus j-té osy po jeji rotaci (v ptivodni souiadné
soustave).

Matice rotace ma devét ¢lenti a neni symetricka. Z podminky ortogonality soufadnych os ale plyne, ze pouze tfi
parametry matice rotace jsou nezavislé.

3. objem - zména objemu = dilatace

Matematicky 1ze popsat dilataci jako transformaci, pfi niz dochazi pouze ke zméné délky polohového vektoru
(nedochdzi ke zméné orientace polohového vektoru) a tato zména je dana pomérem, ktery je v kazdém bodé
stejny:

X —aX



X je puvodni polohovy vektor, x je polohovy vektor po deformaci a a je mira natazeni.

Tj: X X, nebo parametricky: X =aX
1 1
X, | =a| X, < =aX
2 2
X3 X, —
X; = aX,

Dilatace ma tedy jeden jediny nezavisly parametr.

V nékterych ptipadech je uzitecné popsat dilataci ve formé matice V 3 krat 3, kterd mé prvky v hlavni diagonale
rovny parametru a a prvky mimo hlavni diagonalu jsou nulové:

a 0 0
V=0 a 0
0 0 a

Tvar matice V Ize odvodit na zakladé€ nasledujicich tivah:

Nejprve obecné rozepiSeme soucin matice dilatace V a matice polohového vektoru X ze vztahu:
~ G x, =V, X, +V,.X, +V;.X,
x=VX X, = VX, + VX, + Vi X,
X; =V, .X, +V,,.X, +V, X,

Nyni si v§imnéme jiz diive uvedenych transformacnich rovnic:

X, =aX,
X, = aX,
X, = aX,
a porovnejme je s obecnymi rovnicemi: vV, . X, +V,.X, +V,.X, =aX,

Vv, X, +V,, X, +V,, X, =aX,
Vv, X, +V, X, +V, X, =aX,
Jednoduchym porovnanim pravé a levé strany rovnice dojdeme k zavéru:
V. =a
=0 (%))

Oznacime-li O jako ptvodni objem a O° jako objem po deformaci, pak pomér téchto objemid odpovida

determinantu matice dilatace:
—_ — 3
'=det(V)O =a*0

<
|

4. tvar - zména tvaru = distorze

Ve velké mife se deformaéni analyza soustiedi pravé na tento deformacni proces.

N




Matematicky lze popsat distrozi jako transformaci popsanou matici distorze S:
x =8.X

X je ptivodni polohovy vektor, x je polohovy vektor po deformaci a S je matice distorze.

Tj: nebo parametricky:
Xy S S S| X X, =5, X, +5,X, +5,;X,
X, |80 Sn Sy | X, X, =5, X, +5,X, +5,X,
X3 Sy Sy Sy A X Xy = 55X +5,X, +5,X,

Matice distorze ma devét clend. Nezahrnuje-li rotaci, 1ze ukazat, ze je symetrickd. Nezahrnuje-li dilataci, 1ze
ukazat, Ze je jeji determinant roven jedné. Proto ma matice distorze nezahrnujici rotaci (ani vnitini) pouze pét
nezavislych parametrti.

Zména tvaru (distorze) ale mize byt nekoaxiadlni deformaci a mulize pak obsahovat tzv. vnitini rotaci. Jeji
matematicky popis lze pak rozlozit do dvou slozek, z nichz jedna popisuje vlastni zménu tvaru (a ma charakter
koaxialni deformace) a druhd popisuje rotaci (méa charakter matice rotace). Vyslednd deformace popsana
slozenim zminénych slozek je pak totoznd s vyslednou deformaci popsanou danou matici nekoaxialni
deformace.

Tenzor deformace (matice deformace)

Obecné Ize deformaci chapat jako proces skladajici se z translace, rotace, dilatace a distorze:

X=(VRS).X+T

Deformaci tak matematicky tplné popisuje vektor translace T a tenzor deformace D, ktery zahrnuje rotaci,

dilataci a distorzi:
x=D.X+T

X je ptivodni polohovy vektor, x je polohovy vektor po deformaci, D je tenzor deformace a T je vektor translace.

Tj.: Parametricky:

X, D, D,, D,\X, T, X, = D“.)(1 + D12'X2 + D13.X3 + Tl
X, |=| Dy Dy Dy | X, |+ T, X, = Dzl'X1 + D22°X2 + D23.X3 + T2
X3 D, D;, Dy A\ X, T,

x; =D, . X, +D;,.X, +D;;.X; + T,

Tenzor deformace ma devét slozek. Neni symetricky a vSech devét slozek je nezavislych. Devét nezavislych
parametrt Ize rozdélit tak, ze jeden popisuje dilataci, tii rotaci a pét distorzi.

Ipocet nezavislych parametru

dilatace 1
rotace 3
distorze 5

celkem ‘9




Protoze je translace popsana tiemi parametry, lze v kazdém bodé kontinua Uplné popsat deformaci pomoci
dvanécti nezavislych parametru.

Ipotet nezavislych parametrii
dilatace 1
rotace 3
distorze 5
translace 3
celkem 12

Pole vektoru premisténi

Deformace je v kazdém bodé kontinua popsana transformacni rovnici:
Xx=D.X+T

Tato transformacéni rovnice definuje vztah mezi soufadnicemi bodu kontinua pied a po deformaci. Vektor
spojujici tyto body pak lze chapat jako vektor piemisténi, k némuz doslo v disledku deformace.

Libovolnou deformaci pak lze vyjadfit pomoci pole vektori piemisténi.
x = f(X)
x; = [i(X,X,,X5)
Xx=X+U
Premisténi 1ze pomoci transformacnich rovnic popsat ze dvou pohledi — bud’ jako funkce definujici konecné
soufadnice v zavislosti na ptivodnich soufadnicich, nebo naopak jako funkce definujici ptivodni soufadnice v
zavislosti na kone¢nych.
Funkce definujici koneéné soufadnice v zavislosti na ptivodnich soutfadnicich se oznacuji jako Lagrangiv popis
premisténi.
x = f(X)
x; = [i(X,,X,,X5)

Funkce definujici ptivodni soufadnice v zavislosti na kone¢nych soutadnicich se oznacuji jako Euleriiv popis
premisténi.

X=f(x)

X, = fi(x,%,,%;)

V dalSich uvahach se nyni budeme zabyvat pouze tenzorem deformace a nebudeme tedy
uvaZovat translaci.

Elipsa a elipsoid deformace

Deformaci si lze geometricky vyjadtit pomoci tzv. deformaéniho elipsoidu. Ten je definovan jako tvar, ktery
vznikne deformaci piivodni jednotkové koule:

1 0 0\YX
XTIX=1 (x v z)o 1 o] v |=1
0 0 1NZ



Deformace je popsana transformaci pomoci tenzoru deformace D:

x=D.X X' D".LDX=1

Deformaéni elipsoid je pak popsan matici vzniklou ze vztahu D'.D, ktera je vzdy symetricka, tiebaze matice
deformace D obecné symetricka neni.

Hlavni osy elipsoidu deformace - dané charakteristickymi vektory matice - se nazyvaji osy deformace. Oznacuji
se obvykle jako X (osa maximalniho prodlouzeni), Y (stfedni osa) a Z (osa maximalniho zkraceni). Lze je popsat
tfemi nezavislymi parametry.

Charakteristicka ¢isla matice - a tedy délky hlavnich os deformacniho elipsoidu - popisuji velikost natazeni ¢i
zkraceni ve sméru paralelnim s hlavni osou deformace.

Délky hlavnich poloos deformac¢niho elipsoidu odpovidaji velikosti natazeni s (stretch) v daném sméru.

Délky hlavnich poloos deformacniho elipsoidu jsou oznaCovany jako X (dlouha osa - ve sméru maximalniho
prodlouzeni), Y (stiedni osa) a Z (kratka osa - ve sméru maximalniho zkraceni).

Prestoze jsou délky hlavnich os deformacniho elipsoidu popsany tfemi parametry, pokud zanedbame objemové
zmeény (dilataci), budou pouze dva z nich nezavislé. Tyto dva parametry popisuji tvar deformacniho elipsoidu
(treti parametr by popisoval velikost a tedy dilataci).

Tvar deformacniho elipsoidu je obvykle popisovan pomoci poméri délek jeho hlavnich os. Tyto poméry
odpovidaji elipticité prufezi deformaéniho elipsoidu v fezech XY, XZ a YZ:

X

RXY :7
X -

R,, 23 Ry; = Ryy-Ry,
Y

Ry, :E

Poméry Rxy a Ryz jsou vynaseny do tzv. Flinnova grafu odvozeneho Derekem Flinnem (1962). Tento graf je
Casto pouzivan v modifikaci s logaritmickymi $kalami, kterou modifikaci navrhl John G. Ramsay (1967).
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Lze rozlisit pét zakladnich tvarti deformac¢niho elipsoidu:
1. Rxy = 1, jednoosé zkraceni

2. Rxy<Rzy

3. Rxy=Ryz, rovinna deformace (plane strain)

4. Rxy>Ryzy

5. Rzy=1, jednoosé protazeni



Cisty a jednoduchy st¥ih

Stav télesa po deformaci representuje koneénou deformaci (finite strain). Této konecné deformace bylo
dosazeno v priub¢hu deformacéniho procesu, ktery obsahuje sérii po sobé jdoucich tzv. deformaénich prirastka
(strain increments).

Ke shodné konecné deformaci lze za uréitych podminek dospét pomoci riznych deformacnich procesi
obsahujicich deformacni pfirtstky rizného charakteru.

Na zakladé charakteru deformacnich pfirdstkil Ize ovSem rozlisit dva zakladni deformacni rezimy.

Koaxialni deformace ... nerotacni deformace, pfi které hlavni osy deformacniho elipsoidu zachovavaji v
prabéhu celého deformacéniho procesu stale stejnou orientaci.

Nekoaxidlni deformace ... rotacni deformace, pfi které hlavni osy deformacniho elipsoidu v prubéhu
deformacniho procesu rotuji, jednotlivé deformacni pfirGstky tak jsou representovany riizné orientovanymi

deformacnimi elipsoidy.

Koaxialni deformaci je tzv. Cisty stiih (pure shear). Tato deformace neobsahuje zadnou slozku rotace.

1 /Y Y N
T U T W

Dvourozmérné lze ¢isty stfih s hlavnimi osami deformace paralelnimi se soufadnymi osami vyjadfit
transformaci:

x=+JR.X JR 0
y=%y 0 \/E

Obecné ma dvourozmeérna transformacni matice odpovidajici Cistému stiihu tvar:

1 2 .2 1 )
——co0s” @++/ R sin —— —+/R |sin @cos
0| VR 4 (ﬁ j peosy

B 1 \/_ . 1 ) 2
———+/R [sin@cos@yp —=sin ¢+\/Ecos @
(ﬁ j JR
R ... velikost deformace, @ ... smér osy maximalniho prodlouzeni

Pfikladem nekoaxidlni deformace je tzv. jednoduchy sttih (simple shear).

D> S

Dvourozmérné lze jednoduchy stiih se smérem stfihu paralelnim s osou x vyjadfit transformaci:

X=X+pY (! Y y =tanyy
y=Y 0 1 x=D.X
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Obecné ma dvourozmérna transformaéni matice odpovidajici jednoduchému stiihu tvar:

D= 1-ysinacosa ycos’a
ysin® a 1+ ysinacosa

kde a je tihel svirany smérem stiihu a osou x.

Homogenni a nehomogenni deformace

Deformaci Ize v kazdém bod¢ popsat pomoci 12 (pfipadné 9 neuvazujeme-li translaci) nezavislych parametra:

x=D(w,a,p,a,b,c,&,,0)X+T(1,,1,,,)

w,0,0 ... parametry popisujici rotaci
a,b,c,&,(, ... parametry popisujici distorzi a dilataci, napf. velikosti a orientace hlavnich os elipsoidu
deformace

Homogenni deformace je popsana v kazdém bod¢ kontinua stejnymi parametry. Jeji popis je nezavisly na volbé
pocatku souradné soustavy.

Heterogenni deformace je popsana v kazdém bod¢ kontinua obecné riiznymi parametry. Parametry popisujici
deformaci jsou tedy také funkci mista (zavisi na soufadnicich ¢i na polohovém vektoru).

Funké¢ni zéavislost parametri deformace na poloze lze teoreticky matematicky popsat a lze tak odvodit
transformaéni rovnice popisujici heterogenni deformaci.

«,a,¢,a,b,¢,&,0.W.t,t,,t, = (X, X,,X,)

S heterogenni deformaci se setkavame pomérné bézné a to v rlznych mefitcich. Piikladem heterogenni
deformace mize byt napt. deformace ve vrasach (riznd deformace v zdmku a v rameni vrasy, riiznd deformace
uvnitf vrstev a pfi vrstevnim rozhrani, ...), nebo deformace ve stfiznych zonach.

Stiizné zény

Stfiznou zénu lze chapat jako zonu v niz se soustfedi deformace, zatimco deformace mimo tuto zonu je
zanedbatelna. Uvnitf této zony je pak deformace zavisla na misté (obecné napf. na vzdalenosti od stiedu zony).
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Obecné Ize deformaci ve stfizné zoné popsat jako kombinaci tii riznych deformacnich poli.

A) Heterogenni jednoduchy stiih se stiiZnou plochou paralelni s rovinou stfizné zény.
Velikost stiihu y je funkci mista.

D{(l) ﬂ y=/r(d)

B) Heterogenni objemova zména spojena s premisténim kolmym na rovinu stfiZzné zony.
Velikost dilatace A4 je funkci mista.

n:[l 0 } N0

0 1+A,

C) Homogenni deformace libovolného typu.
V 2D prostiedi je popsana ¢tyfmi nezavislymi parametry, které nezavisi na poloze.

14 4
D—[ } ay1,d15,051,0y ;tf(d)

a, dy

Celkova heterogenni deformace stfizné zény je pak chapana jako kombinace uvedenych tfi deformaci, jejichz
parametry jsou hledany. Pfitom je nutné si uvédomit, Ze pti skladani dil¢ich deformacnich poli zalezi na potadi!

Predpokladame-li napt. nejprve homogenni deformaci, nasledovanou heterogennim jednoduchym stfihem a
nakonec pak heterogenni objemovou zménu, mizeme vyslednou heterogenni deformaci vyjadrit jako:

1 0 xlyxa“ au:AB

0 1+A, | |0 1] |a, ay C D

(A B a, ta,y aptayy
¢ D _a21(1+AA) dy) (1+AA)

Zvolime-li jiné potadi jednotlivych dil¢ich poli, ziskame jinou heterogenni deformaci.



