Duktilni deformace, ¢ast 3

Popis homogenni deformace ¢astice

Transformacni rovnice popisujici zménu polohového vektoru bodu:
x =D.X

ukazuji zménu tykajici se pravé jednoho konkrétniho bodu daného polohovym vektorem X (respektive po
deformaci x). Jde-li ale o homogenni deformaci, plati tento vztah pro vSechny body deformovaného objektu.
Muizeme-li pak tento objekt (respektive jeho povrch) jednoduse matematicky popsat (n&jakou rovnici), 1ze pak
deformaci tohoto objektu vyjadrit také jako transformaci daného matematického popisu.

Jednoduchym zplisobem lze matematicky popsat povrch castic eliptického (v 2D prostiedi):
prirezy fosiliemi (napr. korali, vrtavé stopy, clanky lilijic apod.), skvrny na plochach foliace atd.
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nebo elipsoidalniho (v 3D prostiedi) tvaru:
valouny ve slepenci, oolity ve vapenci, sopecné bomby, dutiny po plynnych uzavienindch ve vulkanitech, xenolity
ve vyvrelinach atd.
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Matice elipsy

Matice elipsy ma tii nezavislé parametry. Jeden definuje orientaci (napt. thel @, ktery svira dlouhd osa elipsy s
osou x), dva definuji jeho tvar a velikost. Tvar i velikost popisuji délky hlavnich os a a b. Samotny tvar je pak
jednoznacné dan elipticitou R:
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Neuvazujeme-li velikost elipsy, miizeme ji povazovat za jednotkovou, tj. a.b=1. Pak plati:
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Jednotkovou elipsu s dlouhou osou paralelni s osou x si pak miizeme vyjadfit jednoduchym vztahem:
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V ptipadé obecné polohy elipsy zavisi parametry jeji matice (obvykle oznacované jako f, g a h) také na uhlu @,
ktery svira jeji dlouha osa s referencni osou x:
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Matice elipsoidu

Matice elipsoidu ma Sest nezavislych parametrti. Tti definuje orientaci, tii definuji jeho tvar a velikost. Tvar i
velikost popisuji délky hlavnich os a, b a c.

Elipsoid jehoz hlavni osy jsou paralelni se soufadnymi osami si pak mizeme vyjadfit jednoduchym vztahem:
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Elipsoid v obecné poloze pak ziskame rotaci elipsoidu jehoz hlavni osy jsou paralelni se souradnymi osami do
prislusnych smérd. ProtoZe je orientace popsana tfemi nezavislymi parametry, potfebujeme rotovat elipsoid
ttikrat o tfi nezavislé uhly:

¢ ... azimut dlouhé osy
0 ... sklon dlouhé osy
Y ... odklon kratké osy v plose kolmé k dlouhé ose



Tuto troji rotaci Ize vyjadfit transformaci:

A=R".A, R

kde Ay je matice elipsoidu s hlavnimi osami paralelnimi se souradnymi osami, A je matice elipsoidu v obecné
poloze a R je matice rotace:
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Homogenni deformace elipsy/elipsoidu

Obecné je tedy elipticky nebo elipsoidalni objekt matematicky popséan jednoduchym vztahem:

X".AX=1

kde X je polohovy vektor a A je matice elipsy ¢i elipsoidu. Tento vztah definuje mnoZzinu vSech bodt (vSech
polohovych vektori), které tvoii povrch (v dvourozmérném piipadé obvod) sledovaného objektu.

Po deformaci je pak elipticky nebo elipsoidalni objekt matematicky popsan vztahem:

X"A'X=1
kde X je polohovy vektor a A¢ je matice elipsy ¢i elipsoidu. Tento vztah definuje mnozinu vSech bodu (vSech
polohovych vektori), které tvoti povrch (v dvourozmérném piipadé obvod) sledovaného objektu po jeho

deformaci.

Podle transformacnich rovnic je mezi pivodnimi polohovymi vektory a polohovymi vektory po deformaci vztah:

x=D.X x'=X"Dp"
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(index T oznacuje transponovanou matici)
T -
Objekt pred deformaci popsan vztahem: X .AX=1

je tedy po deformaci popsan vztahem: XTA'X=1



pri¢emz deformace je popsana transformacnimi rovnicemi:
x =D.X x'=X"D"
Pted deformaci je povrch objektu tedy tvofen body, jejichZ polohové vektory vyhovuji podmince:

X".AX=1

Pti deformaci jsou polohové vektory transformovany podle rovnic:

x =D.X x'=X"D"

povrch deformovaného objektu tvofi stale tytéz body vyhovujici tedy nadale ptivodni podmince, jejich polohové
vektory vSak byly nyni transformovany:

Podex'.A.x = X".DT.A.D.X =1 ofen body, jejichZ polohové vektory vyhovuji podmince:
X"AX=1

Transformaci pivodni podminky jsme ale ziskali vztah:  xT . A.x=X".DT.A.D.X =1

tj.: X'.D'.ADX=X"A'X

Deformace eliptické nebo elipsoidalni ¢astice je tedy popsana vztahem:

A'=D'".AD

kde A je matice elipsy (i elipsoidu) pied deformaci A¢ je matice elipsy (i elipsoidu) a D je matice deformace.

Grafické znazornéni tvaru a orientace elipsoidu

Orientace elipsoidu je popsana orientaci jeho hlavnich os.
Tvar elipsoidu je popsan pomérem délek jeho hlavnich os.

Pro uplny popis orientace elipsoidu jsou zapotiebi tii nezavislé parametry, pro uplny popis tvaru pak dalsi dva
nezavislé parametry. Je tedy obtizné graficky znazornit soucasné orientaci i tvar.

Orientace elipsoidu je popsana orientaci jeho hlavnich os.

Orientace hlavnich os 1ze znazornit jednoduse jako orientace piimek v Lambertové projekei.



Tvar elipsoidu je popsan pomérem délek jeho hlavnich os.
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Tvar elipsoidu lze snadno znazornit pomoci Flinnova grafu (K-grafu).

Grafické znazornéni tvaru a orientace elipsy

Orientace elipsy je popsana orientaci jeho dlouhé osy (tj. thlem @ ktery svira dlouha osa s referen¢nim smérem).
Tvar elipsy je popsan pomérem délek jeho hlavnich os (tj. elipticitou R).

Orientace elipsy je tedy popsana jedinym nezavislym parametrem, tvar elipsy je popsan rovnéZz jedinym
nezavislym parametrem. Dva parametry lze graficky znazornit snadno - je tedy jednoduché graficky znazornit

soucasné orientaci i tvar elipsy.

Nejpouzivangj§im grafickym znazornénim je tzv. Ry/@ graf.
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R¢je elipticita objektu po deformaci (f ... final).
Puivodni elipticita objektu (pfed deformaci) se oznacuje jako R; (i ... initial),
elipticita elipsy deformace se oznacuje R, (s ... strain).

@ je orientace dlouhé osy objektu po deformaci.

Puvodni orientace (pfed deformaci) se oznacuje 0.

Je-li znama orientace dlouhé osy elipsy deformace, je tento smér obvykle pouzit jako smér referencni. Neni-li
to mozné, pak se smér dlouhé osy elipsy deformace oznacuje vétSinou jako @.



Do Ry@ grafu jsou obvykle vynaSeny hodnoty zji§téné méfenim v terénu - tj. elipticity a orientace
deformovanych objektti (neboli hodnoty Rsa @ - odtud nazev grafu).

Pro jakoukoli elipticitu jiz z jeji definice plati:
R=>1
Pro jeji logaritmus tedy plati:

logR =0

S vyhodou pak lze pouzivat Ry/@ graf s logaritmickou vertikalni $kalou, ktera umoznuje prehledné znazornit
situaci, kdy se elipticita jednotlivych objektl vzdjemné vyznamneé lisi.

logR;

logR, [====-- ®

0

90 -60 -30 0 30 60 90

¢

Méné pouzivany je graf Elliotiv (Elliot 1968), ktery vznikne ,,svinutim* R¢/@ grafu do kruhu.

Deformace eliptickych ¢éastic

Deformace eliptické ¢astice je popsana transformaci:
A'=D".AD

Je-1i pivodni (nedeformovana) ¢astice kruhova, pak je jeji matice jednotkovou matici L.
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Popis deformace pak ma tvar:
A'=D'.LD

Pivodné kruhovy objekt ma po deformaci tvar a orientaci shodnou s tvarem a orientaci deformacni elipsy!
Elipticita deformovaného objektu je pak rovna elipticit¢ deformace, orientace hlavni osy objektu je paralelni se
smérem maximalniho protazeni!

Tvar a orientace ptivodné kruhovych (nebo vzhledem k deformaci téméi kruhovych) objekti (kruhové prifezy
valcovitymi fosiliemi - napf. korali, ¢lanky lilijic apod.) tedy umoziiuje pfimo méfit velikost a hlavni smér
deformace.

Pokud je elipticita deformace dostatecné velka, je i v ptipadé ptivodné eliptickych (nikoli kruhovych) &astic
jejich tvar po deformaci blizky tvaru deformacni elipsy. Primér hodnot R¢ se pak pfiblizuje hodnoté R,. Existuje
vice primeéru, lze ukazat, ze nejrychleji se hodnoté R, ptiblizuje harmonicky prameér H:
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Uvedenych vztahii vyuziva metoda harmonického pruméru.
Podminkou platnosti této metody je tedy:
- Zanedbatelna (v porovnani s elipticitou deformace) elipticita pivodnich ¢astic

Na myslence blizké deformaci ptivodné kruhového tvaru je zalozena také Fryova graficka tzv. stifedova metoda.
Metoda vychazi z ptedpokladu ptivodniho (pfeddeformacéniho) statisticky uniformniho rozlozeni ¢astic v matrix
— predpoklada se, Ze stiedy vSech sousednich ¢astic maji vzajemné podobné vzdalenosti.

Po deformaci jsou vzdalenosti stfedii sousednich castic (délky usecek s krajnimi body ve stiedech sousednich
¢astic) zménény v zavislosti na velikost a hlavnich smérech deformace. Stiedy nejblizSich Castic tak jiz
nevymezuji kruznici, ale elipsu odpovidajici elipse deformace.

Podminkou platnosti metody stiedu je:

- Castice jsou natésnany jedna ke druhé

- Pivodné podobna vzdalenost stfedii vSech sousednich Castic (tato podminka je nejlépe splnéna tehdy, kdyz
castice maji vzdjemné podobnou velikost)

Pokud byl pivodni objekt obecné orientovanou elipsou, pak byl jeho plvodni stav popsany elipticitou R; a
odchylkou jeho dlouhé osy od sméru maximalniho protazeni 8 zménén pti deformaci, jejiz velikost je definovana
elipticitou deformace R;. Po deformaci ma pak objekt elipticitu Ry a jeho dlouhd osa svird se smérem
maximalniho protazeni uhel @.
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Kazdy ze zminénych parametri (R;, Ry, Ry, 0 a @) si 1ze vyjadiit jako funkci zavislou na zbyvajicich parametrech
(respektive Casto na tiech ze zbyvajicich parametr():

2 —
sin 20 = R, sz ! sin 2
R, (R2-1
2 —
sin 2= R Riz ! sin 20
R (RZ-1

o 2R, (R2 ~1)sin 26
PR AR 1)+ R -1 (RE +1)eos 26

f
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Vsimnéme si, ze vztah pro Ry ukazuje, ze pii Ri=1 (tj. pfi pivodné kruhové ¢astici) je R=R;:
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R=1, soucasné vime ze @=0:
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Zname-li tedy tvar a orientaci Castice pied deformaci a zname-li velikost deformace, mtizeme snadno vypocitat
tvar a orientaci ¢astice po deformaci.

Zname-li naopak tvar a orientaci ¢astice po deformaci a zname-li velikost deformace, mizeme snadno vypocitat
tvar a orientaci Castice pied deformaci.

Za ptedpokladu koaxiadlni deformace pak mizeme sledovat postupnou zménu tvaru a orientace ¢astice s ménici
se velikosti deformace.
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Vsechny tyto stavy pak v R¢/@ grafu vymezuji kivku nazyvanou ,,deformacni cesta“.

Nezname-li velikost deformace, nelze uréit z koneéného tvaru a orientace objektu piivodni tvar a orientaci (a
naopak z puvodniho tvaru a orientace nemuzeme uréit tvar a orientaci po deformaci). Vime jen, Ze bod
znazornujici tento tvar a orientaci v R¢/@ grafu musi lezet na deformacni cestg.

Pro jakoukoli deformaci existuje bod na deformacni cesté popisujici tvar a orientaci pivodni (¢i deformované)
castice. Proto nelze pouze z tvaru a orientace deformovanych eliptickych ¢astic urcit velikost deformace a jejich
puvodni tvar a orientaci! Pro takové urceni je nutné vyslovit dopliiujici predpoklad, ktery blize specifikuje
celkovou stavbu celého souboru ¢éstic.




