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Abstrakt prednasky

Abstrakt

V této kapitole se seznamime se soustavami linearnich rovnic
nad obecnym télesem K a naucime se je Fesit.

Vyuzijeme pfi tom zapis soustavy pomoci jisté matice.
Strukturni vlastnosti mnoziny viech feSeni dané soustavy a
jejich disledky budeme studovat az pozdéji, poté, co se blize
seznamime se strukturou vektorovych prostor.



Maticovy zapis |

Zakladni pojem tohoto odstavce je pojem linedrni rovnice.



Maticovy zapis

Linearni rovnici o n neznamych x1, ..., x, nad Ciselnym télesem K
rozumime formuli tvaru

aixy + axxo + ...+ apxn = b,

kde a1,a2,...,an, b € K, v proménnych xq,x2, ..., X,.



Maticovy zapis Ill

Soustavou m linearnich rovnic o n neznamych xi, x2, ..., x, nad
Ciselnym télesem K rozumime konjunkci formuli tvaru

ainxy + anaxe + ...+ ainXp = b1

amX1 + amXe + ... +  ampXn = bm7

kde ajj, bi, 1 <i<m,1<j<n, jsou skalary z K.



Maticovy zapis IV

Matici A = (aj;) € K™*" nazyvame matici soustavy, sloupcovy
vektor b = (by,...,byn)T € K™ nazyvame jeji pravou stranou.

Rozsirenou matici soustavy nazyvame blokovou matici
(A ’ b) e Km><(n+1)_

Soustava sa nazyva homogenni, je-li b = 0; v opaéném pripadé sa
nazyva nehomogenni.



Maticovy zapis V

Uvedenou soustavu mizeme stru¢né a Gsporné zapsat

v maticovém tvaru
A -x=b,

resp., pokud jde o homogenni soustavu, v tvaru
A-x=0.

Resenim soustavy A - x = b nazyvame takovy vektor
x = (x1,x2,...,%,)7 € K", jehoz slozky vyhovuji kazdé z rovnic
této soustavy, t.j. plati A-x = b.



Maticovy zapis VI

Viyresit soustavu znamena najit vSechna jeji feeni, t.j. popsat
mnozinu vsech jejich feSeni.

Dvé soustavy A-x=b aB-x=c, kde A, B € K™*",

b,c € K™, se nazyvaji ekvivalentni, pokud maji stejnou
mnozinu feseni, t.j. pokud pro véechna x € K" plati A-x=0b
pravé tehdy, kdyz B - x = c.



Poznamka |

(a) Podtrhnéme, ze feSenim soustavy rozumime vzdy sloupcovy
vektor x a ne jeho slozky.

Tak napfiklad soustava

2x+3y = 12
3x =2y =

(6;]

nad télesem R ma jediné feseni ( ; > = < 2 > a nikoliv dvé

feSeni x =3, y = 2.



Poznamka Il

Budeme pak fikat, ze soustava ma jediné reseni x =3, y = 2.

(b) Vsimnéme si, ze pocCet rovnic soustavy a pocet neznamych se
nemusi rovnat. V obvyklém pfipadé, kdyz rovnic je stejny pocet
jako neznamych, ocekavame, Ze soustava bude mit jediné feseni.

Pokud je rovnic méné nez neznamych, Ize ocekavat, ze soustava
bude mit vicero (pfipadné i nekonecné mnoho) feseni.



Poznamka Il

Naopak, pokud je rovnic vice nez neznamych, maze se stat, ze
soustava nebude mit Zadné feSeni. Naproti tomu, Ze tato ocekavani
vyjadruji "prevladajici trend", lehce Ize najit priklady, kdy se nemusi
splnit.

Poznamenejme, ze homogenni soustava A - x = 0 ma (bez ohledu
na poCet neznamych a pocet rovnic) vzdy alespon jedno FeSeni — je
jim nulovy vektor x = 0.



Poznamka IV

Neni dillezité, jakymi znaky jsou oznaCené nezndmé v soustavé
A-x=b.

Na jeji feSeni nema vliv, zda si vektor neznamych oznaéime
x=(x1,...,x,)" neboy = (y1,...,yn)" nebo n&jak jinak.

To znamend, ze celd informace o této soustavé, potfebna pro
nalezeni viech jejich feseni, je obsazena v rozsifené matici soustavy
(A|b), resp., pokud piijde o homogenni soustavu, jen v matici
soustavy A.



Poznamka V

Proto i metoda feSeni soustav linearnich rovnic, se kterou se nyni
seznamime, bude zalozena jen na Gpravé této matice.

Rozsifenou matici (A | b) soustavy A -x = b budeme upravovat tak,
abychom dostali né&jakou jinou matici (B |c), ktera odpovida nové
soustavé B - x = ¢, pficemz tato spliuje nasledujici dvé podminky:



Poznamka VI

(a) Soustava B - x = c je ekvivalentni s piivodni soustavou
A - x = b, t.j. ma stejnou mnozinu Feseni.

(b) VSechna jeji feseni mizeme pfimo vycist z jeji rozsirené matice

(B]c).

Pak fikame, ze soustava B - x = c je vyresena.



Redukovany tvar |

Rikame, ze prvek ajj matice A € K™*" je vedouci prvek i-tého
radku matice A, pokud aj # 0, a j = 1 nebo a; = 0 pro viechny
1< /<.

Jinak feceno, vedouci prvek nenulového radku je prvni nenulovy
prvek tohoto fadku.Nulovy fadek nema vedouci prvek.



Redukovany tvar |

Rekneme, ze matice A = (a;;) € K™ " je v redukovaném
stupnovitém tvaru, pokud splhuje nasledujici ¢tyfi podminky:
(a) Je-liri(A) #0 arg(A) =0, pak i < k;
t.j. kazdy nenulovy radek matice A lezi nad kazdym
Jjejim nulovym radkem.

-li ifr i - . - ] ’

(b) Jsou-li ajj, ay vedouci prvky i-tého resp. k-tého radku a i < k
pak plati j < /; t.j. vedouci prvek vyssiho radku lezi vice
vlevo nez vedouci prvek nizsiho radku.



Redukovany tvar Ill

(c) Je-li ajj vedouci prvek i-tého radku, pak a; = 1; t.j. vedouci
prvek kazdého nenulového radku je 1.

(d) Je-li ajj vedouci prvek i-tého fadku, tak axj = 0 pro kazdé
k # i; t.j. v sloupci, v kterém sa nachazi vedouci prvek
nejakého radku, jsou vsechny ostatni prvky rovné 0.



Redukovany tvar IV

Pokud matice A spliuje pouze podminky (a), (b), fikame, ze je v
stupnovitém tvaru. Pouziva se téz nazev (redukovany)
schodovity tvar.

Nasledujici matice nejsou ve stuphovitém tvaru

o = O
o onN
o O =
o = O O
= O O O

o O+~ O



Redukovany tvar V

Matice jsou ve stupnovitém tvaru, ale nejsou v redukovaném
stuphovitém tvaru.

23 0 1 1 2 3 4
01 23

0 01 4

000 0 0 012
0 001



Redukovany tvar VI

Matice jsou v redukovaném stupnovitém tvaru.

o O O
O O =
o O o
o O~ O
OO N

o = O
= O O

o= OO



Redukovany tvar VII

Jednotkova a nulova matice jsou v redukovaném stupfovitém tvaru.

Priklad

10 -20 03
Ble)=( 01 6 0 0]0
00 0 1 0]1

je matice v redukovaném stupnovitém tvaru nad R.



Redukovany tvar VIII

Tato matice odpovida soustavé

X1 - 2X3 =3
Xxo + 6x3 =

v neznamych xq, xo, X3, X4, Xs.

Tato soustava ma nekone&né& mnoho reseni.



Redukovany tvar IX

Kazdé volbé parametrii s, t € R zodpovida jedno feseni

x1 =342s
X = —606s
X3 = S
X4 = 1

X5 = t.



Redukovany tvar X

Pfeznaceni neznamych za parametry x3 = s, x5 = t a jejich presun
na pravou stranu je natolik bezprostfedni Gprava, ze soustavu
prislusnou k matici (B | c) mizeme povazovat za vyfesenou.

Redeni |ze napsat pfimo na zakladé matice (B |c).
Soustavu linearnich rovnic B - x = ¢ nad télesem K budeme

nazyvat vyresenou soustavou, pokud jeji rozsifena matice (B |c)
je v redukovaném stupnovitém tvaru.



Redukovany tvar XI

V pripadé homogenni soustavy se staci omezit pouze na matici B.

Nyni ukazeme, jak mizeme k dané blokové matici (B | c)
v redukovaném stupiovitém tvaru najit viechna feSeni soustavy
B-x=c.

Nejprve si ujasnime, kdy je takovato soustava resitelna, t.j. ma
alespon jedno feseni.



Redukovany tvar XI|

Soustava B - x = ¢ ma feSeni pravé tehdy, kdyz se v matici (B | c)
nenachazi radek tvaru

n-krat

Takovy fadek odpovida rovnici 0 = 1, ktera o€ividné nema reseni.
To, ze nepfitomnost takovéhoto Fadku je i postacujici podminkou

fesitelnosti soustavy, vyplyva z nasledujiciho postupu, jak toto
feSeni najit.



Redukovany tvar XIII

Pokud se v j-tém sloupci matice B nenachazi vedouci prvek
zadného radku, tak si neznamou x; zvolime za parametr.

Pokud se v j-tém sloupci nachadzi vedouci prvek néjakého fadku,
tak si vyjadfime neznamou x; pomoci parametrii tak, Ze sloupce
matice B pfislusné témto parametrim "pfehodime s opaénym
znaménkem na druhou stranu".



Redukovany tvar XIV

Priklad.
100 23 -1/2] 5
Blc)y=[ 0 1 0 3/4 0 2
001 -4 —2/5| =2

je matice v redukovaném stupnovitém tvaru nad R.
Vidime, Ze se v ni nenachazi radek tvaru (0,0,0,0]1), tedy
soustava B - x = ¢ by méla mit reseni.



Redukovany tvar XV

Vedouci prvky fadki matice B sa nachazaji ve sloupcich 1, 2 a 3.
Za parametry si tedy zvolime neznamé x4 a x5. ReSenim soustavy je
kazdy vektor (x1, X2, X3, x4,x5)" € R tvaru

X1 = 5—254—%1'
X2 = 2—%5
x3 = —2+4s+it
X4 = S

X5 = t,



Redukovany tvar XVI

Parametry s,t € R mohou nabyvat libovolné hodnoty. Zlomka u
parametrii se mizeme zbavit. Je jedno, zda si parametrické proménné
zvolime ve tvaru x4 = s, x5 = t nebo ve tvaru x4 = 12s, x5 = 10t,

kde s, t € R.
X1 = 5— 8s +5t
X = 2 —9Os
x3 = —2+436s+ 4t
X4 = 12s

X5

10t

P¥i takovéto volbé
parametr(i dostaneme
viechna feSeni soustavy
ve tvaru bez zlomka.



ERO a ESO |

Elementarni radkovou operaci (transformaci), zkracené ERO,
na matici A € K™*" rozumime

I. Vymenu dvou radki matice A;

Il. Viynasobeni nékterého fadku matice A nenulovym skalarem
z Ciselného télesa K;

[1l. Pricteni skalarniho nasobku nékterého radku matice A
k jejimu jinému fadku.



ERO a ESO I

Matice A, B € K™*" sa nazyvaji radkove ekvivalentni, oznaceni
A ~ B, pokud jednu z nich mizeme upravit na druhou kone¢nym
poctem elementarnich radkovych operaci.

Analogické pojmy — elementarni sloupcové operace (ESO) a
sloupcova ekvivalence matic, oznaceni A B.



ERO a ESO Il

Vyménou i-tého a k-tého fadku v matici

rl(A) rl(A)

ri(A) 4(A)
A= : dostaneme matici :

ri(A) ri(A)




ERO a ESO IV

Vynasobenim i-tého radku matice A skalarem ¢ # 0 dostaneme

matici
ri(A)
Cr,'(A)
: Vynasobenim j-tého fadku této matice
re(A) skalarem ¢=1 # 0 ziskame opét matici A.
rm(A)



ERO a ESO V

Pri¢tenim c-nasobku i-tého fadku matice A k jejimu k-tému Fadku
z ni dostaneme matici




ERO a ESO VI

Viimnéme si, Ze j-ty fadek pfi této Gpravé zlistava nezménény.
Matici A z této matice ziskame prictenim (—c)-nasobku jejiho
i-tého fadku k jejimu k-tému fadku.

Poznamenejme, Ze, v pfipadé vymény opétovnou vyménou i-tého a
k-tého fadku v matici vzniklé vyménou i-tého a k-tého radku,
ziskame zase matici A.



ERO a ESO VII

Je-li A - x = b soustava s rozsifenou matici (A|b) a blokova
matica (A’ |b’) vznikne z (A | b) provedenim jedné (nezalezi které)

ERO, pak soustava A’ - x = b’ je ekvivalentni s ptivodni soustavou
A-x=bh.



ERO a ESO VI

Elementarni radkové operace na matici (A |b) totiz odpovidaji

» postupné zameneé poradi dvou rovnic soustavy,
» vynasobeni nekteré rovnice nenulovym skalarem

» pricteni néjakého nasobku jedné rovnice k jiné rovnici.



ERO a ESO IX

Presnéji nahrazenim dvojice rovnic
r,-(A) - X = b,‘, I’k(A) X = bk
dvojici rovnic

ri(A) - x = b, (ri(A) + cri(A)) - x = by + cby.



ERO a ESO X

Je-li A - x = b soustava s rozsifenou matici (A|b) a (A’ |b’)
rozsifena matice nové ekvivalentni soustavy A’ - x = b’, mazeme se
od nové soustavy vhodnou ERO provedenou na jeji rozsifené matici
opét vratit k ptivodni soustavé A - x = b.



ERO a ESO Xl

Tvrzeni

Necht K je téleso, A, B € K™ " b,c € K™. Jsou-li blokové
matice (A | b), (B |c) radkové ekvivalentni, pak jsou i soustavy
linernich rovnic A - x = b, B - x = ¢ ekvivalentni.



ERO a ESO XII

Véta
Kazda matice nad ciselnym télesem K je radkové ekvivalentni
s néjakou (pravé jednou) matici v redukovaném stupriovitém tvaru.

Poznamka. Uvedeny redukovany stupnovity tvar dané matice je
jednoznaéné urceny.



ERO a ESO Xl

Priklad

Je dang soustava
2x1  +3x — X4 =
3x1 4+2x0 +4xz3 —2x4 =
X1 — X2 +4x3 — xu =

tfech rovnic o ¢tyfech neznamych nad télesem R.

o



ERO a ESO XIV

Jeji rozsifena matice je

2 3 0 -1 1
3 2 4 =2
1 -1 4 -1 |2

P¥i jeji apravé na redukovany stuphovity tvar budeme vynechavat
nékteré mezikroky a zaznamename jen nékteré vysledky vicero
provedenych ERO.



ERO a ESO XV

Posledni radek matice ddme na prvni misto, potom jeho
(—2)-nasobek pricteme k ptivodnimu prvnimu radku, ktery
posuneme na druhé misto, a (—3)-nasobek pivodniho posledniho
fadku pficteme k ptivodnimu druhému radku, ktery posuneme na
treti misto. Dostaneme tak matici

1 -1 4 -1 2

0 5 -8 1] =3
0 5 -8 1| -6



ERO a ESO XVI

Prictenim (—1)-nasobku druhého fadku k tretimu fadku dostaneme
matici

1 -1 4 -1 2

0 5 -8 1| -3

0 0 0 0] -3
Z tohoto tvaru vidime, Ze soustava odpovidajici posledni matici
nema feSeni — obsahuje totiz rovnici 0 = —3. Tedy ani ptivodni
soustava nema reseni.



ERO a ESO XVII

Dokon¢ime Gpravu na redukovany stuphovity tvar, ktery dostaneme
vynasobenim tretiho fadku skalarem —1/3, pfictenim (—2)-nasobku
resp. 3-nasobku tohoto nového radku k prvnimu resp. druhému
radku a, konecné, vynasobenim druhého radku skalarem 1/5:

10 12/5 6/5 | 0
01 -8/5 1/5| 0
00 0 01



ERO a ESO XVIII

Tvrzeni

Necht A € K™" b e K™ am < n, t.j. soustavy A -x =0,

A - x = b obsahuji méné rovnic nez neznamych. Potom

(a) homogenni soustava A - x = 0 ma s reSenim xo = 0 alespon
Jedno reseni x # 0;

(b) pokud existuje alespori jedno reseni soustavy A - x = b, pak
ma tato soustava vice neZ jedno Feseni.



Gaussova EM |

Dale uvedeme tzv. Gaussovu eliminacni metodu feSeni soustav
linedrnich rovnic. Rozsifenou matici soustavy upravime jen na
stupnovity (tedy ne nutné redukovany stupnovity) tvar.



Gaussova EM I

Z tohoto tvaru mizeme snadno uréit, zda ma soustava néjaké
reSeni (pfislusna matice nesmi obsahovat radek tvaru (0,...,0|d),
kde 0 # d € K). V tomto piipadé mizeme vsechna FeSeni soustavy
ziskat volbou parametrii (opét si za né volime neznamé x; takové,
ze v j-tém sloupci se nevyskytuje vedouci prvek zadného fadku) a
zpétnym dosazovanim, t.j. eliminaci neznamych pomoci
parametri.



Gaussova EM 1

Priklad
Predpokladejme, Ze rozsifenou matici néjaké soustavy nad R jsme
si pomoci ERO upravili na stupnovity tvar

023 0 -1 411
000 -2 5 4|0
000 0 3 1|4



Gaussova EM |V

Tato matice odpovida soustavé

2xo  +3x3 — x5 +4x6
—2x4 +bxs +4xg
3xs + Xp

Za parametry si zvolime proménné x1, x3 a Xg.



Gaussova EM V

Zpétnym dosazovanim postupné dostaneme viechna reseni
v parametrickém tvaru

Xe = t

X5 = %(4—X6) % 1

xs = 5(5x5+4x) =% — It

X3 = S

X2 = 3(1-3x3+x5—4x6) = ¢ — %sf%‘q’t
X1 = r,

kde r,s, t € R.



Gaussova EM VI

Pfipadné, po trochu "vhodnéjsi" volbé parametri, bude feseni

v tvaru
X = 6t,
X5 = %— 2t,
X4 = ?0 — Tt,
X3 = 25,
x» = L—-3s+13t

X1 = r.



Gaussova EM VII

Zpétné dosazovani miizeme nahradit dalsi Gpravou rozsifené matice
soustavy pomoci ERO na redukovany stupiovity tvar.

Stadi totiz vynasobit nenulové fadky prevracenymi hodnotami jejich
vedoucich prvki a pfictenim vhodnych nasobki téchto radki
vynulovat zbyvajici nenulové prvky ve sloupcich obsahujicich
vedouci prvky jednotlivych fadka.



Gaussova EM VIII

Gaussova eliminaéni metoda je uzite€na zejména tehdy, pokud nam
nejde ani tak o explicitni tvar feSeni, ale spiSe o samotnou otazku
FeSitelnosti soustavy, pfipadné o pocet parametri, které se v nich
vyskytuji.

Toto vie je mozné zjistit uz na zakladé n&jaké matice

ve stupiovitém tvaru, ktera je radkové ekvivalentni s pavodni
rozsifenou matici soustavy. V tomto pfipadé si tedy mizeme
odpustit dalsi dpravu na redukovany stupfovity tvar i zpétné
dosazovani.



