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Abstrakt

V této kapitole se sezndmime s maticemi, t. j. obdélnikovymi
tabulkami, s jejichz pomoci budeme kédovat nejriiznéjsi diilezité
idaje o vektorovych prostorech, a nau¢ime se s nimi pracovat.
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Matice nad danou mnozinou |

Necht X je libovolna mnozina a m,n € N.

Matici typu m x n, nebo téz m x n-rozmérnou matici nad
mnozinou X rozumime obdélnikovou tabulku



Matice nad danou mnozinou ||
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Matice nad danou mnozinou Il

Prvky aj € X, kde 1 </ < m, 1 <j < n, se nazyvaji prvky
matice A.

Prvek ajj, ktery se nachazi v i-tém radku a j-tém sloupci matice A
nazyvame téz prvek v misté (na pozici) (i, ), resp. (i,j)-ty
prvek matice A.

Mnozinu véech m X n-rozmérnych matic nad mnozinou X znacime
XM (téz Matpm o(X)).

Pokud m = n, mluvime o ctvercovych maticich radu n nad
mnozinou X.



Matice nad danou mnozinou IV

Poznamenejme, ze v pfipadé, kdyz nékteré z Cisel m, n je 0,
mnozina X™*" sestava z jediné a to prazdné matice (). Dale se
budeme vzdy bavit jen o maticich kladnych rozmérii m x n.

Dvé matice nad mnozinou X povazujeme za navzajem stejné
neboli totozné, pokud maji stejné rozméry a stejné prvky na
prislusnych mistech.



Matice nad danou mnozinou V

To znamena, ze pro matice A = (@) mxn, B = (bjj)pxq nad X
klademe A = B pravé tehdy, kdyz m = p, n = q a pro vsechny
i=1,...,m j=1,... nplati aj = b.

Mnozina matic typu 1 X n nad X splyva s mnozinou X", pokud
usporadané n-tice prvki z X zapisujeme do radku. Podobné, pokud
usporadané m-tice prvkt z X zapisujeme do sloupce, tak mnozina
matic typu m X 1 nad X splyva s mnozinou X".



Matice nad danou mnozinou VI

Necht A = (a;) € X™*". Usporadanou n-tici

fi(A) = (3i1, ai2y .. ain) S Xlxn,

kde 1 < i < m, nazyvame i-tym radkem matice A.



Matice nad danou mnozinou VII

Podobng, uspofadanou m-tici

81J'

a.
s(A)=| 7 | ke1<j<n

amj

nazyvame j-tym sloupcem matice A.



Matice nad danou mnozinou VIII

Matici A tak miizeme ztotoznit jak se sloupcem slozenym z jejich
radki tak s radkem slozenym z jejich sloupcd, t.j.

A = (Sl(A)v 52(A)a SRR S"(A))’



Matice nad danou mnozinou IX
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Matice nad danou mnozinou X

Matici, kterou ziskdme z matice A = (a,-j)mx,, zaménou jejich

radki a sloupcii, nazyvame transponovanou matici k matici A a
.. e AT

znacime ji A



Matice nad danou mnozinou Xl
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Matice nad danou mnozinou Xl

di1 dz1 ... dmil

a2 dx» ... am
AT =

dip dp ... dmn

To znamena, ze AT € X"*™ a prvek na pozici (i,j) matice AT je
aji.



Matice nad danou mnozinou Xl

Zrejmé pro libovolnou matici A € X™*" plati

(AT)T = A.

Transpozici matic-fadki z X**" dostaneme matice-sloupce z X"*!
a transpozici matic-sloupcii z X™! matice-fadky z X**™.



Matice nad danou mnozinou XI|

Na zakladé této poznamky lze snadno vidét, ze pro libovolnou
matici A€ X" a1 <i<m, 1<) <noplati

S,'(AT) = r,-(A)T, rj(AT) = Sj(A)T.



Matice nad danou mnozinou XllI

Ctvercova matice A € X" se nazyva symetricka, pokud
A=AT t]j pokud ajj = aji pro véechny indexy /,j = 1,...,n.

Posloupnost prvkii (811, a2, - - -, ann) nazyvame diagonalou
Ctvercové matice A.

Transponovanou matici k ¢tvercové matici A ziejmé ziskame
"osovou soumérnosti" jejich prvki podle diagonaly.



Matice nad danou mnozinou XIV

Nékdy bude uziteéné spojit dvé matice A € X™*™Mm B € X™M*m
se stejnym poctem fadki do jedné matice tak, Ze pfislusné tabulky
jednoduse napiseme vedle sebe.

Vysledna matice je typu m x (n; + np) a znacime ji (A, B),
pripadné (A | B).



Matice nad danou mnozinou XV

Podobné mtizeme spojit dvé matice A € X™*" B € Xmx"
se stejnym poctem sloupcii do jedné matice tak, ze pfislusné
tabulky napiseme pod sebe.

Vysledna matice je typu (m; + my) X n a znacime ji

(5) o (3),



Matice nad danou mnozinou XVI

Pravé popsané konstrukce jsou priklady tzv. blokovych matic.
Pavodni matice, ze kterych takto vytvarime blokovou matici,
potom nazyvame jejimi bloky.

Samoziejmé miizeme vedle sebe resp. pod sebe zaradit vétsi pocet
blokli nez pouze dva.

Naopak, nékdy miize byt ucelné vyznacit v dané matici néjaké
mensi obdélnikové ¢asti jako jeji bloky.



Matice nad danou mnozinou XVII

Pak mluvime o tzv. blokovém tvaru dané matice.

Prikladem toho byl zapis matice A € X™*" jako fadku slozeného z
jejich sloupcil, pfipadné jako sloupce slozeného z jejich fadka.

Uvedena dvé schemata vytvareni blokovych matic "vedle sebe" a
"pod sebe" mizeme kombinovat.



Matice nad danou mnozinou XVIII

Napf. z matic Ay € X™M>XM A, € XMxm2 Ay € Xm2xm,
A, € X™*"2 mizeme vytvorit blokovou matici

A11 A12
A21 A22

typu (m1 —+ m2) X (n1 —+ nz).



Matice nad danou mnozinou XIX

Tuto konstrukci miizeme ziejmym zpiisobem zevseobecnit i na vétsi
systémy matic a zapsat ve tvaru

A11 c.. A1/
A= (Aj)x = o],
Ag ... Ay



Matice nad danou mnozinou XX

pficemz jednotlivé bloky Aj; jsou matice nad X rozméra m; X n;,
kde (my, ..., my), (n,...,n;) jsou n&jaké konecné posloupnosti
pfirozenych Cisel.

Matici nad mnoZinou X z této "matice matic" dostaneme tak, Ze si
v A odmyslime vnitini zavorky oddélujici jeji jednotlivé bloky Aj;.



Matice nad danym télesem |

Na mnoziné X, nad kterou jsme vytvareli prislusné matice, jsme
doposud nepredpokladali zadnou dalsi strukturu.

Na mnozinach matic X™*" sa nam pomérné bohata struktura
pfirozenym zpiisobem objevila.



Matice nad danym télesem I

Vsechny doposud zavedené maticové operace a vlastnosti vsak mély
vyluéné poziéni charakter — zakladaly sa na reprezentaci kazdé
matice jako prislusné obdélnikové tabulky.

Dalsi maticové operace a vlastnosti, které hodlame zavést a pozdéji

vyuzivat, uz budou podminéné pfitomnosti jisté struktury na
mnoziné X.



Matice nad danym télesem [lI

se budeme zabyvat, tvofi matice nad né&jakym télesem.
V celém odstavci K oznacuje pevné zvoleng, jinak vsak libovolné
téleso.

V souladu s predeslym odstavcem K™*" kde m, n € N, oznacuje
mnozinu véech matic typu m X n nad &iselnym télesem K.



Matice nad danym télesem IV

Pro pevné m, n € N budeme na mnoziné matic K™*" definovat po
slozkach operace souctu a skalarniho nasobku. Tedy pro matice
A = (ajj)mxn. B =(bjj)mxnnad Kace K

A+B = (a,-j+b,-j)mx,,,
cA = (caj)mxn-



Matice nad danym télesem V

Soucet matic A + B je definovany jen pro matice A, B stejného
typu a samotna matice A + B je téhoz typu jako A a B.

Neutralnim prvkem operace séitani na K™*" je matice typu

m X n, jejiz véechny prvky jsou nulové; nazyvame ji nulova matice
typu m X n a oznacujeme ji Op, , resp. O, je-li jeji rozmér jasny

z kontextu nebo na ném nezalezi.



Matice nad danym télesem VI

Opaénym prvkem k matici A = (a;;)mxn je zfejmé matice

—A = (—aj)mxn-

Matice pevného typu m X n nad télesem K s takto definovanymi
operacemi souctu a skalarniho nasobku tvofi vektorovy prostor
nad télesem K tj. K™*" bude dale oznacovat prislusny vektorovy
prostor.



Matice nad danym télesem VII

Nejprve sa nauc¢ime nasobit nékteré dvojice vektord.

Soucinem x -y radkového vektoru x = (xi,...,x,) € K" a
sloupcového vektoruy = (y1,...,y,)" € K™ rozumime skalar

Xy = 27:1Xi)/i-



Matice nad danym télesem VIII

»

Xy = (x5,...,%)" :
Yn

= X1t XY= Do XiVi

V tomto pripadé jde o bézny "skalarni soucin" vektorii x,y € K.



Matice nad danym télesem VIII

Snadno se ovéi, 7e pre véechna n €N, c € K a x,x’ € KX,
y,y € K™1 plati

x-(y+y) = x-y+x-y,
x+x)y = x-y+x -y,
=c(x'y) = cx-y,

X-y — yT-XT‘



Matice nad danym télesem IX

Pro takto definovany soucin vektort jsou splnéné dobre znamé
vlastnosti "skalarniho soucinu".

Rikame, ze nasobeni fadkovych a sloupcovych vektori je
distributivni (z obou stran) vzhledem ke s¢itani a komutuje, t. .
je zaménitelné s operaci skalarniho nasobku.

Posledni rovnost miizeme chapat jako "komutativitu" tohoto
soucinu; vdé&ime za ni komutativité nasobeni v télese K.



Matice nad danym télesem X

Necht m,n,p € N a A = (aj))mxn B = (bjk)nxp-
Soucinem matic A, B rozumime matici

A-B = (ri(A) - 54(B))msp.

Viimnéme si, ze soucin matic A, B je definovany, pouze pokud se
pocet sloupcil matice A rovna poctu fadki matice B, t.j. pravé
tehdy, kdyz fadky matice A a sloupce matice B maji stejny rozmér.



Matice nad danym télesem Xl

Soucin matic typG m X n a n X p je matice typu m X p, coz si
miizeme lehce zapamatovat v symbolickém tvaru

[m x n] - [nx p] = [m x p],
pfipominajicim rozmérové vztahy ve fyzice.

Soucin dvou Etvercovych matic typu n X n je tedy opét matice typu
nxn.



Matice nad danym télesem XI|

Prvek na pozici (7, k) matice A - B dostaneme jako soucin i-tého
fadku matice A a k-tého sloupce matice B, tedy jako vyraz

b1k
ri(A) 'Sk(B): (a,-l,...,a,-,,)-
bnk

n
=apbik + ...+ ainbok = 271 aibjk .



Matice nad danym télesem XllI|

Snadno pak ovéfime nasledujici rovnosti

ri(A-B)=ri(A)-B, si(A-B)=A-s(B).



Matice nad danym télesem XIV

Nasobeni matic je (z obou stran) distributivni vzhledem ke scitani.
To znamena, ze pro libovolné m, n € N a matice A, A’ € K™,
B, B’ € K™P plati

A-(B+B) =A-B+A-B,
(A+A)-B =A-B+A"-B.



Matice nad danym télesem XV

Z distributivity soucinu vektord vzhledem k jejich souctu je totiz
jasné, ze (i, k)-ty prvek matice A - (B + B') je

ri(A)-sk(B+B') = r;(A) - (sk(B) + s«(B'))
=r;(A) - sk(B) + r;(A) - s(B'),

tedy sa rovna (i, k)-tému prvku matice A - B + A - B'. Podobné
pro druhou rovnost.



Matice nad danym télesem XVI

Podobné, s vyuzitim zaménitelnosti soucinu vektorti a skalarniho
nasobku mizeme dokazat, Ze pre libovolny skalar ¢ € K a vsechny
matice A € K™*" B € K"*P plati

A-cB=c(A-B)=cA-B.

Rikame pak, ze nasobeni matic komutuje, t.j. je zaménitelné
s operaci skalarniho nasobku.



Matice nad danym télesem XVII

Nasobeni matic je téz asociativni: pro m,n,p,g € Na A € K™*",
B € K"™P, C e KP*9 plati

A-(B-C)=(A-B)-C.

Pro dikaz toho si staci uvédomit, ze pro libovolné vektory
x=(x1, .., %) € K" y=(y1,...,yp) " € KP*! plati:



Matice nad danym télesem XVIII

Zizl b1k yx
x-(B-y)=(x1,...,%n)" :
Zi:l bnk}’k

= 271 (ko byi) = 3ok (Zf=1 ijjk) Yk =
Y1

(Z?:l)gbjlw--aZleijjp> 7 | =K-B)-y.

Yp



Matice nad danym télesem XIX

Pak pro1 <i<m, 1</<gq, je (i,])-ty prvek na pozici (i,/)
matice A - (B - C)

ri(A)-s(B-C) =ri(A)-(B-s/(C))
= (ri(A) - B) - 5(C)
=ri(A-B)-s/(C),

tedy sa rovna (7, /)-tému prvku matice (A-B) - C



Matice nad danym télesem XX

Ctvercovou matici fadu n, ktera ma vsechny prvky na diagonale
rovné 1 a mimo diagonalu 0, oznacujeme |,, a nazyvame
Jjednotkova matice radu n.

S pouzitim tzv. Kroneckerova symbolu

5. — 1, proi =,
P70, proi#],



Matice nad danym télesem XXI

miizeme psat

In — (6U)n><n —



Matice nad danym télesem XXI|

Jednotkové matice hraji tlohu neutralnich prvki pro nasobeni
matic.

Pro kazdou matici A € K™*7 plati

Im-A=A=A-1,

Mnozina K™ vsech ¢tvercovych matic fadu n je kromé struktury
vektorového prostoru vybavena asociativni operaci nasobeni, ktera
je (z obou stran) distributivni vzhledem ke s¢itani matic, komutuje
s operaci skalarniho nasobku a jednotkova matice 1, je jeji neutralni
prvek.



Matice nad danym télesem XXIII

To nam, podobné jako pro prvky télesa K, umoziuje zavést i
mocniny ctvercovych matic.
Pro A € K™ klademe A° =1, a

AK=A....-A,

k-krat
pro0 < keN;
tedy AL=A, A2=A-A A3=A.A-A, atd.



Matice nad danym télesem XXIII

To nam, podobné jako pro prvky télesa K, umoziuje zavést i
mocniny ctvercovych matic.
Pro A € K™ klademe A° =1, a

AK=A....-A,

k-krat
pro0 < keN;



Matice nad danym télesem XXIII

To nam, podobné jako pro prvky télesa K, umoziuje zavést i
mocniny ctvercovych matic.
Pro A € K™ klademe A° =1, a

AK=A....-A,

k-krat
pro0 < keN;
tedy AL=A, A2=A-A A3=A.A-A, atd.



Matice nad danym télesem XXIV

Uvédomme si, ze pro n > 1 — na rozdil od komutativity nasobeni
v télese K — nasobeni matic z poziénich dtvodii neni komutativni

na K™ Napriklad
1 1) (0 1Y) (1 1+1
01 1 1) \1 1
01y 11\ _ (0 1
11 01/ \11+1)°



Matice nad danym télesem XXV

Naproti tomu komutativita nasobeni v télese K ma za disledek, zZe
pre véechna m, n, p a matice A € K™*" B € K"*P plati rovnost

(A-B)" =BT -AT.
Totiz

ri(A) sk (B) =sk(B)" -ri(A)T =r(BT)-s;(AT).



Matice nad danym télesem XXVI

Operace maticového souctu a skalarniho nasobku mazeme na
blokovych maticich rozlozit na jednotlivé bloky.

Jsou-li A = (Ajj)kxs, B = (Bjj)kx/ blokové matice nad ciselnym
télesem K a odpovidajici si si bloky Aj;, Bj; se stejnym typem
m; x nj, tak jejich soucet je opét



Matice nad danym télesem XXVII

blokova matice

A+B= (A,J + Bij)kx/
s bloky stejnych typ.

S operaci skalarniho nasobku je to jesté jednodussi, totiz nemusime
se starat o shodnost rozmérii jednotlivych bloka.

cA = (CAU)kX/-



Matice nad danym télesem XXVIII

Blokova struktura sa pfenasi i na soucin matic za podminky, ze
sloupce prvni matice jsou ve stejném poradi rozdéleny na stejny
pocet stejné velkych skupin, reknéme ny + ny + ...+ n,, jako
sloupce druhé matice. Tedy pokud A = (Ajj).xv, B = (Bjk)uxw
jsou blokové matice nad K, pricemz blok Aj; je typu m; x n; a blok
Bk typu nj x py, tak jejich soucin je blokova matice tvaru

J
A-B = (Ci)ux, kde blok

Cik =Ai1 - Bix+Apn-Bog+ ...+ Ajy - Bk

Je typu m; X py.



Matice nad danym télesem XXIX

Blokové matice nasobime stejné jako "obycejné" matice, jen s tim
rozdilem, Ze soucet resp. soucin v Ciselném télese K nahradime
souctem resp. soucinem matic.

Jednotkové matice |, jsou pfikladem tzv. diagonalnich matic.
Ctvercovou matici A = (@jj)nxn nazyvame diagonalni, pokud
aj = 0 pro vsechy i # j, t.j. pokud vsechny jeji prvky mimo
diagonalu jsou nuly.



Matice nad danym télesem XXX

Diagonalni matici, kterd ma na diagonale postupné prvky
di,db,...,d, € K znagime diag(dy, >, . .., d,). Tedy napt.

I, = diag(1,...,1).
——
n-krat

Podobné mazeme definovat i tzv. blokové diagonalni matice.



Matice nad danym télesem XXXI

Pokud Az, Aa, ..., Ay jsou Ctvercové matice radd ny, no, ..., ng,
tak blokové diagonalni matici s bloky A1, Ay, ..., A, nazyvame
¢tvercovou blokovou matici
A, 0 ... O
0 A, ... O
diag(Al,Ag,...,Ak) = X i . i s
0 0 ... A

kde 0 nachazejici se na pozici (i, ) oznacuje nulovou matici Oy,



Matice nad danym télesem XXXII

Pravidlo o soucinu blokovych matic se redukuje na zvlast
jednoduchy tvar pro blokové diagonalni matice — nasobeni funguje
diagonalne po slozkach. Pokud A = diag(Aq,...,Ax),

B = diag(Bs,...,By) jsou blokové diagonalni matice, pricemz
odpovidajici si bloky A;, B; jsou Etvercové matice stejného fadu n;,
jejich soucin je blokové diagonalni matice tvaru

A-B:diag(Al-Bl,...,Ak-Bk)

s Ctvercovymi bloky Fadd nq, ..., ng.



Matice nad danym télesem XXXII|

Specialné, pro "obycejné" diagonalni matice plati

diag(ay, ..., a,) - diag(by, ..., b,) =
diag(ai by, ..., anby).

Plati analogicka pravidla pro soucet a skalarni nasobek (blokové)
diagonalnich matic.

A+B = diag(A1+Bl,...,Ak+Bk)
cA = diag(cAy,...,cAy)



Matice nad vektorovym prostorem |

Matice typu m x n nad télesem K jsou specialnim druhem
blokovych matic.

Matici A = (a;;) € K™*" miizeme povazovat jednak za blokovou
matici s bloky aj; typu 1 x 1, jednak se na ni mizeme divat jako na
fadek jejich sloupct resp. jako na sloupec jejich radka.



Matice nad vekt. prostorem [l

A pak chapeme jako matici typu m x 1 nad vektorovym prostorem
K1X" resp. jako matici typu 1 x n nad vektorovym prostorom
Kmxl_

Pro libovolné m, n € N a libovolny (abstraktni) vektorovy prostor V

mame definovanou mnozinu V™*" vsech matic nad mnozinou V.

Na mnoziné V™" mizeme zavést operace souctu a skalarniho
nasobku po slozkach. V™" s témito operacemi tvofi vektorovy
prostor nad télesem K.



Matice nad vekt. prostorem Il

Zobecnime nyni operaci skalarniho nasobku K x V — V na operaci
soucinu mezi maticemi vhodnych typii nad K a nad V.

Pro matice A = (a;) € K™", o = (u) € V"*P klademe
A-a=(vy) e VMP kde

n
Vi = Zj:l a,-jujk .



Matice nad vekt. prostorem IV

Tedy soucin A - « definujeme z formalniho hlediska stejné jako
soucin matic nad télesem K, jen s tim rozdilem Ze operace souctu
v K je nahrazena operaci souctu ve V a operace soucinu v K je
nahrazena operaci skalarniho nasobku K x V — V.

Pro nasobeni matic nad V' maticemi nad K plati distributivita (z
obou stran) vzhledem ke scitani, zaménitelnost s operaci skalarniho
nasobku, asociativita a postaveni jednotkovych matic jako
neutralnich prvka.



Matice nad vekt. prostorem V

To znamend, Ze pro véechna I,m,n,pe N, ce K, A, B € K™*",
Ce KI*m a, B e VP plati:

A (a+B)=A-a+A-3,
(A+B)-a=A-a+B-a,
A (ca)=c(A -a)=(cA): «a,
C.-(A-a)=(C-A) a,

I, o= «.



Matice nad vekt. prostorem VI

Dle amluvy, ze xc = ¢cx pro ¢ € K, x € V, Ize definovat i souéin
matic 3 = (vj;) € V™", B = (bjx) € K"™P v obraceném poradi
jako matici 3B = (wj,) € V™*P takovou, ze

n n
Wi = ZVUbjk = Z bjkv,-j .
J=1 J=1



Matice nad vekt. prostorem VII

S vyuzitim posledni definice mizeme pro A € K™*" o € V"*P,
B e vVmxn B e K"™P dokazat rovnosti

(A-a)T=a”-AT,  (3-B)=BT.pT.

Tedy i pro nasobeni matic nad K maticemi nad V plati
distributivita (z obou stran) vzhledem ke scitani, zaménitelnost

s operaci skalarniho nasobku, asociativita a postaveni jednotkovych
matic jako neutralnich prvka.



Matice nad vekt. prostorem VIII

To znamend, Ze pre vdechna m,n,p,g e N, c€ K, a, B € K™*",
A B e V"™P Ce KPX9 plati:

(a+B)-A=a-A+3-A,
a-(A+B)=a-A+a-B,
a-(cA)=c(a-A)=(ca)-A,
a - (A-C)=(a-A)-C,

a-l,=a.



Matice nad vekt. prostorem X

Vztahy pro fadky a sloupce soucinu z odstavce 2.2.2 ziistavaji
zachované pre oba typu soucinti matic nad K a V, t.].

I’,'(A : a) = I’,'(A) -, Sk(A : a) =A- sk(a)
ri(B-B)=ri(8)-B,  s(B-B)=p"s«(B)

pre vsechny A € K™" o € V™P B V™" B e K"™P,



Matice nad vekt. prostorem X

Definice souéinti A -, 3 - B jsou ve shodé s ptivodnim nasobenim
matic.

Chapeme-li matici A € K™*" jakozto radek, t.j. jakozto matici
typu 1 x n nad prostorem sloupcovych vektori K™, tak pro

B € K"*P splyva matice (s1(A),...,s,(A)) - B vypoéitana podle
"nové" definice s blokovym tvarem (A - s1(B),..., A -s,(B))
matice A - B.



Matice nad vekt. prostorem Xl

Podobné, chapeme-li B jako sloupec, t.]. jako matici typu n x 1
nad prostorem fadkovych vektorii KP, tak

I’l(B) I’l(A) -B
Al ] = ; —A-B.
r.(B) rm(A)-B



Matice nad vekt. prostorem Xl|

Specialné, linearni kombinaci a;xy + ... anx, vektori
X1,...,Xp € V s koeficienty ay,...,a, € K miizeme s vyuzitim
vektorovych matic zapsat ve tvaru soucini

X1 a

(ag,...,an) - : =(X1,...,Xp) -
X, an



