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PREDMLUVA

Tato skripta vznikla na zdklad€ zkuSenosti v odborném a ucitelském studiu v le-
tech 1982-1995 na Pfirodovédecké fakulté Masarykovy univerzity. Nejde pouze
o zkuSenosti z vyuky metrickych prostorii, které jsou probirdny pied diferencial-
nim poctem funkci vice proménnych, ale i o zkuSenosti z jinych partii matema-
tické analyzy. Odrazi se v nich potfeba vést studenty k tomu, aby vidéli souvis-
losti mezi riiznymi partiemi matematické analyzy (napf. odvozeni definice spo-
jité funkce jedné a vice proménnych jako specidlni pripad spojitého zobrazeni
mezi metrickymi prostory), pfip. jinych disciplin (napf. pouZiti Banachova prin-
cipu v numerickych metodéach, pfi dikazu existence a jednoznacnosti feseni dife-
rencidlnich rovnic). V tomto duchu jsou psdna celd skripta. Ta — jak véfime —
mohou byt uzitecna jak pro studenty odborného studia, ktefi si budou vybirat ob-
tizn€jsi a z hlediska metrickych prostori zajimavéjsi priklady, tak pro studenty
ucitelského studia, pro n€Z jsou zarazeny piiklady se stfedoskolskou tematikou.

Latka obsazend v téchto skriptech je rozdélena do sedmi kapitol. Kapitoly
jsou CElenény do odstavct, na konci kazdého odstavce jsou cviceni (obtizné pii-
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klady ve cvi€eni jsou oznaceny hvézdickou); vysledky k nim lze najit v zavéru
textu. Skripta jsou urena pro posluchace odborného studia matematiky, fyziky
a informatiky a pro posluchace ucitelského studia matematiky. Snahou autort
bylo vytvorit text, ktery Ctenare seznami s nékterymi zdklady funkciondlni ana-
lyzy a topologie a ukdZe jim zajimavost a krdsu téchto abstraktnich disciplin.

Toto vydani se lisi od predchazejicich po formalni a jazykové strance; text
byl vysdzen pomoci sdzectho systému TgX ve formdatu I&IEX 2¢, obrazky byly
pfipraveny programem METAPOST. Videozdznamy prednasek jsou k dispozici
na webovych strankdch autorti (http://www.math.muni.cz/~dosla/).
Jazykova korektura byla provedena v nakladatelstvi Konvoj.

Brno, listopad 2006 Autofti
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Kapitola I

METRICKY PROSTOR

Pojem vzdélenosti zname z kazdodenniho Zivota. Uvedme si nékolik piikladi.

Ve mésté, kde ulice tvoii pravouhlou sit — predstavme si napf. newyorskou
¢tvrf Manhattan — mdme za tkol dopravovat zboZ{ z obchodu k jednotlivym
zdakazniktim. K dispozici mdme bud vrtulnik (je moZno pfistdvat na stfechach
domtl), nebo ndkladn{ auto. Je zfejmé, Ze chceme-li minimalizovat dopravni na-
klady, v prvnim pfipadé nds zajimd vzdu$nd vzddlenost (tj. délka dseCky mezi

zZ Mz

dvéma body), ve druhém pripadé délka lomené cary vedouci ulicemi mésta.

Jako druhy priklad uvazujme dvé vzdédlend mésta na zemekouli, napt. Prahu
a Tokio. V tomto pripadé vzdusnou vzdalenosti t€chto dvou mést rozumime délku
hlavni kruZnice zemského povrchu uréené témito mésty (pro jednoduchost pied-
pokladdme, Ze naSe planeta ma tvar koule, pak hlavni kruZnici na zemském po-



vrchu urenou dvéma body rozumime prisecik kulové plochy s rovinou uréenou
témito body a stfedem koule).

V obou pfedchozich piikladech mél pojem vzdélenosti geometricky vyznam
— znamenal délku néjaké kiivky. S pojmem vzdalenost se vSak miizeme setkat
i tam, kde vibec nemd geometricky vyznam. Mluvime napfiklad o blizkych
a vzdélenych pribuznych, je tedy vlastné ddno pravidlo urcujici ,,vzdalenost* na
mnozin€ navzajem spiiznénych lidi.

Kromé vysSe uvedenych kazdodennich piikladii se miZeme s pojmem vzda-
lenosti néjakych objekti setkat vSude tam, kde je tfeba kvantitativné (tj. pomoci
néjaké ¢iselné veliCiny) charakterizovat, jak jsou si tyto objekty podobné. V tomto
smyslu midZeme napf. v chemii mluvit o blizkych chemickych slou¢eninach, v ma-
tematice mizeme pomoci blizkosti redlnych funkci méfit pfesnost aproximace
funkce pomoci Taylorova mnohoclenu apod.

Odhlédneme-li v naSich piikladech od podstaty prvkd, jejichz vzdélenost vy-
Setfujeme, miizeme najit nasledujici tfi obecné rysy, které jsou pro vSechny vzda-
lenosti spolecné. Tim se dostavame k definici metriky a metrického prostoru.



I.1. Pojem metriky

Necht R oznacuje mnozinu redlnych &isel, R, mnoZinu nezdpornych redlnych
¢isel a R” mnoZinu uspofddanych n-tic redlnych Cisel.

Definice 1.1. Metrickym prostorem nazyvame dvojici (P, p), kde P je libovolna
neprdzdnd mnoZina a zobrazeni p: P x P — R, spliiuje pro kazdé x, y,z € P
nasledujici tfi axiomy:

M1) p(x,y) = 0pravé kdyz x = y (axiom totoZnosti);

M2) p(x,y) = p(y, x) (axiom symetrie);

M3) p(x,y)+ p(y,2) = p(x, z) (trojihelnikova nerovnost).
Zobrazeni p nazyvidme metrikou na P, prvky mnoZiny P obvykle nazyvdme
body prostoru (P, p), Cislo p(x, y) nazyvame vzddlenosti bodd x, y v prostoru
(P, p).

Moevs

V nasledujicich piikladech a cvicenich zavedeme nejuzivanéj$i metrické pro-
story, se kterymi budeme pracovat v dal$ich kapitol4ch.

Priklady 1.2.

i) Euklidovsky prostor E". Ve stfedoskolské matematice se nejcastéji setkd-
vame s pojmem vzdalenost ve smyslu délky tsecky mezi dvéma body ve
dvoj a trojrozmérném prostoru. Napiiklad pro body A = [ay, a», a3], B =
= [by, by, b3] v R je tato vzdilenost rovna

p(A, B) = /(a1 — b1)? + (a2 — by)? + (a3 — b3)2.



Tento vztah miZeme rozsifit i pro n-rozmérny prostor P = R”, pfi¢emzZ pro
A=lay,...,a,], B=1by,...,b,] € R" definujeme

P(AB) = | (= b
k=1

Takto definovand funkce na R” x R” spliiuje vSechny tfi axiomy z Definice
1.1, nazyva se euklidovskd metrika a v dalS§im textu ji budeme znaclit p,.
Metricky prostor (R”, p,) oznacujeme E".

Platnost prvnich dvou axiomt je trividlni. Trojihelnikova nerovnost je di-
sledkem obecnéj$i nerovnosti — tzv. Minkowského nerovnosti (viz odsta-
vec VIL.1), jejimzZ disledkem je nerovnost

\/Z(xk + )’ < \/Zx,f + \/Zy,f
k=1 k=1 k=1
kterd plati prokazdé x;, yr e R,k =1,...,n.Jsou-linyni A = [ay, ..., a,],

B=1b,...,b,], C =][cy,...,c,] € R" adosadime-li do pfedchozi nerov-
nosti x; = (ay — by), y« = (bx — cx), dostdvame nerovnost

\/Z(ak —a)’ < \/Z(ak — b)’ + \/Z(bk —a)’,
k=1 k=1 k=1

coZ je trojihelnikova nerovnost p,(A, C) < p2(A, B) + p2(B, C).

Poznamenejme, Ze pro n = 1 plyne trojihelnikovd nerovnost ihned z ne-
rovnosti |x + y| < |x| 4 |y|. Pro n = 2 lze také dokazat trojihelnikovou



nerovnost pomoci kosinové véty, podle niZ plati
b* = a* + ¢* — 2accos B,

kde a, b, c jsou délky stran trojihelnika ABC, AB = ¢, BC =a, AC =b
a f8 je thel pfi vrcholu B. UZitim této véty dostavame

(a+c¢) =a*+c*+2ac=0+ 2ac(cosf+ 1) > b?,
odkud okamZité plyne a + ¢ > b, tj. p2(B, C) + p2(A, B) = ;2 (A, C).

ii) Diskréni (trividlni) metricky prostor. Necht P # ). Funkce p definovana na
P? = P x P vztahem

I, prox #y,

p(x,y) = {
0, prox =y,

je metrika na P (tzv. trividlni nebo také diskrétni metrika), metricky prostor
s touto metrikou se nazyva diskrétni metricky prostor.

iti) DalsimetrikynaR". Prox = (x1,...,X,),y = (1, ..., yn) € R" definujme

n

p1(x,y) = Z [Xx — vl (souctovd metrika),
k=1

Poo(Xx, y) = max |x; — vl (maximdlni metrika).
1<k=<n



Takto definované funkce jsou metrikami na R”. Platnost axiomt (M1), (M2)
n n

je ziejma. Dale plati pi(x, y) + pi1(y,2) = X |l =yl + X e — 2l =
k=1 k=1

n n
= > (Ixe—yel+lye—zxD) = D [xe—ye+ye—zxl = pi1(x, 2). V piipadé met-
k=1 k=1
1iKy poo dOStdvame poo (X, ¥) + P00 (¥, 2) = max |x; —yx|+ max [yr — zx| >
1<k=<n 1<k=<n

> max (|xg — Yl + [y —2x]) = max |xg — ye+ Yk — 2| = poo(x, 2), v obou
1<k=<n 1<k<n
pripadech tedy plati i trojihelnikova nerovnost.

Vsimnéme si, Ze pro n = 1 jsou metriky p; i poo totozné s euklidovskou me-
trikou p,. Je-li n = 2, je metrika p; pravé rozhodujici pri doprave nakladnim
autem v tvodnim piikladu (z tohoto divodu se ji také nékdy tika taxikdrskd
metrika.

A A A
y y y
B B B
2F—————— 2F—————— 2F——————
P2 | _‘
| P1 L ~ ] 1L_ Poo |
A A | A
| | | | | |
| [ | [ | [
1 2X 1 2 X 1 2X
a) b) c)

Obrazek 1: Vzdélenost bodd A, B v metrikach py, 02, pso



iv) Metriky na mnoZiné spojitych funkci. Necht C[a, b] zna¢i mnoZinu redlnych

funkcf spojitych na intervalu [a, b]. Pro f, g € Cla, b] definujme

p(f, 8) = max [f(x) —g(x)l,

x€la,

b
p1(f,8) = / | f(x) — g(x)]dx.

Takto definované funkce na Cla, b] jsou metrikami.

V piipadé metriky p. je ovéfeni axiomi (M1) a (M2) trividlni, a jsou-li
f>8,h € Cla, b], pak

pe(fs8) + pc(g, h) = max I f(x) —g(x)| + max lg(x) —h(x)| >
> xg%%]{lf(x) —g@)|+1g(x) —h(x)|} = xg%%]{lf(x) —gx)+

+8() ~ h(l} = max |f(0) ~h@)| = pe(f.h).

¢imz je dokéazana trojihelnikova nerovnost. Tuto metriku budeme v dal$im
nazyvat metrikou stejnomérné konvergence; zdivodnéni této terminologie
ukdZeme v nasledujici kapitole o konvergenci, viz Piiklad 2.3 iii).

Pro metriku p; (tuto metriku budeme nazyvat integrdlni metrikou) je pod-
minka (M2) splnéna trividlné. Abychom dokdzali platnost (M1), musime
ukazat, Ze z rovnosti fab | f(x)—g(x)|dx = Oplyne f(x) = g(x). Predpokla-
dejme, Ze existuje ¢ € [a, b] tak, Ze f(c) # g(c). Protoze | f — g| € Cla, b],
existuje d > 0 aokoli bodu c lezici v [a, b] tak, Ze | f (x) —g(x)| > d v tomto



[ 8
8
f
a b a b
a) v metrice p, b) v metrice p;

Obrézek 2: Vzdélenost funkci f, g v metrikdch p. a p;

okoli. Oznacime-li [a;, b;] prinik tohoto okoli s intervalem [a, b], pak

b by
f () — g0l dx = f () — g dx > d(by —a) > O,

aj

coZ je spor, atedy f(x) = g(x) naintervalu [a, b]. Jsou-li f, g, h € Cla, b],
pak

b b
,Oz(f,g)+,01(g,h)=/ |f(x)—g(x)|dX+/ |g(x) — h(x)|dx =

b
:/ (IF ) = g0+ [g(x) — h(x)[) dx >



b
zf () — g(x) + g(0) — h(x)| dx =

b
=/ £ () = h(x) dx = pr(f, h).

v) Metrika na kruZnici. Necht P je jednotkova kruZnice v roviné a pro A =

= [a;, ax], B = [b1, b] € P (4. a% + a% = b% + b% = 1) definujme
p(A, B) = délka kratsiho z obloukt kruZznice mezi body A, B

(analyticky p(A, B) = arccos(A, B) = arccos(aib; + axb,), kde (A, B)
znadi skaldrni soucin vektorti uréenych body A, B). Platnost prvnich dvou
axiomd je opét trividlni, a platnost tfetitho 1ze nejsndze ovérit nakreslenim
obrazku a rozborem vSech moznych poloh trojice bodl vystupujicich v troj-
uhelnikové nerovnosti.

Maidme-li napt. urcit mnoZinu vSech bodd [x, y] € P, které maji v této metrice
vzdalenost od bodu [1, O] mensi nez %, dosadime do analytického vzorce pro
vzdalenost [a;, a;] = [1,0], [b1, b»] = [x, y] a dostaneme arccosx < %

g’
tj.x € (%,l]ay::t«/l—xz.

vi) Metrika na prostoru ohranicenych posloupnosti. Oznacme [, mnoZinu ohra-

ni¢enych posloupnosti redlnych ¢isel a pro x = {x,}°,y = {y}7° € I
definujme

p(x,y) =sup |xp — yil.
keN



Takto definovand funkce je metrikou na I, nebot platnost axiomi (M1),
(M2) je opét trividlni a pro kazdé x, y, z € I plati

px,y) + p(y,z) =suplxy — yk| +sup |y — 2l >

keN keN
> sup(|xx — yil + [y — zxl) = sup |xx — 2| = p(x, 2).
keN keN

vii) Baireiiv! metricky prostor. Necht P je mnoZina posloupnosti a = {a,,}°, b =
= {b,}{°, kde a,, b, € N. Definujme

(@.b) 2, kde X je nejmensf index takovy, Ze a # b, proa # b,
a,b) =
P 0, proa=>.

Pak p(a, b) je metrika na P. Platnost axiomd (M 1), (M2) je zfejma. Necht
a = {a,)7°, b = {b,}°, ¢ = {cn)}{° € P.Je-li p(a,b) =01 p(b,c) =0,
paka = b, b = c a p(a,c) = 0, tedy trojihelnikové nerovnost plati. Je-
-i p(a,b) = 0,p(b,c) = 1/1,1 € N,paka = b a p(a,c) = 1/1, po-
dobné plati trojihelnikova nerovnost v ptipadé p(a, b) #= 0 a p(b,c) = 0.
Konecné necht p(a,b) = 1/k,p(b,c) = 1/m,k,m € N. Pak a; = b;,
i=1,....k—=1,a; # by, by = ¢;,i = 1,....,m — 1,b,, # cy. Je-li
no = minf{k, m}, pak a; = ¢;,i = 1,...,n0 — 1, atedy p(a,c) < 1/ny.
Celkem p(a,b) + p(b,c) =1/k+1/m > —2— = 1/ng = p(a, c).

— min{k,m}

IR. Baire byl vyznamnym predstavitelem francouzské matematické Skoly z prelomu 19.
a 20. stoleti.



viii) Metrika na mnoZiné slov. Necht M je mnozina vsech slov sklddajicich se

Z Xz

z n pismen, kde n je néjaké pfirozené ¢islo (k tomu, zda dané slovo m4, nebo
nemd vyznam v Ceském jazyce, nepfihliZime). Vzdalenosti dvou slov A, B
je pocet pozic, na kterych maji tato slova riznd pismena. Napf. pron = 5 je
p(mlady, mladd) = 1, p(mlady, slaby) = 2 atd. Neni obtiZné ovéfit, Ze tato
funkce je opravdu metrikou (platnost (M 1), (M2) je opét trividlni a platnost
trojuhelnikové nerovnosti 1ze ukdzat pomérné jednoduchou dvahou). Met-
riky tohoto typu na mnoZiné n-tic néjakych prvkd maji Siroké pouZiti v che-
mii a biologii.

ix) Necht f je rostouci redlna funkce definovand na intervalu [0, co) takova, Ze
f(0) = 0 aplati jedna z podminek:

a) fx+y) < f(x)+ f(y) prox,y >0 (4. f je subaditivni funkce),
b) fOlx + (A =2y = Af(x)+A -1 f() prox,y =02 ¢€[0,1]
(). f je konkdvni funkce).

Pak p(x, y) = f(Jx — y|) je metrika na R.

Platnost axiomi (M1), (M2) je zfejma a trojuhelnikova nerovnost se dokdze
nasledovné:

a) Pro x, y, z € R plati

p(x,y)+p(.2) = fx=yD+ fy—zD) = flx =yl+ [y —zD) =
> fx=y+y—zD) = flx—zD) =p, 2).

b) Vzhledem k predchozimu piikladu stac¢i dokézat, Ze z konkdvnosti f
plyne subaditivita. Necht x, y > 0 (pfipady, kdy x = O nebo y = 0



jsou trividlni). Pak z konk4vnosti funkce f dostdvdme

X X
fo =f(0- st —m>(X+y)) >

X y Y
Zmf(o)-i-mf(x-i-y)——x+yf(x+y)-

Podobné N
f(x) = ——f(x+y).
xX+Yy

Sectenim obou nerovnosti dostavame subaditivitu funkce f.

Poznamka 1.3. Metrika na dané mnoZiné P je tedy definovana axiomaticky —
je to libovolnd nezaporna funkce na kartézském soucinu P x P spliiujici axiomy
(M1)—(M3), pricemz, jak jsme vidéli v predchozich piikladech, mnoZina P mtze
byt libovolnd neprazdna mnozina. Jako u kazdé axiomatické definice je tfeba uka-
zat, Ze tato definice je korektni, tj. systém axiomu je nezavisly a bezesporny. Beze-
spornost axiomu (tj. skute¢nost, Ze platnost nékterych dvou z axiomt (M 1)—(M3)
nevyluc€uje platnost tfettho) jsme jiZz ukdzali predchozimi piiklady. Nezavislost
axiomu (tj. skuteCnost, Ze z platnosti nékterych dvou neplyne tfeti) 1ze rovnéz do-
kazat konstrukci vhodnych ptikladi, viz nésledujici Cviceni 1.4 x).

Poznamenejme, Ze metriku lze ekvivalentné definovat ,,ispornéjsim* systé-
mem axiomi — jako libovolnou redlnou funkci spliiujici pro kazdé x,y,z € P
dvojici podminek:

MD* p(x,y) =0pravé kdyZ x = y;

M2)* p(y, x) + p(y,2) = p(x, 2).



UkaZme, Ze tato definice je opravdu ekvivalentni Definici 1.1. Z platnosti
podminek (M1)—(M3) trividlné plyne platnost podminek (M1)*, (M2)*. Necht
plati (M1)* a (M2)*. PoloZime-li v (M2)" x = gz, vyuZitim (M1)* dostidvdme
0=px,x) <2p(y, x), tedy p je nezaporna funkce. Polozime-li v (M2)* y = z,
dostavame p(x,y) < p(y,x) pro kazdé x,y € P. ProtoZe x, y jsou libovoln4,
miZeme je zaménit, tedy zaroven p(y, x) < p(x, y), odtud plyne platnost (M2).
Konecné, protoze plati (M2), plyne z (M2)* platnost trojihelnikové nerovnosti.

Prestoze definice pomoci axiomd (M1)*, (M2)* je Gsporné&jsi neZ pomoci axi-
om z Definice 1.1, v tomto textu (podobné jako v jinych ucebnicich zabyvajicich
se metrickymi prostory) budeme pouZzivat vyhradné axiomatiku z Definice 1.1,
predevsim proto, Ze je nazornéjsi a vice vynika analogie metriky na obecném me-
trickém prostoru se vzdalenosti v euklidovském prostoru.

Cviceni 1.4.
i) UrCete vzdalenost boda A = [0, 1] a B = [1, 2] v souctové, euklidovské
a maximalni metrice.

ii) Nadrtnéte v roving ,,jednotkové kruZnice*
i ={lx,y]l € R*: pi([x, y1, [0, 0]) = 1},
kdei =1, 2, oo.

iii) UrCete vzdalenost nasledujicich funkci v metrice p. a p;:

a) f(x) =x,g(x) =x,x €[0,1];
b) f(x) =x,g(x)=Inx,x €[l,e].



iv) Necht P = R. Ovéite, ze nasledujici funkce P x P — R jsou metriky:

a) p(x,y) =In(1 + |x — y]);
by pr,y) = 2L

’ L+ |x —yl’

c) plx,y) =+/lx —yl.

v) Metrika na kouli. Necht P = §? je jednotkova kulové plocha v R3. Hlavni
kruznici kulové plochy S? rozumime libovolnou kruZnici, kterd vznikne jako
priise¢ik kulové plochy a roviny jdouci stiedem koule. Je-li A, B € §?, de-
finujme p(A, B) = ,,délka kratsiho z obloukt hlavni kruznice uréené body
A, B“. Dokazte, Ze takto definovand funkce je metrika, a odvodte explicitn{
vzorec pro p(A, B), je-li A = [ay, a», a3], B = [by, by, bs].

vi) Stereografickd projekce. Necht P = {[x, y,z] e R® : x? + y* + (z — %)2 =
= %, Z # 1} (kulové plocha bez severniho pélu). Definujme f: P — R?
takto: Je-li A € P, je f(A) € R? prisecik piimky spojujici bod A a bod
[0, O, 1] s podstavnou rovinou z = O (toto zobrazeni se nazyva stereografickd
projekce). Nyni definujme pro A, B € P

p(A, B) = ;2 (f(A), f(B)),

kde p, je euklidovskd metrika v roviné z = 0, viz obr. 3. Dokazte, Ze takto
definovand funkce je metrika, a odvodte explicitni vzorec pro p(A, B).



p(A, B)

Obrézek 3: Stereografickd projekce v roviné x = 0



vii) Pampeliskovy prostor. Necht P = R?> apro A = [a;, a2], B = [b), by] € P
definujme

\/ (a; — b1)? + (a; — by)? lezi-li A, B na stejné polopiimce
p(A, B) = jdouci pocatkem,
V. at + a3 + Vv b? + b3 v opa¢ném piipadé.

a) DokaZzte, Ze p je metrika. (Tato metrika nds bude zajimat ve mésté, kde
ulice vychdazeji paprskovité z jednoho mista a nejsou navzdjem pospojo-
vany.)

b) Urcete v tomto prostoru ,,kruznice*

H ([a,bl;r) = {[x,y] € R*: p([x, y], [a, b]) = r}.
Provedte diskusi vzhledem k a, b, r.

viii) Prostor [,. Necht p € [1,00) a [, je mnoZina redlnych posloupnosti x =
o

= {x,}°2,, pro néz nekonecnd fada ) |x;|? konverguje.! Pro x, y €[ p defi-
k=1

> 1/p
pp(x. y) = (Z ka—ykl”) :
k=1

a) Dokazte, Ze takto definovana funkce je metrika na /,,.

nujme

n
1Tj. existuje kone¢nd limita posloupnosti &dsteénych souétd s, = Y |xg|P.
k=1



b) Urcete vzdélenost posloupnosti {x,} = {27} od nulové posloupnosti
v prostorech I al),.
ix) p-adickd metrika na mnoZiné celych Cisel. Necht n, m jsou celd ¢isla a necht
p je ptedem zvolené prvocislo. Definujme

p(n’m) =p_r’

kde p” je nejvyssi mocnina Cisla p, kterou je délitelné Cislo |n — m|, pfi-
¢emz je-li n = m, definujeme p(n, m) = 0. Takto definovand metrika se
nazyvé p-adickd a ma mnoho aplikaci v teorii &isel.!

a) UrcCete vzdalenost Cisel 11 a5, 16 a6, 60 a 10 v 5-adické metrice.
b) Urcete vSechna n € Z, kterd jsou v 7-adické metrice vzdédlena od Cisla
no = 10 o méné nez 1/50.

x) Na kartézském Ctverci tfiprvkové mnoziny P = {a, b, c} definujte nezdporné
redlné funkce d, d», d; tak, aby byly vZdy splnény pouze dvé z podminek
(M1)—(M3) a tireti nikoliv.

IDalyf informace o p-adické metrice a p-adickych Cislech 1ze nalézt napt. v knize Z. I. Borevic,
L. R. Safarevic: Teorija Cisel, Nauka, Moskva 1985.



Definice 1.5. Necht (P, p) je metricky prostor, A C P. Definujme na mnoZiné
A metriku o takto:

o(x,y)=p(x,y) prokazdéx,y e A.

Rekneme, 7e metricky prostor (A, o) je vnofen do prostoru (P, p) a metrika &
je indukovdna metrikou p.

Priklady 1.6.
i) Uvazujeme-li R jako podmnoZinu R? (tj. redlnd &isla ztotoZnime s dvojicemi
redlnych Cisel tvaru [a, 0]), pak kazd4 z metrik p;,i = 1, 2, co, na R? indukuje
euklidovskou metriku na R.

ii) Necht B(I) zna¢i mnoZinu redlnych funkci, které jsou ohranicené na intervalu
I € R. Pro funkce f, g € B(I) definujeme

p(f.8) = su? | f(x) — g(x)l.

Takto definovana funkce je metrikou (ovéite!), kterd na Cla, b], kde [a, b]CZ 1,
indukuje metriku stejnomérné konvergence p. z Piikladu 1.2 iv). K dikazu
této skuteCnosti je tieba si uvédomit, Ze podle prvni Weierstrassovy vety
je Cla,b] < Bla, b] a podle druhé Weierstrassovy véty plati pro spojité
funkce f, g
sup |f(x) —g()| = max |f(x)—g(x)|.
x€la,b]

x€la,b]



iii) Metrika z prostoru E* indukuje na jednotkové kulové plose S* metriku, kterd
je riznd od metriky ze Cviceni 1.4 v). Indukovand metrika z E* odpovida
,»prokopdni nejkratsiho tunelu* mezi body na kulové plose.



1.2. Vzdalenost mnozin

Definice 1.7. Necht (P, p) je metricky prostor. Pro ¥ # A, B C P definujeme

p(A, B) =inf{p(x,y),x € A,y € B}
d(A) = SuP{P(xa y)’x’ y € A}

JestliZe mnozina {p(x,y),x,y € A} neni shora ohrani¢end, klademe
d(A) = co. Cislo p(A, B) se nazyva vzddlenost mnozin A, B, d(A) se nazyva
primér mnoZiny A. Je-li b € P, vzdilenost bodu b od mnozZiny A definujeme
vztahem

p(b, A) = p({b}, A).

Viimnéme si, Ze v metrickém prostoru E? (coZ je prostor (R2, p,)) je tato de-
finice vzdélenosti bodu od mnoZiny shodnd s definici vzdédlenosti bodu od pfimky,
kruZnice apod. Je-li A kruh v roviné, je d(A) jeho primér.

Poznamenejme, Ze je tfeba nezaménovat vzdalenost funkci f, g v prostoru
(Cla, b], p.) avzdalenost mnozin A = {[x, f(x)] : x € [a,b]}a B = {[x, g(x)] :
x € [a, b]} v E%. Napiiklad pro funkce f, g z obr. 2 a) je tato vzddlenost mnoZin
A, B rovna nule.

Definice 1.8. Mnozina A C P se nazyva omezend nebo také ohranicend, jestlize
d(A) < 0.




A A A
y y y
y=-x y=-x y=-x
P D 1P
x> x> 1 x>
p1=1 p2=4 poo_j
a) b) c)

Obréazek 4: Vzdélenost bodu od primky v metrikach p1, 02, poo

Priklady 1.9.
i) Urcete vzdalenost bodu P = [0, 1] od pfimky y = —x v souctové, euklidov-
ské a maximalni metrice.

ReSeni. Uvédomime-li si, jak vypadaji mnoZziny bodi majici od bodu P stej-
nou vzdalenost, mizeme tlohu fesit v grafickém zndzornéni. A

i) Urcete vzddlenost piimky y = ¢, ¢ < 0, od paraboly y = x> — 2x + 1
v metrikach p1, 02, Poo-

Reseni. Z polohy paraboly vidime, Ze vzdélenost piimky y = ¢ od této para-
boly je ve vSech tfech metrikdch rovna |c|. (Porovnejte tento vysledek s vy-
sledkem Cviceni 1.4 ii) a v§imnéte si, Ze kazdy zbodi [x, c], x € [14¢, 1 —c]
ma v metrice p, od paraboly vzdalenost rovnu c.) A



iii) Necht M = {(x, y) € E? : y > {/|x|3}. Uréete euklidovskou vzdalenost bodu
A =[3,0] od mnoziny M.

Reseni. Je-li X = [x, yl, pak pa(A, X) = 4/ (x — 1) + y* Hleddme-li bod

N € M, pro ktery p(A, M) = p(A, N), je ziejmé, Ze staci omezit se na body
lezici na kiivee y = /|x|?. Budeme tedy hledat minimum funkce f(x) =

= /(x = 1)* + |x . Platt:

2(x—%)+3x2 >0
——~— prox >0,
, 2 (1) e
f (X) - 2<x—l)—3x2
= prox < 0.

2/(x=1)+ip?

Rovnice f’(x) = 0 md jediny kofen xo = 1/3 (ovéite!). ProtoZe f'(x) existuje
na celém R, je xo = 1/3 jedinym lokdlnim extrémem, a vzhledem k tomu, Ze

lirj? f(x) = o0, je zde (absolutni) minimum (nemusime tedy pocitat f”).
X—> 00

Dosazenim dostdvame f(1/3) = p2(A, M) = /7/108. A

iv) Necht M = {(x,y),y + bx < 0}, kde b > 0 je redlny parametr. Urlete
vzdalenost bodu A = [3, 2] od mnozZiny M v souctové metrice p;.

Reseni. Na rozdil od analytického feseni predchoziho piikladu tento piiklad
vyfesime geometrickou dvahou. MnoZina kfivek p; (M, A) = r, r > 0 tvoii
systém ,,soustfednych* Ctvercl, které jsou dany rovnicemi |x — 3| 4+ |y —
— 2| = r. Tyto Ctverce maji stfedy v bodé A, délku dhlopficky 2r a jejich



strany sviraji se soufadnymi osami thly £m/4. Oznaéme tyto Ctverce K.
Pokud r je takové, ze K, " M = 0, je p(A, M) > r. Naopak je-li K, " M #
=@, je p(A,M) <r.Tedy p(A, M) = min{r > 0, K, N M # 0}. Je-li
b € [0, 1), dotkne se néktery z Ctvercii K, pfimky y = —bx poprvé svym
dolnim vrcholem, je-1i b € (1, oo), prvni dotyk nastane levym vrcholem. Je-li
b = 1, dotkne se Ctverec piimky y = —x celou svou stranou (nakreslete si
obrazek). V prvnim piipade je tedy dotyk v bodé [3, —3b], tj. p(A, M) =2+
+ 3b, v druhém pripadé je dotyk v bodé [—2/b, 2], tj. p(A, M) = 3+ 2/b.
Je-lib=1,je p(A, M) =342 =05. A

v) Nechf A = {f(x) = x",x € [0,1],n € N} C C[0, 1]. Urcete d(A) v met-
rice pe.

Reseni. Protoze 0 < f(x) < 1 pro kazdé f € A, plati d(A) < 1 (nadrtnéte
si grafy funkci x). Pro n > 2 spo¢téme p.(x, x") = rn[g)i] |x — x"|. Protoze
xe€(0,
x —x" > 0avkrajnich bodech x = 0, x = 1 je tato funkce rovna 0, spoctéme
jeji funkéni hodnoty ve staciondrnich bodech: (x — x") = 1 — nx"~! = 0,
1 1 n 1
_ (1\n=1 ny — (Lya=1 _(1\n-T XA 1; \nT —
odtud x = (n) .Tedy p(x, x™) ( ) ( ) .Protozenll)rgo(n) 1,

n n

lim (1) = 0, dostdvame d(A) > sup p.(x,x") = 1, tedy d(A) = 1. A

n
n—oo neN

Cviceni 1.10.
i) Ur&ete vzddlenost bodu A = [6, 6] a bodu B = [3, 6] od kruZnice x> + y? =
= 25 v souctové metrice p;.

ii) Pro mnozinu A z Prikladu 1.9 v) urcete d(A) v metrice p;.



iii) Necht P = S? je jednotkovd kulov4 plocha v R* s obvyklou metrikou na
zemekouli (tj. s metrikou ze Cviceni 1.4 v)), A je severni polokoule vCetné
rovniku. Uréete vzdalenost bodu X € P leZictho na jiZni polokouli od mno-
Ziny A.



L1.3. Izometrické zobrazeni

Jednoduchym prikladem zobrazeni, se kterym se setkdvame ve stiedoSkolské
matematice, je zobrazeni mezi euklidovskymi prostory zachovdvajici vzdédlenost
bodi. Uvedme jeho definici pro libovolné metrické prostory.

Definice 1.11. Necht (P, p1), (P2, p2) jsou metrické prostory. Zobrazeni
f: P — P, se nazyva izometrické, jestlize pro kazdé x, y € P,

P2 (f (%), fF(¥)) = pi(x, y).

Poznamenejme, Ze izometrické zobrazen{ je injektivni. Je-li surjektivni, exis-
tuje k nému inverzni zobrazeni definované na P,, které je rovnéZz izometrické.
Proto pomoci izometrickych zobrazeni 1ze objekty zkonstruované v jedné metrice
prenaset do druhé metriky.

Priklady 1.12.

i) Shodn4 zobrazeni E*? — E? (posunuti, osovd soumérnost, sttedova soumér-
nost, otoceni), kterd zndme ze stfedoskolské geometrie, jsou izometrickd zob-
razeni z E* — E2.

ii) Necht P je mnoZina v8ech 2 x 2 matic majicich nuly na hlavni diagonale. Pro
_ 0 aq _ 0 bl
= 8) = %)

p(A, B) = /(a1 — b)? + (ay — by)>.

definujeme




Pak (P, p) je metricky prostor (dokazte si!). Je-li ¢ € R a definujeme-li zob-
razenf T,,: P — E? takto:

0 ap . .
o 0 — [a;cos @ + ap sing, —a; sin g + a, cos ¢],
2

pak T, je izometrické zobrazeni. Tato skutecnost plyne z vypoctu

p2(T,(A), T,(B)) = [(ai cos ¢ + ar sing — by cos ¢ — by sin (p)2+
+ (apcos ¢ —a; sing + by sing — bzcosgo)z]% =
1
= [(a1 — b1)* + (a2 — b2)*17 = p(A, B).
Cviceni 1.13.
i) Necht P = C[—1,1] anecht F: P — P jepro f € C[—1, 1] definovdno

predpisem F(f(x)) = f(—x). DokaZte, Ze F je izometrické zobrazeni P do
sebe jak v metrice p,, tak i v metrice p;.

ii) Necht zobrazeni F: [, — [, je definovdno pro x = {x;};, pfedpisem
F(x) ={0, x1, x2, ... }. Rozhodnéte, zda F je izometrické zobrazeni [, do
sebe.

iti) UrCete konstantu k tak, aby zobrazeni F definované predpisem F(f(x)) =
= kf(x?) bylo izometrické zobrazeni prostoru (C[—1, 1], p;) na prostor
C[—1,1] s metrikou o' (f, &) = [, x?|f(x) — g(x)|dx (dokate, Ze je to
opravdu metrika).



Kapitola 11

KONVERGENCE, OTEVRENE
A UZAVRENE MNOZINY

Z. diferencidlniho poctu znadme pojem konvergentni posloupnost. Obdobné mi-
Zeme tento pojem definovat v libovolném metrickém prostoru. Zavedeni tohoto
pojmu umoziuje popsat fadu vlastnosti metrickych prostort. V této kapitole se
zaméfime na studium otevienych a uzavienych mnozin, které jsou zobecnénim
otevienych a uzavienych intervald v E! (odst. 11.2 a I11.3).



I1I.1. Konvergentni posloupnost

Definice 2.1. Necht {x,}°° je posloupnost bodd v metrickém prostoru (P, p).!
Rekneme, Ze posloupnost {x,}7° konverguje k bodu xo € P (je konvergentni, ma
limitu xy), a piSeme x,, — xo, jestliZze

p(xXn, x9) > 0 pron — oo,

tj. ke kazdému ¢ > O existuje nyp € N takové, Ze pro kazdé n > ng je
0 (xn, x0) < . Je-li tieba zdlraznit, v jaké metrice posloupnost konverguje, pi-
seme x,, LY X0.

Rekneme, Ze posloupnost {x,,}{° je cauchyovskd, jestlize

o (Xm, x,) > 0 pro min{m, n} — oo,

tj. ke kazdému ¢ > 0 existuje np € N takové, Ze pro kazdé m,n > ng je
P (X, Xp) < €.

V piipadé metrického prostoru E! jsou tyto definice totoZné s definici konver-
gentni a cauchyovské posloupnosti z diferencidlniho poctu.

Uplné stejné jako v diferencidlnim po&tu Ize dokdzat nasledujici tvrzeni (dd-
kaz provedte jako cviceni).

1Tj. zobrazeni z N do P.



Véta 2.2. Plati ndsledujici tvrzeni:

a) KaZdd posloupnost md nejvyse jednu limitu.

b) KaZzdd konvergentni posloupnost je cauchyovskd.

¢) JestliZe x, — xo, pak kaZdd vybrand podposloupnost' z posloupnosti {x,}
konverguje rovnéz k x.

Piiklady 2.3.
i) Necht (P, p) = E°. Dokazte, e [a,, b,] — la, b], pravé kdyZ a, — a,
b, — b.

Resent. [a,, b,] — [a, b], pravé kdyZ v/(a, — a)? + (b, — b)?> — 0, tj. pravé
kdyz (a, — a)*> + (b, — b)*> — 0, coZ nastane, pravé kdyZ? a, — a, b, — b
vEL A

ii) Charakterizujte vSechny konvergentni posloupnosti v diskrétnim metrickém
prostoru.

Reseni. Podle definice je posloupnost bodi {x,}7° konvergentni a konverguje
k xo, pravé kdyZ pq(x,, xo) — 0. ProtoZe {p4(x,, x0)}7° je Ciselnd posloup-
nost, ve které se mohou vyskytovat pouze ¢isla O nebo 1, tato posloupnost
ma limitu O, pravé kdyZ se v nf od jistého indexu opakuji pouze nuly, tj. od
jistého indexu n je x, = x¢. Posloupnosti majici tuto vlastnost se nazyvaji
skorostaciondrni. A

1Je definovana stejné jako podposloupnost posloupnosti redlnych ¢isel.



iii) V teorii funkciondlnich posloupnosti je zaveden pojem stejnomérné konver-
gence funkciondlnich posloupnosti. Podle této definice posloupnost funkci
{ f.} konverguje na intervalu [a, b] stejnomérné k funkci f, jestlize ke kaZz-
dému ¢ > 0 existuje ny € N takové, ze pro kazdé n € N a kazdé x € [a, b]
plati | f,(x) — f(x)| < e. VSimnéme si, Ze posloupnost spojitych funkci,
tj. posloupnost bodt prostoru C[a, b], konverguje k funkci f v metrice p.
(viz Priklad 1.2 iv)), prave kdyz tato posloupnost konverguje k f stejnomérné.
Z. tohoto diivodu jsme metriku p. nazvali metrikou stejnomérné konvergence.

Cviceni 2.4.

i) Necht (P, p) je metricky prostor, {x,} je cauchyovskd posloupnost v tomto
prostoru a y € P je libovolné. Pak posloupnosti redlnych cisel {o(x,, Xp+1)}
a {p(x,, y)} jsou konvergentni. DokaZte.

ii) Charakterizujte vSechny konvergentni posloupnosti v Baireové prostoru (viz
Priklad 1.2 vii)).

Definice 2.5. Necht p;, p, jsou metriky na P. Rekneme, Ze p;, p» jsou ekviva-
lentnt, jestlize pro libovolnou posloupnost {x, }7° plati

P1 v v P2
X, —> X9, pravé kdyz x, — xo.

Priklady 2.6.
i) Dokazte, Ze metriky p(x,y) = |x — y|, p(x,y) = log(l + |x — y]|) jsou
ekvivalentni na R.



Reseni. Posloupnost redlnych &isel konverguje k x v metrice p, pravé kdyz
|X, — xo] — 0, coz nastane, pravé kdyz log(1 + |x, — xo|) — 0, tj. x, — xg
v metrice p. A

ii) Rozhodnéte, zda metriky p. a p; na prostoru spojitych funkci jsou ekvivalentni

(viz Priklad 1.2 iv)).

Reseni. Metriky nejsou ekvivalentni. Necht ¢ je stfed intervalu [a, b] a defi-
nujme posloupnost spojitych funkei takto:

0, prox € [a,c — +]U[c+ +,b],
fulx) = n(x—c+%), pro x € [c—%,c],
nlc+1i-x), proxefcc+l]

V integralni metrice tato funkce konverguje k funkci f(x) = 0.! Av§ak v met-
rice stejnomérné konvergence p, tato posloupnost nema v Cla, b] limitu, nebot
pro ciselnou posloupnost { f,,(x)} plati

1 prox=c,
llm nX) = X) =
Ja(x) = g(x) 0 prox £e.

a g(x) neni spojitd funkce. Pro funkci f(x) = 0, coZ je pak jediny ,.kan-
didat” na limitu této posloupnosti v prostoru Cla, b], plati (sami si ovérte)
lim max | fu(x) — f(x)| = 1. A

n—o00 x€la,

1 s . b . 1
Nebot nl—l>moof“ | fu(x)| dx :2nli>n;ofcc_%n(x —c+5)dx =0.



I1.2. Uzaviené mnoziny

Definice 2.7. Nechf A € P. MnoZina A = {x € P : p(x, A) = 0} se nazyva

uzdvér mnoziny A. MnoZina A se nazyva uzavrend, pokud A = A.

Priklady 2.8.
i) Necht (P, p) = EI,A1_= la,b), Ay, = (a,b], A3 = (a,b), Ay = [a, b].
Pak ve vSech pfipadech A; = [a, b], i =1, ..., 4.

ii) Necht (P, p) = E?, A = {(x,y) : x>+ y> < 1}.Pak A = {(x,y) : x> +
+y* <1}

iii) P = E', A = [0, 1] N Q (raciondlni &isla z intervalu [0, 1]). Pak A = [0, 1].
Vskutku, nechf x e [0, 1] je libovolné iracionalni &islo. Kdyby x ¢ A,
tj. p(x, A) =: ¢ > 0, pak interval (x — &, x + ¢€) neobsahuje Z4dné racio-
ndlni ¢islo, coZ odporuje vlastnostem mnoZiny raciondlnich ¢isel.

Véta 2.9. Necht A, B C P. Plati:

Ul) ¥ =9, (U4 ACB= ACB,
(U2) P=P, (U5) AUB = AUB,
(U3) ACA, (U6) A =A.




Diikaz.

(Ul):

U2):
(U3):

(U4):

(US):

U

(U6):

Pokud by pro né&jaké x € P platilo x € @, tj. p(x, ) = ing,o(x, y) =0,
ye

dostavame spor, nebot (definitoricky) infimum prazdné mnoZiny je oo (po-
dobné sup ) = —o0); tato konvence je pfirozend vzhledem k faktu, Ze pro
MCNCRjesupM <supN ainf M > inf N.
Plyne z inkluze P C P.
Necht a € A. Podle Definice 1.7 plati p(a, A) = inﬁp(x, a) = 0, a tedy
aceA. re
Necht x € A, . p(x, A) = inﬁp(x, a) = 0. Jsou-li X, Y ¢iselné mnoZiny
ae

aX CY,pakinfX > infY. ProtoZe {p(x,a),a € A} C {p(x,b),b € B}
(nebot A C B), je 0 = inf p(x,a) > infp(x,b) > 0, (nebot p(x,b) > 0
pro kazdé b € B). Odtud gngp(x, b) =0,atedy x € B.

€

DokaZeme dvojici inkluzi AUB C AUB, AUB 2 AU B.

:Plati A C AUB, B C AU B, odtud podle (U4) A C AUB, B C AU B.

Z toho plyne AUB C AU B.

: Nechf x € AUB asouasné x ¢ AUB.Pakx ¢ Aax ¢ B,atedy

px,A) > 0, p(x, B) > 0, coZ znamen4, 7Ze existuje ¢ > 0 takové, Ze

p(x,a) > &, p(x,b) > ¢ pro vSechna a € A, b € B.Z druhé strany,

x € AU B implikuje p(x, AU B) = 0, odtud iIA}SB,o(x, y) = 0, tedy
ye

existuje yp € A U B takové, Ze p(x, yo) < €, COZ je spor.
Diikaz nechdvame Ctenafi jako cviceni. O

Nésledujici véta charakterizuje uzaviené mnoZziny pomoci konvergence a ¢asto
se pouziva pri ditkazu uzavienosti mnozin v konkrétnich metrickych prostorech.



Véta 2.10. Necht A C P. MnoZina A je uzaviend, pravé kdyZ pro kaZdou kon-
vergentni posloupnost prvkii x,, € A, x, — xo plati xy € A.

Diikaz. =>: Nechf A je uzavfend, tj. podle definice A = A, a nechf x, € A,
X, — Xg je libovolna, tj. p(x,, xo) — 0. Kdyby xo ¢ A, pak p(xg, A) =: ¢ > 0,
tj. p(xp,a) > e prokazdé a € A, atedyi p(x,, xo) > € pro kazdé n € N, cozZ je
ve sporu se skuteCnosti, ze p(x,, xo) — O.

<: Necht pro kazdou posloupnost x, € A, x, — xq plati xo € A. ProtoZe
A C A, stadi ukdzat, 7e A C A. Nechf x € A je libovolné, tj. p(x, A) = 0.
Ke kazdému n € N existuje x, € A takové, Ze p(x,, x) < 1/n. To znamena, Ze
p(x,, x) — 0, tj.x, — x, atedy podle predpokladu x € A. O

Priklad 2.11. MnoZina vSech spojitych funkci je uzaviend v prostoru Bla, b]

vsech ohranicenych funkci v metrice stejnomérné konvergence (viz Pfiklad 1.6 ii)).

Dokazte.

Reseni. Necht fn € Cla,b] a f,, — f je libovolna. Podle Véty 2.10 musime
ukdzat, Ze limitni funkce f je rovnéZz prvkem mnoziny Cla, b]. Necht x € [a, b]
a {x,} je libovolna posloupnost bodi intervalu [a, b] konvergujici k xy. UkdZeme-
-li, ze | f(x,) — f(x0)] — O, je funkce f spojitd v xq, a protoZe xo € [a, b] je
libovolné, je f € Cla, b]. Plati

|f(xn) = fxo)l = 1f (k) = fuxn) + fu(xn) = fulxo) + fu(x0) — f(xo)| <
= 1) = S|+ 1faCen) = fu(xo)| + | fu(x0) — f(xo0)].



Necht ¢ > 0 je libovolné. ProtoZe f, — f v Cla, b], existuje n; € N takové, Ze
pron > nyje |f(x,) — fulxn)| < &/31|fu(x0) — f(x0)| < &/3. Kazd4 z funkci
[ je spojitd, proto k ¢islu ¢ /3 existuje n, € N takové, Ze pron > nj je | f,(x,) —
— fu(xo)| < &/3. Celkem pro n > ng = max{ny, np} plati | f (x,) — f(x0)| < &,
tj. f € Cla, b], atedy Cla, b] je uzaviend v Bla, b]. A

Definice 2.12. Necht (P, p) je metricky prostor. MnoZina A € P se nazyva
hustd v prostoru P, jestlize A = P.

Véta 2.13. Mnozina A C P je hustd v metrickém prostoru (P, p), prdvé kdyZ ke
kazdému ¢ > 0 a kaZdému x € P existuje a € A takové, Ze p(x,a) < e.

Diikaz. =: Jelikoz A = P, je p(x, A) = 0 pro viechna x € P. Tedy ke kazdému
e > Oexistuje a € A tak, ze p(x,a) < e.

«: Necht ke kazdému ¢ > 0 a kazdému x € P existuje a € A takové, Ze
p(x,a) <e.JeliA C P, existuje xo € P, pro néZ p(xg, A) > 0. Pak ale pro
g = %,o(xo, A) plati p(xg, a) > € pro kazdé a € A, coZ je spor. O

Predchozi véta ukazuje na dileZitost hustych podmnoZin v metrickych pro-
storech. Napriiklad z hustoty mnoZiny raciondlnich ¢isel v prostoru redlnych ¢&i-
sel plyne, Ze kazdé redlné Cislo lze s libovolnou piesnosti aproximovat racional-
nimi ¢isly. Z hustoty mnoziny polynoma v prostoru spojitych funkei (viz Ptiklad
3.9 ii)) plyne, Ze kazdou spojitou funkci miZeme na daném uzavieném intervalu



s libovolnou presnosti aproximovat vhodnym polynomem. Podobnych piikladi
miZeme v matematické disciplin€ nazyvané teorie aproximace nalézt celou fadu.

Piiklad 2.14. DokaZte, Ze mnozina A = {5; : n,m € N} (tzv. mnoZina dyadic-
kych cisel) je hustd v E!.

Reseni. Vyuzijeme tvrzeni Véty 2.13. Necht ¢ > 0, x > 0 (je-li x < 0, stejnou
konstrukci provedeme pro Cislo |x|) jsou libovolnd a necht n je nejmensi pfiro-
zené &islo takové, 7e mo = 2" > x. Cislom; = 2! je dyadické, x > m, a plati
|m; — x| < 2""'. Polozme m, = 2"~ 1 +2"2, tj. m, je stredem intervalu [m, 2"].
Pak ¢islo x lezi v jednom z intervall [m, m], [m,, 2"]. Oznaéme mj stied inter-
valu, v némZ se x nachazi. V této konstrukci pokrac¢ujeme tak, Ze vZdy rozptlime
ten interval, jehoZ krajnimi body jsou nékterd z ¢isel mg, my, ..., my_; a v némz

lezi Cislo x, stfed tohoto intervalu oznac¢ime m. Ze zptusobu provedeni konstrukce

je zfejmé, Ze plati [m; — x| < 2"~*. Protoze klim 2"k = (), pro dostate¢né velkd
— 00

k je 2"* < & a my je hledanym dyadickym &islem, které se od x li§f o méné
nez e. A



I1.3. Oteviené mnoziny, okoli bodu

Definice 2.15. MnoZina A € P se nazyva otevrend, jestlize jeji komplement
P ~ A je uzaviend mnoZina.

Priklady 2.16.
i) Otevieny interval (a, b) je oteviend mnoZina v prostoru [E!, nebot jeji komple-
ment, kterym je sjednocent intervalli (—oo, a] U [b, 00), je uzaviend mnoZina.

ii) Mnozina A = {[x,y] € E! : x> + y? < 1} je oteviend v E2, nebof jeji
komplement v E? je opét uzavfend mnoZina.

iii) V diskrétnim metrickém prostoru je kazdd mnoZina zaroven oteviend i uza-
viend. ProtoZze v diskrétnim metrickém prostoru konverguji pouze posloup-
nosti, které jsou skorostacionarni, je podle Véty 2.10 kazd4d mnoZina v diskrét-
nim metrickém prostoru uzaviena, tedy i jeji komplement je uzaviena mno-
Zina, a podle pfedchozi definice je sama mnoZina oteviena.

iv) V kazdém metrickém prostoru (P, p) jsou P a {§ zaroven oteviené i uzaviené
mnoZziny, nebof kazda z nich je uzaviena a jedna je komplementem druhé.

v) Necht Aj, ... A, jsou oteviené mnoziny v E!. Pak A| x --- x A, je oteviend
mnoZina v E”.

vi) Mnozina A = {f € Cla, b] : | f(x)| < 1 pro x € [a, b]} je oteviend mnoZina
v (Cla, b], pc).



Definice 2.17. Nechfa € P a¢ > 0. MnoZzinu O,(a) = {x € P : p(x,a) < &}
nazyvame (epsilonovym) okolim bodu a. Neni-1i hodnota ¢ podstatnd, pak index
¢ vynechdvame.

Na tomto misté poznamenejme, Ze nékdy je v literatuie zabyvajici se metric-
kymi prostory okoli bodu a € P definovano (v souladu s definici v topologic-
kych prostorech, viz napf. [2]) jako libovolna oteviend mnoZina obsahujici bod a.
Ob¢ definice jsou ekvivalentni, nebot okoli kazdého bodu je oteviend mnoZina
(viz CviCeni 2.22 xiv)), a naopak je-li A libovolnd oteviena mnoZina obsahujici
bod a, pak existuje ¢ > 0 takové, Ze U, (a) C A (viz Véta 2.19 a)). Nase definice

wev s

je vSak vhodnéjsi z hlediska definice okoli bodu v E” v diferencidlnim poctu.

Definice 2.18. Necht A C P,a € P. Bod a se nazyva:

a) Vnitfnim bodem mnoZiny A, jestlize existuje okoli O'(a) takové, ze
O(a) C A. MnoZina vSech vnitinich bodi mnoZiny A se nazyva vnitrek
mnoZiny A a znaci se A°.

b) Hrani¢nim bodem mnoZiny A, jestlize pro kazdé okoli &'(a) plati soucasné
O@NA #0,0(a)N(P~A) # . MnoZina vSech hrani¢nich bodd mnoZiny
A se nazyva hranice mnoZiny A a znaci se h(A).

¢) Hromadnym bodem mnoziny A, jestlize kazdé okoli &'(a) obsahuje neko-
ne¢né mnoho bodi mnoZiny A. Mnozina v§ech hromadnych bodi mnozZiny
A se nazyva derivace mnoziny A a zna¢i se A’.

d) Izolovanym bodem mnoziny A, jestlize existuje okoli O'(a) takové, Ze
O(a) N A = {a}. MnozZina vSech izolovanych bodli mnoZiny A se nazyva
adherence mnoZiny A.




Uzévér, vnitfek a hranice mnoZiny hraji dtleZitou roli napf. pfi zavedeni Jor-
danovy miry v [E". Nasledujici véta uvadi nékteré jejich vlastnosti.

Véta 2.19. Nechf A C P. Plati:
a) A je oteviend, prdave kdy; A = A°.
b) h(A) = ANP ~ A
c) h(A) = A~ A°.
d) (AN B)? = A° N B°.

Diikaz.
a) =: Necht A C P je oteviend. ProtoZe piimo z definice plyne A° C A, staci do-
kazat opacnou inkluzi. Necht @ € A. Komplement P \ A je uzaviena mnoZina,
t. PNA=P A,atedya ¢ P ~ A.Toznamend, Ze ¢ = p(a, P ~ A) > 0.
Z toho plyne, Ze U, >(a) C A, tedy a € A°.
<: Necht A = A°. Musime ukézat, Ze P . A = P ~ A. Necht {x,}{°
je libovolna konvergentni posloupnost prvka z P ~ A. Kdyby jeji limita xo
nelezelav P \ A, tj. leZela v A, atedy v A°, pak by existovalo ¢ > 0 takové,
7e Oy(xg) C A, tj. p(x,, xo) > & pro viechna n € N, a to odporuje skuteCnosti,
ze p(x,, x9) — 0.
b) Opét dokdZzeme dvojici inkluzi h(A) C AN P ~ A, h(A) D AN P ~ A.
C: Necht x € h(A), tj. kazdé okoli bodu x obsahuje jak body mnoZiny
A, tak i mnoziny P ~. A. Tedy soucasné p(x,A) = 0i p(x,P ~A) =0
(kdyby p(x, A) = & > 0, pak 0, >(x) neobsahuje Zddny bod mnoZiny A, coZz
je spor; podobné vede ke sporu predpoklad p(x, P . A) > 0). To znamen4, Ze
xeANPA.




D: Nechf x € AN P~ A, tj. soucasné plati x € Aix € P~ A. Od-
tud plyne, Ze kazdé okoli bodu x obsahuje jak body z mnoziny A, tak i body
zmnoZiny P \ A, atedy x € h(A).

¢) a d) Dikaz nechdvame Ctendii jako cviCent. ]

Véta 2.20. Pro pruniky a sjednoceni otevienych a uzavienych mnoZin plati nd-

sledujict tvrzeni:

a) Prinik libovolného poctu uzavienych mnoZin a sjednoceni konecného poctu
uzavienych mnozin je uzaviend mnoZina.

b) Sjednoceni libovolného poctu otevienych mnoZin a prinik koneéného poctu
otevienych mnoZin je oteviend mnoZina.

Diikaz.

a) Uzavienost sjednoceni konecného poctu uzavienych mnoZin plyne indukci
z (U5). Necht A;,i € I je libovolny systém uzavienych mnozin a ig € 1 je
libovolné. Pak () A; C A,,, a tedy podle (U4) (| A; € A,, = A,,. Protoze

iel iel
ip € I bylo libovolné, z posledni inkluze plyne (] A; € () A;. Opalnd inkluze
iel iel
plyne z (U3), tedy () A; = [) A;, tj. [) A; je uzaviend mnoZina.
iel iel iel
b) Plyne z a) a de Morganovych pravidel (viz [9]). O

, - ve _(_11 . —n n Y
Poznamka 2.21. Priklady mnozin A, = ( " n) B, = [—n 10 el +1] ukaZl:l_]l,
Ze prunik nekonecného poctu otevienych mnoZin nemusi byt otevfend mnoZina
a sjednoceni nekone¢ného poctu uzavienych mnoZin nemusi byt uzaviend mno-

Zina.



Cviceni 2.22.
i) Necht A = [0, 17U (2, 3) U {4}. Urcete v E! mnoZiny A, A% h(A).

ii) Necht A = (0, 1) N I, I zna¢i mnoZinu vSech iraciondlnich &isel. Urlete
v E! mnoZiny A, A%, h(A).

iii) Udejte piiklad mnoZiny A C R takové, 7e v E! jsou mnoZiny A, A°, A,
(A)?, A° navzdjem rdzné.

iv) Dokazte toto tvrzeni: Jsou-li metriky p;, p na prostoru P ekvivalentni, pak
je mnozina A C P otevfena v prostoru (P, p;), prave kdyz je oteviend v pro-
storu (P, p).

v) Necht (P, p) je metricky prostor, A C P. Dokazte, Ze plati:
a) h(A) = h(P \ A);
b) hranice mnoZiny A je uzaviend mnoZina;
) A=AUA"

vi) Necht P zna¢i mnozinu polynomu stupné nejvyse n definovanych na inter-
valu[—1, 1]. Pro R(x) = a,x"+- - -4ag, Q(x) = b,x" +- - -+ by definujme
P(R.Q) = max |R(x)~ Q).

Oznaéime-li a = (ag, ..., a,), b = (by, ..., b,), lze definovat g; (R, Q) =

= pi(a,b), i = 1,2, 00 (metriky p; jsou stejné jako v Piikladech 1.2 i)
a 1.2 iii)). Rozhodnéte, zda metriky p a o; jsou ekvivalentni.

vii)* Necht (P, p) je metricky prostor. Oznaéme U (P) systém vSech neprazdnych
ohrani¢enych a uzavienych podmnoZin prostoru (P, p). Na U (P) definujme



metriku o takto: o (A, B) = max{sup p(a, B), sup p(b, A)}. DokaZte, Ze
acA
(U(P), o) je metricky prostor. Metrika o se nazyva Hausdorffova metrika

na U(P) — viz [0, str. 370], [ 13, str. 24].

Poznamenejme, Ze néktefi autofi definuji Hausdorffovu metriku pro sys-
tém vsech neprazdnych kompaktnich podmnoZin prostoru (P, p) — viz [2,
str. 1171, [7, str. 97].

viii) Oznaéme U (R?) systém vSech neprdzdnych uzavienych podmnoZin pro-
storu E2. Necht A, = {X € R? : po(X, S,) < rn}, kde S, € R>ar, > 0.
Najdéte nutnou a dostate¢nou podminku, aby posloupnost {A,,} byla konver-
gentni v U (R?) s Hausdorffovou metrikou.

ix) Necht {A,} je posloupnost uzavrenych mnoZin v metrickém prostoru (P, p).

Polozme B, = U A, C, = ﬂ A,. Je zfejmé, 7e {B,} je ,neros-

touci“ (B,, 2 Bmil) a {C,} je ,,neklesajlcl“ (Cn < Cipt1)- MnoZiny
o0 o0

(\ Bwm, U Cu se nazyvaji limita superior, resp. limita inferior posloup-
m=1 m=1
nosti {A,}. Rozhodnéte, zda plati toto tvrzeni:

Posloupnost mnozin {A,} konverguje v Hausdorffové metrice, pravé kdyz
liminf A,, = limsup A,,.

x) Necht P = Cla, b, A = {x(1) : [*x(t)dr > O}, B = {x(t) : [ x(t)dt >
> 0}. Rozhodnéte, zda plati A = B v metrice p,.



xi) Necht A je mnozina vSech konvergentnich posloupnosti. Rozhodnéte, zda A
je uzavrend v prostoru /o, (viz Pfiklad 1.2 vi)). (Dokazte si, Ze A je opravdu
podmnoZina /).

xii) Rozhodnéte, zda mnoZina A je hustd v E':
a) A={Jm—n:m,neN};
b) A = {'TC 1 k,l € Z, pronéZexistuje m € N tak, Ze K412 = m2} (tzv.
mnozina Pythagorejskych raciondlnich &isel).

xiii) Necht [ zna¢i mnoZinu posloupnosti redlnych &isel a pro x = {xy, x2, ...},
y = {y1, y2, ...} definujme
= 1 |xn - Ynl

_xv = -5 .
,0( y) P n!1+|xn_yn|

1
= [+ o ).
U6 = I+ s o

Ovéite, Ze takto definované funkce jsou metriky na /, a rozhodnéte, zda jsou
ekvivalentni.

xiv) Je-li (P, p) metricky prostor, a € P, r > 0 redlné Cislo, klademe
PBla;r]={x € P:p(x,a) <r} (uzaviend koule se stredem a).

a) Dokazte, ze 0, (a) je oteviend mnoZina a %Bla; r] je uzaviend mnozina
v P.
b) Plati 0, (a) = Bla; r]?



¢) Uréete Z[[0, 0, 0]; 1] v R} s maximaln{ metrikou.

Na strom se nesmis bdt. Je tam ovoce.



Kapitola I1I

UPLNE A KOMPAKTNI PROSTORY

Z predchazejici kapitoly vime, Ze kazda konvergentni posloupnost je cauchyov-
skd. Vznik4 ptirozené otdzka, kdy je cauchyovskd posloupnost konvergentni. Pro-
story, v nichz toto plati, se nazyvaji iipiné a maji nékteré dilezité vlastnosti (odst.
1L.1).

V piipadé, Ze metricky prostor neni Uplny, miZeme jej ziplnit — sestrojit
jeho dplny obal, coZz znamend vnofit ho do ,,vét§iho* metrického prostoru tako-
vym zpasobem, Ze metrika indukovana z tohoto nadprostoru je totozna s ptivodni
metrikou (odst. II1.2).

Také dalsi novy pojem této kapitoly, pojem kompaktni prostor (odst. 111.3),
je zaloZen na konvergentnich posloupnostech a jeho diileZitost je ukdzana v odst.
IV3aVl4.



I11.1. Uplny metricky prostor

Definice 3.1. Metricky prostor (P, p) se nazyva iplny, jestlize v ném kazda
cauchyovska posloupnost ma limitu, tj. kazda cauchyovska posloupnost je kon-
vergentni.

Priklady 3.2.
i) Prostor E! je tplny. Toto tvrzeni plyne z faktu, Ze kazd4 cauchyovska posloup-
nost redlnych ¢isel je konvergentni.
Diikaz Ize najit v [16] a 1ze jej provést napi. pomoci tzv. principu vloZenych
intervalu (nékdy nazyvany té€z Cantoriiv-Dedekindiiv axiom), ktery tika, Ze
mnozina intervald I, = [a,, b,], pro néZ plati I, D I, alim(b, — a,) = 0,
ma neprazdny prinik.

ii) Diskrétni metricky prostor je dplny, nebot cauchyovska i konvergentni po-
sloupnost jsou skorostaciondrni posloupnosti.

iii) MnoZina raciondlnich &isel s metrikou indukovanou z E!' nenf dplny prostor,

, . 1\ - . TR s oy

nebot napr. {(1 + ;) } je cauchyovskd posloupnost raciondlnich cisel, jejiz
limita je Cislo e (zaklad pfirozenych logaritmil), coZ je ¢islo iraciondlni.

iv) Otevfeny interval (a, b), a, b € R s euklidovskou metrikou neni dplny met-
ricky prostor, nebot napf. {a + %} je cauchyovskd posloupnost, ale jeji limita
a nelezi v intervalu (a, b). Naopak uzavfeny interval [a, b] je Gplny metricky
prostor, coZ plyne z nésledujici véty.



Véta 3.3. Nechr (P, p) je uplny metricky prostor a A C P je uzaviend mnoZina.
Pak A s metrikou, kterd je indukovdna metrikou p, je tiplny metricky prostor.

Diikaz. Necht {x,} je libovolnd cauchyovska posloupnost prvki z A. Protoze
A C P a P je uplny, posloupnost x, je konvergentni v P, oznacme x¢ jeji li-
mitu. ProtoZe A je uzaviend, je podle Véty 2.10 xo € A, tedy (A, p) je Gplny. [

Priklady 3.4.
i) Interval [a, b] s euklidovskou metrikou je Uplny metricky prostor podle Véty
3.3.

ii) Necht (P, p) je metricky prostor, metriky o1, 02, Poo Na kartézském soucinu
P x P jsou definovany nasledujicim zplsobem (ovéite, Ze to jsou opravdu
metriky):

p1([x1, x21, [y1, y21) = p(x1, y1) + p(x2, y2),

p2([x1, x21, [y1, y21) = v (p(x1, y1))? + (p(x2, ¥2))2,
Poo([X1, X2]1, [y1, ¥21) = max{p(x1, y1), p(x2, y2)}.

Pak prostory (P x P, pi), k = 1,2, oo jsou uplné, pravé kdyZz metricky prostor
(P, p) je uplny. Dokazte.

Reseni. Tvrzeni plyne z faktu, Ze posloupnost {[x,, y,]} C P x P je konver-
gentni, resp. cauchyovskd v kazdé ze tfi uvazovanych metrik, pravé kdyz jsou
konvergentni, resp. cauchyovské posloupnosti x,, 1 y,. A



iii) E" je dplny metricky prostor. Toto tvrzeni plyne indukci z predchdzejiciho
tvrzeni a tplnosti E!.

Véta 3.5 (Zobecnéni principu vloZenych intervald). Prostor (P, p) je tplny,
pravé kdyZ pro libovolnou posloupnost neprdzdnych uzavienych mnoZin {A,}
prostoru (P, p) takovou, Ze

a) A;DAyD,....,DA,...,  b) limd(A,) =0,
~ n—odo

plati () A, # 0.
n=1

Diikaz. =: Necht (P, p) je dplny metricky prostor a {A,} je libovolnad posloup-
nost uzavienych mnoZin spliiujici a), b). Vyberme x, € A, libovolné. Pak {x,} je
cauchyovskd. Vskutku, necht ¢ > 0, pak podle pfedpokladu b) existuje np € N
takové, Ze pro n > ng je d(A,) < ¢, a protoze pro kazdé n,m > ng je
A, Ay C© Ay, plati p(x,, x,,) < € pro kazdé n,m > no. Z tplnosti pro-
storu (P, p) plyne existence xo € P takového, Ze x, — x(. Zbyva ukazat, Ze
o0 oo
xo € () An.Je-lixg ¢ () An, pak existuje n; € N takové, Ze xo ¢ A,,, a tedy

n=1 n=1

X0 ¢ A, pron > nj, nebot pro tato n je A, € A,, pron > n;. ProtoZe A, jsou
uzaviené, existuje € > 0 tak, Ze p(xg, A,) > e pron > ny, atedyi p(xp, x,) > €
— spor.

<: Necht {x,} je libovolna cauchyovska posloupnost prostoru (P, p). Sestroj-
me posloupnost uzavienych mnoZin takto: K &islu &) = 1/2 existuje n; € N
takové, Ze pro kazdé n,m > n; je p(x,, x,,) < 1/2. OznaCme A; = HB[x,,; 1]



(uzaviend koule se stfedem x,,, a polomérem r = 1, viz CviCeni 2.22 xiv) ). K ¢islu
& = 1/4 existuje n, > ny tak, Ze pro vSechna n,m > nj je p(x,, x,) < 1/4.
Ozna¢me A, = Alx,,; 1/2]. Plati A, € Aj, nebot je-li x € As, je p(x, x,,) <
< 1/2ap(x,x,) < p(x, X)) + p(Xny, Xn,) < 1/2 4 1/2 = 1. Obecné k &islu
e =1/2k existuje ny > ng_; tak, Ze pro n, m > ny plati p(x,, x,) < 1/2*. Po-
dobné jako v predchozich pripadech definujme Ay = ABlx,; 1/ 2K. Vysledkem
konstrukce je posloupnost uzavienych mnozin A, s vlastnostmi a) a b). Podle
o
predpokladu existuje xo € () A,. Evidentné p(x,, xo) — 0, tedy {x,} je konver-

n=1
gentni a xg je jeji limita. O

Priklady 3.6.
i) Metricky prostor C[a, b] s metrikou stejnomérné konvergence p. je tplny.!
DokaZte.

Reseni. Necht f, € C[a, b] tvoif cauchyovskou posloupnost, tj. ke kazdému
& > 0 existuje ng € N tak, Ze pro n, m > ng plati m[a)é] [ fi(x) — fin(@)] < e.
x€la,

Odtud plyne, Ze pro kazdé x € [a, b] je Ciselnd posloupnost { f,,(x)} cauchy-
ovska, a tedy konvergentni. Oznacme f(x) jeji limitu. K Cislu £/2 existuje
ny € N takové, Ze pro n,m > n plati | f,,(x) — f(x)| < €/2 pro kazdé
x € [a, b]. Limitnim prechodem pro m — oo v poslednim vztahu dostavdme

sup |fu(x) — f(x)| <¢e/2 < ¢, tedy {f,} konverguje stejnomérné (tj. v me-
x€la,b]
trice p.) k f a podle Pfikladu 2.11 je f € Cla, b]. A

1V teorii funkciondlnich posloupnost{ se toto tvrzeni nazyva Cauchyovo-Bolzanovo kritérium
stejnomérné konvergence, viz [5, str. 45].



ii) Metricky prostor Cla, b] s integrdlni metrikou p; (viz Pfiklad 1.2 v)) neni

uplny. Dokazte.

Reseni. Necht ¢ je stfed intervalu [a, b] a pro n > ﬁ definujme

0, x € [a,c],
fux) ={n(x—c), x€[c,c+1],
1, X € [c+ %,b],

(nakreslete si obrdzek). Takto definovand posloupnost je cauchyovskd, ne-
bot p;(fy, fm) — O pro min{n, m} — oo. Necht f(x) € Cla, b] je pfi-
padné limita {f, (x)} v prostoru (Cla. bl pp). . p1(fur ) = JJ |fu(x) —
— f(x)]dx — 0.

Necht & > 0 je libovolné. Pro n > max{1, -2~} plati

b

pz(fn,f)zf i Ifn(x)—f(x)ldx+f () — FC0]dx =
a c+e
b

=f_ |f<x>|dx+/ 11— ()] dx.

+&

ProtoZe ¢ > 0 bylo libovolné, musi platit

0, xe€la,c),

Joo = {1, x € (e, bl,

coZ odporuje spojitosti funkce f(x), tedy zkonstruovana cauchyovskd po-
sloupnost nema v C[a, b] limitu. A



iii) Bairev metricky prostor (viz Pfiklad 1.2 vii)) je tplny. DokaZte.

Reseni. Nechf x,, = {x{, x3, x5, ...} je cauchyovskd posloupnost prvkii Bai-
reova prostoru. Nerovnost o (x,, X,,) < € znamend, Ze x; =x;", k =1, ..., no,
kde ng je nejvétsi prirozené ¢islo mensi nez é ProtoZe ¢ > 0 je libovolné,
znamend to, Ze kazdé z posloupnosti {x]'}, {x5} ... je skorostaciondrni, tedy

pro kazdé k € N existuje limita lim x;! =: x;. OznaCime-li x = {x, x2, ...},
n— oo
plati lim p(x,, x) = 0, tedy posloupnost {x,} je konvergentni. A
n—o0

Cviceni 3.7.
i) Necht P = R a metrika p je na R definovéna takto:

1 je-li |x — y| iraciondlni,

|—

p(x,y) =15 jeli|x — y| nenulové raciondlni,
0 jelix=y.
Rozhodnéte, zda je tento metricky prostor Gplny.
ii) Rozhodnéte, zda pampeliSkovy prostor (viz CviCeni 1.4 vii)) je Uplny.
iii) Prostor /5 (viz Cviceni 1.4 viii)) je Gplny. Dokazte.
iv) Rozhodnéte, zda prostor [, (viz Pfiklad 1.2 vi)) je Gplny.

v)* Nechta, € (0, 1].Prokazdé x={x1, ..., x4, ..., y={V1, - s Yu, ..., } €5
definujme

pa(x, y) = \/ D — ya) 3.1)
n=1



Dokazte, Ze metricky prostor (I, p,) je Uplny, pravé kdyz ingI o, > 0.
ne



I11.2. Uplny obal metrického prostoru

Definice 3.8. Bud (P, p) metricky prostor. Metricky prostor (Q, o) se nazyva
tiplny obal metrického prostoru (P, p), jestliZe plati:

1) (Q, o) je tplny prostor;

2) (P, p) je viofeny do (Q,0) (§. P € Q. p = 0| p2);

3) mnozina P je hustd v (Q, o).

Priklady 3.9.
i) Buklidovsky prostor E! je tiplnym obalem prostoru raciondlnich i iraciondlnich
&isel (s metrikou indukovanou z prostoru E!).

ii) Prostor (Cla, b], p.) je uplnym obalem prostoru vsech polynomi definova-
nych na intervalu [a, b] s metrikou indukovanou timto prostorem. Platnost
podminky 2) je trividlni a podminka 1) plyne z Piikladu 3.6 i). Platnost pod-
minky 3) plyne z nasledujictho tvrzeni, které byva v literatufe oznaovano jako
Weierstrassova véta a jehoZ diikaz je mozno nalézt napt. v [11].

Tvrzeni. Nechf f(x) € Cla, bl a ¢ > 0 jsou libovolné. Existuje polynom R(x)
takovy, Ze

max |f(x) — R(x)| < e.
x€la,b]



Véta 3.10. Ke kaZdému metrickému prostoru (P, p) existuje jeho tiplny obal.
Tento obal je urcen jednoznacné v ndsledujicim smyslu: Jsou-li (Q1, o), (Q2, 6)
tiplné obaly prostoru (P, p), pak existuje izometrické zobrazeni ¢: Q1 — Q>
takové, Ze ¢|p je identita na P.

Exaktni dikaz tohoto tvrzeni je ponékud komplikovany a se vS§emi podrob-
nostmi je moZno jej nalézt v [8]. ProtoZe je vSak tento dikaz konstruktivni a po-
mérné dilezity, uvedeme zde alespoii jeho hlavni myslenky.

Uvazujme vSechny cauchyovské posloupnosti z prostoru (P, p) a na této mno-
Ziné definujme relaci ~ (neni obtiZzné ukazat, Ze tato relace je ekvivalence) nasle-
dujicim zpisobem:

{xn} ~ {yn} pravé kdyz lim p(x,, y,) = 0.
n—0oo

Nyni uvazujme tfidy rozkladu cauchyovskych posloupnosti v (P, p) definované
touto ekvivalenci a mnoZinu téchto tiid oznatme Q. Necht X, Y jsou dvé tiidy
ekvivalence z Q a {x,}, {y,} jsou néjaci reprezentanti téchto tfid (Ize uk4zat, Ze na
jejich vybéru nezdlezi). Definujme

o(X,Y) = lim p(x,, yn).
n—00

Lze ukdzat, Ze takto definovand funkce na Q? je metrikou a Ze prostor (Q, o) je
uplny. Pfifadime-li nyni kazdému prvku x € P tfidu X € Q tvofenou vSemi po-
sloupnostmi konvergujicimi k tomuto prvku, je timto zpisobem definovano izo-
metrické zobrazeni P na jistou podmnoZinu v Q. ZtotoZnime-li P s touto pod-
mnozinou, dostdvame platnost podminky 2). Z vlastnosti cauchyovskych posloup-



nosti plyne i platnost podminky 3). Takto definovany metricky prostor (Q, o) je
tedy hledanym tplnym obalem prostoru (P, p).

Poznamka 3.11. Pfedchozi véta k4, ze E! je ziplnéni prostoru raciondlnich &isel
s euklidovskou metrikou. Tuto vétu v§ak neni mozné pfimo pouZit pro konstrukci
redlnych Cisel, protoZe definice metrického prostoru predpoklada znalost mnoZiny
redlnych Cisel.

V literatufe 1ze najit riizné konstrukce oboru redlnych Céisel. V [4, 16] je tato
konstrukce pojata axiomaticky, v [9] je pouzita tzv. metoda Dedekindovych fezu.

Poznamenejme, Ze ke konstrukci redlnych ¢&isel je rovnéZ mozné pouZzit mys-
lenku tdplného obalu, aplikovanou na raciondlni ¢isla. Timto zptisobem postupoval
Georg Cantor.

Cviceni 3.12.
i) Necht (P, p) je uplny metricky prostor, A C P. Pak (A, p) je dplny obal
metrického prostoru (A, p). Dokazte.

ii) Prox = (xy,..., %0, ...), Yy =1, Yu,-..) € Ir definujme

px,y) = \/Zz—'%xn — )’
n=1

(Takto definovany metricky prostor neni uplny, viz Pfiklad 3.7 v).) Rozhod-
néte, zda mnozina omezenych posloupnosti s metrikou definovanou vztahem
(3.1) s, = 27" je Uplnym obalem [/, s touto metrikou.



II1.3. Kompaktni prostory

Z diferencidlniho poctu funkci jedné proménné je znamo (druha Weierstrassova
véta), Ze spojitd funkce f definovand na uzavieném intervalu [a, b] zde nabyva
své nejmensi a nejveétsi hodnoty, tj. existuji xy, x, leZici v tomto intervalu takova,
Ze

flx) = xei[r;fb] fx),  fx2)= sup f(x).

x€la,b]

Nyni necht (P, p) je metricky prostor A € P a f: A — E'. Chtéli bychom
najit podminky na mnoZinu A a zobrazeni f, aby platilo obdobné tvrzend, tj. aby

existovala aj, a, € A takovd, Ze f(a;) = sup f(x), f(ax) = in£ f(x). Projdeme-
xeA xe
-li si dikaz druhé Weierstrassovy véty, zjistime, Ze kromé spojitosti funkce f je

vvvvvv

Ize vybrat konvergentni podposloupnost (toto tvrzeni je zndmo jako Bolzanova-
-Weierstrassova véta). Timto je také motivovana ndsledujici definice.

Definice 3.13. Metricky prostor (P, p) se nazyva kompaktni, jestlize z kazdé po-
sloupnosti jeho bodu 1ze vybrat konvergentni podposloupnost. MnoZina A C P
se nazyva kompaktni, jestlize A s metrikou indukovanou metrikou p je kom-
paktni prostor, tj. z kazdé posloupnosti bodii mnoZiny A lze vybrat podposloup-
nost majici v A limitu.

Véta 3.14. Nechf A je kompakini mnoZina v metrickém prostoru (P, p). Pak A
je uzaviend a ohranicend.




Diikaz. Predpoklddejme, 7e A nenf uzaviend, tj. existuje x € A, které neleZi v A.
Protoze p(x, A) = 0, existuje posloupnost x,, € A konvergujici k x. Kazda vy-
brand podposloupnost z konvergentni posloupnosti mé tutéz limitu x (Véta 2.2),
ktera vSak nelezi v A, tedy z {x,} nelze vybrat podposloupnost majici v A limitu,
COZ je spor.

Nyni pfedpoklddejme, Ze A neni ohranicend, tj. d(A) = sup p(x, y) = oo.
x,yeA
Sestrojme posloupnost x, € A takto. Bod x; € A vyberme libovolné a necht

Xy € A je takové, Ze p(x1, xp) > 1 (takové x, existuje vzhledem k neohranice-

nosti A). Jsou-li jiz zndmy prvky xq, ..., x,—1 € A, bod x,, € A vyberme tak, Ze
p(xn,xx) = 1,k =1,...,n— 1. (Takovy bod lze vZdy najit, nebot v opacném
pripad€ by byla mnoZina A podmnoZzinou sjednoceni uzavienych kouli se stiedy
v, k=1,...,n—1apoloméry r = 1, coZ odporuje jeji neohraniCenosti).
Z takto sestrojené posloupnosti evidentné nelze vybrat konvergentni podposloup-
nost, nebot pro n % m je p(x,, x,,) > 1. O
Priklady 3.15.

i) Diskrétni metricky prostor je kompaktni, pravé kdyZ P md pouze konecné
mnoho prvki. Dokazte.

Reseni. Tvrzeni plyne z faktu, e posloupnost bodd diskrétniho metrického
prostoru je konvergentni, pravé kdyz je skorostaciondrni. M4-li tedy kazda po-
sloupnost obsahovat konvergentni podposloupnost, nesmi se v této posloup-
nosti vyskytovat nekone¢né mnoho navzdjem riznych prvka, a proto je P
kompaktni, pravé kdyZ ma pouze kone¢né€ mnoho prvkd. A



ii) Necht (P, p) je metricky prostor, P =P = Px---x P.Prox =
=0, X0),y=01,...,yn) ap > 1definujme

pp(x,y) = [Z PP (xk, Yk)]l/p-
P

Takto definovand funkce je metrika na P (ové&fte!) a mnozina A C P je kom-
paktni v P, pravé kdyz ,,priméty“

Ay ={a € P: existujiay, ..., ar_1, Ax+1, ..., a, € P takova, Ze

lai, ...,ak—1,a,aky1, ..., ay) € A}, k=1,...,n,

jsou kompaktni v P. DokaZte.

Reseni. <: Pfedpoklddejme, 7e mnoZiny Ay, k = 1,...,n jsou kompaktni
afan, =lal", ..., a)']} necht je libovolna posloupnost bodii z A. ProtoZe A, je
kompaktni, z {a"} lze vybrat konvergentni podposloupnost. V {a5'} uvaZzujme
pouze Cleny s indexy konvergentni podposloupnosti z {a"}. ProtoZe A, je kom-
paktni, z této podposloupnosti 1ze vybrat v {a;'} konvergentni podposloup-
nost a v {aj'} uvazujme pouze Cleny s indexy této vybrané podposloupnosti.
Z téchto Clent 1ze opét vybrat konvergentni podposloupnost. Opakujeme-li
tento postup az do indexu n, obdrzime konvergentni podposloupnost posloup-
nosti {a,'}, pficemZ podposloupnosti z {a;'}, k = 1,...,n — 1 s indexy této
podposloupnosti jsou konvergentni. Tim jsme sestrojili konvergentni podpo-
sloupnost z {a, }.



=: Pfedpokladejme, Ze A je kompaktni, k € {1, ..., n} jelibovolné a {a;"}
je libovolnd posloupnost bodd z A. Vyberme libovolné prvky x; € Ay, ...,
Xi—1 € Ag—1, Xk+1 € Aks1,...X, € A, autvoime pomoci nich posloupnost
am = [X1, ..., Xk—1, ', Xk41, - - -, X Z této posloupnosti bodlii mnoZiny A
lze vybrat konvergentni podposloupnost a je zfejmé, Ze Cleny {a;'} s indexy
této vybrané podposloupnosti tvoii konvergentni podposloupnost z {a;"}, tedy
Ay je kompaktni. A

Ve VEté 3.14 jsme dokdzali, Ze kompaktni mnoZina v libovolném metrickém
prostoru je uzaviend a ohranicend. Ndésledujici véta fika, Ze v euklidovskych pro-
storech je tato podminka pro kompaktnost dané mnoZiny také dostatecna.

Véta 3.16. Nechf A je podmnoZina v E". MnoZina A je kompaktni, prdvé kdyz
je uzaviend a ohranicend.

Diikaz. Podle Prikladu 3.15 ii) sta¢i tvrzeni dokdzat pro n = 1. Dokazme, Ze je-li
podmnoZzina A v E! uzaviend a ohrani¢end, pak je kompaktni.

Nechf A je uzaviend a ohraniend. Pak kazda posloupnost bodt z A je také
ohranic¢end a podle Bolzanovy-Weierstrassovy véty z diferencidlniho poc¢tu funkci
jedné proménné lze z této posloupnosti vybrat konvergentni podposloupnost. Pro-
toZe A je uzavienad, lezi jeji limita podle VEty 2.10 také v A, atedy A je kompaktni.
Opacnd implikace plyne z Vety 3.14. O



Poznamky 3.17.

i) Predchdzejici tvrzeni ,,uzaviend + ohrani¢end = kompaktni*“ obecné neplati.
Napriklad mnozina A C [, tvorend posloupnostmi x; = {1,0,...,0,...},
x =1{0,1,0,...,0,...}, x3 ={0,0,1,0,...,0,...}... je evidentné uza-
viend a ohraniCend v prostoru /5, ale nelze z ni vybrat konvergentni podposloup-
nost.

ii) Dals{ vlastnosti kompaktnich mnoZin v metrickych prostorech Ize nalézt v od-
stavcich IV.3 a V.2.

Cviceni 3.18.

i) Necht (P, p) je metricky prostor, A C P je uzaviend, B C P je kompaktni,
AN B =(.Pak p(A, B) > 0. Dokazte.

ii) Dokazte tato tvrzeni: Sjednoceni kone¢ného poctu kompaktnich mnozin je
kompaktni mnozina. Priinik libovolného poétu kompaktnich mnozin je kom-
paktni mnoZina.

iii) Rozhodnéte, zda v pampeliSkovém metrickém prostoru (Cviceni 1.4 vii)) plati
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tvrzeni ,,uzaviend a ohrani¢end = kompaktni*.

iv) Necht (P, p) je kompaktni metricky prostor, A C P je uzaviend. Pak (A, p)
je tplny metricky prostor. Dokazte.



v) Necht P je mnoZina reguldrnich n x n matic, pro A = (a;;), B = (b;;) € P
definujme

p(A, B) = \/Z > (aij = by)*.
i=1 j=1
Rozhodnéte, zda mnoZina ortogondlnich matic (tj. matic, pro néz AT = A~!,
kde T znadf transpozici) je kompaktni v P.

vi) Nechf P je mnoZina polynomu stupné nejvySe n s metrikou indukovanou
z prostoru (Cla, b], p.). Rozhodnéte, zda mnoZina

A={R(x) € P:p:(R(x),0) =< 1},

kde 0 znaci nulovy polynom, je kompaktni.



Kapitola IV

ZOBRAZENI METRICKYCH PROSTORU

V této kapitole budeme vénovat hlavni pozornost spojitosti zobrazeni mezi dvéma
metrickymi prostory (odst. IV.1). V odst. IV.2 budeme studovat tzv. lipschitzovskd
a kontraktivni zobrazeni a v odst. IV.3 budou vySetiovany vlastnosti spojitych
zobrazeni kompaktnich prostort.



IV.1. Spojita zobrazeni

Pfed uvedenim definice spojitého zobrazeni si pfipomenme spojitost redlné funkce

f(x) (coZ je zobrazeni z E! do E') v bodé xo: Funkce f je spojitd v bod& xo,

jestlize lim f(x) = f(xo), tj. ke kazdému & > 0 existuje 6 > 0 takové, Ze pro
X—>X0

kazdé x € (xo — &, xo + ) plati f(x) € (f(x0) — &, f(x0) + €).

V souladu s Definici 2.17 (okoli bodu) miZeme tuto definici formulovat také
takto:

Funkce f je spojitd v bodé€ xy, jestlize ke kazdému okoli V bodu f(x¢) exis-
tuje okoli U bodu x takové, Ze pro kazdé x € U plati f(x) € V.

Analogicky definujeme spojité zobrazeni mezi libovolnymi metrickymi pro-
story.

Definice 4.1. Necht (P, p), (Q, o) jsou metrické prostory, F je zobrazeni z P
do Q. Rekneme, Ze toto zobrazeni je spojité v bodé xy, jestlize ke kazdému okoli
V bodu F(xp) v Q existuje okoli U bodu xy v P takové, ze F(x) € V pro kazdé
x € U. Rekneme, Ze F je spojité na P, je-li spojité v kazdém bodé P.

Nasledujici véta je velmi dileZitym néstrojem pii vySetfovani spojitosti riz-
nych zobrazeni mezi metrickymi prostory a v literatufe se Casto objevuje jako
definice spojit spojitého zobrazeni.

Véta 4.2. Necht (P, p) a (Q, o) jsou metrické prostory. Zobrazeni F: P — Q
Jje spojité v bodé xy € P, prdvé kdyZ pro kazdou posloupnost bodii v P, pro niz

Xy A xo, plati F(x,) 5 F(xp).




Diikaz. =: Necht F je spojité v bodé x( a {x,} je libovolna posloupnost kon-
vergujici k xo. Potiebujeme dokdzat, 7Ze o (F(x,), F(xg)) — 0. Necht ¢ > 0
je libovolné. Podle definice spojitosti zobrazeni F v bodé x¢ k e-ovému okoli
bodu F(xp) existuje §-okoli bodu xy (§ > 0) takové, Ze pro x z tohoto okoli
plati o (F(x), F(xp)) < e&. Protoze p(x,,xo) — 0, k Cislu § existuje nyp € N
takové, ze pro kazdé n > ng je p(x,, xo) < §, atedy o (F(x,), F(x9)) < &. Cel-
kem jsme k libovolnému ¢ > 0 nasli ny € N takové, Ze pro kazdé n > ng plati
o (F(x,), F(x0)) < &, tedy F(x,) — F(xo).

«: Necht x( je libovolné a pro libovolnou posloupnost x, — xo plati
f(x,) — f(xp). Predpoklddejme sporem, Ze zobrazeni f neni spojité v bodé
Xo, tj. existuje okoli V bodu f(xo) takové, Ze v kazdém okoli U bodu x existuje
x takové, 7Ze f(x) ¢ V. Za okoli U bodu xy berme postupné mnozZiny U, =
={x e P:p,x) <i},n=12 ... aoznalme x, ten bod z U,, pro n&jz
f(x,) ¢ V. Timto zptisobem jsme sestrojili posloupnost konvergujici k xo, pro
niz f(x,) nekonverguje k f(xo) (nebot f(x,) ¢ V pro kazdé n € N), coZ je spor,
a zobrazeni f je spojité v bodé xg. O

Uvedenou vétu vyuZijeme v nasledujicich prikladech.

Priklady 4.3.
i) Necht F je zobrazeni prostoru (C|a, b], p.) do E! definované takto:
a+b
F() = f(5-):

(4. kazdé funkci spojité na intervalu [a, b] je prifazeno redlné Cislo rovné
funkéni hodnoté funkce ve stfedu intervalu [a, b]). Rozhodnéte, zda je toto
zobrazeni spojité.



ReSeni. Necht f € Cla, b] jelibovolnd funkce a f,, € Cla, b] je libovolna po-
sloupnost konvergujici k funkci f, tj. p(fy, f) = rr%ayz] [fu(x) — f(x)] = 0,
X€la,

jestlize n — oo. Z toho plyne, Ze i ’ fn(‘%b) —f (#)} — 0, tedy zobrazeni

F je spojité na Cla, b]. A

ii) Necht (P, p) je metricky prostor, a € P, A C P. Dokazte, Ze zobrazeni
f.g: P — E'dand vztahy f(x) = p(x, a), g(x) = p(x, A) jsou spojita.

Reseni. Necht x,, — xq je libovolna. VyuZitim trojihelnikové nerovnosti do-
stavame | f (x,) — f(x0)| = [p(xXn, @) — p(x0, @) = |p(Xn, X0) + p(x0,a) —
—p(xg,a)| = p(xu, x0) = Opron — oo, tedy f(x,) — f(x0)a f je spojité.
V pripadé zobrazeni g dostavame |g(x,) — g(xo)| = |p(xn, A) — p(xg, A)| <
< |p(xn, x0)+p(x0, A)—p(x0, A)| = p(xn, Xx0) — 0 (vyuZili jsme nerovnosti
p(x, A) < p(x, xo) + p(x9, A), kterou Ize snadno dokazat pomoci trojihelni-
kové nerovnosti a definice vzdédlenosti bodu od mnoZiny), tedy i zobrazeni g
je spojité. A

iii) Necht p, je diskrétni metrika na R. UrCete nutnou a dostate¢nou podminku,
aby zobrazeni f: E' — (R, py) bylo spojité.

Reseni. Nechf xo € R je libovolné a {x,} je libovolnd posloupnost reil-
nych &isel konvergujici k xo v metrice prostoru E!, tj. |x, — xo| — O.
K tomu, aby zobrazeni f bylo spojité v bod€ x, je nutné a staci, aby f(x,)
konvergovala k f(x¢) v diskrétni metrice. To je vSak moZné tehdy a jen
tehdy, kdyz je posloupnost { f(x,)} skorostaciondrni, tj. od jistého indexu
nog € Nje f(x,) = f(xp). Protoze {x,} je libovolnd posloupnost konvergujici



k x¢, je toto mozné, pravé kdyZ f je konstantni zobrazeni. Tedy zobrazeni
f:E' = (R, py) je spojité, pravé kdyZ je konstantni, tj. existuje konstanta
k € R takova, Ze f(x) = k pro kazdé x € R. A

Cviceni 4.4.
i) Necht p, je diskrétni metrika na R. UrCete nutnou a dostate¢nou podminku,
aby zobrazeni f: (R, p;) — E! bylo spojité. (Doplnék k pfedchozimu pii-

kladu).

ii) Necht P je prostor komplexnich &isel s obvyklou metrikou (tj. stejnou jako
v E?). Rozhodnéte, zda zobrazeni F(z) = |z|, G(z) = 7 jsou spojitd.!

iii) Dokazte, Ze zobrazeni f: P — Q je spojité, pravé kdyZ pro kazdou mnozinu
A C Pplati f(A) C f(A).

iv) DokaZzte, Ze zobrazeni f: P — Q je spojité, pravé kdyZ pro kazdou ote-
vienou podmnoZzinu A € Q je mnoZina f~'(A) = {x € P : f(x) € A}
oteviena v P. Mize byt slovo oteviend v tomto tvrzeni nahrazeno slovem
uzaviena?

v) Necht (P, p) je metricky prostor, A, B € P, AN B = { jsou uzaviené
podmnoziny v P. Dokaite, Ze existuje spojité zobrazeni f: P — E! takové,
7e

1 prox e A,

fa = 0 prox e B.

17 znagi &slo komplexné sdruZené k z.



vi) Necht (P, p) je metricky prostora f: P — P je spojité zobrazeni. Rozhod-
néte, zda zobrazeni F: P — ! definované piedpisem F(x) = p(x, f(x))
je spojité.

vii) Necht F je zobrazeni z I, do [ (viz Cvieni 1.4 viii)) definované pro x =
= {x1, x2, ..., } pfedpisem

2 .2 2
F(x) ={x{,x3,x3,..., }.
Rozhodnéte, zda je toto zobrazeni spojité.

viii) Necht P = R s metrikou

|x| + |yl prox #y,
plx,y) =

o prox = y.
Definujme zobrazeni f: (R, p) — E! predpisem

1 prox #0,

J = {0 prox = 0.

Rozhodnéte, zda je toto zobrazeni spojité.



IV.2. Kontrakce

Definice 4.5. Necht (P, p), (Q, o) jsou metrické prostory, F: P — Q. Rek-
neme, Ze zobrazeni F je lipschitzovské, jestliZze existuje nezdpornd redlnd kon-
stanta L (tzv. Lipschitzova konstanta) takova, Ze

o(F(x), F(y)) < Lp(x,y) prokazdé x,y € P.

Je-li L < 1, pak fikdme, Ze F je kontrakce (s konstantou L).

Vlastnosti kontrakce dplného metrického prostoru do sebe budou pfedmétem
V. kapitoly.

Vztah mezi spojitymi a lipschitzovskymi zobrazenimi popisuje ndsledujici
véta.

Véta 4.6. Necht (P, p), (Q, o) jsou metrické prostory, F: P — Q je lipschit-
zovské zobrazeni. Pak je toto zobrazeni spojité.

Duikaz. Necht xo € P je libovolné a {x,} je libovolna posloupnost v P konvergu-
Jici k xo. ProtoZe plati o (F(x,), F(x0)) < Lp(xy, Xo), je o (F(x,), F(x9)) — 0,
tedy F je spojité v xo, a protoZe xo € P je libovolné, je F spojité na P. O



Priklady 4.7.
i) Dokazte, 7e diferencovatelnd funkce f: [a,b] — E' je kontrakce, resp.
lipschitzovska, praveé kdyz

| f'(x)| <1, resp. | f'(x)] < oo pro vSechna x € [a, b]. 4.1)

Reseni. Nechf L < 1 je takové redlné &islo, 7e |f/(x)| < L pro kazdé
x € [a, b] (takové &islo vzdy existuje vzhledem k predpokladu (4.1)), a necht
X1, X2 € [a, b] jsou libovolnd. Podle Lagrangeovy véty o stfedni hodnoté dife-
rencidlniho poctu plati | f (x1) — f (x2)| = [ f'(c)(x1 —x2)| = [ f(O)|-|x1 —x2],
kde c lezi mezi x| a xp, atedy | f (x1) — f(x2)| < L|x; — x»|, cOZ znamen4, Ze
f je kontrakce.

Predpokladejme sporem, Ze f je kontrakce s konstantou L € [0, 1) a pfi-
tom m[a)z]lf/(x)l > 1. Pak existuje ¢ € [a, b] takové, ze | f'(c)|] > L,
x€la,

g. lim|[L9=LO| > [ odtud | f(x) — f(c)| > Llx — c, je-li x dostate¢né
blizko c. To je vSak spor se skutecnosti, Ze f je kontrakce, a tedy musi platit

“.1).
Analogicky se provede dikaz pro pfipad, kdy je f lipschitzovska.

Z predchazejicich tvah plyne, Ze diferencovatelnd funkce na (obecné nekom-
paktnim) intervalu [ je kontrakce, pravé kdyz sup | f/'(x)| < 1. A
xel

ii) Stejnolehlost s koeficientem stejnolehlosti &, pro ktery plati |k| < 1, je kon-
trakci roviny, tj. metrického prostoru E2, do sebe.



iii) Necht F: (Cla, b], p.) — E!' je definovino piedpisem

b
F(f) = / £ dx,

7 Vs

tj. funkci f(x) € Cla, b] je pfirazeno redlné Cislo fab f(x) dx (toto prifazeni
je korektn{, nebot spojité funkce jsou integrovatelné). Dokazte, Ze F je spojité
zobrazeni.

Reseni. Vyuzijeme tvrzeni Véty 4.6. Necht f(x), g(x) € Cla, b] jsou libo-
volné. Potfebujeme dokazat, Ze existuje nezdpornd redlnd konstanta L takova,
ze p(F(f), F(g) = |F(f) — F(g)l = Lp.(f, g). Plati

b b b
= F@l=| [ rwar [T = [1700 - giax <

IA

b
XIQ%]If(X)—g(X)I/ dx = p.(f, 8)(b = a),

cozZ znamend, Ze zobrazeni F je lipschitzovské (s konstantou L = (b — a)),
a tedy spojité. A

iv) Necht F je zobrazeni prostoru C[0, 1] s metrikou stejnomérné konvergence
pc do sebe, které je definovano predpisem

F(f) = /O iy dr.

Rozhodnéte, zda je F kontrakce.



Reseni. Nechf f, g € C[0, 1], pak plati

pe(F(f), F(g) = max |[F(f(x) = F(g(x))| =

= max thf(t)dt—fxtg(t)dt| <
0 0

x€[0,1]

X 1
< maxf tlf(t)—g(t)ldtff (@) — gldr <
s 0 0

1 1
< max If(x)—g(X)I/O rdr =1 pf9),

T xel0,1]
tedy F je kontrakce s konstantou L = % A
Poznamka 4.8. V Prikladu 4.7 iii) jsme dokazali dileZity vysledek z teorie funk-
ciondlnich posloupnosti: Jestlize posloupnost funkci f,(x) konverguje na inter-
valu [a, b] stejnomérné k funkci f(x), pak je mozné zaménit poradi limity a inte-

grace
b

b
lim [ f,(x)dx = / lim f, (x) dx.

n—oo

Cviceni 4.9.
i) Rozhodnéte, zda ndsledujici funkce f: E! — E! jsou lipschitzovské, resp.
kontrakce:
a) f(x) =arctgx, x € B!,
b) f(x) =ax +b, x € E,
¢) f(x) = Vx, x €0, 11.



ii) Necht P je Bairetv metricky prostor (viz Piiklad 1.2 vii)). Definujme zobra-
zeni F metrického prostoru P do sebe takto: Pro x = {x,} € P (4. {x,} je
posloupnost pfirozenych Cisel) je

F(x) = {1’ xl’ 15 x29 1, x3, 1, X4, 1, “e. }.
Rozhodnéte, zda je toto zobrazeni kontrakce.

iii) Necht P je mnoZzina slov sklddajicich se z 10 pismen s metrikou definova-
nou v Prikladu 1.2 viii). Je-li x = {xy, ..., x10} slovo skladdajici se z pismen
X1, ..., X]9, definujeme

f&x) ={a, xa2, ..., x10},

tj. prvni pismeno v kazdém slové je nahrazeno pismenem a. Rozhodnéte, zda
toto zobrazenf je lipschitzovské, resp. kontrakce.

iv) Necht {x1, x3,...} €l a F: o, — [ je definovédno predpisem

F(x) = {%xl,éxz,...,fi_kxk,...}.

Rozhodnéte, zda je toto zobrazeni lipschitzovské, resp. kontrakce.



IV.3. Spojita zobrazeni kompaktnich prostora

Jak jsme se jiz zminili v odstavci I11.3, jednim z nejdidlezitéjsich vysledkd teorie
spojitych funkci jedné proménné jsou Weierstrassovy véty, jez fikaji, Ze funkce,
kterd je spojitd na uzavieném intervalu, je na tomto intervalu ohrani¢end a nabyva
zde své nejvétsi a nejmensi hodnoty. V tomto odstavci si ukdZeme, Ze tyto vty
jsou dasledkem obecnéjsiho tvrzeni tykajiciho se zobrazeni kompaktnich metric-
kych prostort.

Véta 4.10. Nechr (P, p) a (Q, o) jsou metrické prostory, F: P — Q je spojité
a A C P je kompaktni. Pak F(A) je kompaktniv Q.

Diikaz. Necht y, € F(A) je libovolnd posloupnost, tj. existuje posloupnost
X, € A takovd, Ze f(x,) = y,. Protoze A je kompaktni, z {x, } lze vybrat konver-
gentni podposloupnost {x,, } konvergujici k néjakému prvku x € A. Ze spojitosti
zobrazeni F plyne

lim y,, = lim F(x,,) = F(xo) € F(A).
k—o00 k—o00

Tedy {y,} obsahuje konvergentni podposloupnost, jejiz limita lezi v F(A), coz
znamend, Ze F(A) je kompaktni. O

Nyni si ukdZeme, jak plynou Weierstrassovy véty z Véty 4.10. Necht P =
=Q0=FE"'A=][a,bla f:la, b] — E! je spojita funkce. Podle Pfikladu 3.15 i)
je uzavieny interval v E! kompaktni mnoZina, tedy f([a, b]) je rovn&z kompakitni.



Prvni Weierstrassova véta nyni plyne z faktu, Ze kompaktni mnoZina v kaZzdém
metrickém prostoru je ohranicend (viz Véta 3.14). SkuteCnost, Ze funkce f na-
byva na [a, b] své nejmensi a nejvétsi hodnoty, plyne z ndsledujici dvahy: Vzhle-
dem k definici infima mnoZiny redlnych cisel existuje posloupnost y, € [a, b]
takovd, Ze f(y,) — i eiﬂfb] f(x). Z této posloupnosti lze vybrat konvergentni pod-

posloupnost {y,, }. Jeji limitu ozname x, tj. klim Yn, = X1. Z Véty 4.2 plyne, Ze
—00
klim S ) = f(x1). Zdruhé strany, protoZe { f (y,,)} je vybrana podposloupnost
—00
z{f(yn)}. plati lim f(y,) = inf f(x),tedy f(x;) = inf f(x).Podobnélze
k— o0 x€la,b] x€la,b]

dokazat existenci x, € [a, b], pronéz f(x;) = sup f(x).
x€la,b]

Piiklad 4.11. Necht A je kompaktni mnozina v metrickém prostoru (P, p)
ab ¢ A.Dokazte, Ze existuji a;,a, € A takova, Ze p(b,a;) = in£,o(b, a) =
ae
= p(b, A), p(b, az) = sup p(b, a).
acA
Resent. Uvazujme funkci f: P — E! definovanou predpisem f(x) = p(b, x).
Tato funkce je spojitd na kompaktni mnoziné A (viz Pfiklad 4.3 ii)). Podle Vety
4.10 je mnoZina f(A) kompaktni v E!, tj. uzaviend a ohranicend. Z toho plyne,
Ze in£ p(b,a), supp(b,a) € f(A), a odtud plyne existence hledanych prvki
ac

acA
ap,a € A. A

Cviceni 4.12.
i) Necht A je kompaktni mnoZina v metrickém prostoru (P, p). Dokazte, Ze exis-

tuji a;, a; € A takova, Ze p(a;, a;) = sup p(a,b) = d(A).
a,beP



ii) Necht A je kompaktni mnoZina v metrickém prostoru (P, p), f: A — E! je
spojité. Dokazte, Ze graf zobrazeni f, G(f) = {[x,y] € A x E! : y = f(x)}
je kompaktni mnoZina v prostoru P X E! s metrikou p([x1, y11, [x2, y2]) =
= p(x1, x2) + |y1 — y2l.

Kazdy novy ndpad je nejdiiv smésny, pak prilis prosty — a nakonec to
podle néj délaji vsichni.



Kapitola V

BANACHUYV PRINCIP PEVNEHO BODU
A JEHO POUZITI

vvvvvv

prostord, tzv. Banachovu vétu o pevném bodu kontraktivniho zobrazeni v tplném
metrickém prostoru. Tuto vétu lze s vyhodou vyuzivat k dikazu vét o existenci
a jednoznacnosti feSeni riiznych typl rovnic, coZ si podrobnéji ukdZeme v odst.
V.2a V3.



V.1. Banachuv princip

Definice 5.1. Necht (P, p) je metricky prostor a F je zobrazeni prostoru P do
sebe, tj. F': P — P.Bod x € P senazyva pevnym bodem zobrazeni F, jestlize

F(x) =x. (5.1

Véta 5.2. Necht (P, p) je tiplny metricky prostor a F: P — P je kontrakce,
tj. existuje redlnd konstanta q € [0, 1) takovd, Ze

p(F(x), F(y)) < qp(x,y)

pro kazdé x,y € P.
Pak existuje prdavé jeden pevny bod zobrazeni F, tj. existuje prdavé jedno xy € P

takové, Ze F (xy) = xg.

Banachtiv princip fik4, kdy existuje prave jedno feSeni rovnice (5.1). Pozna-
menejme, Ze dikaz tohoto tvrzeni je stejné dileZity jako samotné tvrzeni (toto
uvadime proto, ze dikazy matematickych tvrzeni jsou ve skriptech studenty vét-
Sinou preskakovény a pri prfednasce jsou odpocinkovou chvilkou). Z dikazu totiz
plyne metoda — tzv. metoda postupnych aproximact, kterou lze dané feseni rov-
nice (5.1) zkonstruovat.

Duikaz. Pro prehlednost rozdélime dikaz na nékolik ¢asti.



. Necht x; € P je libovolné. Definujme posloupnost {x,} v P takto: x, =
= F(x1),x3 = F(x2),...,x, = F(x,-1) ... S vyuZitim pfedpokladu o kon-
trakci ukdZeme, Ze tato posloupnost je cauchyovskd. Plati:

,O(Xn, xn+1) = ;O(F(xn—l)a F(xn)) < q/o(xn—l’ xn) e
= qp(F(xp-2), F(x,-1) < ¢*p(Xn_2,%1) < ... < ¢

" p(x1, x2)
pro libovolné n € N. Vyuzijeme-li tohoto vztahu, pro libovolné prirozené
m > n dostdvame

PXn, Xm) = p (X, Xng1) + -0+ P, Xm) <
<q" oG x2) +q"p(x1, ) 4+ ¢ p(xy, x2) =
=p@Lx)g" Ml +g+-+¢"" 1<
<pGx)g" l4+g+...1=q""p(x1, x2) ﬁ~

Necht ¢ > 0 je libovolné. ProtoZe lim g" ' =0, existuje ng € N takové, Ze
pron > ng plati ¢" ' p(xy, xz)ﬁ < &. Tedy pron,m > ng je p(x,, Xpn) < €,
¢imz je dokdzano, Ze posloupnost {x,} je cauchyovska.

. ProtoZe prostor (P, p) je uplny, je {x,} konvergentni, tedy x, — xo, kde
Xo € P.

. UkéZeme, Ze x( je pevnym bodem zobrazeni F. Pfedpoklddejme sporem, Ze
Xo neni pevnym bodem, tj. p(xg, F(xg)) =: ¢ > 0. Pro libovolné n € N plati
p(x0, F(x0)) < p(x0, Xn) + p(xn, F(x0)) = p(x0, Xn) + p(F(x4-1), F(x0)) <
< p(x0, X») +qp(x0, x,—1). Protoze jak p(xo, x,), tak gpo(x9, x,—1) konverguji
k nule, je jejich soucet mensi nez ¢, je-li n dostatecné velké, coZ je spor.



y
y=2x
F) e
Fra) |-
Fez) o b
f( ) 444444444444444444444
. y= 10
xﬁ Jé4 Jé3 xAl

Obrazek 5: Pevny bod a metoda postupnych aproximaci



4. DokéZeme, Ze xo je jediny pevny bod zobrazeni F. Pfedpokladejme, Ze yy je
jiny pevny bod. Pak p(xo, yo) = p(F(x0), F(y0)) < qp(xo, yo). Odtud plyne
(1 —¢g)p(x0, y0) <0, coZje vzhledem k faktu, Ze 1 —g > 0, moZné jen tehdy,
kdyZ p(xo0, o) < 0, tj. xo = yo.

Poznamky 5.3.

i) Véta o pevném bodu kontraktivniho zobrazeni v tiplném metrickém prostoru
byla ve vyse uvedeném tvaru dokdzana polskym matematikem Stefanem Ba-
nachem ve dvacatych letech 20. stoleti. V soucasné dobé existuje celd fada
zobecnéni a modifikaci tvrzeni o existenci pevnych bodd zobrazeni v metric-
kych prostorech; podrobnosti je moZno nalézt napt. v [17].

ii) Podminky Banachova principu jsou pouze dostateCnymi podminkami pro
existenci pevného bodu zobrazeni metrického prostoru do sebe. Jinymi slovy,
toto zobrazeni mliZze mit pevny bod i v pfipad€, Ze neni splnén néktery z pred-
pokladit Banachovy véty (tj. kontrakce — do sebe — uplnost), viz Pfiklad
5.4 1) aCviCeni 5.6 1).

iti) Podminku p(F (x), F(y)) < gp(x, y),q € [0, 1) nelze obecné€ nahradit slabsi
podminkou

p(F(x), F(y)) < p(x,y), (5.2)

jak ukazuje tento piiklad: P = E'a F(x) = x + 3 — arctg x, které nemd v P
pevny bod, pfestoZe podminka (5.2) je splnéna.



Priklady 5.4.

i) Najdéte pevné body zobrazeni f: E' — E!, f(x) = x? a provedte diskusi, na
jakych intervalech jsou splnény pfedpoklady Banachovy véty.
Reseni. Graficky nebo fesenim rovnice x> = x dostdvdme pevné body zobra-
zeni x =0, 1.
Necht I je libovolny interval tvaru [a, b], [a, 00), (—00, a], tj. I s metrikou
indukovanou z E! je tGplny metricky prostor.

Podle Piikladu 4.7 i) je diferencovatelnd funkce f kontrakci, jestliZze plati

malx [f'(x)] = malx [2x| < 1, coz je splnéno pro [x| < % Proto dale uva-
xXe Xe
Zujme libovolny uzavieny podinterval [a, b] intervalu (—%, %)

Ovéime, kdy je f zobrazenim [a, b] do sebe. K tomu musime najit nejmensi
a nejveétsi hodnotu f na [a, b] (tyto hodnoty existuji v disledku druhé Weier-
strassovy véty). Diferencovatelnd funkce nabyvd svého maxima a minima na
uzavieném intervalu bud v néjakém staciondrnim bodé€ leZicim uvniti inter-
valu, nebo v jednom z krajnich bodu intervalu. Polozime-li f'(x) = 0, do-
stdvame stacionarni bod x = 0 a porovnanim této hodnoty s hodnotami f (a)
a f(b) vidime, Ze max f(x) = max{a?, b*}, min f(x) = 0, tedy f zobrazuje
interval [a, b] do sebe, jestlize a € [—1,1],b € (0, 1], b > |a].

Napriklad je-li f definovand na [—0,4; 0,4], pak spliiuje predpoklady Bana-
chovy véty. A

ii) Necht (P, p) je kompaktni metricky prostor, F: P — P spliiuje podminku
(5.2) pro kazdé x,y € P,x # y.Pak ma F pravé jeden pevny bod v P.
Dokazte.



Reseni. Uvazujme zobrazeni f: P — E! zadané takto: f(x) = p(x, F(x)).
Toto zobrazent je spojité (viz Cviceni 4.4 vi) ). Pfedpokladejme, Ze zobrazeni F
nemd pevny bod v P. Pak f(x) > O pro kaZzdé x € P. Vzhledem ke kompakt-
nosti P a spojitosti f nabyva f na P své nejmensi hodnoty, tj. existuje xo € P
takové, Ze f(x) > f(xo) prokazdé x € P. AvSak pro x; = F(xp) z podminky
(5.2) plyne f(x1) = p(x1, F(x1)) = p(F(xo), F(F(x0))) < p(xo, F(x0)) =
= f(xo), coz je spor. Jsou-li xg, yo dva pevné body F, podobné jako v dikazu
Véty 5.2 1ze ukézat, Ze podminka (5.2) implikuje xo = yg, tedy F ma jediny
pevny bod. A

Nasledujici ptiklady ilustruji praktické pouZiti Banachova principu, kterym je,
jak jsme fekli v tivodu,
— dikaz existence a jednoznacnosti feseni rovnice (5.1);

— nalezeni tohoto feSeni metodou postupnych aproximaci.

Priklady 5.5.

i) Metodou postupnych aproximaci najdéte feSeni rovnice cosx = x.

Reseni. Hleddme pevny bod zobrazeni f (x) = cos x. Aby bylo toto zobrazeni
kontraktivni, musi byt podle Pfikladu 4.7 i) | sinx| < 1. Proto uvaZujme toto
zobrazeni na intervalu [ = [—% +e, % — 8], kde ¢ > 0 je dostatecné malé. Pak
cosx: I — [0, 1] je kontrakce dplného metrického prostoru do sebe a jeho
pevny bod hleddme postupnymi aproximacemi x, = COS X,_j.



Zvolime-li xo = %, numerickym vypoctem dostdvdme tyto hodnoty:

x; =0,87758, x4 =0,69478, x;5=0,73965,
x; = 0,63901, x5 =0,76820, xp = 0,73901,
x3 = 0,80269, x10=0,73501, x39=0,73908. A

ii) Najdéte pevny bod zobrazeni f: E*> — E?, které je sloZeno ze stejnolehlosti
s koeficientem k = % a stfedem stejnolehlosti [0, 0] a z posunuti ur¢eného
vektorem u = (1, 1).

Reseni. UvaZované zobrazeni je dano predpisem f (a1, az]) = [% a+1, % ar+
+ 1]. Vypoctem z rovnic % a;+1=ay, % a, + 1 = ap uréime (jediny) pevny
bod A = [2, 2].

Metodou postupnych aproximaci dostaneme, zvolime-li napt. x; = [—2, 2],
tuto konvergentni posloupnost:

3
x = [0,2], x3=[1,2], Xy = [5, 2],
7 15 31
= —,2], =[—,2], Z[—,Z],...
s [4 =17 7= 116

A

iii) Metodou postupnych aproximaci najdéte feSeni diferencidlni rovnice s danou
pocatecni podminkou

y =-2xy, y0)=1. (5.3)



Reseni. Abychom mohli pouZit Banachovu vétu, zintegrujeme obé strany rov-
nice v intervalu [0, x]. Dostdvame y(x) — y(0) = —2 fox ty(r)dt, tj. y(x) =
=1- 2f0x ty(t) dt. Funkce y je tedy feSenim udlohy (5.3), pravé kdyZ je
pevnym bodem zobrazeni F, které pfifazuje spojité funkci y(x) opét spojitou
funkci'

hix)=1-— fo ty(t)dt,
0

a to v néjakém intervalu [—4, §], 6 > 0. Oznacme P prostor C[—§, 8] s me-
trikou stejnomérné konvergence (viz Pfiklad 1.2 v)). Podle Pfikladu 3.6 i) je
P tplny a F: P — P, F(y(x)) = h(x). Dlkaz, Ze zobrazeni F je kon-
trakce, je v podstaté totozny s feSenim Piikladu 4.7 iv) a dava vysledek, ze F
je kontrakcee, je-li [—8, 8] € (—1, 1). Nyni metodou postupnych aproximaci
dostaneme, zvolime-li yo = 1,

n = 1—2f0xtdt=1—x2,

o= 1=2[ (1 —A)di=1-x2+%,

y3 = 1—2f(;‘t(1—t2+§)dt:1_x2_|.%4_%,
. x* x® nxn

Yy = l—x2+§_§+...+(_1) e

INebot integrdl jako funkce horni meze je spojita funkce.



coz je Taylortiv polynom stupné n v bodé x = 0 funkce y = e, V teorii
nekonecnych fad se dokazuje, Ze

x2n

o0
nli>nol<> Yn = Z(_l)nF —e pro x € (—00, 00).
n=1 ’

Resenim daného tzv. po&iteniho problému je proto funkce y = e~ Dosa-

zenim do rovnice (5.3) se miZeme presvédcit, Ze tato funkce je jejim feSenim
pro vSechna x € R. A

iv) Pomoci Banachova principu ukazte, Ze soustava rovnic

L,
X==-x+=-y—2,
2 T3
LT
= —X —_

y=3%+5y

ma pravé jedno fesent.!

Reseni. Uvedeny systém rovnic definuje zobrazeni f: R? — R? tak, Ze fe-
Seni systému rovnic je pravé jeho pevnym bodem. Abychom mohli pouZit
Banachovu vétu, zavedme na R? napf. euklidovskou metriku a ovérme, zda

ITento piiklad ma4 ilustrativni charakter; systém rovnic lze samoziejmé fesit pfimo. Uvedend
metoda feSeni systému linedrnich rovnic je béZnd v numerickych metoddch v piipadé, Ze matice
soustavy md velké rozméry, nebot piimé metody feSeni pak vyZzaduji velkou kapacitu paméti poci-
tace.



f je kontrakce z E? do sebe (piipady jinych metrik jsou uvedeny ve Cviceni
5.8 iv)).

Oznacime-liu = (x, y),u’ = (x', ¥),v = f(u),v' = f('), dostdvdme

p (v, V) = [l(x —x') + %(y - y/)]2 + [l(x —x')+ %(y - y’)]2 =

2 3
= 13( /)2+13( /)2+2( ( ) <
_36x x 36y Y 3x VY =YI=
< 13( N2+ 13( N2+ 1( 2+ 1( )?
— W —Xx — (- —(x—x =y — =
= 36 36 Y T3 3TV
25

——[(—’>2+(—/>2]—§( )
T3 T TT Y= gepuL i

pritom pfi odhadu ¢lenu %(x — x")(y — ') jsme pouZili nerovnost
2ab < a* + b*.

Protoze %—g < 1, plyne z Banachova principu existence a jednoznacnost feSeni
daného systému rovnic. A

Cviceni 5.6.
i) Najdéte pevné body osové soumérnosti, sttedové soumérnosti, posunuti, kru-
hové inverze.

ii) Najdéte pevny bod nésledujicich funkci a rozhodnéte, kdy jsou splnény pred-
poklady Banachovy véty:

a) fx)=ax+b, x e R;



b) f)=1, x>¢c>0;
¢ f)=Vx, x=c=0;
d) f(x)=Inx, x >c > 0.

iii) Urcete interval, kde nésledujici funkce spliuji predpoklady Banachovy véty
o pevném bodu, a metodou postupnych aproximaci najdéte tento bod.
@) f(0) =14 }x;
b) £(x) = (% = 1)/3.
iv) Je dana rovnice 2 arctg x = x. UrCete pfiblizné kladny koten této rovnice:
a) metodou postupnych aproximaci, je-li x; = 1,5;

b) nahradite-li v této rovnici funkci arctg x prvnimi dvéma cleny Maclauri-
nova rozvoje.

Porovnejte hodnotu xs z a) s vysledkem b).



V.2. Cauchyova tloha

V tomto odstavci zformulujeme Banachidv princip pro feseni nékterych diferen-
cidlnich rovnic, kde zobecnime postup z Piikladu 5.5 iii). Dalsi priklady jsou pak
uvedeny ve Cviceni 5.8.

Cauchyova tiloha. Hledame feseni diferencidlni rovnice s poc¢ate¢ni podmin-
kou

y = fx,y),  yxo) = . (5.4)

Timto feSenim je diferencovatelnd funkce y = y(x), jejiz graf prochazi bodem
[0, Yol a kterd v néjakém okoli bodu xy vyhovuje rovnosti y'(x) = f(x, y(x)).

Véta 5.7 (Cauchyova tdloha). Necht funkce f(x,y) je spojitd v IE* a spliiuje tzv.
Lipschitzovu podminku vzhledem k proménné vy, tj. existuje nezdpornd redlnd
konstanta L takovd, Ze

[f e, y1) — f(x, y2)| < Liyr — ys

pro kaZdé [x, y1], [x, y2] € B~
Pak md Cauchyova tiloha (5.4) prdvé jedno resent.

Diikaz. Integraci obou stran rovnice (5.4) od xo do x a vyuZitim pocatecni pod-
minky dostdvime

Y00 = yo + / £, () d. (5.5)



VyuZitim pravidla pro derivaci funkce, kde proménné je jednou z mez{ integrélu,
Ize ukazat, Ze funkce y = y(x) je feSenim (5.4), prave kdyz spliiuje rovnost (5.5).
Necht § > 0 je takové, Ze SL < 1, a uvazujme prostor C[xo — &, xo + 8] vSech
spojitych funkci definovanych na intervalu [xog — 8, xo+ 6] s metrikou stejnomérné
konvergence p.. Definujme zobrazeni prostoru C[xo — &, xo + 8] do sebe takto:

Fy() = yo + f £ty dr.

ProtoZe funkce y(x) spliiujici (5.5) jsou feSenimi Cauchyovy udlohy (5.4), k di-
kazu existence feSeni této dlohy sta¢i najit pevny bod zobrazeni F. Nechf tedy
g(x), h(x) € Clxo — 8, xo + &]. Pak plati

|F(g(x)) — F(h(x)| =

/ £, gty di — f Fhayar] <

=

| i~ hoyjar| <

X0

f £, 8@0) = f(t h(o)]de| <

= max ]Ig(x) —h(x)[L

T xelxg—8,x0+8

/ ar| < Lope(s. .
x0

Tedy p.(F(g), F(h) = o ax |F(g(x)) — F(h(x))| = Ldp.(g, h), coZ zna-

mend, Ze F je kontrakce s konstantou § L. ProtoZe prostor Clxg — &, xo + 8] je
uplny, ma podle Véty 5.2 zobrazeni F pevny bod, funkci y(x), ktera je feSenim
(5.4). O



V.3. Systém linearnich rovnic

V tomto odstavci zobecnime dlohu z Pfikladu 5.5 iv) — pouZijeme Banachiv
princip pevného bodu k diikazu existence a jednoznacnosti feSeni systému n line-
arnich rovnic o n neznamych

Ax = b, (5.6)

kde x = (x1,...,x,) ab = (by,...,b,) jsou vektory a A = (a;;) je regularni

n x n matice s prvky a;; € R. PiepiSeme-li tento systém do tvaru
(E—Ax+b=nx,

definuje leva strana této rovnice zobrazeni R” do sebe, jehoZ pevnym bodem je
pravé feseni daného systému (5.6).

Hleddme podminky na prvky matice A, které zajisti, Ze toto zobrazeni je kon-
trakci na R” s vhodnou metrikou.

Uvazujme E" a definujme zobrazeni f: E" — E" takto:

fx)=y=(E—-Ax+b, (5.7)
tj. ozna¢ime-li matici £ — A = K, jsou jednotlivé komponenty vektoru y tvaru

yi = ) kijx;i —b;. Nechf y' = f(x'), y" = f(x"). Pak
i=1

n n

POy = 30 = (ke — ) = R o
i=1 i=1 j=1 1 j=1

i=



pfi¢emZ v posledni nerovnosti jsme pouZili Cauchyovu-Butiakovského nerovnost,
ktera je uvedena v odst. VII.1. Odtud plyne podminka pro to, aby f byla kon-

trakce: o
Y Y K <a<l. (5.8)

i=1 j=I

Zménime-li euklidovskou metriku na mnoziné R” za maximéalni nebo soucto-
vou metriku, zméni se tvar podminky na prvky matice A — viz Cviceni 5.8 iv).

Cviceni 5.8.
i) Metodou postupnych aproximaci najdéte feSeni Cauchyovy dlohy y’ = % v,
y(0) =L

ii) DokaZte existenci a jednoznacnost feseni Cauchyovy dlohy y' + y2 + 1 =0,
y(0) = 0 a toto feSeni najdéte metodou postupnych aproximaci.

iti) Pomoci Banachova principu ukaZte, Ze soustava rovnic ma praveé jedno feSeni.

VLN
X = -X — — -7 —

3T TS
T T
YE TR T Y TR

L
= —X — — -7 —
LT ST

iv) Najdéte podminky na prvky matice A tak, aby zobrazeni definované vzta-
hem (5.7) bylo kontrakci, definujeme-li na mnoZiné R” metriku p;, resp. pso-



Udejte piiklad 2 x 2 matice, pro niZ toto zobrazeni je, resp. neni kontrakci
v nékteré metrice.

Skutecny objev, to neni najit nové zemé, ale divat se novyma ocima.



Kapitola VI

DALSI VLASTNOSTI METRICKYCH
PROSTORU

V této kapitole jsou vysvétleny nékteré pojmy, které vétSinou nejsou probirdny
v rdmci bézného kursu matematické analyzy, jsou vSak standardni Casti kazdé
monografie zabyvajici se podrobnéji problematikou metrickych prostorti. Tato ka-
pitola miiZze také slouzit jako tivod do studia topologie a funkciondlni analyzy, coZ

jsou matematické discipliny probirané ve vysSich ro¢nicich odborného studia.
Dtikazy jednotlivych tvrzeni i komentafe k nim jsou v této kapitole ponékud

N e



VIL.1. Souvislé metrické prostory

Definice 6.1. Metricky prostor (P, p) se nazyva souvisly, jestlize P nelze vy-
jadfit jako sjednoceni dvou neprazdnych disjunktnich podmnoZzin P, které jsou
uzaviené v P. MnoZina A C P se nazyva souvisld, je-1i metricky prostor (A, p)
souvisly.

Poznamenejme, Ze mnozZina A C P je tedy souvisld, pokud ji nelze vyjadrit
jako sjednoceni dvou disjunktnich mnoZin, které jsou uzaviené v A, anikoliv v P,
jak je Casto tato definice chybné interpretovana.

Priklady 6.2.

i) Necht a, b € R. Pak intervaly [a, b], (a, b),[a, D), (a, b], (—o0, a), (a, 00),
[a, 00), (—00, a] a celd redlnd piimka (—o0, 0o) jsou (jediné) souvislé mno-
ziny v E!. Dlikaz souvislosti téchto mnoZin je zaloZen na axiomu o supremu
pro mnoZiny v R (kaZd4 neprdzdnd shora ohrani¢end mnoZina v R ma v R
svoje supremum). Pro metricky prostor Q toto tvrzeni neplati!

ii) Metricky prostor (P, p) je souvisly, pravé kdyzZ pro kazdou neprdzdnou pod-
mnozinu A C P, A # P plati h(A) # (. Dokazte.
Reseni. =: Necht (P, p) je souvisly a predpoklidejme, Ze existuje ¥ #
= A C P,proniz h(A) = (. Pak ale P = A U P \ A je sjednoceni ne-
prazdnych uzavienych disjunktnich podmnozin.
<: Necht pro kazdé # # A C P je h(A) # @ a predpokladejme, Ze
(P, p) neni souvisly, tj. existuji neprdzdné uzaviené disjunktni podmnoZiny



A,B C Ptakové,7¢e P = AUB.Pakale B= P~ AaP~ANA =
=BNA=BNA=0,t.h(A) =0, coz je spor. A

Nésledujici tvrzeni je zobecnénim Bolzanovy véty z diferencidlniho poctu
funkci jedné proménné, ktera iikd, Ze spojitym obrazem intervalu na redlné ose
je opét interval.

Véta 6.3. Necht (P, p), (Q, o) jsou metrické prostory, A C P je souvisld
a f: P — Q jespojité. Pak f(A) je souvisld mnoZina.

Diikaz. Ptredpokladejme, Ze f(A) neni souvisld, tj. tuto mnoZinu lze vyjadfit jako
sjednoceni dvou neprazdnych disjunktnich mnozin Q;, Q», které jsou uzaviené
v f(A). Podle vysledku Cviceni 4.4 iv) jsou mnoZziny f~'(Q,), f~'(Q») uza-
viené (a samoziejmé i neprazdné a disjunktni) v A, pri¢emz

A= QDU Q).
coZ odporuje souvislosti mnoZiny A. O

Cviceni 6.4.
i) Metricky prostor je souvisly, pravé kdyZ P a { jsou jediné obojetné (tj. zaro-
veil oteviené i uzaviené) mnoZiny v P. DokaZte.

ii) Metricky prostor P je souvisly, pravé kdyZ P nelze vyjadrit jako sjednoceni
dvou neprdzdnych disjunktnich podmnoZin, které jsou oteviené v P. Dokazte.

iii) Dokazte, Ze oteviend mnoZina A € E”" je souvisl4, pravé kdyZ kazdé dva body
z A lze spojit lomenou Carou, kterd lezi celd v A.



iv) Necht p;, p; jsou ekvivalentni metriky na P. Dokazte, Ze (P, p1) je souvisly,
prave kdyz je souvisly (P, ;).

v) Necht (P, p), (Q, o) jsou metrické prostory. DokaZte, Ze metricky prostor
P x Q s metrikou p definovanou pro [x1, y1], [X2, y2] € P x Q predpisem

B ([x1, yil, [x2, y21) = v/ p2(x1, x2) + 02(y1, ¥2)

je souvisly, prave kdyz kazdy z prostort P, Q je souvisly.



VIL.2. Separabilni prostory

Definice 6.5. Metricky prostor (P, p) se nazyva separabilni, jestliZe existuje
nejvyse spocetnd mnozina A C P, kterd je hustiv P,tj. A = P.

Pfipomenime, Ze néjakd mnoZina obsahuje nejvySe spocetné mnoho prvki,
jestlize ma kone¢né€ mnoho prvki nebo existuje bijektivni zobrazeni této mnoZiny
na mnozinu pfirozenych ¢isel. MnoZina je nespocetnd, jestlize neni nejvyse spo-
¢etnd. Napr. mnoZina celych a raciondlnich Cisel jsou nejvyse spocetné, mnoZina
iraciondlnich nebo redlnych ¢isel je nespocetnd. Sjednoceni nejvyse spocetného
poctu nejvyse spocetnych mnozin je nejvyse spocetnd mnozina, viz napft. [9].

Véta 6.6. Necht (P, p) je metricky prostor. JestliZe existuje § > 0 a nespocetnd
mnoZina X C P takovd, Ze p(x,y) > 8 pro kaZdé x,y € X, x £y, pak (P, p)
neni separabilni.

Diikaz. Necht A je libovolna hustd podmnoZzina v P. Podle VEty 2.13 to znamend,
Ze ke kazdému x € P a kazdému ¢ > 0, zejména k ¢ = §/2, existujea € A
takové, Ze p(a, x) < e.ProtoZe X C P, totéZ tvrzeni platiipro x € X, coZ je v§ak
vzhledem k nespocetnosti mnoziny X mozné jen tehdy, kdyZ A je nespocetna,
tedy metricky prostor (P, p) neni separabilni. O

Priklady 6.7.
i) Prostor E! je separabilni, nebot QQ — mnoZina raciondlnich ¢isel — je jeho
spocetnd hustd podmnoZina.



ii) Necht (P, p) a (Q, o) jsou separabilni metrické prostory a necht na mnoziné
P x Q je definovana metrika stejnym zptsobem jako ve CviCeni 6.4 v). Pak
prostor P x Q s touto metrikou je separabilni prostor. Vskutku, jsou-li A, B
nejvyse spocetné husté podmnoZziny v P, resp. Q, pak nejvyse spocetnd mno-
Zina A x B je hustd v P x Q. Z tohoto faktu a pfedchoziho piikladu mj. plyne,
Ze prostor £ je separabilni.

iii) Prostor I, je separabilni, nebof mnozina vSech posloupnosti racionélnich ¢i-
sel, v nichZ pouze kone¢né mnoho Clend je nenulovych, je nejvyse spocetna
a hustd v 12 Abychom tuto skutecnost dokézali, necht’ x = {x;} je libovolna,
tj. fada Z x7 je konvergentni. Odtud plyne, Ze hm Z x}=0. Odtud k &islu

k=
/2 > 0 existuje n9 € N takové, Ze pro kazde n > no plati Z x} <
k=n

< &/2. ProtoZe mnoZina raciondlnich ¢&isel Q je hustd v E!, k &islu /24!
existuje 7, € Q takové, Ze |xx — ri| < &/2K', k = 1,..., ng. Oznatme
r={ri,r, ..., 0,...,}. Pak plati

a > = 111
plx,r)= Z(xk —r)+ Z x,f < 822_(k+1) + 58 < 58 + 58.

k=1 k=no+1 k=1

Tedy mnoZina posloupnosti raciondlnich ¢isel, v nichZ pouze kone¢né mnoho
¢lent je nenulovych, je husta v ;.

iv) Prostor [, vSech ohrani¢enych posloupnosti redlnych cisel neni separabilni.
Necht A je podmnoZina [, sestdvajici z posloupnosti, v nichZ se vyskytuji



pouze ¢isla 0 a 1. Tato mnoZina je nespocetnd (viz [9]) aprox,y € A, x # y,
plati p(x, y) = 1, tedy podle Véty 6.6 prostor [, neni separabilni.

Cviceni 6.8.
i) Rozhodnéte, zda pampeliskovy prostor (viz Cviceni 1.4 vii)) je separabilni.

ii) Rozhodnéte, zda metricky prostor ze Cviceni 3.7 iii) je separabilni.

iti) Udejte nutnou a dostate¢nou podminku, kdy je diskrétni metricky prostor se-
parabilni.

iv) Rozhodnéte, zda Bairedv metricky prostor (viz Pfiklad 1.2 vii)) je separabilni.



VI1.3. Homeomorfni zobrazeni

Definice 6.9. Necht (P, p) a (Q, o) jsou metrické prostory a f: P — Q je
bijekce. Zobrazeni f se nazyva homeomorfni, jestlize zobrazeni f i f~! jsou
spojitd. Existuje-li mezi dvéma metrickymi prostory homeomorfni zobrazeni,
pak fekneme, Ze tyto prostory jsou homeomorfni.

Poznamenejme, Ze je-li zobrazeni f spojité, inverzni zobrazeni f~' nemusi
byt spojité. Naptiklad identické zobrazeni na R, chapané jako zobrazeni (R, p,)
do E!, je spojité (Cviceni 4.4 i)) a inverzni zobrazeni E! do (R, p4) neni spojité
(Ptiklad 4.3 iii)).

Dilezitost pojmu homeomorfniho zobrazeni v teorii metrickych prostord po-
pisuje nasledujici véta.

Véta 6.10. Nechf f: P — Q je homeomorfni zobrazeni. Pak plati:
a) MnoZina A C P je uzaviend v P, prdvé kdyZ mnoZina f(A) je uzaviendv Q.
b) MnoZina A C P je oteviend v P, pravé kdy? mnoZina f(A) je oteviend v Q.

Diikaz. Tvrzeni plyne z vysledku Cviceni 4.4 iv). O
Priklady 6.11.
i) Necht P je mnoZina vSech funkci tvaru f(x) = x", n € N s metrikou

p(x", x™) = |n —m| a Q@ = N s metrikou indukovanou z E!. Pak 1ze snadno
overit, ze f: P — N definované predpisem f(x") = n je homeomorfni zob-
razeni z P na Q.



ii) Necht P je kulova plocha bez severniho pélu. Pak P je homeomorfni s [E2, pii-
¢emZ homeomorfnim zobrazenim mezi t€mito prostory je stereografickd pro-
jekee, viz Cviceni 1.4 vi). Spojitost stereografické projekce a k ni inverzniho
zobrazeni plyne z explicitniho pfedpisu pro toto zobrazeni.

Cviceni 6.12.
i) Dokazte, ze kazdé izometrické zobrazeni je homeomorfni.

ii) DokaZte toto tvrzeni: Necht p;, p, jsou metriky na mnoZiné P. Tyto met-
riky jsou ekvivalentni, prav€ kdyZz metrické prostory (P, p1) a (P, py) jsou
homeomorfni.

iti) Ke kazdému metrickému prostoru (P, p) existuje s nim homeomorfni prostor

(Q, o), ktery je omezeny, tj. sup o(a, b) < oo. Dokazte.
a,beQ

iv) Dokazte, Ze interval (0, 1) s metrikou indukovanou z E'! je homeomorfni
sEL!

v) V diferencidlnim poctu funkci jedné proménné je dokazovano toto tvrzeni:
Necht f(x) je spojitd a prostd funkce na intervalu I = [a, b]. Pak inverzn{
funkce f~!: f(la, b]) — [a, b] je také spojita.

DokaZte toto zobecnéné tvrzeni:

Nechft f je prosté a spojité zobrazeni kompaktniho metrického prostoru (P, p)
na metricky prostor (Q, o). Pak inverzni zobrazeni f~! je spojité.

ITento priklad ukazuje, Ze homeomorfni obraz iplného prostoru nemusi byt dplny.



VL.4. Kompaktni mnoziny

Definice 6.13. Necht (P, p) je metricky prostor ae > 0. MnoZina A C P se na-
zyva e-sit v P, jestlize ke kazdému x € P existuje a € A takové, Ze p(x, a) < &.

Vyznam pojmu e-sité pfi studiu kompaktnich mnoZin ilustruje nasledujici tvr-
zeni.

Véta 6.14. Metricky prostor (P, p) je kompaktni, pravé kdy? je tiplny a ke kaz-
dému ¢ > 0 existuje konecnd e-sit.

Diikaz. =: Nejprve ukdZeme, Ze kompaktni metricky prostor je dplny (cozZ je
vlastné feSeni Cviceni 3.18 iv)). Necht {x,} je libovolna cauchyovska posloup-
nost v P. Z kompaktnosti P plyne, Ze existuje vybrand podposloupnost {x,, }
konvergujici k néjakému xy € P. Necht ¢ > 0 je libovolné. Plati p(x,, xo) <
< p(xn, Xp,) + p(xp,, X0). Jsou-li nyni n a n; dostatené velkd, je kazdy ze s¢i-
tanct v posledni nerovnosti mensi nez %, tedy p(x,, x9) — O.

Nyni dokaZeme existenci kone¢né ¢-sité. Necht ¢ > 0a x; € P jsou libovolna.
Je-1i #[x1, €] = P, je dikaz proveden a {x;} je hledana e-sit. Je-li B[x;, €] C P,
existuje x, € P, takové, Ze p(x1, x) > ¢. Pokud AB[x(, ] U Blx,,e] = P, je
{x1, x2} hledanou e-siti, v opatném piipadé€ existuje x3 € P takové, Ze plati
p(x1, x3) > €, p(x2,x3) > €. Pokud by bylo mozné v této konstrukci pokraco-
vat do nekonecna, sestrojili bychom posloupnost {x,} takovou, Ze pro n # m,
n,m € N, je p(x,, x,) > &, az této posloupnosti nelze vybrat konvergentni
podposloupnost.



«: Necht (P, p) je uplny a ke kazdému ¢ > 0 existuje konecnd e-sit. Bud
{y.} libovolna posloupnost v P. Existuje bod x; z 1-sité takovy, ze v #[x;, 1] leZi
nekonecné mnoho ¢lent {y,}. Odtud plyne, Ze uvnitf %[x;, 1] existuje bod x, %—
sité takovy, ze A [xg, %] C Blx1,1] av Blx,, %] lezi nekonecéné mnoho ¢lenu
posloupnosti {y,}. Jako vysledek této konstrukce obdrZime posloupnost mnoZin

o0
A, = %’[x,,, %] ktera spliluje predpoklady Véty 3.5, tedy existuje yy € ﬂl A,
a neni obtiZné ukdzat, Ze yy je limitou jisté vybrané posloupnosti z {y,}. ! O

Priklady 6.15.
i) Mnozina piirozenych &isel N je e-siti v E!, je-li & > %

ii) Necht P je Bairetiv metricky prostor, viz Pfiklad 1.2 vii), a necht X = {x =
= {x.);2,, %, € {1,2,...,9}}. MnoZina A C P skladajici se z posloup-
nosti, které maji na prvnich dvou mistech vSechny moZné kombinace cifer
1,2, ...,9 ana zbylych mistech jsou Cislice 1, tvoii %-sit’ v X.

Definice 6.16. Systém otevienych podmnoZin .# v prostoru (P, p) se nazyva
oteviené pokryti prostoru P, jestlize

U M = P.
Me#

Systém podmnozin .4 v prostoru (P, p) se nazyva podpokryti pokryti M,
jestlize .4 je pokrytia N € .4/ implikuje N € .Z .




Naésledujici véta uddva nutnou a dostate¢nou podminku pro kompaktnost me-
trického prostoru a v nékterych ucebnicich je brana za definici kompaktnich pro-
stord. Jeji dikaz je mozno nalézt napf. v [£].

Véta 6.17 (Heineho-Borelovo lemma). Metricky prostor (P, p) je kompaktni,
pravé kdy? z kaZdého otevieného pokryti P lze vybrat konecné podpokryti,
tj. podpokryti obsahujici pouze konecné mnoho mnozin.

Jako posledni tvrzeni uvedme bez diikazu (ten je moZno nalézt napt. v [11])
dilezité tvrzeni, které se tykd kompaktnosti mnoZin spojitych funkci a v litera-
tufe byva uvadéno jako Arzelaova véta. Pomoci této véty l1ze dokdzat, Ze Cauchy-
ova pocatecni tloha (viz odst. V.2) je feSitelnd za pouhého predpokladu spojitosti
funkce f(x,y). Tedy predpoklad, Ze funkce f spliluje lipschitzovu podminku
vzhledem k proménné y, miZze byt vypustén, viz napt. [12]).

Véta 6.18. Uzaviend mnoZina </ v prostoru (Cla, bl, p.) je kompaktni, prdvé

kdyZ vSechny funkce z < jsou stejné ohranicené a stejné spojité, tj. pravé kdyz

Jjsou splnény tyto podminky:

a) Existuje konstanta K > 0 takovd, Ze | f(x)| < K pro kaZdé f € </ a kaZdé
x € [a, b].

b) Ke kazdému ¢ > 0 existuje § > 0 takové, Ze pro kaZdou f € &/ a kaZdé
X1, X3 € [a, b], pro néz |x; — x3| < 4, plati | f(x;) — f(x2)| < e.




Priklady 6.19.

i) MnoZina pfirozenych &isel N s metrikou indukovanou z E' neni kompaktni
(nebot neni ohrani¢end). Najdéte oteviené pokryti této mnoziny, ze kterého
nelze vybrat kone¢né podpokryti.

Reseni. Kazda z jednoprvkovych mnoZin {1}, {2} ... je oteviend v N a z tohoto
otevieného pokryti evidentné nelze vybrat konecné podpokryti. A

ii) Dokazte, e mnozina A = {x = {x,)32, € I, : |x,| < 1} (tzv. Hilbertova
krychle) je kompaktni v /,.

Reseni. VyuZijeme tvrzeni Véty 6.14. UkdZeme, 7e mnoZina A je uzaviend
(pak mnoZina A s metrikou indukovanou z [/, je dplny metricky prostor —
viz Véta 3.3 a Cviceni 3.7 iii)) a Ze ke kaZzdému ¢ > 0 existuje v A konecnd
e-sit. Necht x™ = {x'}°?, je posloupnost bodli z A konvergujici v metrice
prostoru I, k posloupnosti x = {x,}. Pak lirn x," = x, pro kazdé n € N,

odtud [x,[ <., 4. x g Aa A JC uzaviena podle Véty 2.10. Necht ¢ > 0

je libovolné. Protoze 21 L = % < 00 — viz napf. [5, str. 101], existuje
oo n

ny € N takové, 7ze Y & -3 < 5. Nyni kazdy z intervald [_Z’ }l] n=1,...n
n=n

rozdélme na dilky o délce men3f nez 5= a délici body vCetné krajnich bodd
—}l, % oznaéme x;, n = 1, ...nq. Za body &-sit¢ bereme posloupnosti, jejichZ
Cleny s indexy n > ng jsou nulové a na prvnich n mistech jsou v§echny mozné
kombinace Cisel x; takové, Ze na n-tém misté je vzdy nékteré z Cisel x;'. Neni

obtizné ovéfit, Ze takto sestrojend mnoZina je opravdu e-siti. A



Cyvicenti 6.20.
i) Necht &7 = {f € Cla,b] : |f(x)| < 1, f jsou lipschitzovské s konstantou
L < 2}. Dokazte, 7e <7 je kompaktni v (Cla, b], p;).

ii) JestliZze existuje § > 0 a nekone¢na mnoZina A C P takova, Ze p(x,y) > &
pro kazdé x,y € P, x # y, pak metricky prostor (P, p) neni kompaktni.
Dokazte.

iii) Charakterizujte kompaktni mnoZiny v prostorech [, al,, p > 1, tj. udejte nut-
nou a dostacujici podminku, kdy je mnoZina v danych prostorech kompaktni.

iv) Necht (P, p) je kompaktni metricky prostor. Rozhodnéte, zda prostor U (P)
s Hausdorffovou metrikou (viz Cviceni 2.22 vii)) je také kompaktni.

v)* Necht (P, p) je kompaktni metricky prostor a zobrazeni f: P — P spl-
fiuje pro kazdé x, y € P podminku p(f(x), f(¥)) > p(x,y). Dokazte, Ze
f(P) = P a f jeizometrické zobrazeni.



VI.5. Zavérecna cviceni

Na zavér této kapitoly zarazujeme nékolik nefeSenych piikladd, které by mély
slouzit k celkovému procviceni problematiky metrickych prostort.

Cviceni 6.21. Necht P = R. Definujme metriky

ﬁ-}-lyll, jelix #0, y #0, x £y,
1 -
L je-lix #0, y =0,
BT’ je-liy #0, x =0,
0, je-lix =y,
oz, ) = 0, jellix =y,

lx| +1yl,  jelix # y.

a) Dokazte, Ze p;, p, jsou metriky, a rozhodnéte, zda jsou ekvivalentni.

b) Charakterizujte okoli bodi v prostorech (P, p;), i =1, 2.

¢) Rozhodnéte, zda prostory (P, p;) jsou Uplné, resp. souvislé, resp. separabilni.
d) Charakterizujte kompaktni mnoZiny v (P, p;).

e) Charakterizujte spojitd zobrazeni (P, p;) — E!.



Cviceni 6.22. Necht P = N a pro n, m € N definujme p;(n, m) = ‘l -1

0, je-lin =m,
p2(n, m) = 1 el

1+max{n,m}’ Je-in # n,

0, je-lin =m,
p3(n,m) = | J .

- je-lin # m.

a) Charakterizujte konvergentni posloupnosti v (P, p;),i = 1, 2, 3.

b) Rozhodnéte, zda (P, p;) je Gplny, resp. separabilni, resp. souvisly.

¢) Rozhodnéte, zda zobrazeni T prostoru (P, p;) do sebe definované predpisem
T (n) = n + 1 je spojité, resp. lipschitzovské, resp. kontraktivni.

d) Dokazte, Ze p;, i = 1, 2, 3 jsou metriky, a rozhodnéte, zda jsou ekvivalentni.

Cvideni 6.23. Necht P = R? a pro [x;, y1], [x2, 2] € R? definujme metriku

[x1 — x2f, je-li yp =y,
p([x1, y1l, [x2, y2]) = L
V1I+ (1 —x2)2,  je-liy # ys.

a) Dokazte, Ze p je metrika.

b) Charakterizujte vSechny konvergentni posloupnosti v (P, p).

¢) Rozhodnéte, zda (P, p) je Gplny, resp. separabilni, resp. souvisly.
d) Charakterizujte kompaktni mnoZiny v (P, p).

Cyviceni 6.24. Necht P = [0, 1) UN a pro x, y € P definujme metriku

lx —y|, jelix,ye[0,1]nebox =y,

xX,y)=
pEx. ) {x+y, jinak.



a) Dokazte, Ze p je metrika.
b) Rozhodnéte, zda (P, p) je Gplny, resp. souvisly, resp. separabilni.
¢) Charakterizujte kompaktni a oteviené mnoZiny v (P, p).
d) Rozhodnéte, zda zobrazeni F: P — P definované predpisem
o) — {x — 1, je-lix € [0, 1
x —1, je-lix €{2,3,...}

je spojité, resp. lipschitzovské, resp. kontraktivni. Najdéte vSechny pevné body
tohoto zobrazeni.

Cviceni 6.25. Necht P je mnozina spojitych funkci na intervalu [1, co0), pro
f, g € P definujme metriku

0, prof =g,

p(f,8) = {% pro f #g, x=inf{r €[1,00), f(t) # g(1)}.

a) Dokazte, Ze p je metrika.

b) Charakterizujte okoli bodi z P.

¢) Rozhodnéte, zda (P, p) je tiplny, resp. souvisly, resp. separabilni.

d) Rozhodnéte, zdamnozinaA ={f e P: |f(x)| <L, |f/(x)| < 1,x €[1,00)}
je kompaktni.



Kapitola VII

TOPOLOGICKE, NORMOVANE
A UNITARNI PROSTORY

Do této kapitoly je zafazena Cast tykajici se nerovnosti potfebnych pri diikkazu
trojuhelnikové nerovnosti v riznych piikladech a pfedevsim jsou zde vysvétleny
nékteré matematické pojmy, jeZ maji izkou souvislost s pojmem metricky pro-
stor, a to topologicky prostor, ktery je obecnéjsi neZ metricky prostor (kazdy met-
ricky prostor je soucasné topologickym prostorem), a normovany linedrni prostor,
resp. unitdrni prostor, které jsou specidlnéjsi nez metricky prostor (kazdy unitarni
prostor je normovanym linedrnim prostorem a kaZzdy normovany linedrn{ prostor
je metrickym prostorem).



VIIL.1. Nerovnosti
Jak vyplyva z prikladd odstavce I.1., pfi dikazu platnosti axiomu (M3) v riznych
prikladech hraje diileZitou roli tzv. Minkowského' nerovnost.

Nejdiive dokdZeme jedno pomocné tvrzeni.
Lemma 7.1. Necht o, r,s € R, @ € (0, 1), r, s > 0. Pak plati:
res' = < ar + (1 — w)s. (7.1)

Diikaz. Predpokladejme, Ze r > 0,s > 0 (v piipadé, Ze jedno z Cisel r, s je
rovno 0, je nerovnost trividln€ splnéna). Redlna funkce f(t) = t* —at+o—1ma
v bodé€ ¢+ = 1 absolutni maximum f(1) = 0 na mnoZiné (0, co) (ovéite!). Plati
tedy f(r/s) <0, coz je dokazovana nerovnost. O

Véta 7.2 (Holderova nerovnost). Necht xi,yi € R, k = 1,...,n
ap,q e (1, 00) jsou redlnd, pronés 1/p + 1/q = 1.> Pak

N (Z )’ (Z i)’ (7.2)

'Hermann Minkowski, 1864—1909, némecky matematik, pfispél k vybudovani matematického
apardtu specidlni teorie relativity. Byl mj. i u¢itelem A. Einsteina; zndmy je jeho vyrok asi tohoto
obsahu: ,,Nikdy bych si nemyslel, Ze teorii relativity vymysli prave ten Einstein, ktery se tak ulival
z mych prednasek.*

4z Xz

2Takova &isla se nazyvaji konjugovand.



Diikaz. Vzhledem k absolutnim hodnotam v nerovnosti sta¢i uvazovat pripad
Xi, Yk > 0, pricemz je-li x; = 0 nebo y, = 0 pro vSechna k, je nerovnost tri-
n n

vidlng splnéna. Je-li Y x; # 0a > yr # 0, plyne nerovnost z Lemmatu 7.1

k=1 k=1
dosazenim
P q
1 X Vi
o = ;, r=— , S=—
P q
> X > Ve
k=1 k=1
do (7.1) a seCtenim obdrZenych nerovnostiprok =1, ..., n. O

Dosadime-li p = 2, g = 2 do (7.2), dostdvdme zndmou Cauchyovu-Buriakov-
ského nerovnost mezi absolutni hodnotou skalarniho soucinu a sou¢inem velikosti
vektora z E”.

Véta 7.3 (Minkowského nerovnost). Necht xi, yvi € R, k=1,...,nap > 1.
Pak plati

S =

(Z ek + yk|p> = (Z |xk|”);’ + (Z kal")’l’. (7.3)
k=1 1 —

Diikaz. Pro p = 1 je nerovnost (7.3) zfejma. Pro p > 1 predpokladejme, stejné
n n

jako v dikazu Holderovy nerovnosti, Ze xz, yx > 0a Y xx # 0 # Y y. Do-
k=1 k=1
sadme do (7.2) vyraz (x; + y,)?~! misto x;, pak tentyZ vyraz dosadme do (7.2)



misto y,. Sectenim takto vzniklych nerovnosti dostdvame

n n p=1 n 1 n 1
St w <[P+ T [(w) + ()]
k=1 k=1 k=1 k=1
Vydélenim posledni nerovnosti vyrazem

p—1

> G +y0r] "
k=1

dostavame dokazovanou nerovnost. OJ

7.4. Minkowského nerovnost pro nekone¢né soucty
Necht {xk} {yr} jsou posloupnosti redlnych Cisel takové, Ze nekonecné fady
Z |xk|?, Z |yi|?, p = 1 konverguji. Limitnim prechodem v (7.3) pro n — o0

k=1 k=1
dostavame Minkowského nerovnost pro nekonecné soucty

(g v+l < (g )’ (va)

7.5. Minkowského nerovnost v integralnim tvaru
Jsou-li f(x), g(x) spojité funkce na intervalu [a, b], aplikaci Minkowského
nerovnosti na integralni soucty piislusejici integralim fab | f(x) + g(x)|? dx,

S

fab | £(x)|? dx, fab |g(x)|” dx dostdvame Minkowského nerovnost v integralnim

tvaru
1

b 1 1
([ @+ swra)” = ([ rora)+ ([ swra)”



VIIL.2. Topologicky prostor

V ptedchozich kapitolach jsme Casto pouZzivali pojmy jako okoli bodu, oteviena,
uzaviend, kompaktni mnoZina apod., aniZ bychom vénovali vét§i pozornost me-
trice, pomoci které byly tyto pojmy definovéany. Casto se miZeme v matematice
setkat s objekty, mezi nimiZ je obtiZné definovat vzddlenost ve smyslu Definice
1.1, pfesto vSak mizZeme mluvit o jejich okoli nebo o tom, Ze tvoii otevienou
(uzavfenou) mnoZinu apod. M4 tedy smysl axiomaticky zavést obecnéj$i pojem,
nez je metricky prostor, a to tzv. topologicky prostor. Zde si uvedeme dva mozné
pristupy — prvni je zaloZen na axiomatické definici otevienych mnozZin, druhy

ma za zdklad axiomatizaci uzavfenych mnoZin.

Definice 7.6. Necht T # @ a ¥ je systém podmnoZin mnoZiny T, ktery spliiuje
nasledujici tfi podminky:

(T 9,T e %.

(T2) Pranik libovolného kone¢ného systému mnozin z ¥ je prvek sys-

tému %.

(T3) Sjednoceni libovolného systému mnoZin z ¥ je prvek .
Systém mnozin ¥ se nazyva topologie na T, mnoZiny z ¥ se nazyvaji oteviené
a dvojice (T, %) se nazyva topologicky prostor.

Poznamky 7.7.
i) Na neprazdné mnozin€ lze samoziejmé definovat riizné topologie, jsou jimi
napt. T, = {0, T}, T, = Z(T) — systém vsech podmnozin mnoziny 7.



ii) Kazdy metricky prostor je topologicky prostor, nebot podle Piikladu 2.16 iv)
a Vety 2.20 systém vSech otevienych mnoZin v metrickém prostoru spliiuje axi-
omy (T1)—(T3). Opacné tvrzeni neplati; je-li na mnoZiné 7', kterd je alesponi
dvouprvkovd, dan systém podmnoZin ¥ spliiujici axiomy (T1)—(T3), nelze
obecné definovat metriku tak, Ze T jsou pravé vSechny oteviené mnoziny v této
metrice (napf. pro ¥ = {{4, T'}). Hledani dodate¢nych podminek, za kterych je
systém podmnoZzin mnoZiny 7 spliujici axiomy (T1)—(T3) totoZny se systé-
mem otevienych mnoZin pfi jisté metrice na 7', je jednim z problémi (tzv. pro-
blém metrizovatelnosti topologického prostoru) studovanych v matematické
discipliné zvané fopologie, s jejimiz zéklady se Ctendf mlZe sezndmit napt.
v monografii [2].

Pojmy okoli bodu, uzavér a uzaviend mnozina jsou v topologickém prostoru
definovény takto:

Definice 7.8. Necht (7, T) je topologicky prostor, x € T. Okolim bodu x ro-
zumime kaZzdou mnoZinu U € %, proniz x € U. Bod x € T se nazyva bodem
uzdvéru mnoziny A € T, jestlize pro kazdé okoli U bodu x plati U N A # 0.
MnoZina A viech bodii uzavéru mnoZziny A se nazyva uzdvér mnoZiny A.

Lze ukézat, Ze takto definovany uzavér mnoZiny v topologickém prostoru ma
vSechny vlastnosti (U1)—(U6) z Véty 2.9.

Jinou, ekvivalentni moznosti jak definovat topologicky prostor je konstrukce
pomoci uzaveérové operace a uzavienych mnozin.



Definice 7.9. Necht T # @, u: P(T) — £ (T) (zobrazeni systému pod-
mnozin mnoziny 7 do sebe), spliujici pro vSechna A, B € Z(T) nasledujici
podminky (tzv. Kuratowského axiomy):

O u®) = 9;

(02) A Cu(A);

(U3) u(AUB) =u(A)Uu(B);

(U4) u(u(A)) = u(A).
Mnozina A € T se nazyva uzaviend, jestlize u(A) = A. Dvojice (T, u) se
nazyva topologicky prostor.

Pfi této definici se mnozina A C T nazyva oteviend, jestlize mnoZina T . A
je uzaviend.

Piiklad 7.10. Necht T # ¢ a (T, %») je topologicky prostor z Poznamky 7.7 1)
a definujme u: P (T) — P(T) predpisem u(A) = A pro kazdou A C T. Pak
neni obtizné ovéfit, ze (T, %,) a (T, u) jsou totoZné topologické prostory v tom
smyslu, Ze systémy otevienych mnozin v (T, %;) a (T, u) jsou totoZné.

Cyviceni 7.11. Necht (7, %) je topologicky prostor z ¢asti i) Pozndmky 7.7. Ur-
Ceteu: P(T) - H(T) tak, aby (T, T)) a (T, u) byly totozné topologické pro-
story.



VIL3. Normované linearni prostory

Definice 7.12. Necht V je vektorovy prostor nad t€lesem redlnych ¢isel a necht
zobrazeni p: V — R spliiuje pro vSechna x, y € V a vSechna o € R nésledujici
podminky:

(N1) p(x) = 0, pricemz p(x) = 0 pravé kdyz x = 0O;

(N2) p(x+y) < p) + p(y);

(N3) plax) = |a|p(x).
Zobrazeni p(x) se nazyva norma na 'V a obvykle se znaci ||x|| misto p(x). Vek-
torovy prostor, na kterém je definovdna norma, se nazyva normovany vektorovy
prostor nebo také normovany linedrni prostor.

Jsou-li x, y prvky normovaného linedrniho prostoru V a definujeme-li

p(x,y) = llx =yl (7.4)

je na 'V definovdna metrika, tedy kaZzdy normovany linedrn{ prostor je metrickym
prostorem. Je-li normovany linedrni prostor v metrice definované vztahem (7.4)
Uplnym prostorem, nazyva se Banachiiv prostor.

Priklady 7.13.

n
i) Prostor R” s normou ||x| = () x,f)l/ 2 je normovany line4rn{ prostor.
k=1

ii) Prostor spojitych funkci na intervalu [a, b] s normou definovanou vztahem

171l = max |f (o)l



je normovany linedrni prostor. (S¢itdni funkci a ndsobeni skaldrem je defino-

vano takto: (f + g)(x) = f(x) + g(x), (af)(x) = af(x).)

[e¢]

iii) Prostor [, s normou ||x|| = (Z x,f)l/ g je normovany linedrni prostor. (Jsou-li
k=1

x = {32,y = dd, € haa € R, definujeme x + y = {x, + yiJpo,

ax = {axg)pe,.)

Cviceni 7.14.

i) Dokazte, Ze mnozina n X n matic se s¢itinim matic a nasobenim matic realnym
Cislem definovanym obvyklym zpiisobem tvoii normovany linedrni prostor pfi
kazdé z nasledujicich definic normy na mnoZiné ctvercovych matic (srovnejte
s vysledkem Cviceni 5.8 iv)):

n n
[All; = max E laijl,  NAllz = VA, (ATA),  [|Alloo = max E laijl,
1<i<n 4 ! I<j=n“ 1
Jj= =

s w7

kde A,(.) zna¢i nejvétsi vlastni ¢islo matice v zdvorce a A7 je matice trans-
ponovand k matici A.

ii) Rozhodnéte, ktery z predchozich normovanych linearnich prostort je Bana-
chiv prostor.

iii) Rozhodnéte, zda prostor ¢ tvofeny vSemi konvergentnimi posloupnostmi {x,,}
s normou prostoru £, je Banachiiv prostor (srovnejte s vysledkem Cviceni
2.22 xi)).



VIL.4. Unitarni prostory

Definice 7.15. Necht V je vektorovy prostor nad télesem redlnych Cisel a necht
zobrazeni (, ): VxV — R splituje pro vSechna x, y, z € VavSechnaa, 8 € R
ndsledujici podminky:

(S1) (x,x) >0, pricemzZ (x, x) = 0 pravé kdyz x = 0;

(82) (x,y) = (y,x);

(S3) (ax+ By, z) = alx,z) + By, 2).
Pak se toto zobrazeni nazyva skaldrni soucin a prostor, na kterém je definovan

skaladrni sou€in, se nazyva unitdrni prostor.

Souvislost unitarnich prostord s normovanymi, a tedy i metrickymi prostory
udédva néasledujici tvrzeni.



Véta 7.16. Necht V je unitdrni prostor a necht zobrazeni || .| : V — R je

definované predpisem
Xl = v/{x, x). (7.5)

Pak:
a) plati tzv. Cauchyova nerovnost

[ < llxIl -yl provSechnax,y € V;

b) || .|l je norma na V;
¢) tato norma splituje pro vsechna x, y € V tzv. rovnobéZnikové pravidlo

x4+ 17 + llx = yII* = 2llx]* + 2|y 1I*. (7.6)

Diikaz.

a) Podle (S1) je pro kazdé redlné ¢ kvadraticka funkce f(t) = (x +ty,x +ty) >
> 0. To znamen4, Ze jeji diskriminant D = 4(x, y)> — 4|x||?||y||*> < 0, co% je
Cauchyova nerovnost.

b) Platnost podminek (N1) a (N3) plyne bezprostfedné z (S1) a (S3). Platnost
podminky (N2) dokdZeme z (S2) a Cauchyovy nerovnosti:

Ix + yI* = (x + 3, x +y) = [Ix]I* +2(x, ) + IylI* <
< x I +20x 0 - Iyl + Iyl = dlxll + [y D>

¢) Dokéze se pfimym vypoctem po dosazeni vztahu (7.5). O



V souvislosti s pfedchozim odstavcem vyvstdva otdzka, kdy je norma v nor-
movaném linedrnim prostoru vytvorena néjakym skaldrnim soucinem pomoci
vztahu (7.5). Odpovéd dava ndsledujici tvrzeni (diikaz [ 13, str. 68], [18, str. 64]).

Véta 7.17. Norma v normovaném linedrnim prostoru je vytvorena skaldrnim
soucinem pomoci vztahu (7.5), pravé kdyz spliiuje rovnobéznikové pravidlo
(7.6). Tento skaldrni soucin je urcen vztahem

[IIx + yII* = lIx — ¥1%].

I

(x,y) =

Priklady 7.18.

n
i) Prostor R" s ,,obvyklym* skaldrnim sou¢inem (x, y) = ) xzyx je unitarni
k=1
prostor, norma z Piikladu 7.13 i) je vytvofena timto skaldarnim soucinem.

ii) Na prostoru spojitych funkci Cla, b] spliiuje

b
(frg) = / Fg(n) di

vSechny tfi podminky (S1)—(S3). Metrika na Cla, b] definovand timto skalar-
nim soucinem je

b 172
P =If—gl= (/ Lf () — g dr )



a nazyva se metrikou konvergence v priiméru. Prostor Cla, b] s touto metri-
kou nenf tplny, jeho ziplnénim dostaneme prostor oznacovany L>[a, b] (tzv.
Lebesgueiiv' prostor funkci integrovatelnych v kvadrdtu). Tento prostor hraje
vyznamnou roli mimo jiné v teorii Fourierovych? fad.

o0
iii) Prostor [, je unitdrn{ prostor se skaldrnim soucinem (x, y) = »_ x;y. Tento
k=1
skalarni soucin vytvaii normu z Ptikladu 7.13 iii).
Na z4vér tohoto odstavce pfipomeiime jesté jeden vyznamny matematicky po-
jem.

Definice 7.19. Uplny unitdrni prostor se nazyvé Hilbertiiv prostor®. Uplnost se
zde rozumi jako tplnost normovaného prostoru s normou definovanou vztahem
(7.5).

Poznamka 7.20. Je-li Hilbertdv prostor H navic separabilni, plati tvrzeni, kterd
jsou pfirozenym zobecnénim znamych vét z teorie euklidovskych prostort. Zejmé-
na plati tato tvrzeni:

'Henri Leon Lebesgue, 1875-1941, francouzsky matematik, zabyval se pfedevSim teorii miry
a integralu.

ZFourier Jean-Baptiste Joseph, 17861830, francouzsky matematik, zabyval se matematickou
fyzikou.

3David Hilbert, 1862-1943, némecky matematik, ktery pracoval témér ve vSech oblastech ma-
tematiky, na svétovém matematickém kongresu v PafiZi v r. 1901 ve svém vystoupeni formuloval
23 strategickych matematickych problému (dnes zndmych jako Hilbertovy problémy), které mély
zdsadni vliv na rozvoj matematiky ve 20. stoleti.



a) Existuje posloupnost ortonorméalnich prvka u; € H, tj.

0 proi # J.

(uiyuj) = o
1 proi =},

s vlastnosti, Ze ke kazdému x € H a kazdému ¢ > O existuje m € N
aa,..., o, € Rtakova, Ze

m
Hx — E (xkukH < E€.
k=1

Posloupnost u;, s touto vlastnosti se nazyva ortonormdlni bdze prostoru H a pro
¢isla o plati ap = (x, uy) (Cisla a; se nazyvaji Fourierovymi koeficienty prvku
x v bazi uy).

b) Pro ortonormdlni bazi v H plati tzv. Parsevalova rovnost

]

2
D o) = x>,
k=1

¢) Kazdy separabilni Hilberttiv prostor H je izometricky s prostorem /,. [zomet-
rické zobrazeni F: H — [, je definované predpisem

X ri> {{x,uy), (x,uz),...}.

Cviceni 7.21.
i) Rozhodnéte, zda néasledujici normy na danych prostorech jsou vytvofeny ska-
larnim soucdinem:



a) Norma z Pfikladu 7.13 ii) na prostoru Cla, b].
o0

b) Norma |[x| = )_ |x¢| na prostoru /;.
k=1
¢) Norma ||x||sc = max |xg| na R".
1<k<n

ii) UkaZzte, ze ,
(i) = / LF()s) + (D) ()] dt

je skaldrni soucin na C'[a, b], tj. na mnoZiné funkci majici spojitou derivaci.
Rozhodnéte, zda C'[a, b] s timto skaldrnim soucinem je Hilbertlv prostor.

iii) UkaZte, Ze posloupnost

{ 1 cosx sinx cos2x }

tvoif ortonormdlni bazi prostoru L>[—m, 7] (viz Pfiklad 7.18 ii)). Odvodte
Fourierovy koeficienty funkce f € L?[—m, ] v této bdzi.

Ke svym prdnim dostdvds soucasné silu uskutecnit je. Musis vsak pro to
néco udélat.



NAVODY A VYSLEDKY CVICENI

14

i) p1(A, B) =2, ;(A, B) =2, p(A, B) = 1.

i) ] je Ctverec s vrcholy v bodech [1, 0], [0, 1], [—1, 0], [0, —1], %5 — kruz-
nice se stfedem v pocatku a polomérem 1, .75, — Ctverec s vrcholy v bodech
[1,1], [-1, 1], [-1, 1], [-1, —1].

iii) a) pe(x, v/x) = 1/4, p1(x, /x) = 1/6,

b) pe(x,Inx) =e—1, p;(x,Inx) = (e - 3).

iv) a), b), c) jsou metriky — vyuzijte Prikladu 1.2 ix).

v) Pro A = [ay, az, as], B = [by, bs, b3] je p(A, B) = arccos(aib, + ab, +
+ a3b3).

Vi) Jsou-li A = lai, a2, a2], B = [b], bz, b3] e P,

2 2
pa. B =%~ 25+ (%~ )

IDalsi podrobnosti tykajici se stereografické projekce je mozno nalézt napr. ve skriptu M. Rab:
Komplexni ¢isla a jejich uZziti v elementarni matematice, Brno 1990.



vii) a) K dikazu trojihelnikové nerovnosti provedte diskusi podle polohy bodt
A,B,C e R%.
b) Je-li [a, b] = [0, 0], pak % ([a, b]; r) = {[x, y] € R? : x*> + y? = r?}. Je-
-li [a, b] # [0, 01, je  ([a, b); r)=({[x, y] : xb = ay, (x—a)*+(y —b)* =
=r}pror < va?+b?a . ([a,bl;r) = {[x,y]: xb = ya, (x —a)*+
+ (=0 =r}U{lx,y] : xb # ya, x> +y* = (r — Va? +b2)2} pro
r > +/a*+ b%.
viii) a) VyuZijte Minkowského nerovnosti pro nekonecné soucty (odst. 7.4).
B) Ioot p (0. {xa}) = 1/2, 1,2 p(O, {xa}) = (757 "/".
ix) a) p(11,5) =1, p(16,6) = 1/5, p(60,10) = 1/25.
b) n = 10 + 73k, k je celé &islo.
x) Nacrtnéte si v roviné trojuhelnik s vrcholy a, b, ¢ a metriku konstruujte jako
ohodnoceny orientovany graf s témito vrcholy.

1.10
i) p(A, k) =12 —5v2, p(B, k) =2.
i) d(A) = 1/2.
iii) Je-li X = [xy, x2, x3], je p(X, A) = arccos v/ 1 — x3.

1.13
i) Rovnost p.(F(f), F(g)) = p.(f, g) plyne ze symetrie intervalu [—1, 1]
vzhledem k pocatku. Izometrie v p; plyne z platnosti vztahu f_ll fx)dx =
= [ f(=x)dx.
ii) F je izometrické.
iii) k = %3, plyne ze substitu¢ni metody pro urcité integraly.
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i) Obé redlné posloupnosti jsou cauchyovské a podle Cauchyova-Bolzanova kri-
téria z diferencidlniho poctu jsou také konvergentni.

i) x, = {x/}2, Je konvergentni v Baireové prostoru, pravé kdyZ kazda z po-
sloupnosti {x; k=1,2,... je skorostaciondrni.

2.22
i) A=1[0,11U[2,3]U{4}, A°=(0,1)U(2,3), h(A) ={0,1,2,3,4}.

i) A=1[0,1], A° =0, h(A) = [0, 1].

iv) Podle Vety 2.10 je mnozina P\ A uzaviendv (P, p1), praveé kdyZ je uzaviena
v prostoru (P, p,), odtud plyne tvrzeni.

v) a) — c) plyne téméf okamzité z definice a Véty 2.10.

vi) Metriky jsou navzdjem ekvivalentni. Je-li R, (x) = a;x" + --- + a;' po-
sloupnost polynomii, R, (x) — R(x) = alx" + - + a8 v metrice p, pravé
kdyimli_r)lgomk —akl_O k=0,...,n.

vii) Dikaz viz [ 13, str. 25].

viii) A, - A ={X € E2: pp(X,S) < r}, pravé kdyz S, — SvE>ar, — r
vE"

ix) Tvrzeni neplati. UvaZujte posloupnost intervalt {A,} v E! definovanou takto:
A, = [%, 11— %] pronsudéa A, = [—— 1—|— ]pronliché

x) Plati A = B. Nechi ¢ = “2 a f, (1) = n(b st — @), t €la,cl, f,(t) =
= ﬁ(b — 1), prot € [c, b]. Pak pro libovolnou x(¢) € B je x(t) +

+ fu®) € Aa p.(x + fn,x) — O.
xi) A jeuzaviend v lo,. Necht x" = {x{, x},...} € Aax" — x = {X, X2,...}
v . Pak nlirgo |x; — Xk| =0, k € N. Limitni posloupnost x je cauchyovskd

nl’



(a tedy podle Cauchyova-Bolzanova kritéria konvergentni, tj. x € A), nebot
|Xx — X;| < [Xx — x| + |xf — x| + |x/' — X;| a kaZdy z poslednich s¢itancii
je menSi nez /3, jsou-li k, [, n dostatecné velka.

xii) a), b) Plati A = R.

xiii) Metriky jsou ekvivalentni. Posloupnost x" = {x{,x5,...} Konverguje
k x = {X1, Xp,...} vmetrikdch p;, i = 1,2, pravé kdyZ lim |x;! — X;| =
n—od
=0,keN.

Xiv) a) VyuZijte Vét 2.10 a 2.19.
b) Tvrzeni neplati, v diskrétnim metrickém prostoru, kde P je alespon dvou-
prvkova, je O(a) = Oy(a) = {a} # PBla; 1] = P. c) HA[[0,0,0]; 1] je
krychle s vrcholy v bodech [£1, £1, +1].

3.7
i) Prostor je uplny, nebot konvergentni a cauchyovské jsou pouze skorostacio-
narni posloupnosti.

i) Prostor je uplny. VySetiete zv1ast cauchyovské posloupnosti leZici v okoli po-
¢atku a cauchyovské posloupnosti lezici v okoli bodu [x, y] # [0, 0].

iii) Je-li x" = {x}}72, cauchyovskd v [, pak kazdd z redlnych posloupnosti
{x{};2,, k € N je cauchyovska, tedy i konvergentni, tj. nlggo x; = X. Neni
obtizné ukazat, ze x" — x = {X1, X2, ...} vi,.

iv) Prostor [, je tplny, k dikazu pouZijte stejné konstrukce jako v predchozim
piikladu.

v) Oznaéme p metriku v [,. Je-li @ = inIgozn > 0,jeprox = {x,};2,,y =

ne

= {)i2s p(x,y) = pu(x,y) = ap(x,y). Odtud lze snadno s vyuZitim
prikladu iii) dokazat, Ze [, s metrikou p, je Uplny.



Je-li ingI a, = 0, existuje vybrana podposloupnost {«,, } takovd, Ze a,,, — 0.
ne

o0
Bez djmy na obecnosti lze predpokladat, ze fada ) aﬁk konverguje. De-
k=1
finujme posloupnost posloupnosti x™ = {x;"};°,, kde x/" = 1 pro [ =
=ny, Ny, ...,Nny, ax;" = 0proostatni /. Tato posloupnost je cauchyovskd v [,
s metrikou pq, ale jeji limita x = {x;}7°,, kde X, = 1 prol = ny,ny, n3, ...
a x; = 0 pro ostatni /, neni prvkem prostoru /5.

3.12

i) Platnost podminek 2) a 3) je trividlni a 1) plyne z Véty 3.3.
i) (s, pe) neni dplnym obalem (I, p,), nebot (I, py) neni uplny prostor. Po-

sloupnost posloupnosti x, = {1,2,...,n,0,0,...} je cauchyovskd (nebot
o0 [e ¢}
fada )" k/2* je konvergentni, tj. lim _ k/2% = 0) a jeji limita v metrice p,
k=1 00 k=n
x={1,2,...,n,n+1,...} neni prvkem /.
3.18

i) Je-li p(A, B) = 0, existuje x, € B takova, Ze p(x,, A) — 0, a vzhledem
ke kompaktnosti B lze pfedpokladdat, Ze x, — xo € B. Pak p(xp, A) = 0,
tj.xo € A= A,atedy xo € AN B — spor.

iii) Tvrzeni neplati. Jednotkova kruznice z E? je v pampeliskovém prostoru uza-
viend a ohranicenad, ale pro kazdé dva rizné body A, B na této kruZnici plati
p(A, B) = 2, tedy z Zadné posloupnosti bodl na kruZnici nelze vybrat kon-
vergentni podposloupnost.

iv) Viz Véta 6.14.



v) MnoZina je kompaktni. Sloupce ortogondlni matice jsou tvofeny jednotko-
vymi vektory; je-li {A,} posloupnost ortogondlnich matic, konvergentni pod-
posloupnost najdéte podobnym zpisobem jako v Pfikladu 3.15 ii).

vi) P je kompaktni. Vysledek plyne ze skuteCnosti, Ze mnozina koeficientd je
ohranitend a uzaviena v E"*+!.

44

i) Kazdé zobrazeni f: R — R je spojité zobrazeni (R, p;) — E!.
ii) F i G jsou spojita.
iii) =: Pfimo z definice spojitosti; <: je-li x,, — xo, poloZte A = {x1, x2, ...}.
iv) Tvrzeni plati i pro uzaviené mnoziny, viz [8, str. 29].
v) Uvazujte funkci f(x) = %

vi) F je spojité. Je-li x, — xo, pak
|F(xn) — F(xo)| = |p(xn, f(x)) — p(xo, f(x0))| =
< |p(xn, x0) + p(x0, f(x0)) + p(f (x0), f(x4)) — p(x0, f(xO))Ioo—> 0.

vii) Jsou-li x" = {x{}32,, v = ()2, pak pi (F(x"), F(y)) = Y |(x))* —
= 3= X Ik = el bl = (X =) () =
= po(x", y)-p(x", y),kde y = {—yi};2,. Protoze {p(x,, y)} je konvergentni
(konverguje k p(y, y)), je ohraniend, tj. p1(F(x"), F(y)) < Kpy(x", y).
Odtud plyne spojitost F jako ve VEte 4.6.

viii) Neni, sta¢{ uvézit posloupnost {%}



4.9
i) a) f je lipschitzovské (L = 1), neni kontrakce,
b) f je lipschitzovské pro kazdé a € R, kontrakce pro |a| < 1,
¢) f neni lipschitzovské.
ii) F je kontrakce s L = 1/2.
iii) f je lipschitzovské s L = 1, nenf kontrakce.

iv) Jsou-li x = {x,}, y = {yu} € Lo, plati pi (F(x), F(y)) = > 37"|x, — yul <

-~ n=1
< (X 37) sup [x, — yal = 3pc0(x, ¥), tedy F je kontrakce.
n=1 neN
4.12
i) VySetfete spojité zobrazeni F: P x P — R definované pfedpisem F (x, y) =
= p(x, y).

ii) Tvrzeni lze pfimo dok4zat z definic kompaktnosti a spojitosti.

5.6

1) Osovd soumérnost — kaZzdy bod osy soumérnosti, sttedovd soumérnost —
stfed soumérnosti, posunuti s nenulovym vektorem posunuti — Zadny pevny
bod, kruhové inverze — body kruzZnice.

ii) a)Jelia #1,x = ﬁ,je-li a = 1,b # 0 — zadny pevny bod, je-lia =1,
b =0, kazdé x € R je pevny bod. Pfedpoklady Banachovy véty splnény pro
la] < 1.
b) Je-li ¢ € (0, 1], je pevny bod x = 1, je-li ¢ > 1 — Zadny pevny bod.
Pfedpoklady Banachovy véty nejsou splnény.
¢) Pevné body x; = 0,x, = 1 proc = 0, pro ¢ > 1 — Zadny pevny bod,



pfedpoklady Banachovy véty nejsou splnény.
d) Zadny pevny bod pro kazdé ¢ € R, predpoklady Banachovy véty nejsou
splnény.

iii) a) Predpoklady jsou splnény pro x € R, pevny bod je x = 2. Je-li x; = 1, pak
xX2=3/2, x3=T/4,...,x, =2—1/2".
b) Predpoklady splnény pro |x| < 3/2, pevny bod v tomto intervalu x =
= 3= ‘/> = —0, 302775637 Je-lix) =1/2,jex; = —1/4, x3 = =5/16 =
= —0 3125, ..., x10 = —0,302775503.

iv) b) xo = \/g

5.8
)y =expyijeliyi = 1,pak y» = 14 5 a y,(x) = T,(x), kde T, (x) je
Taylordv mnohoclen n-t€ho stupn€ funkce exp 3 se stfedem xo = 0.
ii) y = —tgx, porovnejte Taylorovy mnohocleny stupné 2" — 1 se stfedem xy =
= 0 funkce —tgx s postupnymi aproximacemi yu(x), je-li y; = 0.
iii) Zobrazeni [x, y, z] — [ x——y+4z L, - x+éy+iz+2, %x—%y—i—}tz—Z]
je kontrakce (L = 0,8; dosadte do (5.8)).
iv) Pro A= (Z“ a )Je zobrazeni kontrakce v py, je-li max{|a;|+|an1|, a2 |+
21 ax
+ laxn|} < 1, a v metrice poo, je-li max{lan| + lainl, |aal + |axnl} < 1.
6.4
i) Je-lid £ A C P obojetnd, pak P = A U (P . A) je sjednoceni neprazdnych
uzavrenych disjunktnich mnoZzin.
ii)JeeliANB=0, AUB=P,plati P = (P~ A)U(P \ B).
iii) Dukaz viz [ 1, str. 216].



iv) Tvrzeni plyne z faktu, Ze dand mnoZina je uzaviend v (P, p;), pravé kdyz je
uzaviena v (P, p,).

v) MnoZina A x B € P x Q je uzaviend, pravé kdyZ A je uzaviend v P a B je
uzavienda v Q.

6.8
i) Nenf separabilni, pomoci Véty 6.6 vysetfete jednotkovou kruznici v E?.

ii) Neni separabilni, pomoci Véty 6.6 vySetiete nespoCetnou mnoZinu iraciondl-
nich Cisel.

iii) (P, pg) je separabilni, pravé kdyZ P je nejvyse spocetnd.

iv) Prostor je separabilni. Necht ¢ > 0 je libovolné. UvaZzujme nejvyse spocetnou
mnozinu A tvofenou v§emi posloupnostmi, jejichZ Cleny s indexy n > L%J +1
jsou nulové (| | znaci celou ¢ast z daného Cisla).

6.12
1), ii) Tvrzeni plynou pfimo z definice.
iii) UvaZujte P s novou metrikou o (x, y) = ; j:;x(’xy )y) . K dikazu, Ze toto je opravdu

metrika, vyuzijte vysledku Cviceni 1.4 iv) b).

iv) f(x)=tg %(2x — 1) je homeomorfismus intervalu (0, 1) na R.

v) Je-li A C P uzaviend, pak je kompaktni, odtud f(A) je kompaktni, tedy
uzaviend v Q, a spojitost zobrazeni f~! plyne z Véty 6.10.

6.20
i) Jsou-li funkce z .o lipschitzovské se stejnou konstantou, pak je systém funkci
o/ stejné spojity a tvrzeni plyne z Véty 6.18.
ii) Diikaz je obdobny jako diikaz Véty 6.6.



iii) A C I je kompaktni, pravé kdyZ existuje {y,} — O takovd, Ze mnoZina A =
= {x = {x4} € loo : |x4] = |yul}. A € I, je kompakitni, pravé kdyzZ existuje
{ya} €1, takovd, Ze A = {x = {x,} € [, : [x,| < |yal}.

iv) Tvrzeni plati, viz napt. [2, str. 120].

6.21

a) Nejsou ekvivalentni.

b) pi:Je-lix = 0. O:(x) = (—o0, —1/e) U (1/g,00), je-li x # 0, O:(x) =
= (—o0, —%) U (sll’f‘_l, 00) pro & > % a0,(x)={x}proe < plc—‘
plelix =0, O:(x) = (—¢,¢), je-lix # 0, O:(x) = {x} proe < |x|
a0:(x) = (x| —e, e —|x|) proe > |x|.

¢) p1, pa: Prostor je Uplny, neni souvisly ani separabilni.

d) A C P je kompaktni, pravé kdyz:
p1: A je kone¢nd nebo A = {x, e R: x, — oo v E'},
p2: A je kone¢nanebo A = {x, e R:x, — OvE'}.

e) p1: f je spojité, pravé kdyz XEmoof(x) = xli)rgo f(x) = f(0),

p2: f je spojité, pravé kdyz lir% f(x) = f£(0).

6.22

a) p1.2.3: Pouze skorostacionarni posloupnosti jsou konvergentni.

b) p12.3: Prostor je separabilni, neni tplny (x, = n je cauchyovskd) ani souvisly
(kazd4 podmnoZina je obojetnd).

¢) Je spojité ve vSech metrikdch, je lipschitzovské (L = 1), neni kontrakce.

d) Metriky jsou navzdjem ekvivalentni.



6.23

b) [x,, yo] = [x0, yol, pravé kdyZ y, = yo pro velkd n a x, — xo v E!.

c¢) Prostor je uplny, neni souvisly (A = {[x,y] : x =0, y € [0, 1]} je obojetnd)
ani separabilni (vySetfete mnoZinu A pomoci Vety 6.6).

d) Je-li A C P,oznaCme A; = {x € R : dy € Rtakové, Ze [x, y] € A}, A, =
= {y € R: 3x € Rtakové, Ze [x, y] € A}. MnozZina A € P je kompaktni
&= A je kompaktni v E!' a A, je kone¢na.

6.24

b) Prostor je iplny a separabilni, neni souvisly ([0, 1] a {2, 3, ...} jsou uzaviené
mnoziny).

c) A C P je kompaktni, pravé kdyZ existuje Cislo ny € N takové, Ze plati
ACI[0,11U{2,3,...,no}.

d) Zobrazeni je spojité, lipschitzovské (L = 1), neni kontrakce, x = 0O je jediny
pevny bod.

6.25

b) O.(f) =P, jelie >1a0.(f) ={geP:gx)=f(x), x e[l 1]}pro
e < 1.

c¢) Prostor je tplny (vySetfete konvergentni a cauchyovské posloupnosti), neni
souvisly (vySetfete A = {f : |f(x)| < 1, x € [1, 00)} a jeji komplement)
ani separabilni (pomoci Vety 6.6 vySetfete mnoZinu konstantnich funkcf).

d) Neni kompaktni, z posloupnosti f, = % nelze vybrat konvergentni pod-
posloupnost.

7.11
i) u(A) = T pro kazdou A € L (T).



7.14
i) Viz [10, Kap. 5]

ii) Prostor je Banachiiv ve vSech tfech norméch, nebot konvergence posloupnosti
matic Al — A, k — oo, v kazdé z norem je ekvivalentni konvergenci jed-
notlivych prvkd matic al.[;.‘] — ajj.

iii) Stacf dokdzat, Ze prostor ¢ je uzavieny v ln. Necht x*1 = {x[}* je po-
sloupnost prvkd z ¢ a x*1 — x = {x,}°° . Pak pro libovolnd k, m,n € N je
X0 — X| < | — x4 x84 3K 4 xB — x| Protoze xK1 — x, pro
k — oo pro kazdé n € N a pro pevné k je x¥1 € ¢, tj. x!¥! je cauchyovskd
posloupnost, je kazdy ze tfi s¢itancd na pravé strané posledni nerovnosti libo-
volné maly, pokud jsou k, m, n dostatecné velkd. To znamend, Ze x = {x,} je

caychovska, tedy x € c.

7.21

i) Ani jedna z norem neni vytvorena skaldrnim soudinem. V a) uvazte x(t) =
=t,y@t) =t(l —1t),[a,b] = [0,1],vb)ac)x = {1,2,0,0...,0,...,},
y=1{2,1,0,...,0,...}.

ii) Prostor neni Hilbertiv, protoZe neni uplny. Uvazujte [a, b] = [—1, 1] a po-
sloupnost funkei f,(x) = 1+costnx prox € [—(1/n), 1/n]a f,(x) = 0 pro
x € [—1,1]\ [—(1/n), 1/n] a vyuZijte stejné tvahy jako v Pfikladu 3.6 ii).
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