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Predmluva

Tento CD-ROM je ucebni text nového typu vyuZivajici moZnosti soucasné vypo-
Cetni techniky. Jde o moderni zpisob vyuky matematické analyzy, kdy prostfed-
nictvim pocitaCovych technologif se student u¢i matematickou analyzu a naopak.
Podnétem k vytvoreni CD-ROM byla potieba zvysit geometrickou predstavivost
studentil a zmodernizovat vyuku vyuzitim modernich technologif.

Jako prvni partie z matematické analyzy byl vybrdn ,Diferencidlni pocCet
funkcfi vice proménnych®, a to z téchto ditvodili: problémy zde fesené jsou vhodné
pro pocitacové zpracovani, vybrané téma vyzaduje dobrou geometrickou predsta-
vivost v prostoru a neexistuje dostatek zahrani¢nich materiald k tomuto tématu.
Zékladem CD-ROM byl ucebni text [D], prace [P-] a zkuSenosti s pfipravou CD-
-ROM na Masarykové€ univerzité v Brné ([ , So)).

K pocitacové realizaci byl vybran program Maple V pro svoje snadné ovladani
a §iroké rozgiteni na vysokych §koldch v Ceské republice. Vlastni text je uloZen ve
formatu PDF (Portable Document Format), ktery se stava standardem pro elektro-
nickou publikaéni ¢innost a je nezdvisly na platformé. Kromé jiného volné §ifené
programy pro ¢teni PDF Acrobat Reader a GhostView umoziluji prostfednictvim
kiizovych odkazt a dal$ich funkci rychle vyhledavat souvislosti napfi¢ celym tex-
tem.

CD-ROM je uréen pro posluchace odborného studia matematiky, fyziky, in-
formatiky a ucitelského studia matematiky a déle pro vSechny zdjemce o vyuku
matematické analyzy s vyuzitim pocitace a uZivatele CAS systému Maple. Ma-
teridly zde uvedené jsou koncipovédny tak, aby uZivatele vedly k samostatnému
pouZiti vypocetni techniky pfi studiu diferencidlniho poctu funkcei vice promén-
nych ¢i k piipravé dalSich materidlG pro podporu vyuky. Spojeni textu, grafiky,
pocitacovych vstupid a vystupi by mélo vytvofit prostfedi slouzici k maximalné
efektivnimu zvlddnuti probirané problematiky.

CD-ROM je rozdélen do dvou zdkladnich ¢asti — na Cést teoretickou a C4st
praktickou. Teoretickd Cast je rozdélena do deviti kapitol, v ivodu kazdé kapitoly
jsou pfipomenuty prislusné pojmy z diferencidlniho poctu funkci jedné proménné.
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Nové pojmy a tvrzeni z diferencidlniho poctu funkci vice proménnych jsou nej-
prve formulovany pro funkce dvou proménnych a teprve potom obecné pro funkce
n proménnych. Pouze v pfipadech, kdy je situace zcela stejnd pro dvé a vice pro-
ménnych, uvddime pifimo definice a tvrzeni pro n > 2. V zavéru kazdé kapitoly
jsou uvedena cviCeni, jejichZ vysledky lze najit na konci textu.

Prakticka cast ilustruje vyuziti programu Maple V v diferencidlnim poctu
funkci vice proménnych. K probirané problematice je zde systémem Maple vytvo-
fena ilustracni grafika a ukazky pocitacového feseni prikladd. Teoretickd i prak-
tickd Cast jsou tzce svazany prostiednictvim ki{Zovych odkazii (po seznamen s te-
oretickym pojmem si pouhym stiskem tlacitka mysi mtizete prohlédnout jeho geo-
metrickou interpretaci a seznamit se i se zpisobem, jakym byla ilustracni grafika
vygenerovana). VSechny pocitacové materidly jsou uloZeny na CD-ROM. UZiva-
tel CD-ROM miiZe tedy snadno generovat podobné obrazky bez nutnosti studovat
syntaxi piikazd Maplu.

Zavérem dékujeme doc.RNDr.J. Kubenovi, CSc. za vypracovani obrazki
v prvni ¢asti textu, za pomoc pfi psani v systému IKIEX a pfevod prvni ¢4sti textu
do formatu PDF.

Tento CD-ROM vznikl za podpory Fondu rozvoje VS v rdmci feseni projekti
¢. 448/1999 a 801/2002.

Brno, prosinec 2002 Autofi



Vyuziti pocitacCe ve vyuce
matematické analyzy

Rychly rozvoj vypocetni techniky v soucasnosti ovliviiuje témér vSechny oblasti
lidského Zivota. Stranou nezistava ani proces vyuky na vysokych skolach. V na-
Sich podminkéch bylo zatim pouziti pocitace ve vyuce spis nahodilé a bylo pone-
chavéano na iniciativé vyucujicich. AZ v posledni dobé se timto zpiisobem vyuky
zacina zabyvat veétsi pocCet vyucujich, ktefi si své zkusenosti sd€luji na konferen-
cich porddanych Ceskym sdruZenim uZivateld Maplu a na celostdtnich semina-
fich kateder matematiky fakult pfipravujicich ucitele matematiky (napf. Pocita-
¢em podporovand vyuka matematiky a pfiprava didaktického experimentu, Ryb-
nik u PobéZovic, 8.—11. zaf{ 1998).

Otazky tohoto zplsobu vyuky vsak nejsou zatim souhrnné zpracovany a zod-
povézeny. Tato kapitola je proto vénovana problematice vyuZziti vypocetni tech-
niky ve vyuce matematické analyzy. Jejim cilem je ukdzat moZnosti tohoto zpu-
sobu vyuky a najit odpovéd na otdzky kde, pro¢ a jak pouZivat poéitac pfi vyuce
matematické analyzy a zaroven upozornit i na dskali pouzivani pocitacovych sys-
témd ve vyuce.

Vyuziti pocitaCe ve vyuce matematické analyzy mize byt na zdkladé nasich
zkuSenosti rozdéleno nasledujicim zpiisobem:

e pocitacova grafika;
e pocitacové fesSeni uloh.

Pocitacovd grafika — pod timto terminem budeme v dal$im rozumét jakykoliv gra-
ficky vystup pofizeny pocitacem (obrazovka, tiskarna, ploter...). Grafika miZe
byt staticka (graf funkce) nebo dynamicka (animace v CAS systémech).
Pocitacové tesent iiloh — pod pocitatovym feSenim tloh rozumime vyuZiti poci-
tace pri feSeni zadaného matematického problému.

Ulohy, pfi kterych ziskdvime feeni pouze pouZitim standardniho piikazu sys-
tému, nebudeme uvazovat. V takovém piipade je pro nés pocitac jakousi ,,Cernou



10 VyuZiti pocitace ve vyuce matematické analyzy

skifiikou®, kterd ndm dava vysledek bez naSeho pfispéni a bez pochopeni, co se
déje ,,uvniti*“. Nase pozornost bude soustiedéna na netrividlni a smysluplné po-
uziti pocitaCe pii feSeni matematickych problémd, tj. tam, kde pocita¢ pomdaha
pri:
o rutinnich a zdlouhavych vypoctech (predpokldda se, Ze dand technika vypoctu
byla jiz dfive probrana);

e opakovéni a prohloubeni probirané l4tky jinym, netradi¢nim postupem (tdloha
je formulovéna tak, Ze bez znalosti nezbytné teorie je pocitacove nefeSitelnd);

e vysvétleni, objasnéni daného teoretického pojmu Ci zavislosti (Casto v izkém
spojeni s pocitacovou grafikou).

Vedle téchto dvou zdkladnich zptisobl vyuZiti poCitaCe ve vyuce matematické
analyzy né€kdy pouZivime i programy k testovdni znalosti. Ty slouZi k mecha-
nickému procvicovani a provérovani ziskanych védomosti a dovednosti. ProtoZe
program Maple V neni uréen k tvorbé takovych testi, uvadime pouze v kapitole 16
odkazy na testovaci programy na Internetu.

Pokusme se nyni nalézt odpovédi na otdzky poloZené v predchédzejicim od-
stavci.

Kde

Kde, ptesnéji ve které fazi a formé vyuky a vzdélavani v matematické analyze lze
efektivné vyuzivat vypocetni techniku? Ze ziskanych zkuSenosti plyne, Ze vypo-
cetni techniku 1ze pouZivat pfi:

e prednaskich;
e cviCenich;
e samostatné piiprave studentu.

Pti pfednédskéch vyuZzivdme nejCastéji pocitacovou grafiku. Méné Casté je po-
uziti pocitatového feSeni tloh, ale i to nachazi pii prednaskdch uplatnéni, a to
zejména pii usnadnéni zdlouhavych vypodti a pii dpravach vyrazid. Testovaci pro-
gramy pii pfednaskach nevyuZivame.

Pti cviCenich hraje kliCovou roli pocitacové feseni tloh, které je doplnéno po-
¢itaCovou grafikou a testovacimi programy (myslena jsou specidlni cvieni v po-
¢itacové laboratori).

TotéZ plati i pro samostatnou pfipravu, pouze roste tloha testovacich pro-
gramu.
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Pro¢

Pro¢ vypocetni techniku, pfesnéji vySe uvedené zplisoby, ve vyuce matematické
analyzy vyuzivat?

Geometrickd predstavivost hraje v matematické analyze vyznamnou tlohu (stu-
denti nékdy nemaji s danym matematickym pojmem spojenu konkrétni geomet-
rickou pfedstavu). K jejimu vytvafeni vyznamnou mérou pfispivd i pocitacova
grafika. Ta umoZiiuje vytvaret tuto geometrickou predstavu i v piipadech, které
jsou bez pouZiti pocitace jen téZko realizovatelné (viz napf. obr. 11.6). Pii fe-
Seni prikladi si pak student miiZze vytvorit geometrickou pfedstavu o tom, co ma
pocitat, a mize ziskané vysledky s pocitacovou grafikou konfrontovat (viz napf.
piiklad 14.4).

ZjednoduSeni rutinnich vypoctii umozni studentim vénovat vice ¢asu vybéru
metody feSeni a interpretaci vysledkd. V disledku toho miZeme obohatit rizno-
rodost typu, zvysit poCet a prohloubit naro¢nost problémt, které studenti samo-
statné fesi. Ilustraci takového piistupu je napiiklad uréovéni limity funkce dvou
proménnych (kapitola 11.2). Nezanedbatelny je i pfispévek pocitacového reSeni
uloh k opakovdni a prohloubeni uciva. Ilustrujme tento piistup na hledén{ stacio-
narnich bodu funkce dvou proménnych (piiklad 14.1). Student musi nejdiive sdm
sestavit soustavu rovnic pro nalezeni stacionarnich bodd. Pocitae pak vyuZije
k vypoctu odpovidajicich parcidlnich derivaci a k vypoctu soustavy rovnic (pfi fe-
Seni postupuje stejné jako pfi feSeni pomoci ,,tuzky a papiru®, pouze vlastni zdpis
provadi formou piikazli zvoleného pocitatového systému). Dal$im stupném je pak
automatizace tohoto postupu pomoci programovaciho jazyka zvoleného systému.
Pocitacové feSeni uloh prispiva i k objasnéni teoretickych pojmii a prohloubeni
Jejich pochopeni (napf. zndzornéni geometrického vyznamu smérovych derivaci,
kapitola 12.2). Ve vSech uvedenych pripadech studentiim pouziti pocitace umoz-
nuje soustiedit se na podstatu problému vice nez na mechanické zvladnuti vypo-
ctu.

Pouziti pocitace ve vyuce ma vsak i sva uskali. Ne vzdy totiz pocitaovym
programem ziskame vysledek, ktery odpovidd skutecnosti. Pfi vyuce studentil
u pocitace je proto tieba klast dliraz na interpretaci a kontrolu ziskanych vysledki.
Studenti maji Casto tendenci pouZivat poéitaovy program mechanicky, bez uva-
zovani. Uvedme si jeden ilustra¢ni priklad:

Priklad. Pomoci pocitace nakreslete graf funkce f(x) = e* + In|(4 — x)| pro
x € (0, 5).
K feseni byl pouZit systém Maple.
> f:=x->Ex*x+1ln(abs (4-x));
fi=x—> E"+In(|4—x])



12 VyuZiti pocitace ve vyuce matematické analyzy

> plot (f(x),x=0..5, labels=[x,vy]);

Rada studentd se zde soustiedi pfedeviim na syntaxi pifkazu a je se ziskanym
vysledkem spokojena (obr. 1). Podrobnéjsi analyzou zadané funkce ale zjistime,
Ze tato funkce f je v bodé 4 nespojitd a lim,_4 f(x) = —oo. Graficky vystup
proto poté upravime pfidanim parametru discont=true a zvySenim poctu re-
feren¢nich bodu (tj. bodu, které Maple pouziva k aproximaci zadané funkce). Pro
vetsi nazornost volime x z intervalu (3.9, 4.1) (obr. 2).

> plot (f(x), x=3.9..4.1, y=47..58, numpoints=500,
> discont=true, labels=[x,vy]);

)

obr. 1 obr. 2

V dalsich ¢astech prace pribézné upozoriiujeme na nebezpeci bezmyslenkovi-
tého pouZiti pocitace. Budou uvedeny piiklady, kdy pocitac¢ dava nespravné nebo
neuplné vysledky (obr. 10.5, piiklad 14.4...). Ty jsou na druhou stranu dileZzité
z hlediska motivace. Ukazuji, Ze pocita¢ neni ,,vSemocny‘* — teprve porozumeni
probirané latce déla z pocitace skutecné ,,mocného* pomocnika.

Jak

Jak, presnéji s jakym technickym vybavenim a pii jaké organizaci vyuky (Casové
i obsahové) pocitatem podporovanou vyuku realizovat?

Zabyvejme se nejdiive podrobnéji technickou realizaci uvedenych zpusobu pou-
Ziti pocitace ve vyuce matematické analyzy. Pro vyuZiti pocitace pfi prednaskich
je nejvyhodnéjsi v poslucharné trvale instalovat pocitac s projektorem, piipadné
LCD panelem a promitacim platnem. Pfi tomto usporddani miZe projekni platno
slouzit jako ,,inteligentni tabule®, kdy napf. miZeme zménou parametri zadani
jiz vyfeseného prikladu okamZité vyfteSit piiklad modifikovany. Vyhodou tohoto
usporadani je tedy moznost dynamické zmény parametrti (napf. oproti grafickym
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vystuplim pfipravenym na tiskarn¢) a pfimé interakce vyucujictho s pocitacovym
programem. Priklady pocitacového feSeni tiloh by bez tohoto uspotfddani bylo jen
obtiZné moZno na predndSkich realizovat. Pokusy s kondnim pfednédsek piimo
v pocitacové ucebné koncily vétSinou nezdarem. Studenti v tomto piipadé véno-
vali vétsi pozornost interakci s poc¢itacem neZ vykladu vyucujiciho. Dalsi nevyho-
dou pak bylo rizné tempo postupu. Studenti s mensi znalosti prace s pocitacem
nebyli schopni po urcité dobé vyklad sledovat.

Déle se ukdazalo, Ze naproti tomu cviceni je optimdlni provadét v pocitacové
ucebné, a to tak, aby kazdy student pracoval u svého pocitace Ci termindlu. Vy-
hodou je mozZnost individudlniho postupu u kazdého studenta. Nezbytnd je také
podminka volného pfistupu studentti do pocitacové ucebny, protoze fada tkold je
urcena k samostatnému feseni béhem tydne.

Kromé nezbytného hardwaru je zapotiebi i vhodny software. Pro matematic-

kou analyzu je nejvyhodnéjsi zajisténi nékterého z CAS systémt, vyuku je vSak
mozno realizovat i pomoci specializovanéj$ich public domain programi, které
jsou volné pfistupné na pocitacové siti Internet. K vyuce nékterych partii je mozno
vyuzivat také interaktivni programy, pfistupné na Internetu. O té€chto moznostech
bude podrobnéji pojedndno v kapitole 16.

Druha otazka — zaclenéni pocitaCem podporované vyuky do osnov — zavisi
zejména na typu (zaméfeni) Skoly. Idedlni by bylo ptidat k souasnym ,.klasic-
kym* cvi¢enim jesté dalsi hodiny pocitacové vyuky.

V USA v rdmci projektu CALC (Calculus As a Laboratory Course) byla
klasickd cviceni zrusena tplné, vypocetni operace a metody jsou procvicovany
v rdmci pocitacové vyuky. Dosavadni vysledky a hodnoceni projektu ukazuji,
Ze studenti zahrnuti do projektu dosahuji u zkousek lepsich vysledk a hlub-
$iho pochopeni latky neZ studenti v tradiCnich tfid4ch, v té€chto tfidach je ale na
vyS$§i drovni pocetni zrucnost. Informace o projektu je mozno nalézt na adrese
http://www.math.duke.edu/education/proj_calc/.

Zavedeni vyuky podobné projektu CALC vSak v naSich podminkdch na-
rédzi na téméf nulovou moZnost zvySeni poctu hodin vénovanych vyuce mate-
matické analyzy. Stdvajici sylabus je dimenzovéan tak, Ze zavedeni pocitacové
vyuky by bylo na tkor soucasného obsahu uciva. SniZeni poctu hodin klasic-
kych cviceni na tkor pocitatovych laboratofi by mohlo mit za nasledek sni-
Zeni poCetnich schopnosti studentt, coz je zejména u studentt ucitelského stu-
dia jevem nezddoucim. TE€Zisté vyuZiti pocitace je zde tedy predevsim pfi pred-
naskach a jako doplnéni klasickych cviceni (zejména priklady ilustrani gra-
fiky). Ukdzkami ve vyuce a pfi cviCenich by studenti méli byt motivovéni
k samostatné praci a k experimentovani v pocitacové laboratofi. (Pfedpokla-
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dem je opét volny pfistup do pocitacové laboratofe vybavené vhodnym soft-
warem.)

Snazsi je zavedeni vyuky v pocitacovych laboratorich na Skol4ch, kde je ma-
tematika aplikovanou védou, tj. zejména na vysokych $kol4ch technického sméru.
Zde miZeme rozdélit cviCeni na Cast klasickou a pocitacovou (napf. stiidavé po
14 dnech jako na strojni fakult¢ VUT v Brné). U téchto obori je vyhodné, aby po
analyze problému vlastni vypocet provedl pocitac. (Neni zde kladen takovy diraz
na pocetni zru¢nost studentu.)

Technické poznamky

V pocatecnich kapitolach pocitatového zpracovani tématu je v textu feSeni pii-
kladt zapis uvadén ve dvoji podob€. Nejdiive je uveden obvykly matematicky
zapis (sazba je provedena systémem I4TEX) a nésledné zdpis vypoctu v Maplu.
Poté co si Ctendf postupné zvykne na zdpis v Maplu, je matematicky z4pis vyne-
chavan a uvadény jsou jiz pouze prikazy Maplu. Mapleovské vstupy jsou v textu
oznacovany > azménou typu pisma na st ro jopisné. Vstup (zaddni piikazu) je
v Maplu ukoncovéan pomoci znakili ; nebo:. Pokud je vstup zakonCen znakem ; ,
ndsleduji ihned fadky s vystupem, pfi ukonéeni pomoci : se fadky s vystupem
nevypisuji na obrazovku, a nejsou tedy uvedeny ani v textu. Vstupy a vystupy
byly ziskany exportem (automatickym pievedenim) Mapleovskych zdpisniki do
systému TiX (v textu je vzdy uvedena uplna posloupnost ptikazi). VSechny pro-
cedury naprogramované pro ucely této prace jsou uloZeny v knihovné mvcalp.
Pri programovani procedur byl vétsi diraz kladen na jednoduchost a matematic-
kou spravnost nez na programatorskou efektivnost a tplnost tak, aby procedury
nebyly zbytecné sloZité a aby je byli schopni vytvéfet i studenti bez hlubsi zna-
losti programovacich jazykd. Knihovna mvcalp a vSechny Mapleovské zdpis-
niky s ilustracnimi piiklady jsou taktéZ uloZeny na CD-ROM. VS8echny obrazky
jsou ulozeny v PostScriptu' a jsou piistupné také prostiednictvim Internetu na
adrese http://www.math.muni.cz/~plch/difer/difer.html.
Maple V R3 byl zvolen pro snadné ovldddni a dostupnost. Béhem tvorby
prace doslo k dal§imu vyvoji programu, proto se v praci vyskytuji i odkazy na
verzi Maple V R4 (verze Maple V R5 byla k dispozici teprve aZ v dobé zavérec-
ného zpracovani, proto na ni v textu neodkazujeme). Maple byl provozovdn na
pocitaci s operacnim systémem Linux. Pfechodem k jinému opera¢nimu systému

Yeve

Jeden z nejpouzivanéjsich jazykl pro popis stranky (PDL), vyvinuty spoleCnosti Adobe Sys-
tems.


http://www.math.muni.cz/~plch/difer/difer.html

VyuZiti pocitace ve vyuce matematické analyzy 15

(Windows 9x, Me, 2000, XP) mtize dojit k prodlouZeni doby potiebné k vypoctu
(zejména u generovani grafiky).






Kapitola 1

Pojem funkce vice proménnych

Redlna funkce jedné redlné proménné, stru¢né funkce jedné proménné, je zobra-
zeni z R do R. Zobecnénim tohoto pojmu je zobrazeni z R" (n > 2) do R, které
se nazyva funkce vice proménnych.

Cilem této kapitoly je naucit se urovat pro funkci dvou a vice proménnych
jeji definiéni obor a graf. PrestoZe tato kapitola jako jedind neobsahuje Zddnou
matematickou vétu, je svym zaméfenim na geometrii v R? a R? fundamentalni.

Definice 1.1. Necht M C R",n > 1, M # (. Zobrazeni f : M — R se nazyva
redlnd funkce n redlnych proménnych a mnoZina M se nazyva definicni obor
této funkce a znaci se D(f).

Z predchozi definice vyplyva, Ze po formdln{ strance funkce f : M — R je mnoZina

usporddanych dvojic [x,y] € M x R, x = [x1, ..., x,] (tj. relace na M x R), kterd ma
nésledujici vlastnosti:

l.xe M,y e R.

2. Ke kazdému bodu x = [xi,...,x,] € M existuje pravé jedno ¢islo y (bod pro-
storu R) tak, ze [x, y] € f.

Obraz bodu x = [x1,...,x,] € M v zobrazeni f, tj. redlné Cislo y takové, Ze
[x, y] € f, oznaCujeme f(x) nebo f(xi,...,x,) a nazyva se hodnota funkce f nebo
také funkcni hodnota v bodé x = [x1, ..., x,].

Z. definice funkce vice proménnych vyplyva, Ze tato funkce je jednoznacné
uréena udanim jejiho defini€éniho oboru D(f) a pfedpisem, kterym je kazdému
bodu x = [x1, ..., x,] € D(f) pritazena funkcni hodnota f (x). Pokud je predpis
dan vzorcem a neni uddn defini¢ni obor funkce, pak defini¢cnim oborem rozumime
mnozinu v§ech bodi x € R”", pro néZ ma tento vzorec smysl.
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Pro n = 2 budeme misto f(xy, x;) psat f(x, y) apron =3 misto f(x1, x2, x3)
piSeme f(x, y, 2).

Priklad 1.1. i) Zobrazte v roviné defini¢ni obor funkce

—7)2
f(x,y):\/(x2+%—1) (x2 4+ y2 — 6x).

Reseni. Vyraz pod odmocninou musi byt nezdporny, tj. musi byt splnéna pod-

minka 5
-2
(u +x2— 1) (xz+y2 —6x) > 0.

4

To nastane, pravé kdyz

—2)2
b=27 )+x2—120 a (x*+y*—6x)>0

nebo

—2)2
O 2120 a (P+y—6x) <0,

Rovnice % +x2 = 1 je rovnicf elipsy
se sttedem v bodé [0, 2] a poloosami délek
a=1ab = 2, rovnice x> + y> —6x = 0
je rovnici kruZnice se stfedem v bodé [3, 0]
apolomérem r = 3, nebot tuto rovnici lze pie-
vést na tvar (x — 3)% + y?> = 9. MnoZina viech
bodi [x, y] € R? splitujici vyse uvedené ne-
rovnosti, tj. definiéni obor funkce f, je zné-
zornéna na vedlejSim obrazku. Je to uzaviena
mnoZina v R

ii) Zobrazte v roviné defini¢ni obor funkce &

F(x, y)=arccos(x>+y2—1) +/ |x] + [y| — V2.

Reseni. Defini¢nim oborem funkce arccos je interval [—1, 1], prvni s¢itanec je
tedy definovan pro [x, y] splilujici nerovnosti

—1<x*+y’—1<1,
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0<x’+y> <2, V2

coz je vnitiek a hranice kruhu se stfedem
v po&itku a polom&rem r = /2. Defini¢-
nim oborem druhého scitance je mnoZina V2 V2
bodi [x, y] spliiujici nerovnost |x| + |y| —
— /2 > 0. Nacrtnéme v roviné kiivku
danou rovnici |x| + |y| = V2.V prvnim
kvadrantu je tato rovnice ekvivalentni rov-
nici x + y = +/2, coZ je rovnice pfimky. Ve )
zbyvajicich kvadrantech postupujeme ob-

dobné a obdrzime kosoctverec nacrtnuty na vedlej$im obrazku. Defini¢nim obo-
rem funkce f je mnoZina vySrafovand na tomto obrdzku. Tato mnoZina je uza-
viend v R2.

Y

iii) Zobrazte v rovin€ defini¢ni obor funkce f(x, y) = In(y In(y — x)).

Reseni. Logaritmovany vyraz musi byt kladny, musi byt tedy splnéna nerovnost
yIn(y — x) > 0, kterd je ekvivalentni dvojici nerovnost{

In(y —x) >0, y > 0; In(y —x) <0, y <0,
jez jsou dale ekvivalentni systémim nerovnosti
y>0,y—x>1 a y<0,y—x<1l,y—x>0

(posledni nerovnost plyne z defini¢niho oboru funkce In(y — x)). ReSenim téchto

dvou systémi nerovnosti je mnozina naértnutd na obr. 1.1. Je to oteviena mnozina
2

v R-.

iv) Zobrazte defini¢ni obor funkce f(x, y) = arcsin yx—z + arcsin(1 — y).

Reseni. Defini¢nim oborem funkce arcsin je interval [—1, 1]. Proto musi byt spl-
nény podminky:

<1, t. y*>-x,y*>x, y#0

azdrovenl —1 <1 —y <1, tj. y € [0, 2]. Celkem tedy

D) ={lx,yl: y* > —x, y¥* > x, y € (0,2]},

tato mnoZina je nacrtnuta na obr. 1.2. Je to mnoZina, kterd nenf ani oteviend, ani
uzaviend v R? (nebot [0, 0] ¢ D(f)).
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Ay y=x+1
'l‘ //y:x
7 /
7 /
= / A
— x=—y? 5|7 x=y?
—
1|/

\qum““l\m

—21

obr. 1.1 z =In(y In(y — x)) obr. 1.2 z = arcsin ;‘—2 + arcsin(1 — y)

Definice 1.2. Necht f je funkce n proménnych definovand na mnoZiné
M C R", n > 2. Grafem funkce f nazyvame mnoZinu boda

G(f)={lx,y] e R™ :x =[x,...,x,0 € M, y= f(x)}.

obr. 1.3 Soufadné sté€ny pxy, pxz, Pyz

Pro funkci dvou proménnych, tj. n = 2, je grafem funkce mnoZina bodu v troj-
rozmérném prostoru. V piikladech, se kterymi se zde setkdme, to bude vzdy né-
jaka trojrozmérna plocha. K ziskani nazorné predstavy, jaky je tvar a prubéh této
plochy, ndm pomohou fezy rovinami z = 0, y = 0, x = 0 (coZ jsou rovnice soufad-
nych stén pyy, pi, Py;, viz obr. 1.3) a rovinami s nimi rovnob&Znymi.
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Definice 1.3. Necht M € R?>a f : M — R je funkce dvou proménnych defi-
novand na M, ¢ € R. Mnozinu

Je=A{lx,yle M: f(x,y)=c}

nazyvame vrstevnice funkce f na tirovni c.

Pojem vrstevnice funkce lze samoziejmé analogicky definovat i pro funkce n promén-
nych, n > 3, zde vsak ztrdcime ndzorny ,,geograficky* vyznam. Chapeme-li graf funkce
dvou proménnych jako reliéf krajiny, pak vrstevnice funkce na drovni ¢ je mnoZina vsech
bodi s nadmotskou vyskou rovnou c, tj. na§ pojem vrstevnice je totozny s geografickym
vyznamem tohoto slova.

Priklad 1.2. i) Pomoci vrstevnic a fezli rovinami p,., p,, zobrazte graf funkce
fl,y)=y/x2+y2

Reseni. Vrstevnice funkce na drovni £ > 0 jsou dédny rovnicemi

k=vx2+y2, t. kK2=x+y%

coz jsou kruznice se stfedem na ose z a polomérem k, viz obr. 1.4.

Rez rovinou Pyz> . x =0, dava z = \/? = |y|. Rezem je lomen4 Céara s vr-
cholem v pocatku dand rovnici z = |y|. Podobné fez rovinou y = 0 dava z = |x]|.
V obou piipadech je fezem lomend ¢ara s vrcholem v pocatku o rovnici z = |y,
resp. z = |x|, viz obr. 1.5, 1.6. (V terminologii technického kresleni a zobrazova-
cich metod se vlastné jedna o prumét do svislych soufadnych narysen, tj. narys
a bokorys.)

A
Y
z=1 _ —
=2 y=0 x=
f\ ‘ ¢ =1 ¢ =1yl
>
L/ )
X > y >
obr. 1.4 Pudorys obr. 1.5 Bokorys obr. 1.6 Narys

Na zédkladé ziskanych vysledkl jiZz mlZeme fici, Ze grafem funkce z =
= /x2+ y? je rotacni kuZel s vrcholem v pocatku a hlavni osou z, nachézejici
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se v poloprostoru z > 0, viz obr. 1.10. Na tomto obrdzku je zndzornén i dolni
kuzel, ktery je grafem funkce z = —/x2 + y2.

ii) Zobrazte v R3 graf funkce f(x, y) = ;C—i + z—i, a,b > 0.
Reseni. Podobné jako v pfedchozim piikladu jsou vrstevnice dény rovnicemi

2 2 2 2

X X
k = _+y_’ t_] _+y_
a? b ka?  kb?

coZ jsou rovnice elipsy se stiedem v po&atku a poloosami a~/k, b+/k, viz obr. 1.7.
Rezy rovinami y = 0, x = 0 dévaji

=1,

coZ jsou rovnice parabol s vrcholem v pocitku soufadnych stén p., a py.,
viz obr. 1.8, 1.9. Celkem vidime, Ze grafem je plocha, kterd se nazyva elipticky
paraboloid. Tato plocha je prostorové v okoli poc¢atku zndzornéna na obr. 1.11.

/\ =04 22 o0 A
a > z Z_a72 z y2
X =—F
\/ ”

Y
Y

obr. 1.7 Padorys obr. 1.8 Bokorys obr. 1.9 Narys

iii) Zobrazte v R? defini¢ni obor funkce f(x, y,z) = In(—z> — x> — y> +1).
Reseni. Logaritmickd funkce je definovana jen pro kladnd &isla. Proto musi byt

22 —x?2—=y2+1>0,4. x>+ y?+7%> < 1, atedy

D(f)={lx,y, 2l e R : x* +y* + 2> < 1}.

V fezech rovinami z = 0, y = 0, x = 0 postupné dostdvime x2 4+ y2 <1, x%+
+72 < 1, >+ 72 < 1, coZ jsou body uvnitf kruznice se stfedem v po&atku
a poloméru r = 1, celkem je tedy definiénim oborem vnitfek koule se stfedem
v bodg [0, 0, 0] a polomérem r = 1, je to oteviend mnoZina v R3.
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y
X
a’? b
2x
Piiklad 1.3. i) Na&rtnéte v roviné vrstevnice funkce z = ex*+?,
2x
ReSeni. Vrstevnice funkce maji rovnici ¢ = e**»* a odtud Inc = x2szy2
Oznacime-li nyni In ¢ = k, postupnymi tpravami dostdvame
2x 2
k=—— <+ k(x*+y%) =2x <= x*— -x+y* =0,
X2 +y k
atedy prok #0 (fj. ¢ # 1),
I, 5, 1
X— =) +y =—.
=)+ =3
Z posledni rovnice je jiz vidét, A
ze Vrstevpicemi dapé funkce ool k= —l)c =1(k=0)|" c=ek=1)
pro ¢ # 1 jsou kruznice se stie- e 2
dem S = [%, 0] = [ﬁ, 0] a po- =32 /~1 2N/ 172\ 3/2
v _ 1 _ 1 — + t + >
1omer.em r'= 00 = Thg Pro- €= x
chéazejici pocatkem, avSak bez
pocatku (nebot pro bod [0, 0]

neni funkce definovana). Pro

¢ = 1 dostdavame 0 = -2, tj. x = 0, vrstevnici dané funkce pro ¢ = 1 je tedy
X +y

osa y (bez pocatku).

ii) Nacrtnéte vrstevnice funkce z = |x| — |y]| + |x — y]|.

Reseni. Nejprve se zbavime ve vyjadieni funkéni zavislosti absolutnich hodnot.

Provedeme diskusi v jednotlivych kvadrantech.
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laA)x>0,y>0,x>y = z=x—y+x—y=2(x —y).

Ib) x>0, y>0,x<y = z=x—y—x+y=0.

IDx <0, y>0,(zdevidyx <y) = 7z =—x—y—x+y=—2x.

Obdobnym zptisobem ziskdme vyjadfeni funk¢ni zavislosti bez absolutnich
hodnot ve zbyvajicich dvou kvadrantech a jako vysledek obdrzime situaci zndzor-
nénou na obr. 1.12. ProtoZe pro libovolna [x, y] € R? plati nerovnost |x — y| >
> |y| — |x| (zdGvodnéte pro¢), je vidy f(x,y) > 0, tj. pro ¢ < 0je f. = @. Pro
¢ > 0 naértneme v jednotlivych sektorech kiivku |x| — |y| + |[x — y| = ¢ a pro
c=0,1,2,3 je vysledek zndzornén na obr. 1.13.

Y =0

o o o
I} 1] 1]
w N =

N
I
I
<
I
\a
N
I
(e}
=
\(
o o o
TR TR
—_— N W
=
Y

z=2x

obr. .12z =|x — y| + |x| — |y| obr. 1.13 Vrstevnice

Cviceni $

1.1. Zobrazte v roving defini¢ni obory funkci:

x24+y2—x
a)z = m gz= 2x:—j:2—yz

¢)z=In(x +y) z=y1—(x2+y)?
D=2+ - DE-2—y) =it
e) z = arcsin § — m k) z=In[xIn(y — x)]

Dz=vT=a2+,/1-)2 D=0 -2 =y +y2 - 2y)
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1.2. Nacrtnéte vrstevnice funkei:

a)z=x2+y? c)z=x",kdex >0

byz=x>—y>  dz=/x-y

1.3. Pomoci vrstevnic a fezli rovinami p,, p,, nacrtnéte v prostoru grafy funkef:
z=2—x—y z=y1-x2—y>  dz=3i07—y)

e)z = b)z=x>+y? f)z=2—/x2+y?

1
2x243y2

1.4. Urcete defini¢ni obory funkef:

Au=1+x2—y2—72 ) u =1n (xyz)
Du=vT—x+y+3+2 g)u:\/1—§—z—§—§—§
Qu=y1+x2+y2—22 h)u:\/l—j—i—g—j—i—i

d) u = arccos —= 1) u = arcsin £ + arcsin y + arccos
y
/xzﬂ,z y 3
_ 1 x2 »? Z2 : =1 2 2 2
e)u— +a_2+b_2_c_2 J)u—n(—x —y+Z)
*

Vétsina ucitelii ztrdci Cas tim, Ze klade otdzky, jejich? cilem je Zjistit, co Zdk
neumti, zatimco pravé uméni tdzat se spoc¢ivd v tom, Ze md odhalit, co Zdk umi
nebo je schopen umet. (A. Einstein)

*






Kapitola 2

Limita a spojitost funkce

Pojem limity funkce patif k zdkladnim pojmim diferencidlniho poctu. Je to lo-
kalni vlastnost funkce, popisujici chovani funkce v ryzim okoli bodu, v némz
limitu urcujeme. (Ryzim okolim bodu rozumime okoli kromé tohoto bodu.) Sku-
tecnost, Ze jde o ryzi, okoli znamend, Ze limita nezdvisi na funkéni hodnoté funkce
v tomto bodé — funkéni hodnota se muizZe liSit od limity v tomto bodé nebo funkce
nemusi byt v daném bodé viibec definovana.

Rovnéz pojem spojitosti funkce vice proménnych Ize podobné jako pro funkce
jedné proménné definovat pomoci limity funkce, proto zde najdeme fadu tvrzeni
podobnych tém, se kterymi jsme se jiZ setkali v diferencidlnim poctu funkci jedné
proménné.

K definici limity, spojitosti a vSech dalS$ich pojmu diferencidlniho poctu je
treba na R” zavést metriku. Proto pfipomefime nékolik zdkladnich pojma z teorie
metrickych prostorti.

2.1 Metrické vlastnosti R”

Pfipomenme, Ze e-okoli vlastntho bodu @ € R lze zapsat jako interval
|x —al <e, & > 0. Okoli O(a) bodu a € R" je definovano pomoci metriky p
v R” jako mnoZina

O.(a)={x eR": p(x,a) < ¢}

Neni-li polomér okoli podstatny, budeme index & vynechévat.
Podle vybéru metriky dostavame riizné typy okoli. Napf. v R? dostaneme kru-
hové okoli, zvolime-li euklidovskou metriku

pa([x1, Y11, [xX2, y21) = v (21 — x2)2 + (1 — y)2,
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¢tvercové okoli dostaneme volbou maximové metriky

Poo([x1, Y11, [x2, y21) = max{|x; — x2, |[y1 — 21},

¢i kosoctvercové okoli, zvolime-li souctovou metriku

p1([x1, yil, [x2, y21) = [x1 — x2| + [y1 — yal.

Podstatnd je ekvivalentnost téchto metrik, kterd znamend, Ze existence (neexis-
tence) limity nezdleZi na tom, kterou z téchto ekvivalentnich metrik zvolime
(viz [ 1.

Z diivodu formélni jednoduchosti zvolme v této kapitole maximdalni metriku,

ve které je okoli bodu a = [ay, ..., a,] € R” kartézskym soucinem okoli jednotli-
vych soufadnic ay, ..., ay, tj.
O (a)={x=[x1,...,x,] € R": max |x; —a;| < &}.
1<i<n

Ryzim okolim bodu @ rozumime mnozinu O (a)\{a}.

Okoli nevlastnich bodid v R? jsou definovdna v souladu s maximélni metrikou
takto: Okolim nevlastniho bodu [oo, 0o] rozumime libovolnou mnozinu typu (a, 00) X
x (b, 00), a, b € R. Analogicky definujeme okoli nevlastniho bodu [—o0, 00], [c0, —00],
[—o0, —00], i okoli bodi typu [a, +00], [00, a]. Okoli nevlastnich bodl v prostorech
vyssich dimenzi jsou definovdna analogicky. MnoZzinu R” spolu s nevlastnimi body bu-
deme oznacovat (R*)".

V definici limity vystupuji funkéni hodnoty funkce v ryzim (libovolné malém) okoli
bodu, v némz limitu definujeme. Z tohoto divodu lze limitu funkce vySetfovat jen v hro-
madnych bodech defini¢niho oboru. Proto, aniz bychom tento fakt stile zdurazfiovali,
budeme ve vSech kapitoldch, kde se vyskytuje limita funkce v daném bodé, predpokladat,
Ze tento bod je hromadnym bodem mnoZiny D(f) (pfipomenime, Ze bod x € D(f) je
hromadnym bodem mnoZiny D ( f), jestlize kazdé jeho ryzi okoli obsahuje alespon jeden
bod této mnozZiny).

2.2 Limita funkce

Definice 2.1. Rekneme, Ze funkce f:R"—> R (n>1)mavbodéa e (R*)"
limitu L, L € R*, jestliZze ke kaZzdému okoli (L) bodu L existuje ryzi okoli
O (a) bodu a takové, zZe pro kazdy bod x € O(a) N D(f) plati f(x) € O(L).
PiSeme

lim f(x)=L.
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Limita se nazyva viastni, jestlize L € R, v opacném piipadé (L = F00) se
nazyva nevlastni limita. Bod a € (R")* se nazyva limitni bod.

Uvedend definice limity je univerzdlni definici pro funkci jedné ¢i vice pro-
ménnych, pro vlastni ¢i nevlastni limitu a pro vlastni i nevlastni limitni body.
Specifikaci okoli pro vlastni limitni bod i limitu a € R", L € R dostdvime
tzv. € — § definici vlastni limity ve vlastnim bod€. Tuto definici zde zformulujeme
pro funkci dvou proménnych.

Definice 2.2. Rekneme, 7e funkce f: R? — R md v bodé [xo, Yol € R? limitu
L e R, jestlize ke kazdému ¢ > 0 existuje § > 0 takové, Ze pro kazdy bod
[x,¥] € D(f) spliujici |x — xo] < 6, |y — yol < 6, [x, y] # [x0, Yo] plati
|f(x,y) — L| < ¢. PiSeme

fx,y)=L.

(x,y)— (x0.0)

Zasadni rozdil mezi limitou funkce jedné proménné a limitou funkce dvou
a vice proménnych spocivd v ,,dimenzi“ okoli limitntho bodu — u funkce jedné
proménné se k tomuto bodu miZeme bliZit jen po pfimce, tj. ze dvou stran (coZ
znamend, Ze funkce md limitu v bod€, ma-li obé jednostranné limity a tyto se
sobé rovnaji), zatimco u funkce vice proménnych je téchto moZnosti nekonecné
mnoho; miZeme se blizit k danému bodu po piimkach, po parabolach ¢i obecnych
mnoZinich. Existence limity v daném bodé& znamend, Ze nezdleZi na cesté, po
které se k danému bodu bliZime. Naopak dostaneme-li rizné hodnoty limity pro
rizné cesty, znamena to, Ze limita v daném bod¢€ nemiZe existovat.

Priklad 2.1. i) Pomoci konkrétni specifikace okol{ limitniho bodu a limity defi-
nujte
lim X,y) = 00.
(x,y)—(1,0) Fex)

Reseni. Vzhledem k tomu, Ze okoli bodu oo je tvaru (A, co) a ryzi §-okoli bodu
[1,0]je {(1 =46, 1+68) x (—38, 8)}\{[1, 0]}, dostdvdme tuto specifikaci obecné De-
finice 2.1: Limita lim(, y)_ 1,0, f(x, y) = 00, jestliZe ke kazdému A € R existuje
8 > 0 takové, Ze pro vSechna [x, y] € D(f) spliyjici |[x — 1| < 4§, |y| < 6,
[x,y] #[1,0] plati f(x,y) > A.
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ii) Dokazte, Ze funkce f(x,y) = 7 ma v bodé [0, 0]

nevlastni limitu co.

Reseni. Necht A € R je libovolné. Polozme 8 = ﬁ Pro
x| < 8, |y| < & plati x> + y> < 282 = |A| Odtud pro
[x, y] #[0, 0] plati %}2 > |A| > A. Tedy k A € R libovol-
nému jsme nasli § > Otakové Ze pro [x, y] # [0, O] spliiujici
x| < 6, |y] < & plati 2 7> A, tj. podle definice limity

lim(, y)— 0,0) x2+)2 = 00. Graf funkce z = —— je zndzornén
na vedlej$im obréazku.

Podobné jako u funkce jedné proménné plati ndsledujici véty o limitidch
funkci. ProtoZe definice limity funkce vice proménnych pomoci okoli bodu je
stejnd jako pro funkci jedné proménné, jsou i diikazy téchto tvrzeni stejné jako
pro funkce jedné prom&nné. Ctenafi doporucujeme provést si je jako cvicen.

Véta 2.1. Funkce f ma v bodé€ [xg, yo] nejvyse jednu limitu.

Véta 2.2. Necht limy y)— (xy,y0) f(x, ¥) = 0 a funkce g je ohrani¢end v né&jakém
ryzim okoli bodu [xg, yo] (tj. existuje konstanta K > 0 takova, Ze |g(x, y)| < K
v tomto ryzim okoli). Pak

lim  f(x,y)gx,y) =

(x,y)— (x0,¥0)

Véta 2.3. Necht h(x,y) < f(x,y) < g(x,y) v néjakém ryzim okoli bodu
[x0, Yol a plati

Iim  A(x,y) = lim (x,y)=L
(x, )= (x0,0) Y (x,y)—(x0,¥0) & Y

Pak
lim  f(x,y)=L

(x,y)— (x0,¥0)
Véta 2.4. Necht

lim f(X,)’)=L1, lim g(X,)’)=L
(x,y)— (x0,¥0) (x,y)— (x0,¥0)
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aL,, L, € R.Pak pro kazdé c, ¢y, c; € R plati

lim cf(x,y) =cL,
(x,y)—>(x0,y0)

lim  [c;f(x,y)+cg(x,y)]=c1Li+c2la,
(x,y)— (x0,¥0)

lim  [f(x,y)g(x, y)]I=LiLs.
(x,y)—(x0,Y0)
Je-li L, #0, pak
. fooy) Ly
(x.y)—>(x0.0) g(x,y) L, ’

Véta 2.5. Ma-li funkce f v bodé [xg, yo] € (R*)? vlastn{ limitu, pak existuje ryzi
okoli bodu [xg, yo], v némZ je funkce f ohranicen4.

vvvvvv

neZ v piipadé funkci jedné proménné, nebot k pocitani tzv. neuréitych vyrazi (li-
mity typu ,,%“, »e ) nemdme k dispozici Zddnou analogii I’Hospitalova' pravidla.
Proto pfi vypoctu limit tohoto typu pouZivame rtizné upravy funkce, jejiZ limitu

pocitdme. NejCastéji pouzivané Upravy jsou ukdzany v nasledujicich prikladech.

Priklad 2.2. Vypoctéte limity ndsledujicich funkei:
i) f(x,y) =220 v bodé [1, O].

x+y+3

Reseni. Pokud miiZzeme soufadnice limitnfho bodu do piislusného vyrazu dosadit
(tj. po dosazeni neobdrzime neurcity vyraz), je hodnota limity dané funkce rovna
funk¢ni hodnoté v tomto bodé¢. Plati tedy

x+y+1 1

lim ———=—.
=10 x+y+3 2

.. 242 .
i) fx,y) = ﬁ v bodé [0, 0].

Reseni. ProtoZe bychom dosazenim soufadnic limitniho bodu ziskali neurcity vy-

raz typu g, najdeme hodnotu limity obratem typickym i pro funkce jedné pro-
ménné. Citatele i jmenovatele zlomku vyndsobime vyrazem /x2 + y2 + 1 + 1. Po

1 Guillaume de I’Hospital (1661-1704), francouzsky matematik
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této dpravé dostdvime

, x?+y? , @+ y)/x2+y2+1+1)
lim = lim =
@N=00 /x24+y2+1 —1  G»)=00 x2+y2+1-1
= lim (/x2+yZ+1+1)=2.

T (1)~ (0.0)

iii) f(x,y) = (x+y)sinl sin§ v bodg [0, 0].

Reseni. ProtoZe lim, y)— 0,0)(x + ¥) = 0 a |sin L sin §| < 1 pro kazdé [0, 0] #
# [x, y] € R?, je podle V&ty 2.2 lim(yy)— 0,0)(x + y) sin + sin% =0.
iv) f(x,y) =<2 v bodé (1, 00).

x+y

Reseni. Nejprve ukdzeme, Ze lim,.y) . (1.00) w5 = 0. Nechi & > 0 je libovolné.

Musime najit 6 > 0a A € R takovd, Ze prox € (1 —§,1+6)ay > A platd

x+ < e. Necht § > 0 je libovolné a polozme A = 1 +§ — 1. Pak prox € (1 —
y B

—8,1+48), y>Aplatix+y >1-8+8—1+1 =, odtud -5 < ¢. Protoze

funkce cos y je ohraniend, plati lim, y)—(1,00) oo =0

xX+y
V) f(x,y) =xyIn(x? + y?) v bodé [0, 0].

Reseni. Z diferencidlniho poctu funkci jedné proménné vime, Ze

lim¢tlnt =0
t—0+

(to 1ze snadno spocist pomoci I’Hospitalova pravidla). Protoze plati nerovnost
x2+y

5— (kterd je ekvivalentni nerovnosti (x & y)? > 0), plati

lxyl =
2 2 | 2, .2
0<|xyln(x +y)|§§(x +y9) In(x” + y°). 2.1

PoloZme t = x2 + y?. Je-li (x, y) — (0, 0),je t — 0+, a tedy

lim (x%+ y2) In(x? + yz) =lim¢Ilnt =0.
(x,y)—(0,0) t—0

Nyni z nerovnosti (2.1) a Véty 2.1 plyne

lim  xyln(x?+y%) =0.
(x,y)—(0,0) J ( y)

vi) f(x, y,z) = 02Dy phodi (1, 1, 1].

x—y+z—1
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Reseni. Piiklad vyfe§ime metodou substituce. PoloZme t = x — y + z — 1. Pro
sint

(x,y,2) = (1,1,1) je t — 0. ProtoZe lim, o == = 1, k libovolnému ¢ > 0

existuje §; > 0 takové, Ze pro 0 < |t]| < §; je }S‘ti’ — 1‘ < ¢. PoloZzme § = %‘ Pak
pro [x, y,z] € R spliujici [x — 1| < 8, |y—1| <8, |z—1] <8, x—y+z—1F#0
je0 < |x —y+z—1| <é;,atedy

sin(x —y+z—1) sin(x—y+z—1)_

1.

lj<e = lim
x—y+z-—1 xy—-0L)  x—y+z—1

Rekli jsme, Ze existence limity v daném bodé znamend, 7e nezéleZ{ na cesté,
po které se k danému bodu blizime. Naopak dostaneme-li rizné hodnoty limity
pro riizné cesty, znamena to, Ze limita v daném bod¢ nemiZe existovat. Tohoto
faktu vyuzivame pri dikazu neexistence limity funkce dvou proménnych ve vlast-
nim bod¢ [xg, yo] zavedenim poldrnich souradnic r, ¢ definovanych vztahy

X —Xg=rcosg, y—Yyy=rsing,

kde r > 0 udava vzdalenost bodu [xg, yo] a [x, ¥], ¢ € [0, 27) je thel, ktery svira
spojnice téchto bodi s kladnym smérem osy x.

Jestlize hodnota limity funkce z4visi na dhlu ¢, znamena to, Ze zavisi na ceste,
po které se bliZime k danému bodu, a proto funkce nema v tomto bodé limitu.

Priklad 2.3. Rozhodnéte, zda existuje limita

2xy
im ——.
)= (0,0) x2 + y2

Reseni. Zavedenim polarnich soufadnic dostdvame

. rZsin pcosep 1 |
lim 5 = lim ————— = =sin2¢.
(x,y)—>(0,0) X+ y r—0+ r 2

N2

Protoze vysledek zavisi na ¢, tj. na cesté, po které se blizime k bodu [0, 0], uve-
dena limita neexistuje. Graf této funkce viz obrazky 11.4a 11.5.

Poznamka 2.2. Zavedenim polarnich souradnic pfi vypoctu limity vySetfujeme
chovani funkce f v okoli limitniho bodu [xg, yo] na pifimkach se smérovym vek-
torem (cos ¢, sin ¢). Pokud limita vyjde nezdvisle na dhlu ¢, je to pouze nutna
podminka pro existenci limity v bod€ [xg, yg], protoZe pro jiny zptisob ,,bliZeni®,
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napf. po parabolach, miZeme obdrZet zcela odlisny vysledek. Jako piiklad uva-
7ujme funkci f : R> — R definovanou takto:

2 [, y] #10,0],
fG,y)=1"
{0, [x, y] =0, 0].

Po transformaci do poldrnich soufadnic dostdvame

) r3 cos? ¢ sin @ . r cos? ¢ sin ¢
lim = lim =0,

r~0 r2(r2cost ¢ +sin’ @) =0 r2cost g +sin’ @

presto viak limita funkce v bodé [0, 0] neexistuje. Vskutku, poloZime-li y = kx?,
tj. k limitnimu bodu [0, 0] se bliZime po paraboldch, dostdvdme
kx* k

lim = ,
x—0 x4+ k2x* 1+k2

coz je vysledek zavisejici na konstanté k, viz obrdzek 11.6.

Nésledujici véta uddvd podminku, za které je nezdvislost limity na ¢ po prechodu
k polarnim soufadnicim i postacujici pro existenci limity.

Véta 2.6. Funkce f ma v bodé [xg, yo] limitu rovnu L, jestliZze existuje nezdpornd funkce
g: [0, 00) — [0, 00) spliiyjici lim,—. o+ g(r) = 0 takova, Ze

| f(xo+rcose, yo+rsing) —L| < g(r)

pro kazdé ¢ € [0, 2] ar > 0 dostatecné mala.
Specidlné, plati-li po transformaci do polarnich soufadnic

lim f(x,y)= lim h(r)g(ep),
(x, )= (x0,0) r—0+

kde lim,_ o4+ h(r) = 0 a funkce g(¢) je ohrani¢end pro ¢ € [0, 2m), pak

lim fx,y)=0.
(x,y)—(x0,Y0)

Diikaz. Protoze lim, 0+ g(r) = 0, ke kazdému ¢ > 0 existuje § > O tak, Ze pro0 < r < §
jeg(r) <e, 4.
| f(xo+rcose, yo+rsing) —L| < g(r) < e.

To v8ak znamend, Ze pro [x, y] z ryziho kruhového §-okoli bodu [xg, yo] je | f(x,y) —
— L| < &, coZ je pravé definice vztahu limy, y)— (xq,y9) S (X, ¥) = L. g



Limita funkce 35

Priklad 2.4. Rozhodnéte, zda existuji limity nasledujicich funkci, a v piipadé, Ze ano,
vypocitejte je:

Dfao=5

32 v bods [0, 0].

Reseni. VyuZzijeme transformace do poldrnich soufadnic a tvrzeni Véty 2.6. Polozme
x =rcosg,y=rsing.Je-li (x,y) — (0,0),jer — 0+, atedy

B+y PP p+cosie) i :
im ———> = lim — = lim r(sin” ¢ 4+ cos” ¢) =0,
(x,y)—(0,0) x= +y r—>0+ r2(51n o+ cos2 @) r—0+

nebot funkce g(¢) = sin’ @ +cos> g je ohranicena.
. _ x2+(y=12y "
i) f(x,y) = 52— v bodé [0, 1].

2+(y—=1?
Reseni. Postupujeme podobné jako v pfedchazejicim piikladu. Plati

2 2
x“+(y—1
FAOZDY i G arsinte) = 1,

=01 x2+(y—1%  r-0+

¢imzZ je splnéna nutnd podminka pro existenci dané limity. Ddle plat{
|(1+rsin®p) — 1] = |rsin’ | <7,
takZe podle Véty 2.6 je splnéna také postacujici podminka a hodnota limity je rovna 1.

Poznamka 2.3. Podobné jako transformaci do poldrnich soufadnic pfi vypoctu limity
funkce dvou proménnych pouZivdme pfi vypoctu limity funkce tff proménnych transfor-
maci do sférickych souradnic

X —Xxp=rcosesin®, y—yp=rsingsind, z—zg9=rcosv,

kde r udava vzdilenost bodd [xg, yo, zo] a [x, ¥,z], @ je udhel, ktery svird pravodic
(tj. spojnice téchto bodt) s kladnym smérem osy z, a ¢ je thel, ktery svird primét pri-
vodice do podstavné roviny o,y s kladnym smérem osy x. Zejména jestliZe po zavedeni
sférickych soufadnic vyjde vyraz zdvisejici na ¢ nebo %, limita neexistuje (toto odpovida
skuteCnosti, Ze pfi ,,bliZzeni* se po riznych pifimkach k limitnimu bodu dostaneme rizné
hodnoty).

V nékterych specidlnich pfipadech je k vySetfovani existence limity vhodnd nasledu-
jici véta, kterd se n&kdy v literatufe bere za definici limity (tzv. Heineho' definice). Diikaz
této véty neuvddime, nebof je v podstaté stejny jako pro analogické tvrzeni tykajici se
funkce jedné proménné, viz [N ], strana 189.

Véta 2.7. Necht [xg, yo] je hromadny bod defini¢niho oboru D( f) funkce f : R? > R.
Funkce f md v tomto bodé€ limitu L, pravé kdyz pro kazdou posloupnost bodut {[x;,, y,1},
kde [x;, yn] # [xo0,y0] pro velkd n, konvergujici k bodu [xp, yo], md posloupnost
{f(xn, yu)} limitu L.

'Heinrich Heine (1821-1881), ndmecky matematik
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2.3 Spojitost funkce

Definice 2.3. Rekneme, 7e funkce f je spojitd v bodé [xo, yol, jestlize ma
v tomto bodé vlastn{ limitu a plat{

lim  f(x,y) = f(xo, y0)-

(x,y)— (x0,¥0)

Pro funkci n proménnych dostdvdme zcela stejnou definici spojitosti:
Necht f je funkce n proménnych, n > 2. Rekneme, Ze funkce f je spojitd v bodé
x* = [xf, ..., x;], jestlize md v tomto bod¢ vlastni limitu a platf

Jim f(x) = f&x®).

Porovnejme tuto definici s definici spojitosti zobrazeni mezi metrickymi prostory.
Zobrazeni f z prostoru (P, p) do prostoru (Q, o) je spojité v bodé x* € P, jestlize ke
kazdému okoli V bodu f(x*) € Q existuje okoli U bodu x* takové, Ze pro kazdé x* € U
je f(x*) € V.Je-li (P, p) prostor R" s nékterou z vyse uvedenych ekvivalentnich metrik
01, P2, Poo (Viz odstavec 2.1.) a (Q, o) je R! s metrikou o (x, y) = |x — y|, pak je definice
spojitého zobrazeni stejna s definici spojité funkce n proménnych v bodé x*.

Vzhledem k tomu, Ze spojitost funkce dvou a vice proménnych se definuje
pomoci pojmu limity funkce stejné jako pro funkci jedné proménné, obdobné plati
véta, Ze soucet, soucin a podil spojitych funkci je spojitd funkce, a ddle plati véta
o spojitosti sloZené funkce.

Véta 2.8. Jsou-li funkce f, g spojité v bod& [xo, yo] € R?, pak jsou v tomto bod&
spojité i funkce f + g, fg, a je-li g(xo, y0) # 0, je v tomto bod¢ spojitd také
funkce f/g.

Véta 2.9. Necht funkce g, i jsou spojité v bodé€ [xo, yol, uo = g(xo, yo), vo =
= h(xg, yo) a funkce f je spojitd v bod¢€ [ug, vo]. Pak je v bodé€ [xg, yo] spojita
slozena funkce F(x, y) = f(g(x,y), h(x, y)).

Prikladem funkei spojitych v celé roviné jsou napf. polynomy ve dvou promén-
nych, funkce sin u, cos u, ", kde u je polynom ve dvou proménnych.

Priklad 2.5. Urcete body, v nichz nejsou néasledujici funkce spojité

_5 . 2 2
O fON = G b)f“’y):%
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Reseni. a) Funkce fi(x, y) = 2x — 5y, fo(x, y) = x> + y* — 1 jsou polynomy ve
dvou proménnych a ty jsou spojité v celé rovin€. Funkce f neni spojitd v bodech,
ve kterych neni definovéna, tj. kde x2 + y? = 1. Body, v nichZ funkce neni spojit4,
tvori kruznici se stftedem v pocétku a s polomérem 1.

b) Funkce fi(x,y) = x>y + xy%, fo(x,y) = x — y a sinu, cos u jsou spojité
v celé roviné. Podle VEty 2.9 o podilu neni funkce f spojitd v bodech, kde

cos(x —y) =0, 4. y=x+(2k+1)g ke

Priklad 2.6. Zjistéte, zda funkce f(x, y) definovana nasledujicim zptisobem je
spojitd v bodé [0, 0]:

2 pro[x, y #10,0],
— J) x*+y
AR 0 pro [x, y] = [0, 0].

Reseni. Nejprve ovéifme, zda existuje lim., (0.0 f(x,y). Zvolime-li
y = kx, snadno vidime, Ze vyslednd hodnota zdleZi na k, neboli Ze zdleZi na
ptimce, po které se k pocédtku blizime. Proto uvedend limita neexistuje a dana
funkce nemiiZe byt v pocatku spojita.

Poznamka 2.4. Je-li funkce f spojitd v bodé [xo, yo] € R?, pak jsou spojité i funkce
jedné proménné g(x) = f(x,yp) v bodé xg a h(y) = f(xp,y) v bodé yg. Spojita
funkce dvou proménnych je tedy spojitou funkci proménné x pri konstantnim y a spojitou
funkci y pfi konstantnim x. Opacné tvrzeni neplati! Ze spojitosti vzhledem k jednotlivym
proménnym neplyne spojitost jakoZto funkce dvou proménnych.

UvaZujme funkci z pfedchoziho pfikladu. Neni obtiZné ovéfit, Ze pro libovolna pevna
X0, Yo € R jsou funkce f(x, yo), f(x0, ¥) spojité v R, avSak funkce dvou proménnych f
neni spojitd v bodé [0, 0], nebot v tomto bodé€ limita neexistuje.

2.4 Véty o spojitych funkcich

Stejné jako pro funkci jedné proménné plati pro funkci n proménnych Weierstras-
sova' a Bolzanova® véta. Uvedeme obé véty pro funkci dvou proménnych.

Pfipomenime, zZe Weierstrassova véta pro funkce jedné proménné se tyka

funkci spojitych na uzavieném a ohrani¢eném intervalu, pfi¢emzZ spojitost na uza-
vieném intervalu znamena spojitost zleva (zprava) v pravém (levém) krajnim bodé

IKarl T. W. Weierstrass (1815-1897), némecky matematik
2Bernard Bolzano (1781-1848), Cesky matematik a filozof
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a normdlni spojitost ve vnitinich bodech. Pro funkci dvou proménnych definujeme
spojitost na mnozing takto:

Definice 2.4. Rekneme, Ze funkce f je spojitd na mnoziné M C R2, jestliZe pro
kazdy bod [xg, yo] € M plati

lim  f(x,y) = f(xo0, Yo)-
(x,y)— (x0,50)
(x,y)eM

Limitn{ vztah chiapeme takto: Ke kazdému ¢ > 0 existuje § > 0 takové, Ze
pro kazdé [x, y] € Os([xo0, yol) N M plati | f(x, y) — f(x0, yo)| < €.

Véta 2.10. (Weierstrassova) Necht funkce f je spojitd na kompaktni mnoZiné
M C R?. Pak nabyvi na M své nejmensi a nejvétsi hodnoty.

Diikaz. Uvedend véta je disledkem obecné véty z metrickych prostord: Je-li f
spojité zobrazeni mezi metrickymi prostory, pak obrazem kompaktni mnoZiny
je kompaktni mnozina. V Euklidovskych prostorech je kompaktni mnoZinou
kaZda ohrani¢end uzaviend mnoZina. Odtud okamZité plyne ohrani¢enost mno-
ziny f(M). ProtoZze kazd4 neprazdna shora ohrani¢end mnoZina ma supremum,
existuje
K= sup f(x,y).
(x.y)eM

Zbyva dokazat, Ze existuje bod [xg, yo] € M takovy, Ze f(xo,y0) = K.
Podle definice suprema existuje pro libovolné n € N bod [x,,y,] € M
tak, ze f(x,,y.) > K — % Posloupnost {[x,, y,]} je ohraniend, proto exis-
tuje vybrand podposloupnost {[x,,, y,, ]} konvergujici k bodu [xg, yo]. Vzhledem
k uzavfenosti mnoZiny M je [xo, yo] € M a ze spojitosti funkce f plyne, Ze
{fnys Y )} = f(x0, Yo). Ponévadz f(x,,, y,,) > K — % pro vsechna k, je
limg— 00 f(Xn;, V) = f(x0, y0) = K. Z definice suprema plyne f (xo, yo) < K,
a proto f(xo, yo) = K.

Podobné se dokdZe tvrzeni o nejmensi hodnote funkce f. 0

Poznamka 2.5. Dusledkem této véty je ohrani¢enost spojité funkce na kompaktni
mnoZiné, coZ byva nékdy spolu s Vétou 2.10 formulovino ve dvou vétiach jako
prvni a druhda Weierstrassova véta.
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V nésledujici vété je tfeba predpoklddat, Ze mnoZina M je souvisld. Pfipomefime
z teorie metrickych prostort, Ze oteviend mnozina M C E? se nazyva souvisld, jestlize
pro kazdé dva body X,Y € M existuje konecnd posloupnost bodu Xi,..., X, € M,
X1 =X, X, =7 takovd, Ze vSechny tsecky X; X+ jsou podmnoZinami M.

Véta 2.11. (Bolzanova) Necht funkce f je spojitd na oteviené souvislé mnoZiné
M C R?. Nechf pro A, B € M plati f(A) # f(B). Pak ke kazdému &islu ¢
leZicimu mezi hodnotami f(A) a f(B) existuje C € M tak, Ze f(C) =c.

Diikaz. Polozme g(x, y) = f(x, y)—c. Ze souvislosti mnoZiny M plyne existence
kone¢né posloupnosti bodu X1, ..., X, € M, X| = X, X, = Y takové, ze vSechny
usecky X; X+ jsou podmnozinami M. Uvazujeme-li hodnoty g(X;), pak bud
existuje index i takovy, Ze g(X;) = 0, nebo existuje j takové, Ze g(X;) < 0 (> 0),
g(X 1) > 0 (< 0). Oznacime-li X; = [x1, y1], X j41 = [x2, y2], jsou parametrické
rovnice usecky X ; X ;4

x=x1+@—x)t, y=y1+(2—ypt, tel01]

Polozme G(t) = f(x; + (xo — xt, y1 + (2 — y1), t € [0, 1]. Pak G(0) =
=gX;)) <0(>0),G1) = g(X;z1) > 0(< 0) aG je spojitd funkce na
uzavieném intervalu. Podle Bolzanovy véty pro funkci jedné proménné existuje
to € (0, 1) tak, ze G(ty) = 0. Zvolime-li C = [x| + (xo — x1)ty, Y1 + (V2 — y)1ol,
dostaneme g(C) =0, tj. f(C) =c. O

Poznamka 2.6. Disledkem této véty je ndsledujici tvrzeni: Necht funkce f je
spojitd na oteviené souvislé mnozind M C R?. Existuji-li A, B € M takové, Ze
f(A) <0, f(B) > 0, pak existuje C € M tak, ze f(C) = 0 (tzv. prvni Bolzanova
véta).

Cviceni e
2.1. Pomoci konkrétni specifikace okoli limitniho bodu a limity definujte:

a lim X,y) =00 b lim X,y) = —00
)(X,y)q(_l’z)f( y) )(X,y)q(oo,l)f( y)
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Limita a spojitost funkce

2.2. Vypoctéte limity nasledujicich funkei:

s 2
a) lim =) d lim  &=»=9
)<x,y)—><1,1> N x24y? )<x,y>—><—4,—1> x24y?
b) lim o e) lim xy?cos—
)= 7 (x,9)—(0,0) xy
In (x+e”)

c)

lim —F=—=
(6,0)=(1,0) 4/ x%+y?

2.3. Vypoctéte limity nasledujicich funkei:

a) lim = e) lim 1
(x,y)=(0,0) **Y (x,)— (00,00) X~ —XY+Y

b) lim o= f) lim S
@)= (0,0) ¥+ @»n—02) *

¢ lim Ml 9 x2ay?
@y)—0,0 X7 (,y)—(00,00) X +7*

. 2,2 . Xy _ 1

d) lim x*+y»* h) lim <=

(x,y)—(0,0) (x,)—>02) *

2.4. Vypoctéte limity nasledujicich funkei:

a)  lim  (x%+yHe d lim
(x,y)—>(00,00) (xx,y)—>(00,00)

y ))‘2
2

, _
X7 24y
b lim 1+ 1) e) lim S—
)(x,y)—>(oo,1)( Q) )<x,y)ﬁ<0,0> eyt
1

: 1—cos(x%+y?) . RN
C Iim ——= lim 1+x
)<x,y)»<o,o> (r4y?)x2y? b <x,y>»<0,0)( )

2.5. Dokazte, Ze funkce f(x, y) = x?—i} nema v bodé [0,0] limitu.

2.6. Urcete body nespojitosti funkei:

— 1 =gsin L
)z = X242 d)z=sin xy

_ Xty _ 1
b)z= 343 e)z= sinx-siny

— Xy _ 22
c)z—x+y f)z=In|l —x° — y?|
2.7. Urcete body nespojitosti funkei:
a)Z:M d) z = arccos £

543+xy3 ¥

_ X°43y =1L
b) = x21—3y e) z= xyz X
c)z= flz=1

T n
ey —1 N =@y (y—b) 2+ (z—c)?
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2.8. Zjistéte, zda funkce f je spojitd v bodé [0,0]:

2 pro [x, y] #[0, 0]
= ] x*+y
W) {0 pro [x, y] = [0, 0]

2% pro [x, y] #[0, 0]
b , = ] x*+y
S [0 pro [x, y] = [0, 0]

*

Ucitel by mél piisobit tak, Ze to, co nabidne, je p¥ijimdno jako cenny dar, ne jako
mornd povinnost. (A. Einstein)

*






Kapitola 3

Parcialni derivace

Derivace funkce je druhym zdkladnim pojmem diferencidlniho poctu. Cilem této
kapitoly je zavést tento pojem pro funkci vice proménnych a ukdzat souvislost
s limitou a spojitosti funkce.

Pfipomeinime definici a geometricky vyznam derivace funkce jedné proménné:
derivace funkce f : R — R v bodé x je limita

. f(&x) = fxo)
m-——-.

f'(xo) = li 3.1)
X—> X0 X — _xO
Derivace funkce v bod¢ udava smérnici teCny ke kiivce y = f(x) v bodé

[x0, f(x0)]. Mé-1i funkce derivaci v bodé€ xg, je v tomto bodé€ spojitd, a tudiZ zde
existuje také limita funkce.

Jak jsme jiz ukdzali v pfedchazejici kapitole, limita funkce dvou a vice pro-
ménnych je komplikovanéj$Sim pojmem neZ v pripadé funkce jedné proménné,
nebot k bodu [x¢, yo] (v pfipadé dvou proménnych) se midZeme bliZit mnoha
zplsoby. Zcela prirozené je zalit zkoumat situaci, bliZime-li se k bodu [xg, yo]
ve sméru soufadnych os x a y. Tim se dostdvdme k pojmu parcidlni derivace
funkce dvou proménnych. Pfi ,,parcidlnim*! derivovani se vZdy na jednu z pro-
ménnych x, y divdme jako na konstantu a podle druhé derivujeme. BliZime-li se
k bodu [xg, yo] ve sméru predem daného vektoru u = (uy, u,), jde o smérovou
derivaci, ktera je pfirozenym zobecnénim pojmu parcidlni derivace. Pro funkci
n proménnych je situace analogicka.

IDoslovny Eesky preklad slova parcidlni je ,.&dsteény <.
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3.1 Parcialni derivace 1. radu

Definice 3.1. Nechf funkce f : R? — R je definovand v bod& [xo, yo] a n&ja-
kém jeho okoli. PoloZzme ¢(x) = f(x, yp). Méa-li funkce ¢ derivaci v bod¢€ x,
nazyvame tuto derivaci parcidlni derivaci funkce f podle proménné x v bodé
[0, Yol a oznaujeme f, (xo, yo), event. 2L (xo, yo), f1(xo, ¥o)-

To znamena, ze

fr(x0, yo) = lim M = lim S (x, yo) — f (xo, )’()).

X — Xo X—>X0 X — X9

Podobné&, mé-li funkce ¥ (y) = f(xp, y) derivaci v bodé€ yy, nazyvadme tuto deri-
vaci parcidlni derivaci funkce f podle proménné y v bodé€ [xg, yo] a oznacujeme

Fr(x0, y0) (G (xo, y0)s £ (xo, Yo))-

Poznamka 3.1. i) Ma-li funkce z = f(x, y) parcidlni derivace ve vSech bodech
mnoziny N C D(f), jsou tyto derivace funkcemi proménnych x, y. Oznacujeme
je felr,y)s £y, ¥), POt g Fx ¥), 55 F 06 ¥), £106 9)s f1 (8, ), 2, Zys 24
z,.

i1) Zcela analogicky se definuji parcidlni derivace funkce n proménnych. Je-li

z= f(x1,...,x,) funkce n proménnych, x* =[x}, ..., x;] € R", definujeme
af .
™ —(x* )—hm [f(xl,..., XLxi o xl,x) — f(x],ox n)].
1

iii) Z definice parcidlni derivace plyne, Ze pfi jejim vypoctu postupujeme tak,
Ze vsechny argumenty kromé toho, podle né¢hoZ derivujeme, povazujeme za kon-
stanty.

ProtoZe parcidlni derivace f,, funkce n proménnych je definovéana jako ,,0by-
413

¢ejna‘ derivace podle proménné x;, plati pro pocitani parcidlnich derivaci obvykla
pravidla pro derivovani. Uvedeme je pfimo pro funkci n proménnych.

Véta 3.1. Necht funkce f,g : R" — R maji parcidlni derivaci podle pro-
ménné x;, i € {l,...,n}, na oteviené mnoZin€ M. Pak jejich soucet, rozdil,
soucin a podil md na M parcidlni derivaci podle x; a plati

9 N 9 L0
8_x,-[f(x) g(x)]_a_xif(x) a—xl_g(x),
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—[f(X)g(X) = —f(X) g(x) + g(X)—f(X)

k2 (f(x)) ~ a—x,.f(x)g(x) - f(x)a—xig(x)
oxi \g(x) ) g2(x) ’

pri¢emz tvrzeni o podilu derivaci plati za predpokladu, ze g(x) # 0.

Priklad 3.1. i) Vypoctéte parcidlni derivace funkce dvou proménnych:
a) z = arctg ¥ byz=xY, x > 0.

Reseni. a) Pfi vypoctu parcidlni derivace podle proménné x povaZzujeme promén-
nou y za konstantu, tj.

Analogicky

_ 1 1 _ X

b) Parcidlni derivaci podle x urc¢ime jako derivaci mocninné funkce a derivaci
podle y jako derivaci exponencidlni funkce se zdkladem x, tj.

Ze = yx7 7L, Zy =x"Inx.

ii) Vypoctéte parcidlni derivace 1. fadu funkce

2
f(xl,--.,xn):m X2t

Reseni. Pri vypoctu parcidlni derivace podle proménné x; povazujeme vSechny
ostatni proménné za konstanty:

0 2
— |+ +x2x++" =

Bx,-
Xi 2 / 22
:—exl+ X5 +2xl- x12+...+xl%exl+ X —

2 2
XP+ 4 x2

x2+ +x2

= 14202+ +xD)].
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Geometricky vyznam parcialnich derivaci

Nechf je ddna funkce f :R? — R <
a Gy je jeji graf. Necht 7 je ro-

vina dand rovniciy =yo. Za rozum-  , _ £ y)
nych predpokladi (napf. spojitost
funkce f) je prisecikem G;Nm
kfivka y v roviné m a parcidlni
derivace f,(xo, yo) udava smérnici
tecny ¢ k této kiivce v bodé¢ Qp =
= [xo0, yo, f(x0, Yo)I, viz vedlejsi
obrazek. (Pfipomeiime, Ze smérnice
teCny f jetga.)

Analogicky, derivace fy(xo, yo)
uddvd smérnici teCny ke kifivce
v bodé Qy, ktera vznikne pridseci-
kem plochy G ¢ s rovinou x = xy. s

(x0, ¥0, 0)

Zatimco u funkci jedné proménné plyne z existence derivace v daném bodé
jeji spojitost, u funkci vice proménnych toto tvrzeni neplati.

Md-li funkce f : R*> — R parcidlni derivace v bodé [xy, yol, nemusi byt
v tomto bodé spojitd, jak ukazuje nasledujici priklad.

Priklad 3.2. Funkce definovana piedpisem

1 rox = 0nebo y =0,
fx,y) = P

0 jinak
ma v bodé [0, 0] obé parcidlni derivace (rovny nule) a neni zde spojitd, nebot
v tomto bodé¢ neexistuje limita (grafem funkce je podstavnd rovina, z niZ je ,,vy-
zdvizen* osovy kiiz).

Skute€nost, Ze z existence parcidlnich derivaci neplyne spojitost, je zcela pfi-
rozend Parcidlni derivace totiZ udavaji informaci pouze o chovani funkce ve smé-
rech rovnobé€Znych se soufadnymi osami, v jinych smérech se funkce miiZze chovat
,,velmi divoce®.
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3.2 Derivace vysSich rada

Definice 3.2. Necht [xo, yo] € D(fy). Existuje-li parcidlni derivace funkce
fr(x,y) podle proménné x v bod€ [xg, yol, nazyvdme tuto derivaci parcidlni
derivaci 2. ¥ddu podle x funkce f v bod€ [xg, yo] a znacime ji f,(xo, yo) nebo
také 24 (xo, yo).

Existuje-li parcidlni derivace funkce f, (x, y) podle proménné y v bod¢ [x¢, yol,
nazyvame tuto derivaci smiSenou parcidlni derivaci 2. Fddu funkce f v bodé

v 7 L34 z 2
[x0, yol @ znac¢ime ji fy,(xo, yo) nebo také fdx{y (x0, Yo).

Obdobné definujeme parcidlni derivace 2. fadu f (xo, yo) a fyy(xo0, Yo)-
Parcidlni derivace n-tého fadu (n > 3) definujeme jako parcidlni derivace
derivaci (n — 1)-tého radu.

Priklad 3.3. i) Vypoctéte derivace 2. fadu obou funkci z Piikladu 3.1 1).

S v ’d vz 4 — }‘ . v . _ }1 _
ReSeni. a) V piipadé€ funkce z = arctg ~ jsme vypocetli z, = o W = o

Odtud
0 ) = d y . 2xy
fox = ox L) = dx x24+y2 ) (2422

X
x2+y

Podobné
P y X2eyr 2y Y22
Ty (_x2 +y2> T @y
a X x2 +y? —2x? y? —x?
o Tox <x2 + yZ) T @)
a by 2xy
" "oy <x2 + y2> G R

Pro funkci z = x” z &sti b) je z, = yx*~!, z, = x” Inx. Odtud

y

=y (= D*7 gy =0 ey,

, 1
e =y Tinx +x7 = = x4+ yx’'Inx, z,, =x"In’x.
S )

ii) UkaZte, Ze pro funkci u = % plati u,, + 1y, +u = 0.

x2+y2+7

1Uvedeny piiklad hraje diileZitou roli ve fyzice; podrobn&ji viz p¥iklad 5.3ii)
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ReSeni. Pti vypoctu parcidlnich derivaci vyuZijeme skutecnost, Ze funkce u z4visi
na proménnych x, y, z symetricky. Plati

x
Uy =— ———,
(x> +y2+2%)2
3 1
(2 +y*+25)7 = 3x2(x% +y* +7%)?2
Uyx = — =

5
(x2+y2+72)2
1 N 3x2
xX2+y2+72 (x2+y2+72)2

Ze symetrické zdvislosti na zbyvajicich proménnych pak dostdvime

1 N 3y?
Uyy = — ,
) x2+y2+z72 (k2 +y2+72)?
1 372
Uzz =

— + .

Odtud nyni snadno ovéiime platnost rovnice uyy + uy, +u., = 0.

Vsimnéme si, Ze u obou funkci v ¢asti 1) pfedchazejiciho piikladu vysla rov-
nost z,, = z,,. Nasledujici véta ukazuje, Ze tyto rovnosti nejsou nahodné.

Véta 3.2. (Schwarzova') Necht funkce f md spojité parcidlni derivace fiy, fyx
v bodé [xg, yo]. Pak jsou tyto derivace zdménné, tj. plati

fxy(xo’ )70) = fyx(XOa yO) (32)

Diikaz. Ze spojitosti funkei fy, a fy, v bod€ [xg, yo] plyne existence §-okoli U =
= (xo — 8, x9+8) x (yo — 8, yo + 8) bodu [xg, yo], v némZ jsou parcidlni derivace
fxy a fy, definovany. Pro 0 < h < § poloZzme

fxo+h, yo+h)— f(xo+h, yo)— f(x0, yo+h)+f(x0, yo
n2

a ddle oznatme @(y) = f(xo +h,y) — f(x0, y), ¥ (x) = f(x, yo+h) — f(x, o).
Funkci F pak miZeme psat ve tvaru

F(h) = (3.3)

1 1
F(h) = 7 [0 o+ 1) — 9(y0)] = 72 W (o +h) — Y (xo)].

IKarl Schwarz (1843-1921), némecky matematik, Zdk K. Weierstrasse
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Podle Lagrangeovy' véty existuje ¢ € (0, 1) takové, Ze

@Yo +h) — (yo) = h¢'(yo + P h) =

=h[fy(xo+h, yo+91h) — fy(xo, Yo+ ih)].
Oznaéme jesté g(x) = fy(x, yo + $1h). Pak g'(x) = fyx(x, yo + 91h) a rozdil
v posledni hranaté zavorce je (opét podle Lagrangeovy véty) g(xo + h) — g(xo) =

= g'(xo + %2h) = fix(xo + Dok, yo + P1h), kde ¥, € (0, 1). Dosadime-li odtud
do (3.3), dostavame

F(h) = fyx(xo + D20, yo+91h), 1,92 € (0, 1).
Aplikujeme-li nyni tplné stejné ivahy na funkci v, dostavame
F(h) = fiy(xo + U3h, yo + 04h), 03,04 € (0, 1).
Posledni dva vztahy a spojitost funkci f,, fy. v bodé€ [xo, yo] implikuji
lim F(h) = fy.(xo. yo) asouasnd  lim F(h) = fi, (0. Yo).

plati tedy (3.2). |

Nésledujici ptiklad ukazuje, Ze bez predpokladu spojitosti smiSenych parcial-
nich derivaci rovnost (3.2) obecné neplati (viz piiklad 12.4).

Priklad 3.4. Nechf funkce f je ddna predpisem

xy pro x| = [yl,

flx,y) =
0 pro x| < |y|.

Pak pro y #0je f,(0, y) =0aproy =0 je podle definice parcidlni derivace

£:(0,0) = lim f(h,0)— f(0,0) =lim0-h_o:
h—0 h 0 h

0.

Pro x # 0 a h v absolutni hodnoté dostatecné mald je f(x, h) = xh, tedy

foh) = (.0 _
= lim
h h—0

xh—O_

£(x,0) = Jim x

1Joseph Louis Lagrange (1736-1813), francouzsky matematik
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a konec¢né

fOM) = 0.0 .0 _
=lim - =0.
h h—0 h

VyuZzitim té€chto vysledki plyne z definice parcidlnich derivaci 2. fadu

=1
£,(0,0) = lim

o SO, h) = £:(0,0)
e N
h,0)— £,(0,00 . h—0
f3x(0,0) = lim L0 = /0.0 lim —— = 1.
h—0 h h—0 h

Matematickou indukci mdZeme tvrzeni Schwarzovy véty rozsitit pro derivace
vyssich rada.

Véta 3.3. Ma-li funkce f v bodé [xg, yo] a néjakém jeho okoli spojité parcidlni
derivace aZ do fadu n, pak hodnota parcidlni derivace fddu n v libovolném bodé
z tohoto okoli zavisi pouze na tom, kolikrat se derivovalo podle proménné x a ko-
likrat podle proménné y, nikoliv na potadi, v jakém se podle téchto proménnych
derivovalo.

3.3 Smeérové derivace

Parcidlni derivace funkce f v bodé x € R” jsou obycejné derivace, které ziskdme zize-
nim defini¢niho oboru funkce f na pfimku jdouci bodem x a rovnobéZnou s i-tou sou-
fadnicovou osou. Zobecnénim parcidlnich derivaci jsou smérové derivace, které ziskame
zuzenim defini¢niho oboru funkce na pfimku jdouci bodem x a majici smer daného vek-
toru u € V". To znamend, Ze vySetiujeme funkci ¢(¢) = f(x + tu), kterd je jiz funkci
jedné proménné, a pro ni je pojem derivace jiZ dobfe zndm.

Poznamenejme, Ze V" je standardni oznaceni pro zaméfeni n-rozmérného euklidov-
ského prostoru.

Definice 3.3. Necht f je funkce n proménnych, x je vnitini bod D(f), u € V". Po-
lozme ¢(t) = f(x + tu). Ma-li funkce ¢ derivaci v bod¢ 0, nazyvame ji smérovou
derivaci funkce f v bodé x (derivaci f ve sméru vektoru u) a oznacujeme f,(x). To
znamena, ze

fx+tu) — f(x)

o) —e0) _ .
= 1 = 1
fu x) t1—r>r(1) t t1—r>r(1) t
Poznamka 3.2. i) Nechf (eq, ..., e,) je standardni baze v V" (vektor ¢; ma na i-tém

misté jednicku a na ostatnich mistech nuly). Pak f,, (x) = fy, (x), tj. smérovd derivace
podle vektoru e; je totoznd s parcidlni derivaci podle proménné x;.
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ii) JelikoZ je smérovd derivace obycejnou derivaci funkce ¢, plati pro poclitan{ tato
pravidla: Nechf existuje f,, g, v bodé x € R". Pak:

a) pro vSechna ¢ € R existuje fi,(x) aplati fo,(x) = cfy(x)

b) (f £8)u(x) = fulx) £ gu(x)

0) (f&ux) = fulx)g(x) + f(x)gu(x)

d) Je-li g(x) # 0, pak

S _ Jux)g(x) — f(x)gu(x)
- (-x) - 2 .
8/u 8- (x)

iii) Naopak neplati aditivita smérovych derivaci vzhledem ke smértim. Jestlize exis-
tuji fy, fv, nemusi existovat f,.,, a pokud existuje f,1,, mize byt f, + fu # futv, Viz
nasledujici priklad, ¢ast ii).

iv) V Pfikladu 3.2 na strané 46 jsme ukdzali, Ze z existence parcidlnich derivaci
funkce f v bod¢ [xo, yo] neplyne spojitost funkce. V Casti iii) nasledujiciho piikladu
ukdzZeme, Ze ani existence smérové derivace v bodé [xg, yo] ve sméru libovolného vek-
toru u € V? neni postalujici pro spojitost. To je na prvni pohled prekvapujici skuted-
nost. Uvédomime-li si vSak, Ze smérové derivace popisuji chovani funkce f, bliZime-li
se k bodu [xg, yo] po primkdch, a definice limity (pomoci niZ je definovdna spojitost
v bodé€ [xg, yo]) zachycuje vSechny zpisoby ,,pfibliZzeni” (napf. po paraboléch), je toto
zcela pfirozené.

Piiklad 3.5. i) Vypoctéte smérovou derivaci funkce f(x,y) = arctg (x> + y?) v bodé
[1, —1] ve sméru vektoru u = (1, 2).

Reseni. Pfimym dosazenim do definice a vyuZitim 1’Hospitalova pravidla dostavame

arctg[(1 + N2+ (=1+20)%] - arctg 2
t
arctg(2 — 2t +5t%) —arctg 2 —2+10¢ 2
m = lim = ——.
1—0 t >0 1+ (2 =2t +5t2)2 5

1,1) =1
fand, 1) lim

ii) UkaZzte, Ze pro funkci

oy = | PR #1001
’ 0 pro (x, y) = [0, 0]

a vektory u = (1, 0), v = (0, 1) existuji f,(0, 0), f,(0,0), f,+,(0,0), aviak f,+,(0,0) #
7 fu(0,0) + f,(0,0).

Reseni. Plati f, = fy, fo = fy. Protoze f(t,0) =0 = f(0,1),je f,(0,0) =0 = f,(0,0).
Pro derivaci ve sméru vektoru u + v = (1, 1) dostdvame z definice smérové derivace

1 o
fu+u(0,0)=th_l)r(1);[f(0+t,0+t)—f(O,O)]=t11_13(1) 53 =1
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Tedy I = fu+v(0,0) # fu(0,0) + £,(0,0) = 0.

iii) Ukazte, Ze funkce f definovand piedpisem

fx,y) = % pro (x, y) # [0, 0],
’ 0, pro (x, y) = [0, 0]

ma v bodé [0, 0] smérovou derivaci ve sméru libovolného vektoru u € V2, a presto neni
v tomto bodé spojita.

Reseni. Je-li 0 # u = (uy, uz) € V? libovolny, podle definice smérové derivace plati

1 ut . 2y
£u(0,0) = lim —[ £ (0 + tu, 0+ tuz) — £(0,0)] = lim ———2— =
T TS0 ’ ’ =0 ¢ (t3ud + r*uf)

4

t

- lim "2 _
1—0 *u8 + uf

Blizime-li se k bodu [0, 0] po paraboldch y = kx?, dostdvame

. x4 k2t k2
im = .
x>0 x8 +k4x8 1 +k4

To vSak znamend, Ze  lim  f(x, y) neexistuje, tedy funkce f neni v bodé [0, O] spo-
(x,5)—>(0,0)

jita.
Definujeme-li smérové derivace 2. fddu vztahem

Ju(x® +1v) — fux™)
t 9

fup(x™) = lim
t—0
plati analogické tvrzeni jako véta o zdménnosti smiSenych parcidlnich derivaci.

Véta 3.4. Necht u, v € V", funkce f : R" — R md v bod€ x* spojité smérové derivace
fuv @ fuu. Pak jsou si tyto derivace rovny, tj.

fuv(x*) = fvu(x*)-

Poznamka 3.3. Predpoklddejme, Ze funkce f md v bod€ x* spojité parcidlni derivace
2. fddu, a oznaéme f"(x*) = (fyx;), i,j = 1,...,n matici parcidlnich derivaci dru-
hého fadu funkce f v bodé x* (tato matice se nékdy nazyva Hessova matice funkce f
v bodé x*), pak pro libovolnd u, v € V" existuje smiSend smeérova derivace f,(x™*)
a plati

Juo@™) = fou () = (f" O, v) = (f v, u),

kde (, ) je obvykly skalarni soucin v R”".
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3.4 Lagrangeova véta o stfedni hodnoté

Jednim z dtlezitych tvrzeni diferencidlniho poctu funkei jedné proménné je Lagrangeova
véta o stfedni hodnoté. Ta fikd, Ze pro diferencovatelnou funkci f : [a, b] — R lze rozdil
f(b) — f(a) vyjadfit ve tvaru

fb) — fla)=f' &b —a), kde & € (a,b).

Jeji analogii pro funkce dvou proménnych jsou nasledujici dvé tvrzeni: prvni pro parcidlni
derivace, kdy ,,body stfedni hodnoty* leZi na hranici obdéIniku uréeného danymi dvéma
body, a druhé pro smérovou derivaci.

Véta 3.5. Predpoklddejme, Ze funkce f ma parcidlni derivace fy a f, ve vSech bodech
néjakého obdélniku M C R2, a necht [x0, yol, [x1, y1] € M. Pak existuji ¢isla &, n lezici
mezi xg, X1, resp. yo, y1 takova, ze

fGe1, 1) — f(xo, yo) = fx (&, y1)(x1 — x0) + fy(x0, M) (¥1 — yo)-
Diikaz. Plati
f&x,y) — f(xo0, y0) = f(x1, y1) — f(x0, y1) + f(x0, y1) — f(x0, Yo) =
= fx (&, yD(x1 — x0) + fy(xo, M) (y1 — yo)-

V posledni dpravé jsme aplikovali Lagrangeovu vétu pro funkce jedné proménné na
funkce ¢ (x) = f(x, y1) a ¥ (y) = f(x0, y). O

Poznamka 3.4. Body [&, y1], [x0, n] leZi na sousednich strandch obdélniku urceného
body [xo0, yo] a [x1, ¥1] se stranami rovnobéZnymi se soufadnymi osami (nacrtnéte si ob-
razek). Upravime-li si rozdil f(x1, y1) — f(x0, yo) pon€kud odli$né, a to

f 1, y1) — f(xo, yo) = f(x1, y1) — f(x1, y0) + f(x1, y0) — f(x0, Y0),

dostavame nepatrné odlisné vyjadieni

f&x1, 1) — f(xo, y0) = fx (1, yo)(x1 — x0) + fy(x1, n1)(y1 — yo)-

V tomto vyjadieni body [£1, yo] a [x1, #1] leZi na zbyvajicich dvou strandch obdélniku.

Projdeme-li dikaz VEty 3.5, snadno zformulujeme analogickou vétu pro funkce n promén-
nych. Jsou-li x* = [x],...,x;], x = [x1,...,x,] € R, existuji body z1,...,2, € R"
lezici na hrandch n-rozmérného kvadru ureného body x* a x takové, ze

n

a
OENCSEDY —f(Zk)(Xk — X

0x
=1 7k

Aplikujeme-li Lagrangeovu vétu o stfedni hodnoté pro funkci jedné proménné na
funkci ¢(¢) = f(x + tu), dostdvame vétu o piirtistku v nasledujicim tvaru.



54

Parcialni derivace

Véta 3.6. Nechf f : R — R mad derivaci ve sméru vektoru u € V" ve vSech bodech
usecky {x + ru; t € [0, 1]}. Pak existuje takové Cislo ¢ € (0, 1), Ze plati

fx+u) — f(x) = fulx +0u).

Cviceni

3.1. Vypoctéte parcidlni derivace 1. fddu funkef:

a) z = x° +2x%y +3xy? + 4x — 5y + 100

_ X33y
b)z = N3
c)z=xsin(x +2y)

=gqin Z - Y
d)z—smy cos ~

e)u=x\/1—y2+y\/1—x2—z\/1—x2—y2

_Xx
f)Z:e y

9 z=In(2%)

3.2. Vypoctéte parcidlni derivace 1. fadu funkei:

a)z=x"

_ 5 [T/
b)z=2 /%y
)z=(3)"

dz=xy-In(x+y)
e)z = (2x + y)>+

= J1—(22)? in X
Hz=,/1 (xy)+arcsmxy

o<

h) z = arctg

xX—y
1+xy

s — COS.X'2

1)z= =

D z=In(x+/x2+y3?)
k) u = e 170

1) z = arctg i
m) z = arcsin

l—n/x24y2422
n)u=In Y2
144/ x24y2472

sin xy

g z=xy-¢
hyu=x:

i) z = arctg (x — y)?
Du= sin(x? + y + z2)
K)u=x"

3.3. Vypoctéte parcidlni derivace 1. fadu ndsledujicich funkci v danych bodech:

Az=y>+y -V1+x2 v [2,5]
b) z =In(x + 5-) v[1,2]

¢) 7 = Lo —ycosx v [0,0]

1+sinx+sin y

3.4. a) Vypoltéte u, v bodé [0,0,2], je-li u = y/sin® x +sin’ y + sin’ z.
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b) Vypoctéte u, +u, +u; v bodé [1,1,1], je-liu =In(1 + x + y2 +27).

3.5. Ovéite rovnost z,, = z,, u funkci:

a) z = x* —2xy — 3y?

b) z = arccos \/’)‘j

3.6. Najdéte parcidlni derivace 1. a 2. faddu funkci:

a) z = x* +y* — dx2y?

_ xy+x
b)z= =

c)z=yx—2
d)z=—"42—=
)z A x2+y?
e)z=xsin(x +y)
f)zzCOS)C2

y

Moudrost neni produktem vzdéldni, ale celoZivotnim usilim.

g)z= x (ty)
h)z=1In yiox
N X2+y2ax

i)z=In(x +y?)

PDz=In{x2+y?

Dz=(1+x%)

k) z = arcsin

*

*

(A. Einstein)






Kapitola 4

Diferencial funkce

Diferencidlem funkce f jedné proménné v bod€ x, rozumime priristek funkce
na tecné vedené ke grafu funkce v bodé€ [xy, f(x9)]. V tomto piipadé existence
diferencidlu neboli diferencovatelnost funkce je ekvivalentni existenci derivace
v bodé€ x(. Pfipomenime, Ze f : R — R je diferencovatelnd v bodé€ x, jestlize
existuje redlné Cislo A takové, Ze

i fxo+h) — f(xo) — Ah
im
h—0 h

=0.

U funkce n proménnych (n > 2) je totaln{ diferencial definovan analogicky:
je to pfirastek funkce na tecné nadroviné vedené ke grafu funkce bodem xy € R".
Pfesnou definici pojmu te¢nd nadrovina uvedeme pozdéji; v podstaté je to nadro-
vina (tj. afinni podprostor dimenze n — 1), kterd ma s grafem funkce lokédlné
(tj. v okoli bodu, kde teCnou nadrovinu sestrojujeme) spole¢ny pravé jeden bod.

Se zavedenim téchto pojmil okamzité vznikaji tyto otazky: Kdy v daném bodé
existuje tecnd nadrovina ke grafu funkce neboli kdy je funkce diferencovatelnd?
Staci k tomu pouhd existence parcidlnich derivact jako u funkce jedné proménné?

Odpovédi na tyto a dals$i podobné otdzky jsou obsahem této kapitoly.

4.1 Diferencovatelna funkce, diferencial

Nejdfive definujme pojem diferencovatelnosti a diferencidlu pro funkce dvou pro-
ménnych.
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Definice 4.1. Rekneme, 7e funkce f: R2? — R definovana v okoli bodu [xy, Yol
je v tomto bodé diferencovatelnd, jestlize existuji redlnd ¢isla A, B takovd, Ze
plati

lim f(xo+h, yo+k) — f(xo0, o) = (Ah + Bk) _
(k) (0.0) Vh? + k2
Linedrni funkce Ah + Bk proménnych 4, k se nazyva diferencidl funkce v bodé
[x0, Yol a znaci se df (xo, o) (h, k), piip. d f (xo, yo)-

0. 4.1

Poznamka 4.1. i) Ekvivalentni zdpis definice diferencovatelnosti funkce dvou
proménnych je tento: existuji A, B € R a funkce 7 : R?> — R tak, Ze plati

fxo+h, yo+k) — f(xg, y0) = Ah + Bk + t(h, k), “4.2)

kde

. T(h, k)

Iim ———=0

()= (0,0) /2 + 2
ii) Jmenovatel limity ve vyrazu (4.1) je velikost vektoru (%, k) v euklidovské

metrice. V odstavci 2.1 jsme zdlraznili ekvivalentnost metrik p;, p2 a poo. Proto
nahradime-1i vyraz v h? + k? vyrazem |h| + |k| (velikost (&, k) v metrice p;) nebo
vyrazem max{|h|, |k|} (velikost (h, k) v metrice p), dostaneme definici ekviva-
lentni s Definici 4.1.

4.3)

V predchozi kapitole jsme ukazali, Ze pro funkce dvou a vice proménnych
z existence parcidlnich ani smérovych derivaci neplyne spojitost. Nésledujici dvé
véty ukazuji, Ze diferencovatelnost funkce je tou ,,spravnou* vlastnosti, kterd im-
plikuje spojitost a nékteré dalsi vlastnosti funkce.

Véta 4.1. Je-li funkce f diferencovatelna v bodé [xq, yo], pak je v tomto bodé
Spojit4.
Diikaz. 7. diferencovatelnosti funkce f v bodé [xg, yo] plyne

lim [f(xo+h,yo+k)— f(xo0,¥0)]= Ilim [Ah+ Bk+7t(h,k)]=0,
(h,k)—(0,0) (h,k)—(0,0)

nebot podle Poznamky 4.1.1) je lim, x)— 0.0 T(h, k) = 0. Odtud

li h =
(h,k)l—r>r%0,0) f&xo+h, yo+k) = f(x0, yo0),

funkce f je tedy spojitd v bodé& [xg, Yol U
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Poznamka 4.2. Opak této véty neplati. Je-1i funkce spojitd, nemusi byt diferen-
covatelnd, napf. f(x, y) = +/x%+ y2 v bodé [0, 0].

Véta 4.2. Je-li funkce f diferencovatelna v bod¢€ [xg, yo], pak ma v tomto bodé
parcidlni derivace a plati A = f,(xo, yo), B = fy(x0, Y0), §j.

df (xo, yo) = fx(x0, Yo)h + fy(x0, Yo)k. (4.4)

Diikaz. Polozme v (4.1) k = 0. Pak lim,_o £ (X°+h’y°)_‘h’; @00 =Ak _ () 5 proto

. fxo+h, yo) — f(x0,y0) —Ah . f(xo+h,yo) — f(x0, yo)
m lim —

Ii = A=
h—0 h h—0 h
= fx(xO» )’O) - A= Oa
tj. A = fi(xo0, yo). Stejnym obratem dokdZeme rovnost f,(xo, yo) = B. O

Poznamka 4.3. i) Prirdstky &, k nezavisle proménnych x, y v definici diferenci-
alu se Casto znaci dx, dy (predevsim ve starsi literature a v literatuie s fyzikalnim
zameérenim).

ii) Je-li funkce f diferencovatelnd v kazdém bodé mnoziny M, ma v kaz-
dém bodé této mnoziny diferencidl, ktery je funkci Ctyf proménnych: x, y, i, k.
Oznaéime-lidx = x—x¢ = h, dy = y—yy = k, dostavame, Ze diferencial funkce f
je

df (x,y) = fe(x, y)dx + fy(x, y)dy.

iii) Diferencidl se pouZivd k pfibliZnému vypoctu funkénich hodnot.
Zanedbame-li funkci 7, z rovnice (4.2) plyne

f&x,y) = f(xo0, yo) +df (x0, yo)- 4.5)

Geometricky vyznam totilniho diferencialu. Rovina v R? o rovnici z = Ax +
+ By + C se nazyva tecnou rovinou ke grafu funkce z = f(x,y) vbodé T =

= [xo0, Yo, f (xo0, o)1, plati-li

fy) —Ax—By-C _,

@N=@030 /(x — x0)2 + (y — )2

Ma-li tato rovina prochdzet bodem 7', musi tento bod vyhovovat rovnici roviny,
4. f(x0, yo) = Axo + Byo + C, odkud z = A(x — xo) + B(y — yo) + f(x0, Yo)-
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Tato rovina je tecnou rovinou, jestlize existuje diferencidl funkce v bodé€ [xg, yol,
tj. podle Véty 4.2 je A = fi(xo, o), B = f,(x0, yo). Rovnice te¢né roviny ma tvar

Z = f(x0, yo) + fx(x0, o) (x — x0) + fy (X0, Yo)(y — Yo). (4.6)

Odtud je vidét, Ze diferencidl funkce v daném bodé¢ je prirtistek funkce na te¢né
rovin€. Funkce t(/, k) z Poznamky 4.1 urcuje rozdil mezi skutecnym prirtistkem
a piirtistkem na te¢né rovin€. Rovnice te¢né roviny je nejlepsi linearni aproximaci
funkce f(x, y) v okoli bodu [xg, yo].

Priklad 4.1. Z definice diferencialu urcete df a funkci t pro f(x,y) = x2 + y?
v obecném bodé [x, y].

Reseni. Plati
fx+h,y+k)— f(x,y)=x+h)?>+(y+k)? —x>—y* =2xh +2yk + h* + k>,
Jetedy df (x, y)(h, k) =2xh +2yk at(h, k) = h* + k>.

Priklad 4.2. i) Pomoci totalniho diferencialu pfiblizné vypoctéte:

a) 1,04%02; b) \/(2,98)2 + (4,05)2.

Reseni. a) K vypoétu pouzijeme diferencidl funkce f(x,y) = x¥ v bodé [1, 2]
s diferencemi dx = 0,04, dy = 0,02. Plati

df (x,y) = yx’'dx +x” Inxdy, tj. df(1,2) =2dx +0dy =2dx
a tedy podle (4.5)
1,04%%% = £(1,04;2,02) = £(1,2) +df(1,2) = 1,08.
b) K vypoitu pouzijeme diferencial funkce f (x, y) = v/x2 + y2 v bodé [3, 4]
s diferencemi dx = —0,02, dy = 0,05. Plati

xdx ydy

df(x,y) = Ty + Ty

a dosazenim do (4.5) dostavame

1
V(2,98)% + (4,05)2 = 5+ g(—3 -0,02+4-0,05) =5,028.
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ii) Napiste rovnici te¢né roviny grafu funkce z = x> + y? v bodé& [1, 1, ?].

Reseni. Dosazenim do funk&niho pfedpisu najdeme z-ovou soufadnici dotykového
bodu z = 12 + 1> = 2. Nyni pfimym dosazenim do vzorce pro te¢nou rovinu
dostdvame jejirovniciz =2+2(x — D +2(y — 1), tj. 2x +2y —z —2=0.

Jak jiz vime, ze samotné existence parcidlnich derivaci funkce v bodé [xg, yol
neplyne diferencovatelnost (viz priklad 3.2). Jsou-li vSak tyto derivace v tomto
bodé spojité, je diferencovatelnost zarucena, jak ukazuje nasledujici véta.

Véta 4.3. Ma-li funkce f v bodé [xg, yo] spojité parcidlni derivace 1. fadu, pak
md v tomto bodé také diferencidl.

Diikaz. Ze spojitosti parcidlnich derivaci f, f, v bodé€ [xo, yo] plyne jejich exis-
tence v jistém okoli tohoto bodu. Podle Véty 3.5 plati

lim fxo+h, yo+k)— f(xo0, y0) — fu(x0, Yo)h — fy(x0, yo)k _
(h,k)—(0,0) Vh2 + k2

lim Sx(xo+D1h, yo+k)h+ f,(x0, yo+12k)k — fr (X0, Yo)h — fy (xo, yo)k
") 0,0 Vh?+ k2

= (X0 + D1, Yo+ k) — fu(x0, 0)] - —meet
(hk)—>(0())[f(0 th, yo+k) — fi(x0, yo)] Ve

Dok L
+(hk)_)(00) [ fy(xo, yo + 92k) — fy(x0, Y0)] R

nebot ze spojitosti parcidlnich derivaci plyne, Ze limity vyrazt v hranatych zavor-
kéch jsou nulové, a plati

h k
—| =1 ——| = 1,
‘«/h2+k2 ‘«/h2+k2
tj. podle Véty 2.2 je vyslednd limita nulova. Dokdzali jsme platnost (4.1). 0

Ptiklady funkci, které jsou, resp. nejsou diferencovatelné v daném bodé, viz
priklady 13.4, 13.5, 13.9.
Obecné — funkce n proménnych f : R” — R je diferencovatelnd v bodé x* € R",

jestlize existuje @ = (ay, ..., a,) € V" takové, Ze pro h = (hy, ..., h,) € V" plati

i L&D — f&) — {a.h)
m
h—0 ||A]]

=0,
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kde ||h|| = ‘/h% +--+h%ala, h) = >i_y aihi je obvykly skaldrni sou¢in v R". Dife-
rencidlem funkce f v bodé x* pak rozumime linedrni funkci definovanou piedpisem
d *
n LS @ ny,
tj. df (x*)(h) = (a, h). Stejné jako ve Vétach 4.1 a 4.2, z existence diferencidlu v bodé x*
plyne spojitost funkce a existence parcialnich deriva01 v tomto bod¢€ a pro vektor téchto
parcidlnich derivaci f/(x*) plati f'(x*) = a, tj. ax (x*) =a;,i=1,...,n.

Na z4vér tohoto odstavce ukdZeme, Ze z diferencovatelnosti funkce plyne — kromé
spojitosti a existence parcidlnich derivaci — také existence smérové derivace ve sméru
libovolného vektoru. UkdZeme rovnéz, jak Ize pomoci diferencidlu tyto smérové derivace
spocitat.

Véta 4.4. Predpoklddejme, Ze funkce f : R” — R je diferencovatelnd v bodé x* € R”",
anecht u € V", Pak existuje smérova derivace f,(x*) a plati
n

d
JACHEITUCORIED Y S .

0x
=1 Ok

Diikaz. Necht f je diferencovatelnd v bod¢ x*. Z definice smérové derivace dostdvime

Fulx™) = th_% f&* +m,) —fON th_r)r(l) df(X*)(le) +r(tu) _
=df (x*)(u) + ||ul| hm ||§ |T =df(x")w) = (f'(x¥), u),
nebot lim,_ Htlu"lf =0. O

Ve fyzikalni terminologii se vektor f’(x*) nazyvéd gradient funkce f v bodé& x*
a znadi se grad f(x*). Z linedrn{ algebry vime, Ze skaldrni soucin (grad f(x*), u) nabyva
pro vektory u dané konstantni délky nejvetsi hodnotu, jestlize jsou vektory grad f(x*)
a u linedrné zévislé. ProtoZze smérovd derivace f,(x*) udava rychlost zmény funkce f
ve sméru vektoru u, je grad f(x*) smér, v némZ funkce f v bodé x* nejrychleji roste.

Podobné — grad f(x*) je smér, v némz funkce nejrychleji klesa.

Poznamka 4.4. Diferenciél definovany v Definici 4.1 se nazyva také fotdlni nebo Fré-
chetiiv a 1ze jej definovat i pro zobrazeni mezi linedrnimi normovanymi prostory, coZ jsou
vétsinou nekonecné dimenzionalni prostory. Kromé toho existuji jiné, obecnéjsi diferen-
cidly, pouZivané Casto v diferencidlnim poctu v normovanych linedrnich prostorech, napf.

slaby (Gdteauxiiv) diferencidl. Podrobnéjsi informace o této problematice 1ze nalézt ve
skriptu [N-].
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4.2 Diferencialy vysSich radua

V tomto odstavci zavedeme diferencidly vysSich fadd pro funkce vice promén-
nych. Pfipomenime, Ze diferencidl m-tého fadu funkce jedné proménné v bodé
x € R je mocninna funkce m-tého stupné prirastku /

d" f(x)(h) = f™ (x)h".

Piiriistek & se Casto oznaCuje také dx, tj. d™ f(x) = £ (x)(dx)™, pfi¢emZ exis-
tence diferencidlu m-tého fadu je ekvivalentni existenci derivace ™ (x).

Pojem diferencidlu m-tého fddu funkce n proménnych bychom mohli defi-
novat pomocf jisté limity jako v Definici 4.1 pro diferencial prvniho fadu a pak
ukazat, Ze z existence m-tého diferencidlu plyne existence parcidlnich derivaci
m-tého fadu, které jsou rovny jistym konstantdm vystupujicim v limitnim vztahu
definujicim m-ty diferencidl (srovnej s Vétou 4.1 pro m = 1). Podrobné je tento
postup uveden ve skriptu [N>]. Zde pro jednoduchost uvedeme pouze konecny
vysledek, ktery nejprve zformulujeme pro funkci dvou proménnych.

Definice 4.2. Nechf funkce f : R? — R ma v bodé& [xg, yo] spojité parcidlni de-
rivace az do fadu m vcetné. Diferencidlem m-tého Fddu funkce f v bodé [xo, yo]
rozumime homogenni funkci m-tého stupné

" (m\  "f N
d" f (xo, yo)(h, k) = ) ( .).—m_.<x0, Yoyhi k"
o \J axJaym=J

Poznamka 4.5. Pro piipad m = 1 je vzorec pro d™ f samozfejme totoZny se vzta-
hem (4.4). Pro m = 2, 3 dostavame diferencidly 2. a 3. fadu

d* f(x0, Y0) = frx (X0, Yo)h? + 2 foy (X0, Yo)hk + fyy (X0, Yo)k*
d® f(xo, yo) =
= frex (X0, YOI + 3 fexy (X0, YO)A2k + 3 fryy (X0, YK + £y, (X0, Yo)K°.

Pro pfipad n proménnych je diferencidl m-tého fddu homogenni funkce n promén-
nych h = (hy, ..., hy)

d"fa =Y mt s _ ()

i1! il J1 Jn
jl+"'+jn=m -]1' . '.]I’l' axl . o 8.xn
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Tento vztah se Casto zapisuje pomoci formalniho umocnéni takto:

a ad
d"f(x*) = —hi+---+
f(x®) (8x1 1 ™

n

hn> fx®),

pricemZ po ,,normdlnim* umocnéni nahradime souciny

9 i} J1 9 . Jn
() (o)

ajnf

i RPN/
0x; 0x;"

Cleny

(x*).

Napt. diferencidl 2. fadu funkce dvou proménnych 1ze pomoci formalnitho umocnéni za-
psat takto:

5 3 9 \*
d” f (xo0, yo) = P h+—k) f(xo,y0).
X ay

4.3 Kmenova funkce

V tomto odstavci feSime néasledujici tlohu: Je dana dvojice funkci dvou promén-
nych P(x,y), Q(x, y). Madme rozhodnout, zda existuje funkce H (x, y) takova,
ze
H.=P, H,=Q.
V kladném piipadé mame tuto funkci urcit.
Funkce H se nazyva kmenovd funkce funkci P, Q. Odpovéd na otdzku exis-
tence kmenové funkce dava nasledujici véta.

Véta 4.5. Necht P, Q jsou spojité funkce proménnych x, y definované na ote-
viené jednoduse souvislé! mnozing Q C R?, které maji na této mnoZin& spojité
parcidlni derivace P,, Q,. Pak vyraz P(x, y)dx + Q(x, y)dy je diferencidlem
né¢jaké funkce, praveé kdyz plati

Py(x,y) = QO,(x,y) prokazdé [x,y] € Q. 4.7

Diikaz. ,,<=*“: Necht plati (4.7) a [xg, yo] €  je libovolné. PolozZzme

H(x,y)= /-x P(t,y)dt + ’ O(xp, t)dt.

0 Yo

LOblast  se nazyva jednoduse souvisld, jestlize libovolnou uzavienou kiivku lezici v Q lze
spojité deformovat v €2 do bodu.
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Pak H,(x,y) = P(x,y)a

Hy(x,)’)=Q(x0,)’)+/ Py(t,y>dr=Q<xo,y)+/ 0.(t. y)di =

X0

= Q(x0, y) + Q(t, Y)iZy, = Q(x, y).

»="“ Je-li vyraz P dx + Q dy diferencidlem néjaké kmenové funkce H, pak
P = H,, Q = H,. Ze spojitosti parcidlnich derivaci Py, Q, plyne spojitost smi-
Senych derivaci H,, a H,,, které jsou si rovny (Schwarzova véta 3.2), a rovnost
H,, = H,, je ekvivalentni rovnosti (4.7). O

Priklad 4.3. Rozhodnéte, zda vyraz (x> — y?)dx + (5 — 2xy)dy je diferencidlem
néjaké funkce; v pfipadé€ Ze ano, urcete tuto (kmenovou) funkci.

Reseni. Nejprve ovéfime, zda je uvedeny vyraz opravdu diferencidlem. Plati
0 0 5,
— G —=2xy)=-2y, —&"—y)=-2y,
ax ay

tj. podle Véty 4.5 je zadany vyraz diferencidlem jisté kmenové funkce H. Dale

plati
3

H(x,y) = /(x2 — yHdx = % — ¥’ x +9(y),

kde ¢(y) hraje roli integraéni konstanty, nebot jeji derivace podle x je nulova.
Derivovanim podle y a dosazenim do vztahu H, = Q dostdvdme

Hy,=-2xy+¢'(y) =5—2xy,

odkud ¢’(y) =5, tj. ¢(y) = S5y + c¢. Vypocitali jsme, Ze zadany vyraz je diferenci-

alem funkce
3

H(X,y)=%—y2x+5y+c, ceR.

Poznamka 4.6. Pojem kmenové funkce také dzce souvisi s tzv. exakni diferenci-
dlni rovnici. UvaZzujme diferencidlni rovnici (tj. rovnici, kde nezndmou je funkce
y = y(x), kterd v rovnici vystupuje spolu se svymi derivacemi)

Y = a(x,y)
b(x,y)

(4.8)
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Dosadime-li y' = %, dostavame rovnici
a(-xa y)d-x - b(xv )’)dy =0.

Tato rovnice se nazyva exakini, je-li —a,(x, y) = by(x, y), tj. pravé kdyz je vyraz
na levé strané rovnice diferencidlem. Je-li H piislu$nd kmenov4 funkce, je feSeni
y = f(x) rovnice (4.8) zaddno rovnosti H(x,y) = c, kde ¢ € R (fikdme, Ze
funkce y = f(x) je zad4dna implicitné, viz Kapitola 8).

Zcela analogicky problém muZeme fesit pro funkce n proménnych. Podobné jako

v dikazu Véty 4.5 lze ukézat, Ze v pripadé n-tice funkci Py, ..., P, : R* — R se spoji-
tymi parcidlnimi derivacemi prvniho fadu je vyraz Py(x)dx; + - - - + P,(x)dx, diferenci-
alem jisté kmenové funkce n proménnych v bodé x =[xy, ..., x,], pravé kdyZ

0

ax j(x)=§jP,-(x), i,j=1,...,n, i#]j.

Prakticky postup pfi ur€ovani kmenové funkce v pfipadé tii proménnych je ilustrovan

v nésledujicim piikladu.

Priklad 4.4. Rozhodnéte, zda je vyraz (y + z)dx + (x + z)dy + (x + y)dz diferencidlem
jisté funkce H (x, y, z). Pokud ano, tuto funkci urcete.

Reseni. Nejprve ovéfime, zda je dany vyraz opravdu diferencidlem:

8(+)18(+)8(+)18(+)
- =1=—W , — (X =] =— s
ayyZ ox . ax Y Bzyz

a(+) 1 a(+)
—(x =1=—(x .
0z ¢ ady Y

Kmenovou funkci uréime takto:
H(x,y,z)= /(y+z)dx =yx+zx+C(y,2),

kde funkce C(y, z) opét hraje roli integracni konstanty. Derivovdnim podle y a z a porov-
nanim s funkcemi u dy, dz dostdvime

d
5H(x, y,2)=x+Cy(y,20)=x+2z, tj. Cy(y,2)=2

9 .
a—ZH(x, v, 0)=x+C.(y,0)=x+y, tj. C,(y,2)=y.

Tim jsme dostali stejny problém jako v Pfikladu 4.3, kdy je tfeba urcit funkci C(z, y),
jestlize zndme obé¢ jeji parcidlni derivace. Stejnym postupem jako v Piikladu 4.3 snadno
zjistime, Ze C(y, z) = yz + ¢, ¢ € R. Zadany vyraz je diferencidlem funkce

H(x,y,z)=xy+yz+xz+c, ceR
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Poznamka 4.7. Skutecnost, zda je vyraz
P(x,y,z)dx + Q(x,y,2)dy + R(x, y, z)dz (4.9)

diferencidlem jisté funkce, hraje fundamentalni roli v teorii kfivkovych integralt a v je-
jich fyzikalnich aplikacich. Funkce P, Q, R miZeme chdpat jako soufadnice n&jakého
silového pole v prostoru — vektor F(x, y, z) = (P(x, y,2), Q(x,y,2), R(x, y, z)) uddva
smér a velikost sily pasobici v bodé [x, y, z]. Toto pole se nazyva konzervativni nebo
také potencidlové, jestliZe se pfi pohybu v tomto poli po libovolné uzaviené kiivce nevy-
kona Zadna prace (tuto vlastnost ma napiiklad pole gravitacni). Lze ukdzat, Ze pole F je
konzervativni, pravé kdyz je vyraz (4.9) diferencidlem jisté funkce H. Tato funkce se ve
fyzikdlni terminologii nazyva potencidl silového pole.

Cviceni
4.1. Urcete diferencidl funkce v daném bodé, popf. v obecném bod¢ tam, kde neni
konkrétni bod specifikovan:

a)z=xy + 3, [x0, yol = [1, 1] e) z = y/x*+y?, [x0, yol = [3, 4]

b) z = arctg 7, [xo, yol = [1, ~1] f)Z=:Hcﬁn:7§:?,Dbgm]=[1w¢§]
[x0, yol = [V3, 1] @) u = 55, [x0, Yo, 201 = [1,0, 1]

x2+y
1
X z
)

4.2. Pomoci diferencidlu vypoctéte priblizn¢:

¢) z = arctg - xy,

du=x7,[x.y0.201=[2.1,1]  hyu

2
a2 0 VL0107 o U

b) arcsin P55 d) In(0,97* +0,05?) f) ¢0.05°~0,02

g) Okolik cm? se piiblizné zméni objem kuZele s polomérem podstavy r = 10 cm
a vySkou A=10cm, zvét§ime-li polomér podstavy o Smm a vySku o 5mm
zmenS$ime?

h) O kolik priblizné musime zménit vysku komolého jehlanu se ¢tvercovou za-
kladnou s délkami hrana = 2m, b = 1 m a vy$kou v = 1 m, jestlize a zvétsime
0 7cm a b zmensime o 7 cm, chceme-li, aby objem zlistal nezménén?
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4.3. Rozhodnéte, zda funkce f je diferencovatelnd v bodé [0, O]:

D [x, y] #[0, 0],
a) f(x,y)=4/]xyl b) f(x,y)={vVx+
0 [x, y] = [0, 0]
SGod [y, y1 #10, 0,

o) flx,y)=1 ©»?
SR P [x, y] = [0, 0]

4.4. Urcete rovnici tecné roviny ke grafu funkce v daném bodé:
a) f(x,y) =1 =x2 =y [x0, 30201 =[5, 75, ]

b) f(x, y) = x> +xy + 2y, [x0, yo, 20l = [1, 1, 4]

¢) f(x,y) =arctg %, [xo, yo, 201 =[1,—1,7]

d) fx, ) =7, [xo, Yo, 201 = [0, 0, 7]

4.5. Na grafu funkce f najdéte bod, v némzZ je tecné rovina (nadrovina) rovno-
béZna s danou rovinou (nadrovinou):

a) fx,y)=x>+y3, p=12x+3y—z=0

b) f(x,y)=y/1—x2—y2, p=ax+by—2=0

o) flx,y)=x2—y* p=x+y+2z=0

d) f(x,y)=x, p=x—2=0

e) f(x,y,2)=x22+y2, p=x+y—z—u=0

f)f(x):,/xlz+---+x3, P=aix1+ - +dpX, +Xx,41 =0

4.6. Pomoci diferencidlu vypoctéte smérové derivace funkce f ve sméru vek-
toru u v daném bodé:

a) f(x,y):xy, Lt=(1,2), [XO,)’O]=[1,1]
b) f(x,y,2) =/x2+y*+z%u=(1,0,1), [x0, Yo, z0] = [0, 1,0]

4.7. Vypoctéte diferencidly vyssich fadi zadanych funkci (v obecném bodé):

a) z = xIn(xy), d*z =? d)z=1In(x +y), d"z=?
bz=x’+y' =3xy(x —y), d’z2=?  e)z=3Z, d"z=?
C) 7= (xz + y2)ex+y, d"Z =9 f) U= xyze“y“, d"u =?

4.8. Zjistéte, zda dané vyrazy jsou totalnimi diferencialy néjaké funkce, a pokud
ano, najdéte je:

C) x dx+y dy
N x2+y?

a) (x+Iny) dx+()§“+siny) dy
b) x sin2y dx + x?>cos2y dy d) (> = D dx +(2xy +3y) dy
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4.9. Zjistéte, zda dané vyrazy jsou totdlnimi diferencidly néjaké funkce, a pokud
ano, najdéte je:

a) 3x2 —3xyz +2)dx + 3y?> = 3xz+Iny + Ddy + (32> — 3xy + 1)dz
b) yzdx + Xz dy xydz
1+x2y272 1+x2y272 1+x2y272

*

Nikdy nepovaZujte své studium za povinnost, ale za zdvidénihodnou prileZitost

naucit se pozndvat osvobozujici ticinky krdsy ve sfére ducha, abyste z toho vy

ziskali osobni potéSent, a spolecenstvi, k némuZ budete pozdéji patrit, vyhody.
(A. Einstein)

*






Kapitola 5

Derivace slozené funkce,
Tayloruv vzorec

Stejné jako u funkce jedné proménné potfebujeme u funkci vice proménnych urcit
parcidlni derivace sloZené funkce. To je obsahem prvniho odstavce, kde také uka-
Zeme pouZiti odvozenych vzorcd. Druhy odstavec této kapitoly je vénovan Tay-
lorovu vzorci pro funkci vice proménnych. Podrobné;jsi srovnani s funkei jedné
proménné provedeme v kaZzdém odstavci zvlast.

5.1 Parcialni derivace slozenych funkci

vvvvvv

stroju feSeni rovnic matematické fyziky. Tyto rovnice jsou tzv. parcidlni diferen-
cidlni rovnice — to jsou rovnice, které obsahuji parcidlni derivace nezndmé funkce
a jejichz fesen{ jsou funkce dvou ¢i vice proménnych. Odvozené vzorce umoziuji
transformovat tyto rovnice na jednodussi tvar, z néhoz bud jiz umime najit fesent,
nebo alesponi miZeme vyvodit fadu dilezitych vlastnosti feSeni rovnice.

Na udvod pripomenime, jak se derivuje sloZzend funkce jedné proménné.
Necht funkce u = g(x) mda derivaci v bodé xy. Ozname ug = g(xp). Ma-li
funkce y = f(u) derivaci v bod¢ uy, pak sloZzena funkce y = F(x) = f(g(x))
ma derivaci v bodé x a plati: y'(xo) = f'(uo)g’ (xo).

Nyni odvodime podobné vztahy pro parcidlni derivace slozené funkce dvou
proménnych. Bude nas predevsim zajimat pripad, kdy vnéjsi funkce f neni expli-
citné zaddna (obvykle je to hledané feSeni parcidlni diferencidlni rovnice).

Véta 5.1. Necht funkce u = u(x,y), v = v(x,y) maji parcidlni derivace
prvniho fadu v bodé [xg, yo], ozname uy = u(xop, yo), vo = v(xg, yo). Je-li
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funkce z = f(u, v) diferencovatelnd v bodé€ [ug, vo], pak sloZzend funkce z =
= F(x,y) = f(u(x,y), v(x, y)) ma parcidlni derivace 1. fadu v bod¢ [xo, yo]
a plati:

oF f u af
—(xo, Yo) = B_(MO’ vo)—(xo, Yo) + — 30 (uo, vo)8 (x0, ¥0)
aF ) af .
—( X0, Yo) = —(Mo, vo)—(xo, Yo) + — 50 (uo, vo) (Xo, Yo)-
Zkracené piSeme
ZX :ZM ux+zv Ux, Zy :Zu uy +ZU vy (52)
nebo také
0z _ 0z du 0z 0v Bz 0z du 8z v (5.3)

ox  dudx ovox’ dy oudy vy

Diikaz. Dokazeme pouze prvni vzorec v (5.1), druhy se dokdZe zcela analogicky.
Vyjdeme pfimo z definice parcidlni derivace.

F(xo+1,y0) — F(x0, yo) _

! (5.4)
~ lim S u(xo+1,y0), v(xo+1, y0)) — f(u(x0, yo), v(x0, )’0))'

t—0 t

oF i
ox (x0, yo) = lim

Oznacime-li u(t) = u(xg +t, yo), v(t) = v(xgp + ¢, yo), z diferencovatelnosti
funkce f plyne existence funkce 7 spliiujici (4.3) takové, Ze

f (), v(®)) — f(uo, vo) =
= fu(uo, vo)(u(r) — uo) + fu(uo, vo) (v(1) — vo) + T (u(t) — up, V() — vo).

Dosazenim tohoto vztahu do (5.4) dostdvdme

oF
a(xo, Yo) = hm [fu(uo, vo) (u(t) — uo) + fy(uo, vo) (v(r) — vo)+
u(xo +1, yo) — u(xo, yo)
. +
+ £, o, 0) lin(l) v(xp +1, yo)t— v(xo, Yo) N ling T(u(t) — Mot, v(f) — vg) _
T(u(t) — up, v(t) — vo)

t

+7(u(t) — ug, v(t) — vo)] = fu(uo, vo) tll_I)Té

= fu(uo, vo)u, (xo, yo) + fo (o, vo)vx (X0, yo) + }1_1)%
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K dokonceni diikazu nyni staci ukdzat, Ze posledni{ limita je nulova:

T T(u(t) —uo, v(t) —vo) . T(u(r) — ug, v(t) — vo)
m = lim .
=0 f =0/ (u(t) = uo)? + (1) — vo)?
t t
= Ji2 G 30 + 1250, yo) - lim e L0 O Z0)

t—0 \/(u(t) —ug)? + (v(t) — vg)?

V poslednim vypoctu jsme vyuZili faktu, Ze lim,_o u(t) = ug, lim;—ov(t) = vy,
nebot funkce u(t) = u(xg+t, yo), v(t) = v(xg+t, yp) jsou spojité v bode t = 0 —to
plyne z existenci parcidlnich derivaci funkci u, v v bodé ¢ = 0 a pro funkci jedné
proménné plyne z existence derivace spojitost. g

Priklad 5.1. i) Je dana funkce z = e* sinv, kde u = xy av = x + y. Vypoctéte 7,
azy.

Reseni. ProtoZe vnitin{ i vn&ji slozky majf spojité parcilni derivace v celém R?,
ma sloZend funkce parcidlni derivace v kaZzdém bodé tohoto prostoru. Dosazenim
do (5.2) dostavame

Zx = Zuly + 2,0, = (¥ sinv)y + (e* cos v),

Zy = Zully + 2y = (€" sinv)x + (e" cos v).
Zbyva dosadit zau a v, u = xy av = x + y a dostaneme

e =€ (ysin(x +y) +cos(x +y)), z,=e(xsin(x+y)+cos(x +y)).

ii) Pomoci transformace do novych nezavisle proménnych u = x+y, v =x—y
najdéte viechny diferencovatelné funkce f : R?> — R spliiujici rovnost

Sa(x, y) + fy(x, y) =0. (5.5)

ReSeni. Oznatme z = S, y). Pak z, = zuy + 20V = 24 + 2y, Ty = Tully + ZyVy =
= 7, — Zy. Dosazenim dostdvdme z, + z, + 2, — 2o = 22, = 0, tedy z, = 0. To
znamend, Ze funkce z = z(u, v) nezavisi na proménné u, a tedy z(u, v) = g(v),
kde g je libovolnd diferencovatelnd funkce jedné proménné. Dosazenim za v vi-
dime, zZe vSechny diferencovatelné funkce dvou proménnych, které spliuji (5.5),
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jsou tvaru f(x,y) = g(x — y), kde g je libovolnd diferencovatelnd funkce jedné
proménné.

iii) Provedte totéz jako v predchozim prikladé zavedenim polarnich soufadnic
@ = arctg 2, r = \/x%+ y? do rovnice

yfx(x’)’)_xfy(x»)’)zo- (56)

Reseni. Vypoctéme nejprve parcidlni derivace funkci r a ¢:

X y
ry = —/——, ry = ——,
) VX2 +y? ’ VX2 +y?
_ y __*
(px— )C2+y2’ (py—x2+y2-

Oznacime-li opét z = f(x, y) a dosadime-li do vzoreckl pro derivace sloZené
funkce prvniho fadu, dostavame

X y
Zx =Zr _Z(p l
Va2 +y? X2+ y?

y X
B 2+Z¢ 2 2’
Vxi+y X“+y

coZ po dosazeni do (5.6) a upravé ddva rovnici z, = 0, a tedy z(r, @) = h(r).
VSechny funkce dvou proménnych spliujici rovnici (5.6) jsou tedy tvaru
f(x,y) = h(y/x2+ y?), kde h je libovolnd diferencovatelnd funkce jedné pro-

ménné.

2y =2,

Na predchozich ptikladech vidime, Ze zavedenim novych nezdvisle promén-
nych miZzeme dosdhnout znacného zjednoduseni dané parcialni diferencidlni rov-
nice, coZ se velmi Casto vyuzivad predevsim pii feSeni diferencidlnich rovnic popi-
sujicich rizné fyzikalni déje. ProtoZe tyto rovnice jsou vétsinou 2. fadu (obsahuji
parcidlni derivace 2. fddu nezndmé funkce), zvlasté dilezité jsou vzorce pro par-
cidlni derivace 2. fddu sloZenych funkci.

Drive nez si tyto vzorce pro parcidlni derivace 2. fadu uvedeme, pfipomeiime
opét pro srovndni vzorec pro derivace 2. fddu sloZené funkce jedné proménné.
Derivovanim rovnosti y' = f'(u(x))g’(x) dostdvame

Y'=(fw)g () = [ w)g? () + g (x).

Véta 5.2. Necht funkce u = u(x,y), v = v(x,y) maji parcidlni derivace
2. fadu v bod€ [xg, yo], oznaéme uy = u(xg, yo), vo = v(xg, Yo). Ma-li funkce
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z = f(u, v) spojité parcidlni derivace 2. fddu v bodé& [uy, vo], pak sloZena funkce
z=F(x,y) = f(u(x,y), v(x, y)) ma parcidlni derivace 2. fadu v bod¢ [xo, yo]
a plati:

2 2
Zxx =Zuully + 2Zuyl Uy + Zoy Uy + ZylUxx + ZyUsx
Txy =ZuulxUy T ZypVylUyx + oyl yUx + Zyy Uy Uy + Zylyy + Ty Usy 5.7

2 2
Zyy =Zuully + 2Zulty vy + ZovVy + Zullyy + ZyUyy.

Funkce z a jeji parcidlni derivace maji argument (i, vg), funkce u, v a jejich
parcidlni derivace maji argument (xg, ¥o).

Diikaz. DokaZeme pouze rovnost pro z,,, dikaz zbyvajicich dvou vzorct je zcela
analogicky. Plati

i (zx) ! ( + ) ! (zuuy) + i (zyvy)
xx =—Zx) = —(Quly wUx) = —(Qylyx ~(&ylx) =
Z o Z o Z ZyV Py Z e ZypV

0 0
:_(Zu)ux + Zylyyx + _(Zv)vx + ZyUpx =
dx ax
=(Zuulx + ZupVx)Ux + Zylxx + (Zpullx + Zpy V) Vx+

2 2
F2pUxx = Zuully T ZupUxlUx + Zpo Uy + Zoulx Uy + Zylxx + ZpUsxx =

2 2
=Zuulhy + 2ZupUy Uy + ZooVUy + Zylxx + ZyUsx-

K vypoctu %Zu a %ZU jsme vyuzili skutecnosti, ze z, = z,(u(x, y), v(x, y))
azy, = zp(u(x,y), v(x,y)) jsou opét sloZzené funkce proménnych x, y, a proto
mizeme k vypoctu jejich derivaci vyuzit vztahd (5.1), ve kterych misto z dosa-
dime z,, resp. z,. Ol

Poznamka 5.1. K zapamatovani{ vzorct (5.7) mizeme pouzit formalni umocnéni, o kte-
rém jsme se jiz zminili u vypoctu diferencidld vyssich fadt (Pozndmka 4.5). Naptiklad
pro vypocet zx, formdlné umocnime pravou stranu rovnosti zy = Uy +ZyVx. Dostaneme
22u? + 2z,zyuy vy + 7202, a nahradime-li druhé mocniny, resp. sou¢in prvnich derivaci
funkce z odpovidajicimi druhymi derivacemi, obdrZime zuuui + 270Uy Uy + zvvv)%, coz

jsou prave prvni tfi Cleny v (5.7).

Piiklad 5.2. i) Pomoci transformace do novych nezavisle proménnych u = x + ay,
v = x — ay najdéte obecné feseni tzv. vinové rovnice

2
a Zxx - Zyy = 0
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(tato rovnice popisuje napf. chvéni struny na hudebnim ndstroji, z(x, y) udava
velikost vychylky struny ve vzdalenosti x od jednoho z bodd upevnéni struny
v caset =y).

Reseni. VyuZitim vzore&ki pro parcialni derivace 1. a 2. fadu dostdvame

Ix = ZylUx + ZyVUx =2y + 2oy, 2y = Zuly + 2HVy = a2y — Ay,

2 2 2
Zxx = Zuu + 22uy + Zow, Zyy = A Zyuy — 2072y + A" Zyy.

Dosazenim a dpravou obdrZime rovnici z,, = 0, kterou fesime takto: Oznacime-li
Zu(u, v) = w(u, v), pak feSenim rovnice w, = 0 je libovolna funkce nezavisejici
nav, tedy w = w(u). Reseni rovnice z, = w(u) jetvaruz(u, v) = f w(u) du+g(v)
(podobné jako pfi hleddni kmenové funkce je ,,integracni konstantou* funkce g(v)
proménné v, viz odst. 4.3). Oznacime-li f(u) = f w(u) du, dostavame TfeSeni
rovnice ve tvaru z(u, v) = f(u) + g(v) a po dosazeni zau a v

2(x,y) = f(x +ay) + g(x —ay),

kde f, g jsou libovolné funkce jedné promé&nné majici derivaci 2. fadu.

Je-li jeSté zaddna pocatecni poloha a rychlost chvéjici se struny, tj. je dani
dvojice funkci ¢, 1 jedné proménné popisujici pocatecni stav struny, pak dvojice
pocétecnich podminek

2(x,0) =), zy(x,0) =¥ (x),

urCuje jednoznacné funkci z(x, y) popisujici chvéni struny, viz napt. [1-5].

ii) Pomoci transformace nezdvisle proménnych u = xy, v = ;—‘ najdéte

vSechny funkce dvou proménnych spliujici rovnici

xzzxx + yZZyy - 2Xnyy +XZx + Y2y = 0.
Reseni. Podobné jako v pfedchozim piikladu
1 x
Iy = Z2ulUx Y Z0Ux =24 Y ¥ 20—, Zy = Zully T ZyVy = 2y X — v >
y y
5 1 x 1
Zxx =Y Zuu t+ Zzuv + ZUUFs ny =XYZyu — ;Zvv +2Zy — szs

2 2
. x x x
Zyy =X Zuu — 2_2Zuv + _4Zvv + 2Zv_3-
y y y
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Dosadime do rovnice a po tpravé dostdvime

2 52 2
2 (7Y + 12y = 20297 + 7, (217 — 2x%) + Zow(— + 7 +2 )+
yo y

2
X X X X X

+2u(Z2xy +xy+xy) + 2y (- +2- — ) =452+ —2, =0,
y oy oy oy y

odtud z,, + zl—vzv = 0. ReSenim této rovnice je zp(u, v) = f(”;), kde f je libovolna

(diferencovatelnd) funkce jedné proménné, a odtud z(u, v) = 2 f(u)/v + g(u),
kde g je libovolna funkce jedné proménné se spojitou druhou derivaci, coZ po
dosazeni za u, v dava

z(x,y) = 2f(xy)\/§+ g(xy).

Presvédcte se zkouSkou, Ze tato funkce je opravdu feSenim dané rovnice.
iii) Transformujte tzv. Laplaceovu rovnici' v R?
Zix +2yy, =0

do polarnich soufadnic x = r cos ¢, y = r sin ¢, za pfedpokladu, Ze funkce z ma
spojité parcidlni derivace 2. fadu.
Reseni. Podle (5.2) plati

L =2x X+ 2y Yr =2 COSQ + 2y SIN @,

29 = 2xXg+ 2y Yo = —Zx T SINQ + 2, 7 COS @.

Pro derivace 2. radu dostavame

2 2
Zrr = ZyxX) + 2ny XpYr +2yy Y, F 2 Xpr T2y Yrr =
= Zxx 0052 (p + ny Sin 2(p + Zyy Sin2 ()07
2 2
Z(/J(ﬂ = zxxx(p + 2nyx(py(p + Zyyyq) +2x Z(/’W + Zy y(p‘p =

2 2

= 2,12 sin @ — z,cyr2 Sin2¢ + z,,r cos® ¢ — 7,7 cos ¢ — Zyrsing.

Vyndsobime-li vzorec pro z,, vyrazem r? a sefteme se vzorcem pro z,, dostd-
vame

r2z,., + Zpp = r2zec(cos® @ +sin @) + rzzyy (cos? ¢ + sin’ )+

+ Zxy(Sin2¢ — sin2¢) — r[z, cos @ + z, sing] =

2
=1 (Zex + 2Zyy) — IZr.

IPierre Simon Laplace (1749-1827), francouzsky matematik, fyzik a astronom
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Laplaceova rovnice v poldrnich soufadnicich m4 tedy tvar
2 —
T Zpr +2pp +72, = 0.
Poznamka 5.2. Ve vsech feSenych piikladech, které jsme zde uvedli, byla transformace
do novych proménnych ddna jiz v zadani. V rovnicich matematické fyziky se vySetiuji

rovnice typu

a(x, y)zxx +2b(x, ¥)zxy + c(x, Y)zyy + f (X, ¥, 2, 22, 2y) = 0.

Chceme-li najit feSeni této rovnice, je tfeba ji vhodnou transformaci do novych nezavisle
proménnych zjednodusit — pfevést na tzv. kanonicky tvar. Tuto ,,vhodnou* transformaci
najdeme prostiednictvim feSeni obycejné diferencialni rovnice

a(x,y)y'* —2b(x, y)y' +c(x,y) = 0.

Podrobnéjsi informace o tomto postupu Ize nalézt napriklad v [T-S].

Doposud jsme uvazovali pouze funkce dvou proménnych, ale situace pro funkce vice
proménnych je zcela analogicka, v€etné dikazu néasledujiciho tvrzeni.

Véta 5.3. Necht je ddna funkce f : R™ — R a m-tice funkci g; : R" — R, které maji

spojité parcialni derivace 2. fadu. OznaCme uy; = gg(xq,...,x,), k = 1,..., m. Pak pro
slozenou funkci F(xq,...,x,) = f(g1(x1-..,Xn), -« 8m(X1, ..., xy)) plati
iy ) i % )i ) (5.8)
—F(x1...,x,) = — fug, oo um)—gk(x1, ..., X .
9x; 1 n - ik 1 m x; 8k (X1 n
92 292 9 9
F LRI ) = D D +
ey F ) k; g Oy S g 810
T 5.9)

"9 92
+; PRAL T g (x),

kdei,j=1,2,...,navevzorci (5.9 jeu = (uy ..., up), x = (X1, ..., Xp).

Poznamka 5.3. i) Jsou-li funkce g; ve VEté 5.3 linedrni, pak vSechny Cleny v druhé sumé
v (5.9) jsou nulové (nebot druhd derivace linearn{ funkce je nulova). Metoda formélniho
vyndsobeni derivaci prvniho fadu a nasledna ndhrada soucint prvnich derivaci odpovi-
dajicimi druhymi derivacemi pak ddva pfimo vztahy pro druhou derivaci. Takto je tomu
napf. v Pfikladu 5.21).

ii) Uvedli jsme si zde pouze vzorce pro parcidlni derivace sloZzené funkce 1. a 2. fadu,
které jsou potfeba v rovnicich matematické fyziky. Metodou stejnou jako v dikazu
Véty 5.2 1ze odvodit vztahy pro tfeti a vyssi derivace, nebudeme je zde vSak jiz uvadeét,
nebot jsou formdlné pomérné sloZité.
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Piiklad 5.3. i) Transformujte Laplaceovu rovnici v R
Uyx +Uyy +Uz; =0

do sférickych souradnic x = r cos¢@sin®, y =rsingsind, z =r cos ¥.

Reseni. Mohli bychom postupovat podobné jako pfi fefeni Pitkladu 5.2 1iii), zde v§ak pro
ilustraci riznych moZznych metod postupujeme odliSné. Vyjadiime nejprve r, ¢, % pomoci
X, ¥, z. Jednoduchymi dpravami dostdvime

2 2
X<+

r=4x2+y24+722, ¢ =arcth, 9 =arctg—y.
X Z

Nyni vypocteme vSechny potiebné parcidlni derivace funkci r, ¢, ©. Plati

X x y
ry=—F/———=—, Fy=—, I; = —,
T2z
1 x2 1 y? 1 2

Fxx =—— —, F'yy=— — =, Iz =— — =,
XX r 3 yy r 3 2z ’ 3
2 =2 @ = 0, =0
T2y Y X2ey2 T

_ —2xy _ —2xy _o
(pxx_(x2+y2)2’ (pyy_(x2+y2)27¢zz_ )
9. = 1 x _ XZ _ Xz
’ 1+x22;2y2z\/)c2+y2 V2422432420 r2/x2 4y
9. = vz 9 1 —/x2+y2 VaZ+y?
R = ) =- ,

r2/x2 + 2 Ty x2Z+2}2 22 2
9 = z 5 2z x%z
N e N r2(x2 +y2)2
Fon = b4 s vz _ vz
yy r2 /x2+y2 r4 /x2+y2 rz(x2+y2)%7

2z/x2 + y?

ﬁzz:—4~

r

Podle vzorci pro derivace slozené funkce

X y Xz
Uy = UpTx +UpQx + Uy Ty = Up— + Uy +uy ,
r x2+y2 ryx2 4 y?
x vz
Uy =Ur=— —1u Uy
y r ® ’
r x2+y2 ryx2 +y?

z VxZ+y?
Uy = Uy~ — Uy~
r r
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x2 2 x2z2

y 2 2
Uy = Upr— + U + Uyy + 2Upoxyr(x” + yo)+
xx rr r2 (4% ()C2 + y2)2 r4(x2 + y2) roXy y

OIS i L (O

u — Uy —————=+U, | —— — | —

rﬂr2 2152 Wr(x2+y2)3/2 "\r 3
2xy

u +u < 2 X2 ik
j— ‘ﬂ— 19 - - 3 ’
(2 + y2)2 P2/xT 4y A2y 22 42

2 x2 2,2 Xy
R (x2 +y2)2 oo (2 +y2) 2ury r(x%+y?) ¥
R i S V. S (l_y_z)_
ey e o

2xy

u +u < 2 i v
— (/)— s — - 3 ’
(x2 + y2)2 P2Jx24y2 22 (24y2)3

22 x24y2 z /Xeryz+

Uy, = Upp— +Uyy ——— — 2Upp
2z rrr2 }"2 r r2
1 2 2z4/x2% + y?
tup = — 5 ) tuy—————.
r r
Odtud
2, .2
Urr , o 2 2 X“+y
Uxy +Uyy +Uz; = — X+ Y +2°) tUpy—F—55
xx yy 44 r2 y (4% (x2+y2)2
Uyy x2z? y2z? 2, .2 Urg
+— 5t 55 (Y |+ 2 (xy —xy)+
r (x=+y9)=  (x=+y9) r(x<+y%)

2 2
u X u
+2—r219 S R N RS Y y(xyz —xyz)+
r2 \Vxt+y? a2 4y?

r2(x2 + %)

o (BUTEYEEN L e
R —2xy +2x
"\r r3 (x2 4+ y2)2 Y Y

» 2z 2z \/xz 2+ 2z 2 42 Z
9 U — —_— —_——_— =
r2/x2+y2 ot r4 r2/x2+y2

=Upp + Uy +
r

—Uu + —<uyy + uy.
. (4%
r2sin? 9 r? r?
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ii) UrCete feSeni Laplaceovy rovnice v R3, které je sféricky symetrické, tj. zavisi
pouze na vzdalenosti od pocatku.
Reseni. Necht funkce u zavisi pouze na proménné r = /x2 + y2 + z2 a nikoliv na pro-
ménnych ¢ a ¥, tj. u = u(r) (tento predpoklad je ,,rozumny* vzhledem k fyzikalnimu
vyznamu Laplaceovy rovnice). Pak vSechny parcidln{ derivace podle ¢, ¥ jsou rovny nule
a dostdvdme rovnici

Upr + —u, =0.
r

PoloZime-li u, = v, dostdvdme déle rovnici v, + %v =0 a po tpravé r?v, +2rv = 0, coZ je

ekvivalentn{ rovnici g’—r(rzv) = 0. ReSenim této rovnice je napf. v(r) = —rlz, atedy u = %,
3.
u(x ) !
e x24+y2+22

je jednim z feSeni Laplaceovy rovnice (srov. Piiklad 3.31i)).

5.2 Taylorova véta

Nejprve pfipometime, co to je Tayloriiv polynom a Taylorova véta' pro funkci
jedné proménné. Necht f : R — R, xo,x € Rah =x — x¢. Taylortiv polynom
(mnohoclen) stupné n € N funkce f se sttedem v bod€ x( je polynom

* (x
Tn(X; XO) = q +Cll(x — xO) + .. +an(x _ xo)n’ a; = f k(’ O)’
k=0,...,n. Koeficienty a; ur¢ime z poZadavku, aby polynom 7, mél v bodé€ x,

stejnou funkéni hodnotu a hodnotu prvnich n derivaci jako funkce f.

Taylortiv polynom pouzivime k pfibliznému vypoctu funkénich hodnot
funkce f v okoli bodu xy. Taylorova véta uddva velikost chyby, které se dopus-
time, aproximujeme-li funkci Taylorovym polynomem.

Obdobné je tomu u funkce vice proménnych. Tayloriv polynom funkce
f :R" — R je polynom vice proménnych, ktery mé s funkci f v daném bodé&
x* = [x{,...,x;] € R" stejnou funk¢ni hodnotu a stejnou hodnotu vSech parci-
dlnich derivaci az do fadu n, kde n je stupent polynomu. Pro funkce dvou promén-

nych dostdvame toto tvrzeni.

Véta 5.4. (Taylorova) Necht funkce f : R? — R ma v bodé& [xo, yo] a n&jakém
jeho okoli spojité parcidlni derivace az do faddu n + 1 v€etné. Pak pro kazdy bod

IBrook Taylor (1685-1731), anglicky matematik
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[x, ¥] z tohoto okoli plati

fx,y) =Ti(x,y) + Ra(x, y), (5.10)

kde

of of

T,(x,y) = f(x0, yo) + == (x0, yo)h + —— (xo, yo)k+
0x dy y

2 2

82f o f f
— [ == (x0, yo)h? +2 Yo hk + —=(xg, yo)k* | + -+
(8x2 (X0, yo) oxdy (x0, Yo) 5y (X0, Yo) )

1 <« (n a"f n—jyj
+a§()m(3€0 yo)h" k7,

n+l

1 n+l)  amlf o
Rn(X,Y)=mZO:< . )8—(xo+z9h yo + 0k "™ Ik
/:

J xn+1 Jovi
akdeh=x —xp,k=y—yo, ¥ € (0, 1).

Poznamka 5.4. Vzorec (5.10) se nazyva Tayloriiv vzorec, polynom T, Tayloriiv
polynom a R, zbytek v Taylorové vzorci.
Taylordv vzorec lze zapsat pomoci diferenciald takto:

1
G, y) = f(xo, yo) +df (xo, yo) (h, k) + —d2f<xo, Yo) (B, k) + - - -+

+—d f (x0, y0) (h, k) + —y )d"+1f(xo+l9h Yo + 9k)(h, k).

Diikaz Véty 5.4. Zavedme pomocnou funkci jedné proménné F(¢) = f (xo+th, yo+
+tk). Plati F(1) = F(xo + h,yo + k) = F(x,y), F(0) = f(x0,yp). Pomoci
Taylorova vzorce pro funkci jedné proménné dostdvame

/ 1 " 1 1 1
F)=FO)+F'O)+—=F"(0) +--- F(n)(0)+ FoD ),
2! (n+1)!

kde ¥ € (0, 1). Pro vypocet derivaci funkce F vyuZijeme vztahi pro parcidlni
derivace sloZenych funkci. Dostdvdme

4 5 5
F'(0) = — f(xo+th, yo + tk)|=0 = — f (x0, Yo)h + — f (x0, Yo)k,
dt ax ay
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d? d?
F"(0) =d7F(t)|t:0 = ﬁf(xo +th, yo+1tk)|i= =

= frx (X0, YO H? + 2 fry (X0, Yo) Kk + fy,(x0, Yo)k*

a analogicky obdrZzime

m 8mf o
(m) = m m—jpj
F @—Zx;%ij%dwlk-
j=0
Stejné postupujeme i pti vypoctu zbytku R,,. 0

Priklad 5.4. i) Urcete Taylortiv polynom 2. stupné se stfedem v bodé [xg, yo] =
= [1, 1] pro funkei f(x, y) = .
Reseni. Vypotteme nejprve viechny potiebné parcidlni derivace
_1 __x _ 1 _ 2x

S22 y’ Fy= 2 fexe =0, foy = 3 fyy = N

Podle Véty 5.4
Lx,y)=f(1, D+ fo(l, Dx = D+ f4(1, Dy — D+
+%[fxx(1v Dx =12 +2f,(1, Dx = Dy = D+ fiy(1, Dy — D] =
=+ =D=(-D-G-DOr-D--1D*=
=—y> —xy+2x+2y—1.
ii) Pomoci Taylorova polynomu 2. stupné vypoctéte pfiblizné:

a) /(2,98)2+ (4,05)2;  b) 1,04>2,

Vysledek porovnejte s hodnotou ziskanou pomoci diferencidlu z Ptikladu 4.2 ii).

Reseni. a) Pfibliznou hodnotu vypoéteme pomoci Taylorova polynomu 2. stupné
funkce z = f(x, y) = /x2+ y2 v bodé [xg, yo] = [3, 4] a diferencemi & = —0,02,
k = 0,05. Parcidlni derivace funkce z jsou

y2

X y
= ———, Iy = ————, Lxx = 5>
! VX2 +y? ’ VX2 +y? T (x2 4+ y2)32
Xy x?

Ty YT G2y

ny -
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Tayloritv polynom je roven
Lx,y)=fGH+ f:3,Hx=3)+ f,3,H(y -4+
+%[fxx(3, Hx =3 +2f,3.H(x =3y —4 + f,,3. H(y —4)’] =
=5 +é[3(x — 3)44(y — A [16(x —3)2—24(x —3)(y—4)+9(y — 4],

250
Odtud

1
V(2,98)2 + (4,05)2 = 5 + <(=0.06+0,2)+

+2;—0(16 -0,0004 — 24 - 0,001 +9 - 0,0025) = 5,0281332.

V ptikladu 4.1 ii) jsme pomoci diferencidlu dostali vysledek \/ (2,98)2 + (4,05)? =
=5,028.

b) V Taylorové vzorci pro funkci z = x? poloZzme [xg, yo] = [1,2], h = 0,04,k =
= 0,02. Nejprve vypod&téme viechny potiebné parcidlni derivace. Plati z, = yx”~!,
z:(1,2) =2, z, = ¥’ Inx, z,(1,2) = 0, 2o = y(y — D772, z,(1,2) = 2,
Zxy = N yxnx = X711+ ylnx),z,,(1,2) = 1, zyy = x’InxInx =
=x"In’x, z,,(1,2) = 0. Pak

To(x,y)=1+2(x = D+ (x — D>+ (x — D(y — D).

Odtud
1,04%% = 1+2-0,04 +0,0016 +0,0008 = 1,0824.

V Prikladu 4.1 ii) jsme pomoci diferencidlu obdrzeli pfiblizny vysledek 1,0
=1,08.

42,02 =

iii) Mnohoclen P(x,y) = x> + 3y + xy? + 2x? + xy + x — 2y napiste jako
polynom v proménnychu =x — 1, v =y +2.

Reseni. Necht Ts(x, y) Taylortv polynom 3. stupné funkce P se stiedem x, =
=1, yo = —2. Pak ve zbytku R3(x, y) vystupuji 4. derivace funkce P, které jsou
vsak vSechny nulové, nebot P je polynom 3. stupné. Tedy T3(x,y) = P(x,y)
a staci urcit koeficienty v 73(x, y). Postupné dostdvime P(1, —2) = =20 P, =
= 3x?2 +y2+4x +y+1, P.(1,-2) =10, P, = 9y2+2xy+x -2, Py(1, =2) =31,
Py, = 6x +4, P(1,-2) =10, P,, =2y + 1, P, (1,-2) = =3, P,, = 18y +
+2x, Pyy(1,=2) = =34, Py =6, Pyyy =0, Pyy, =2, Py, = 18. Odtud

T5(x,y)=—14+10(x — D+31(y+2) +5(x — D? =3(x — D(y +2)—
175 +22+(x — D3+ (x = Dy +2)2+3(y +2)°.
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JestliZze ve vysledku provedeme umocnéni, po tpravé samoziejmé dostdvame po-
lynom P. Tuto kontrolu vysledku nechavame ¢tenafi jako cviceni.

Zformulujme na zavér kapitoly jeSt€ Tayloriv vzorec pro obecny piipad funkci n pro-
ménnych. Diikaz tohoto tvrzeni neuvadime, nebot je v podstaté stejny jako pro dvé pro-
ménné.

Véta 5.5. Necht funkce f : R" — R md v bodé x* = [x], ..., x;] a néjakém jeho okoli
spojité parcidlni derivace aZ do fddu m + 1. Pak pro h = [k, ..., h,] plati

1 1
fOGF+h) = f(x™) +df (x*)(h) + 5d2f(x*)(h) +ooot $d’"f(x*)(h) + Rin(x),

kde |
— m+1 *
Ry (x) = T 1)!d f&T+9h)(h), v €(0,1)
je zbytek v Taylorovée vzorci a
k! ak ; ,
dEreym= Y e eyt
Ji+e+ju=k JU-J2- - Jn: axl R

je k-ty diferencidl funkce f v bodé x*.

Cviéeni

=

5.1. VyuZitim uvedené substituce najdéte vSechny funkce spliiujici danou rov-
nost:

a) yzy — X2y =0, u=x, v=/x2+y?2

— — )
b) xz, +yz, =0, u =x, V=<

OQuy+uy+u,=0,§=x+y—2z, n=x—-2y+2z, x =2
5.2. Diferencidlni rovnice transformujte do novych proménnych u, v. V pfipa-
dech, kdy po transformaci vyjde jednoduchy vysledek, se pokuste najit jejich fe-
Seni:
a)zxx—yzyy—%z},:O, u=x—2/y,v=x+2/y
b) ¥ zux +x%2yy — 2XY20y — X2y — Y2y =0, u = /x2 + y2, v =xy
©) X2z — (24 YD)z + 972y =0, u=x+y,v=1+ %
1

d)Zxx_Zny'i'Zyy:O, M:X-i-y,v:m

€) XyZxx — (X + y)Zuy + X¥Zyy + y2y + X2y = 0, u = 1 (x? + y»), v = xy
D) xzee —y2yy =0, u = Jx+ /Yy, v=yx— /Y

- - -
g)xz“+yzxy+zx—O,u—x+y,v—m
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h) x%Z,x — 2xnyy + 322,y + X2, + Y3y = 0,u=xy,v=y

i) X%z — 2 Zyy =0, u=xy,v=" Y

5.3. Ukazte, Ze dand transformace do novych proménnych neméni tvar rovnice
Zix +2yy =0, x =9, v),y = ¥(u,v), kde ¢, ¥ jsou funkce dvou proménnych
spliujici identity ¢, = ¥, @, = — V.

5.4. Urcete Taylortiv polynom 2. stupné se stfedem [x(, yo] nasledujicich funkei:

— 1 : X —
) VT=a2 =32 [xo vl =13 31 @ arcsin —Z—. [xo. yol = [0, 1]

b)arctg {22 [xo, yo =[0,0]  HIny/xZ+y%  [xo, yol = [1, 1]
©) oy %0, 301 =10,0] 9 X%, [Xo, y0, 20l = [1, 1, 1]
d) arctg 2, [xo, yol = [1, 1] h)sinxsiny, [xo, yol = [0, 0]
5.5. Pomoci Taylorova polynomu 2. stupné vypoctéte ptiblizné funkéni hodnoty:
a) arctg g3 b) sin 29° tg 46°
%

Zkusenost neni to, co ¢lovek potkd, ale co ¢lovék udéld s tim, co ho potkalo.
(A. Huxley)

*



Kapitola 6

Lokalni a absolutni extrémy

vvvvvv

¢tu. Je tomu tak proto, Ze v kazdodennim Zivoté se setkdvame s feSenim extremal-
nich uloh. Napf. kazdé ekonomické rozhodovani se fidi pravidlem minimalizace
ndkladi a maximalizace zisku. RovnéZ pfirodovédné déje probihaji tak, Ze jista
veli¢ina nabyva nejmensi nebo nejvétsi hodnoty (spotfebovand energie, vykonana
préce).

Nejprve studujeme lokdlni extrémy. Zde vySetiujeme danou funkci pouze lo-
kélné, tj. v okoli n€jakého bodu. To je predmétem prvniho odstavce. Pokud je
predepsdna mnoZina a mame najit bod této mnoZiny, v némZz funkce nabyva nej-
veétsi, resp. nejmensi hodnoty, mluvime o absolutnich extrémech. O nich pojed-
ndva druhd ¢4st této kapitoly.

6.1 Lokalni extrémy

Definice 6.1. Rekneme, 7e funkce f : R” — R nabyva v bodé x* € R" lo-
kdlntho maxima (minima), jestlize existuje okoli @ (x*) bodu x* takové, Ze pro
kazdé x € O(x¥) plati f(x) < f(x*) (f(x) = f(x")).

Jsou-li nerovnosti v téchto vztazich pro x # x* ostré, mluvime o ostrych lo-
kalnich maximech a minimech. Pro (ostrd) lokdlni minima a maxima budeme
pouZzivat spole¢ny termin (ostré) lokdlni extrémy.

Piiklad 6.1. i) Funkce f(x, y) = /x2+ y2mavbodé [x, y] = [0, 0] ostré lokdln{
minimum, nebot f(0, 0) = 0 a pro kazdé [x, y] # [0, 0] je f(x,y) > 0. (Grafem
funkce je kuzelova plocha, viz obr. 13.2.)
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ii) Funkce f : R? — R definovan4 piedpisem

Fleyy = 17 oLyl #10,0L
L pro [x, y] =10, 0],

ma v bodé [0, 0] ostré lokdlni maximum, nebot pro [x, y] # [0, 0] dostate¢né
blizko pocatku plati f(x,y) < f(0,0) =1.

Uvedené priklady ilustruji skuteCnost, Ze pro existenci lokdlniho extrému
v néjakém bodé funkce nemusi mit v tomto bodé parcidlni derivace, nemusi zde
byt dokonce ani spojitd.

V nésledujicim odvodime nutné a postacujici podminky pro existenci lokal-
niho extrému v piipade, Ze funkce ma v daném bodé parcidlni derivace. Podobné
jako u funkce jedné proménné je nutnd podminka formulovdna pomoci staciondr-
niho bodu a postacujici podminka pomoci parcidlnich derivaci 2. fadu.

Definice 6.2. Necht f : R" — R. Rekneme, 7e bod x* € R” je staciondrni bod
funkce f, jestlize v bodé x* existuji v§echny parcidlni derivace funkce f a plati

af

SN =0 i=l...n 6.1)

Nésledujici véta, kterd prezentuje nutnou podminku existence lokdlniho ex-
trému, byva v nékteré literatufe citovana jako Fermatova véta.!

Véta 6.1. Necht funkce f : R” — R md v bodé x* € R” lokdln{ extrém a v tomto
bodé¢ existuji vSechny parcialni derivace funkce f. Pak je bod x* jejim stacionar-
nim bodem, tj. plati (6.1).

Diikaz. Predpokladejme, Ze n€kterd z parcidlnich derivaci funkce f v bod€ x* je
nenulovd, tj. plati f, (x*) # 0. To vzhledem k definici parcidlni derivace znamen4,
7e funkce p(t) = f(x*+te;),kdee; = (0,...,0,1,0,...,0),jednicka je na i-tém
misté, ma nenulovou derivaci v bodé ¢ = 0, a tedy zde nemtize mit lokalni extrém.
To v8ak znamen4, Ze ani funkce f nemuize mit v bodé x* lokdlni extrém. Il

Poznamka 6.1. Funkce f : R* — R muZe mit lokaln{ extrém pouze ve svém
staciondrnim bodé€ nebo v bodé, kde alespoii jedna z parcidlnich derivaci neexis-
tuje.

IPierre de Fermat (1601-1665), francouzsky matematik
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Zdiraznéme, Ze stacionarni bod nemusi byt bodem lokdlntho extrému, jak
ukazuje obrézek, kde je znazornén graf funkce f(x, y) = f(xo, yo) + (y — yo)> —
— (x — x0)?, kterd ma stacionarni bod [x, o], aviak v tomto bodé nem4 lok4ln{
extrém (takovy bod se nazyva sedlo, viz obr. 6.1).

A

S (x0, y0)

obr. 6.1

V nésledujici véteé odvodime postacujici podminku, aby funkce méla ve sta-
ciondrnim bod¢ lokdlni extrém.

Pripomerime situaci pro funkci jedné proménné g : R — R. Necht 7y € R
je staciondrni bod této funkce. O tom, zda v tomto bodé je, nebo neni ex-
trém, rozhodneme podle hodnot vys$sich derivaci funkce g v #;. Specidlné je-li
g"(ty) > 0 (< 0), ma funkce g v bodé #( ostré lokdlni minimum (maximum).

Toto tvrzeni se dokdZe pomoci Taylorova rozvoje funkce g v fy. Plati

1 1
g(t) = g(to) + &' (1)) (t — 1o) + Eg”(S)(t —10)> = g(ty) + Eg”(g)(t — 10)%,

kde & je Cislo lezici mezi t a fy. Je-li nyni funkce g” spojitd, pak g”(f9) > 0O
(g"(to) < 0) implikuje g”(&) > 0 (g”(§) < 0) pro & dostate¢né blizka #,, pak
g (&)t —1)* > 0(g"()(r —10)* < 0), atedy g(t) > g(to) (g(r) < g(t)) pro
dostatecné blizko #y, tj. funkce g nabyva v £y ostrého lokdlntho minima (maxima).
Analogicky postupujeme u funkci vice proménnych.

Zformulujme nejprve postacujici podminku pro existenci lokdlniho extrému
pro funkci dvou proménnych.
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Véta 6.2. Nechf funkce f : R> — R md v bod& [xo, yo] a néjakém jeho okoli
spojité parcidlni derivace druhého fadu a necht [xg, yo] je jeji staciondrni bod.
Jestlize

D(x0, 0) = fex (X0, Y0) fyy (X0, Y0) — [ fey (X0, Y0)I* > O, (6.2)

pak ma funkce f v [xg, yo] ostry lokdlni extrém. Je-li f,.(xo, yo) > 0, jde o mini-
mum, je-li fy,(xg, yo) < 0, jde o maximum.
Jestlize D(xq, yo) < 0, pak v bod€ [xg, yo] lokdlni extrém nenastava.

Diikaz. Necht D(xq, yo) # 0. Ze spojitosti parcidlnich derivaci 2. fddu funkce f
plyne spojitost funkce D(x, y) = fe(x, ¥) fyy(x, ¥) — [foy(x, y)]* a funkee fyy

v bodé [xg, yo]. Odtud plyne, Ze pro [x, y] dostate¢né blizka bodu [xg, yo] plati
sgn D(x, y) = sgn D(xo, yo), sgn fux(x,y) =sgn fux(x0, yo)-

Taylortv vzorec pro n = 1 se stfedem [xg, yo] ddva

1
f(x, y) = f(xov )’0) + E[fxx(cl’ CZ)(X - X0)2+ (63)

+2 fey(c1, €2) (x — x0) (Y — Yo) + fyy(c1, €2)(y — 0)*]

kde [c1, ;] leZi na dsecce spojujici [xg, yol a [x, y].
OZnaéme A = fxx(cl’ C2)9 B = fxy(CI» Cz)a C = fyy(cla CZ)’ h =X — X(), k =
=y — yo a uvazujme kvadraticky polynom dvou proménnych

P(h, k) = Ah* + 2Bhk + Ck*.
Pak vztah (6.3) miZeme psat ve tvaru

Jf(xo+h, yo+k)= f(xo, yo) + P(h, k). (6.4)
Vysetieme nyni znaménko polynomu P (&, k). UvaZujme dva pripady.
I. D(xg, yo) > 0.Prok =0je P(h,0) = Ah?, piic¢emz A # 0 (plyne ze vztahu
AC — B? > 0). Proto P(h,0) > 0pro A >0, P(h,0) < Opro A < 0.
Pro k # 0 1ze P(h, k) psét ve tvaru P(h, k) = sz(%)2 + 23% + C. OznaCme

h
Q@) = At> +2Bt +C kde, t = e

Jelikoz AC — B? > 0, tj. Q m4 zdporny diskriminant, je pro A > 0 polynom
Q(t) > 0 pro vSechna t € R a odtud P(h,k) > O pro vSechna h,k € R.
Podobné v pripadé¢ A < 0 je P(h,k) < 0. To podle (6.4) znamend, Ze pro
A > 0 ma funkce f v [xg, yol ostré lokdlni minimum a pro A < 0 ostré
lokalni maximum.
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II. D(xo,y0) < O, tj. diskriminant polynomu Q(¢) je kladny. To znamena, Ze
existuji #;, 1, € R takovd, Ze Q(t;)) > 0 a Q(t,) < 0. Polozme [h1, ki] =
= [aty, a], [ha, ko] = [ats, a], kde o # 0. Pak

P(hi, k) =a*Q(t)), P(ha, ky) = Q(n),

tj. pro [x1, y1] = [xo+h1, yo+kil, [x2, y2] = [xo+ha, yo+ka] plati f(x1, y1) >
> f(x0, Y0), f(x2, y2) < f(x0, yo). ProtoZe o # 0 bylo libovolné, tj. [x1, yi],
[x2, y2] mohou byt libovolné blizko [xg, ¥], v tomto bod€ extrém nenastava.

g

Priklad 6.2. Urdete lokdlni extrémy funkce z = x> + y* — 3xy.

Reseni. Funkce, jejiz extrémy hleddme, je polynomem proménnych x, y, a proto
jsou jeji parcidlni derivace spojité v celém R?. Lokdlni extrémy mohou nastat
pouze ve stacionarnich bodech, které najdeme jako feseni soustavy rovnic

7, =3x*—=3y=0, z,=3y"—3x=0.

Z prvni rovnice plyne y = x* a dosazenim do druhé rovnice dostdvdme

P —x=x(x - D@E*+x+1)=0,

odtud x; = 0, x, = 1 (kvadraticky troj¢len x> +x + 1 md zdporny diskriminant, a je
proto vzdy kladny). Existuji tedy dva stacionarni body P; = [0,0], P, = [1, 1].
Dile plati z,, = 6x, z,y, =6y, zyy, = —3. Odtud dostdvdme

D(x,y)=36xy—9, t. D(P))=-9<0, D(P,)=36—-9=27>0.

Podle Véty 6.2 v bodé P; extrém nenastidvd a v bodé P, nastdva ostré lokalni
minimum, nebot z,,(P;) = 6 > 0.

Poznamka 6.2. V piipadé, Ze ve stacionarnim bodé€ [xg, yo] plati D (xq, yo) = 0,
o existenci extrému v tomto bod¢ nelze na zdklad€ druhych derivaci rozhodnout.
Pro funkce jedné proménné mame k dispozici tvrzeni, které 1ika, Ze funkce f ma
ve staciondrnim bod¢€ xg, v némz f”(xo) = 0, lokélni extrém nebo inflexni bod
podle toho, je-li prvni nenulova derivace v xy sudého, nebo lichého fadu. U funkci
vice proménnych neni vSak aparat vyssich derivaci v praktickych ptipadech pii-
li§ vhodny. V nékterych prikladech 1ze o existenci lokdlniho extrému rozhodnout
vySetfenim lokdlniho chovéni funkce v okoli bodu [xg, yo], bez pocitani druhych
derivaci. Tento postup je ilustrovan na nasledujicich dvou ptikladech.
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Priklad 6.3. i) UrCete lokdlni extrémy funkce f(x, y) = x*+y* —x? —2xy — y.

Reseni. Staciondrni body uréime jako feSeni soustavy rovnic
Zi=4x —2x —2y=0, z,=4y —2x—2y=0. (6.5)

Odeétenim rovnic dostdvdme x> —y* = 0, odtud x = y a dosazenim do jedné z rov-
nic v (6.5) dostdvame tfi staciondrni body P; = [0, 0], P, =[1, 1], P; = [—1, —1].
Déle

D(x,y) = fuxfyy = [fy]? = (1262 = 2)(12y> = 2) — 4.

ProtoZze D(P,) = D(P3) = 96 > 0 a fi,(1,1) = fix(—=1,—1) = 10 > 0, ma
funkce f v obou téchto stacionarnich bodech ostré lokdlni minimum. Ve stacio-
niarnim bod€ P; je vSak D(P;) = 0, proto o existenci extrému v tomto bodé nelze
takto rozhodnout.

Zde postupujeme nasledujicim zplisobem: Funkci f mZeme upravit na tvar
fx,y) =x*+y* — (x + y)2. Odtud f(x, —x) = 2x* > 0 pro x # 0. Na druhé
strané f(x,0) = x* — x> = x2(1 —x?) < Oprox € (—1,0) U (0, 1). V libovol-
ném okoli bodu [0, 0] tedy funkce f nabyvd jak kladnych, tak zapornych hodnot,
coz spolu s faktem, Ze f(0,0) = 0, znamend, Ze v tomto bodé lokdlni extrém
nenastava.

ii) Urcete lokdlni extrémy funkce z = f(x, y) = xy In(x? + y?).

Reseni. Stacionarni body uréime jako feSeni soustavy rovnic

2x 2x2
=y +y) +xy—— =y |In(x>+y?) + =0,
Zy = yIn(x" +y7) Va2 y[( y9) JE

2y 2y*
_ 2., .2 _ 2, .2 _
Zy—xln(x +y)+xym—x|:ln(x +y)+x2—+y2 =0.

Jsou moZné Ctyfi pfipady:

a) [x, y] =[O0, 0], v tomto bodé vSak neni funkce definovana;
b) x =0, pakIny?> =0, tj. y = &1 ozname Py, =10, £1];
c) y=0,Inx?=0,tj. x = £1 oznatme P34 =[£1,0];

2 2
d) In(x? +y?) + P =0, Inx?+y7) + 755 =0,




Lokalni extrémy 93

odtud x? = y?. Soustavé rovnic vyhovuje Ctvefice bodi Ps_g = [i%, :i:ﬁ].
O tom, v kterém z té€chto stacionarnich bodd nastava extrém, rozhodneme vy-
Setfenim znaménka funkce f. Funkce f nabyva nulové hodnoty na soufadnych
osdch (v pocatku md limitu rovnu 0 — viz pfiklad 2.2 v) a v bodech kruZnice
x2 +y? = 1. Uvnitf jednotkové kruznice je funkce v 1. a III. kvadrantu z4porn4,
ve II. aIV. je kladna. Vné jednotkové kruznice je tomu naopak (nacrtnéte si obréa-
zek).

Odtud je zfejmé, Ze v bodech P, = [0, £1], P34 = [£1, 0] extrém nena-
stava, nebot funk¢éni hodnota je zde nulovd a v libovolném okoli tohoto bodu
nabyva funkce jak kladnych, tak zdpornych hodnot.

Diéle je vidét, Ze v bodé [\/]—2? \/]_Te] (leZicim uvnitf jednotkové kruZnice) je
lokédlni minimum, nebot na hranici mnoziny, kterd je tvofena soufadnymi osami
a jednotkovou kruznici a kde leZi tento bod, je funkce nulov4 a uvnitf této mnoZiny
je funkce f zdpornd. Pak nutné€ v jediném staciondrnim bod¢€ uvnitf této mno-
Ziny musi byt lokdlni minimum. Stejnou tvahou zjistime, Ze lokdlni minimum
je i v bode [—% -
Graf funkce z = xy In(x? + y?) a jeji vrstevnice jsou znazornény na obrazku 14.9
a 14.10. Na tomto zndzornéni je dobfe vidét charakter jednotlivych staciondrnich

bodu.

] a ve zbyvajicich dvou bodech je lokdlni maximum.

Poznamka 6.3. Je-li funkce f diferencovatelnd v bodé [xo, yo] a fr(x0, y9) = 0 =
= fy(x0, o), pak te¢nd rovina ke grafu funkce f v bodé€ [xo, yo] je vodorovna. Je-li
vyraz D(xp, yo) > 0 a fix(x0, y0) > 0 (< 0), pak je v bodé€ [xq, yo] lokdlni minimum
(maximum), tj. v okoli tohoto bodu leZi graf funkce nad (pod) te€nou rovinou.

Projdeme-li ditkaz Véty 6.2, snadno zjistime, Ze i v pripadé, kdy [xo, yo] neni stacio-
ndrni bod, jsou podminky D(xg, yo) > 0, fxx(x0, y0) > 0 (< 0) dostatecné pro to, aby
graf funkce f v okolf bodu leZel nad (pod) te¢nou rovinou v tomto bodé¢.

Piiklad 6.4. Rozhodnéte, zda graf funkce f(x, y) = x3+y>—2xy lezi v okoli bodu [1, 1]
nad, nebo pod te¢nou rovinou sestrojenou v tomto bod¢.

Reseni. PFimym vypoctem uréime parcidlni derivace funkce f v bodé [1,1]: fi = 1,
Sy =1, fxx =6, fxy = =2, fyy = 6. Podle (4.6) md teCnd rovina ke grafu funkce v bodé
[1, 1] rovnici z = x + y — 2. Vzhledem k tomu, Zze D(1,1) = 34 — 4 = 32 > 0, lezi
podle predchozi pozndmky graf funkce v okoli bodu [1, 1] nad te¢nou rovinou sestrojenou
v tomto bodé.

Pro funkce ti{ a vice proménnych je situace podobna jako pro dvé proménné. O exis-
tenci extrému ve staciondrnim bodé ,,rozhoduje* kvadraticky polynom n proménnych
v Taylorové rozvoji. Pouze rozhodnout, kdy tento polynom neméni své znaménko, je

vvvvvv
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Definice 6.3. Necht A = (g;;),i, j =1..., n je symetrickd matice, & € R". Rekneme,
ze kvadraticka forma P(h) = (Ah, h) = Z? j=14i hih; urend matici A je pozitivné
(negativné) semidefinitni, jestlize

P(h) >0, (P(h)<0) prokazdéh e R". (6.6)

JestliZe v (6.6) nastane rovnost pouze pro & = 0, fekneme, Ze forma P je pozitivné (ne-
gativné) definitni. Jestlize existuji h, h € R" takovd, 7e P(h) < 0a P(h) > 0, fekneme,
e kvadratickd forma P je indefiniti. Casto misto o definitnosti, resp. indefinitnosti
kvadratické formy P mluvime o definitnosti, resp. indefinitnosti matice A.

V nésledujicich dvahéch pro funkci f : R” — R symbolem f’ znalime n-rozmérny
vektor, jehoZ komponenty jsou parcidlni derivace g—f., a symbol f” znali n x n matici,
Xi

a2
jejiz prvky jsou parcidlni derivace 2. fadu funkee f, tj. (f”)i; = % i,j=1,....n.

Véta 6.3. Necht x* € R”" je staciondrni bod funkce f a pfedpoklddejme, Ze f md
v bodé¢ x* a néjakém jeho okoli spojité parcidlni derivace druhého fadu. Polozme
A= (aij) = f"(x%), 4. aij = faox; (X5).

i) Je-li kvadratickd forma P(h) = (Ah,h) pozitivné (negativné¢) definitni, ma
funkce f v bodé x* ostré lokdlni minimum (maximum).

ii) Je-li kvadratickd forma P indefinitni, v bodé x* extrém nenastiva.

iii) Ma-li funkce f v bodé x* lokdlni minimum (maximum), je kvadraticka forma P
pozitivné (negativné) semidefinitni.

Diikaz. Vzhledem k tomu, Ze dikaz prvnich dvou tvrzeni je zcela stejny jako pro dvé
proménné, dokdZeme pouze tvrzeni iii). Pfedpokladejme, Ze funkce f md v x* napf. lo-
kalni minimum a kvadratickd forma P neni pozitivné semidefinitni, tj. existuje 7 € R”"
takové, Ze P(h) < 0. ProtoZe pro pevné i € R” je kvadratickd forma P spojitou funkci
koeficienti této formy g;;, existuje & > 0 takové, Ze je-li |a;; — b;ij| < e,i,j=1,...,n
a B = (b;;), plati (Bh, h) < 0. To vzhledem ke spojitosti derivaci druhého fadu funkce f
znamend, Ze (f”(x)h, h) < 0, je-li x dostaten& blizko x*, tj. pro x spliiujici x € O5(x*),
kde § > 0 je vhodné redlné Cislo. Nyni nechf {«,} je libovolnd posloupnost kladnych
redlnych &isel konvergujicich k nule a poloZme x, = x* + a,h. Pak x, — x*, tedy pro
dostatecné velkd n je x, € Os(x*) a z Taylorova vzorce pro n = 1 dostdvame

FG) — FO) = (f1 ), anhy ) + (f e, anh) = a2 (f" (ya)h, h) < 0,

kde y, lezi na isecce spojujici x* a x,,. Proto y, € Os(x*) pro n dostate¢né velka a odtud
f(xn) < f(x™), coz je spor s tim, Ze funkce f mé v x* lokdlni minimum. ]

Poznamka 6.4. Podle predchozi véty neumime o existenci lokdlniho extrému v daném
stacionarnim bod& x* rozhodnout v pifpadg, kdy je matice f”(x*) pouze semidefinitni.
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Analogicky jako u funkce jedné proménné (i kdyZ podstatné komplikovanéji) 1ze urcit

postacujici podminky pomoci definitnosti kubickych a vyssich forem, které odpovidaji
diferencialm vyssich fadd, viz [N-], str. 70.

O tom, jak rozhodnout o definitnosti kvadratické formy uréené danou symetrickou
matici A, vypovida nasledujici véta.

Véta 6.4. i) Kvadratickd forma P urCend symetrickou matici A = (a;;),

P(h) = (Ah,h) =" ajjhih;

je pozitivné (negativné) definitni, prave ka§_il vSechna vlastni ¢isla matice A jsou
kladnd (zdpornd). Forma P je pozitivné (negativn€) semidefinitni, pravé kdyZ vSechna
vlastni ¢isla jsou nezdporna (nekladnd).

ii) Kvadratickd forma P je pozitivné definitni, pravé kdyz jsou vSechny hlavni minory
matice A, tj. determinanty

@ ap arn ann  an ain
apl an a1 axp ... ap
laii|, ay am|’ |72 92 G3|s.e. =detA
azl axn  as an 4
n n nn

kladné. Kvadratickd forma P je negativné definitni, pravé kdyZ hlavni minory stiidaji
znaménko, pocinajic zdpornym.

2 2
Piiklad 6.5. Urcete lokalni extrémy funkce u = x + - + 17 + % lezici v prvnim oktantu,
t.x>0,y>0,z >0.

Reseni. Nejprve urcime stacionarni body, tj. derivujeme a feSime soustavu rovnic

2
Wo=1-2-20 = d4x?-y2=0,
o 4x2
2
r_ Y 7 3 2 _
uy—Z—F—O =y~ —2xz" =0,
2z 2
U/Z:___2:0=>Z3_y20-
y Z

Z prvni rovnice plyne y = = 2x, a protoZe hleddme pouze kladné feSeni, uvazujeme pouze
pfipad y = 2x. Dosazenim do druhé rovnice dostdvame 2x(4x> — z?) = 0, odtud z = 2x
(pifpad z = —2x opét neuvazujeme). Dosazenim do tfeti rovnice obdrzime 8x3 — 2x = 0
a tato rovnice ma kladné feSeni x = % tedy na mnozZiné x > 0, y > 0, z > 0 md soustava
rovnic jediné feSeni B = [%, 1, 1]. Vypoéteme druhé derivace

_y? 1272 2 4
uxx—zx_y uyy_g-i-F’ uzz—;+z_39
J_ 2

Uy, =0, Uy, = ——

Uyy =
YT 0x2’ y2
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avbodé B = [%, L1) tuey =4, uyy = 3,4y = 6,uyy =2, uy; =0,u,; = =2. Dile
pouZijeme Vétu 6.3. Pro bod B = [%, 1,1]je

du® = 4dx* + 3dy? + 6dz> + 2dxdy — 2dydz.

Tato forma je pozitivné definitni, nebot matice této formy je

4 1 0
1 3 -1
0 -1 6

a jeji vSechny tfi hlavni minory jsou kladné, jak zjistime snadnym vypoctem. Celkové ma
dana funkce u v prvnim oktantu jediny lokdlni extrém v bodé B = [%, 1, 1], kde nastava
ostré lokalni minimum.

6.2 Absolutni extrémy

Definice 6.4. Nechf f : R" — R, M C D(f). Rekneme, Ze bod x* € M je
bodem absolutniho minima (maxima) funkce f na M, jestlize f(x*) < f(x)
(f(x*) = f(x)) pro kazdé x € M. Jsou-li nerovnosti pro x # x* ostré, mlu-
vime o ostrych absolutnich extrémech. Misto terminu absolutni extrém se Casto
pouZivé pojem globdlni extrém.

Pfipomenime, Ze spojitd funkce jedné proménné na uzavieném a ohrani¢eném
intervalu nabyva své nejvétsi a nejmensi hodnoty bud v bodé lokélniho extrému
leZicim uvnitf intervalu, nebo v jednom z krajnich bodt. Pro funkce vice promén-
nych je situace podobna.

Véta 6.5. Necht M C R”" je kompaktni mnoZina (tj. uzaviend a ohraniCena)
a funkce f : M — R je spojita na M. Pak f nabyva svych absolutnich extrému
bud v bodech lokdlniho extrému leZicich uvnitf M, nebo v nékterém hrani¢nim
bodé.

Diikaz. Tvrzeni o existenci absolutnich extrémi plyne ihned z Weierstrassovy véty
(Veéta 2.10). Zbyvajici tvrzeni je trividlni, nebot bod absolutniho extrému, ktery
neni hrani¢nim bodem (tj. je vnitinim bodem M), musi byt i lokdlnim extrémem.

d

Ptedchozi véta ddva prakticky ndvod jak hledat absolutni extrémy diferenco-
vatelnych funkci (s takovymi se v praktickych situacich setkdvame nejcastéji) na
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kompaktnich mnoZindch. Najdeme staciondrni body leZici uvnitf mnoZiny a pak
vySetiime danou funkci na hranici mnoZiny. Vysetieni funkce na hranici mnoZziny
M C R" je obecné pomérné sloZity problém a pojedndvéd o ném devitd kapitola.
Pro funkce dvou proménnych je vSak situace pomérné jednoduchd. V tomto pii-

cr Mz

padé jsou velmi Casto hranice nebo jeji Casti tvofeny grafy funkci jedné proménné.
Vysetfit funkci na hranici pak znamend dosadit rovnici kfivky, ktera tvofi ¢4st hra-
nice, do funkce, jejiz extrémy hleddme, a vySetfovat extrémy vzniklé funkce jedné

proménné. Tento postup je nejlépe srozumitelny na nasledujicich pfikladech.

Priklad 6.6. i) UrCete nejmensi a nejvétsi hodnotu funkce z = f(x, y) = xy —
— x2 — y? + x + y v trojtihelniku tvofeném soufadnymi osami a te¢nou ke grafu
funkce y = £ v bodg [2, 2].

Reseni. Nejprve uréeme rovnici teény ke grafu funkce y = 2. Plati y = —3,

X X
tj. rovnice te€ny je y — 2 = —%(x — 2) = —x + 2. Tedy mnoZinou M, na nizZ
hledame absolutni extrémy, je mnoZina

M={x,yleR*: x>0,y>0,y <4—x}.
Urcime stacionarni body funkce z
szy—2x+1=0, Zy=x—2y+1=0,

odkud dostdvame staciondrni bod [x, y] =[1, 1] € M.
Nyni vySetfeme funkci f na hranici mnoZiny M, kterd se skldd4 z dsecek

Ly=0,x€[0,4] II.x=0,y€e[0,4] Il.y=4-—x,x €]0,4].

I.y =0, x € [0, 4]. Dosazenim dostdvdme u = f(x,0) = —x? + x a hleddme
absolutni extrémy této funkce jedné proménné pro x € [0, 4]. Plati u'(x) = —2x +
+1=0, odtud x = % Funk¢ni hodnoty ve staciondrnim bod¢ a v krajnich bodech
intervalu jsou u(3) = 1, u(0) = 0, u(4) = 12.

II. x =0, y € [0, 4]. Dosazenim dostdvdme v = f(0, y) = —y> + y a stejné
jako v &dsti 1v(0) =0, v(4) = —12, v(}) = 1.

IlIl.y =4 — x, x € [0,4]. Dosazenim dostdvime w = f(x,4 — x) = x(4 —
—x)—x>— (@4 —y)?+x+4—x=-3x>+12x — 12. Plati w'(x) = —6x + 12 = 0,
odtud x =2, w(2) = 0. V krajnich bodech w(0) = —12, w(4) = —12.

Porovnanim funkcnich hodnot funkce f na hranici (tj. hodnot funkci u, v, w
v jejich staciondrnich bodech a v krajnich bodech intervalt, kde tyto funkce vyset-
fujeme) s funkéni hodnotou funkce f v jediném staciondrnim bodé [1, 1] vidime,
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Smin=—12pro [x, y] =[0,4] a[x, y] =[4,0],
Jmax =1 pro[x, y] =11, 1].

Zévé€rem poznamenejme, Ze algebraické udpravy spojené s vyjddienim
funkce f na hranici byvaji nejcastéj$im zdrojem numerickych chyb. Mdame vSak
k dispozici pomérné dobrou pribéznou kontrolu. V bod¢ [x, y] = [4, 0] se stykaji
Casti hranice I a III, a tedy funkce u z I musi pro x = 4 nabyvat stejné funkéni
hodnoty jako funkce w z Il v x = 4. V naSem pripadé je u(4) = —12 = w(4).
Podobné v bodé [0, 0] se stykaji ¢4sti I a II a v bod¢ [0, 4] ¢asti II a III. Také
v téchto bodech pribézna kontrola vychazi, nebot u(0) = 0 = v(0) a w(0) =
= v(4) = —12. Doporucujeme Ctendfi tuto kontrolu vzdy provést, nebot znacné
minimalizuje moZnost §ifeni numerické chyby ve vypoctu.

ii) Ur&ete nejmensi a nejvétsi hodnotu funkce z = (2x2 +3 yz)e_"z_y * na mno-
7ing M = {[x, y] e R? : x> + y? < 4}.

Reseni. Nejprve uréime stacionarni body leZici uvnitf mnoziny M, kterou je kruh
o poloméru 2. Vypocteme parcidlni derivace

zy =xe " 2026 +3yYe Y = —2xe 7 262 43y - 2],

2y =6y —2y(2x2 +3yH)e ™ = —2ye ™ [247 +3) — 3]

a poloZime je rovny nule:

Odtud dostdvdme 4 moZnosti:
A)x=0=y = f(0,0)=0.
B)x=0, 3y?=3 = y==£I, f(0,£1)=3e"".
O)y=0, 2x?=2 = x =1, f(£1,0) =2
D) 2x% +3y? — 2 =0a2x% +3y?> — 3 = 0 — tento systém nem4 feseni.

Nyni vySetfeme funkci f na hranici mnoZiny M. Tu si rozd€lime na dvé ¢asti,
horni a dolni ptlkruZnici.
Ly=+v4—x2, xe[-2,2l,u=f(x,vV4—x2) = 2x*+3(4 —x?))e* = (12—
— x?2)e*. Najdeme nejvétsi a nejmensi hodnotu funkce u na intervalu [—2, 2].
Téchto extremdlnich hodnot je dosazeno bud v lokdlnim extrému uvnitf intervalu
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[—2, 2], nebo v nékterém z krajnich bodi x = £2. Plati ' = —2xe™* = 0 =
= x =0.0dtud u(0) = e, u(£2) = 8¢+

Iy = —v/4—x2, x € [-2,2]. Zde je situace zcela stejnd jako pro I, nebot
fx,=y) = flx,y).

Porovnanim vsech vypoctenych hodnot vidime, Ze

fmax = 3e7!, pro[x, y] = [0, £1],
Smin =0, pro [x, y] = [0, 0].

Graf vySetfované funkce je zndzornén na obr. 14.13 a 14.14; zde lze ovéfit, Ze
vSechny staciondrni body lezi uvnitf kruhu M.

ii1) Je dén drat délky [, tento drét je rozdélen na tfi ¢4sti. Z jedné je vytvoren
kruh, z druhé ¢tverec a ze zbylé rovnostranny trojihelnik. Urcete délky jednot-
livych casti tak, aby plocha omezend témito obrazci byla minimalni, resp. maxi-
malni.
Reseni. Oznaéime-li x délku strany &tverce, y polomér kruhu a z délku strany
trojuhelnika, plati 4x + 2wy + 3z = [, odtud z = @. Pro soucet obsahti
¢tverce, kruhu a trojihelnika plati

V3

P=x2+ny2+Tz2:x2+Tcy2+ (I —4x —2my)?

1
123
a hleddme absolutni extrémy této funkce na mnoziné M = {[x, y] : x,y >0, 4x+
+2ny <l}. Nejprve vypocteme parcidlni derivace a staciondrni body:

8 47
Px=2x——3(l—4x—2ny):0, Py =21y — ——

| —4x —271ty) =0.
124/3 12J§( y)

Odtud
_ I _ I
4+ 433 Y 8+ 27+ 643

a funk¢ni hodnota v tomto staciondrnim bodé je

X

12

Px,y)= ———.
(. 9) 4(4+n+3«/§)

Nyni vysetfeme funkci P na hranici mnoziny M.

I.y=0,x € [0, %], oznatme ¢(x) = P(x,0) = x2+12‘—ﬁ(1 —4x)2. Pak ¢(0) =
12

_ IN_ 2 _ 8 _ S _ 2
—m,w(z)—E,(P(X)—ZX—Wg(l—4x)—0,tJ-x—m,¢(x)—m-
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IL.x=0,y [0, 211] oznaéme ¥ (y) = P(0, y) = my* + 12[(! —27y)?. Plati
v (O )—W,w(ghg,lﬂyh% —327“3(1—23132):0 = y:m,
v = 4(%f+n)

Ly = 52, x € [0, %], oznaéme w(x) = P(x, 52) = x? + L (I — 4x)%
o0 =L o)=L o(x)=20-2(—-4x)=0 = x= 4L, a)(x) .

Porovndnim vSech vypoctenych hodnot zjistime, Ze nejvétsi obsah dostaneme,
jestliZe cely drat stoc¢ime do kruZnice, tj.

12

[
Prax = HPTO [x,y] = |:0, g],

a nejmensi obsah P, = P(x,y) = , jestliZe jej rozdélime takto:

12
4(4+m+3+/3)

4]
¢astna Ctverec...4x = ————
4+m+3Y3

S4stnakruh...2 nl
cast na un... z2ny= —mm3—,
Y 4+m+3/3

34/31
&dst na trojihelnik . . . 3z = L
4+ 1 +33

Na zavér této kapitoly si jeSté ukazme metodu, jak Ize feSit ulohy na absolutni
extrémy v nékterych specidlnich pfipadech, napf. umime-li sestrojit vrstevnice
funkce, jejiz extrémy hleddme, a pokud mnoZina, kde tyto extrémy hleddme, je
»dostatecné jednoducha®. Cely postup je nejlépe srozumitelny na pfikladech.

Priklad 6.7. i) Najdéte nejmensi a nejvétsi hodnotu funkce f(x,y) = x> — 4x +
+y? —4y+10namnoZing M : x> +y> < 1.

Reseni. Plati f(x,y) = (x—=2)2+(y—2)2+2. Protoze konstanta 2 nem4 vliv na to,
v kterém bodé¢ nastava absolutni minimum a maximum (ma vliv pouze na hodnotu
téchto extrémil), stacf najit absolutni extrémy funkce g(x, y) = (x —2)?+(y —2).
Tato funkce vSak udava druhou mocninu vzdalenosti bodu [x, y] od bodu [2, 2].
Ulohu proto miizeme preformulovat takto:

V jednotkovém kruhu najdéte bod, ktery je nejblize a nejdale od bodu [2, 2].

Geometricky je nyni feSeni dlohy zfejmé. Sestrojime pﬁ’mku y = x spojujici
pocatek s bodem [2, 2]. Priseciky této pfimky s kruznici x> + y? = 1 jsou feSenim
nadi dlohy, tj. 2x> = 1, odkud x = :I:T Minimum nastédvd v bodé [T f]
a maximum v bodé [—%, —%] a extremalni hodnoty jsou fi, = 11 — 44/2,
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fmax = 11 +44/2. V§imnéme si také, Ze prise¢iky piimky y = x s jednotkovou
kruZnici jsou body, kde jednotkova kruZnice a vrstevnice funkce f — soustfedné
kruZnice se stfedem [2, 2] — maji spolecnou tenu.

ii) Najdéte nejmensi a nejvetsi hodnotu funkce f(x, y) = x — y na mnoZiné
M: x%+ y2 <1.

x—y=\/§

obr. 6.2 obr. 6.3

Reseni. Vrstevnice funkce f jsou piimky na¢rtnuté na obrazku 6.2. Nutnou pod-
minkou (a zde i dostatenou) pro to, aby hodnota ¢ € R byla hodnotou absolut-
niho maxima, resp. minima funkce f je, Ze pfimka x —y = ¢ je te¢nou ke kruZnici
x2 +y? = 1. Vskutku, pokud pfimka x — y = ¢ kruZnici protne, znamen4 to, Ze
pro ¢ dostatecné blizkd ¢ protne kruZnici i pfimka x — y = ¢. To vSak znamen,
Ze funkce x — y nabyvad na M hodnot jak vétSich nez ¢ (pro ¢ > c), tak menSich
nez ¢ (pro ¢ < c). Jestlize pfimka x — y = ¢ kruZnici viibec neprotne, znamena to,
Ze tyto body nelezi v M, a tedy nepripadaji v ivahu. Zbyva tedy pouze moznost,
7e pfimka x — y = ¢ je teCnou.

Z obrazku je nyni zfejmé, Ze maximum nastane v bode [%, —%2], jeho hod-

nota je /2, a minimum je v bodé [—%, %],jeho hodnota je —v/2.

iii) Najdéte nejmensi a nejvétsi hodnotu funkce f(x,y) = xy na mnoZiné
M: |x|+]|y| <1
Reseni. MnoZina M a vrstevnice funkce f jsou naértnuty na obrazku 6.3 (vrstevni-
cemi jsou grafy funkci xy = ¢, tj. rovnoosé€ hyperboly y = £). Stejnou tivahou jako
v predchozim ptikladu zjistime, Ze funkce nabyva absolutniho maxima fp.x = i
v bodech [j:%, j:%] a absolutnitho minima f;, = —i v bodech [+1, :F%]-
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B
Cviceni g

=

6.1. Najdéte lokalni extrémy funkeci:

a) z=x2+y2—xy—2x+y f) z=x—2y+In\/x?+y>+3arctg
b) z=xy@4 —x—y) g z=yvi+x+xl+y

c) z=4(x —y) —x*—y? h) u=x3+y?+72+12xy +2z
d)z:xy+5x—0+2)—fJ i)”:x+§+§+%’x’y’Z>0

e) z=x*+xy+y>—Inx —Iny j)z=x2+xy+y2+£+§

k) u=xyz(12—x — 2y — 3z2)
D u=x1x§-...-x,’f(1—xl—2x2—---—nxn),xl,xl,...,x,, >0

m) u=x +2+8 4.4 Ty 2 5y, >0
X1 X2 Xp—1 Xn

6.2. Udejte piiklad funkce f : R? — R? splitujici uvedené podminky:
a) fi(1,1)=0= f,(1, 1), ale vbodé [1, 1] nenastdvd lokaln{ extrém;

b) f ma v bod¢ [0, 1] ostré lokdlni minimum a v bodé [1, 0] ostré lokalni maxi-
mum;

¢) f mavbode[—1, 0] ostré lokdlni minimum, v bod¢ [0, 0] sedlo a v bodé [1, 0]
ostré lokalni maximum.

6.3. Pomoci vrstevnic funkce f urcete jeji nejmensi a nejvetsi hodnotu na mno-
Ziné M:

a) fx,y)=x+y,M: [x| <1, [yl <1

b) fx,y)=x>—=2x+y>—2y+3,M: x>0,y>0,x+y<1
o) fO,y)=lx|+[y,M: x=1)>+(y—1)><1

d) f(x,y,20)=x+y+z, M:x*?+y2<1,0<z<1

e) fx,v,2)=x>+y L, M :x>+y*+72 <1
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6.4. Urcete nejmens{ a nejvetsi hodnotu funkce f na mnoZiné M:

a) f(x,y)=x>+2xy+2y>—3x — 5y, M je trojihelnik uréeny body A = [0, 2],
B = [37 0]7 C= [09 _1]

b) f(x,y)=x>+y?+3xy+2, M je omezend grafy funkci y = [x|ay =2

¢) f(x,y) =x>+y?>—xy —x —y, M je trojthelnik uréeny body A = [—1, 0],
B =1[1,2],C=13,0]

d) fe,y)=x*+y>—xy—2,M={lx,yl: x*+y* <1, y>|x| -1}
e) f(x,y)=2x>+4y’na M : {[x,y]: x>+y*> <9}

f) f(x,y)=x>+y>—2x+2y+2naM={x>+y> <1}.

6.5. Urcete absolutni extrémy funkce f na mnoZiné M:

a) f(x,y)=sinxsinysinx+y),M: 0<x,y<m

b) flx,y)=x>—xy+y’ , M: |x|+]yl <1

©) f(x,y,2)=x+2y+3z, M: x*+y* <z <1

— X1X2...Xn .
d) flxg,...,x,) = TN IEEA IR, M: a<x,....x, <b,0<a<b

(tzv. Huyghensova' dloha), nejprve feste dlohu pro n = 2.

*

Vécnym zdzrakem svéta je jeho pochopitelnost. . .
To, Ze je svét pochopitelny, je zdzrak. (A. Einstein)

*

! Christian Huyghens (1629-1695), nizozemsky matematik a fyzik






Kapitola 7

Zobrazeni mezi prostory
vySSich dimenzi

V této kapitole vyuZijeme vysledki predchdzejicich ¢asti ke studiu vlastnosti zobra-
zeni mezi prostory vySSich dimenzi. Vysledky, které zde odvodime, hraji duleZitou roli
mj. v teorii integralu funkci vice proménnych, a to pfi dikazu véty o substituci ve vice-
rozmérném integralu, viz [R-].

7.1 Zobrazeniz R? do R?

Definice 7.1. Necht jsou ddny funkce f, g dvou proménnych a D = D(f) N D(g).
Dile nechf zobrazeni F : D — R? je ddno piedpisem

[x. y] = [£(x. y). g(x. ).

Pak fekneme, Ze zobrazeni F je urceno funkcemi f, g, tyto funkce nazyvame sloZky
nebo také souradnicové funkce zobrazeni F a piSeme F = {f, g}.

Priklad 7.1. Vypiste slozky zobrazen{ pro stejnolehlost se stfedem v pocatku soustavy
soufadnic, otoCeni o thel ¢ a pro kruhovou inverzi uréenou jednotkovou kruZnici.

Reseni. i) Stejnolehlost se stiedem v pocdtku. Je-li k koeficient stejnolehlosti, pak

[x, y] |i> [kx, ky].

i) Otoceni o iihel ¢ € [0, ] v kladném smyslu. Pro odchylku v dvou piimek pro-
chazejicich pocatkem a bodem [x1, y1], resp. [x2, y2] plati

|x1x2 + y1y2|

[2, 2/ 2, 2
XYyt

cosyr =
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(kosinus dhlu je roven podilu skaldrniho soucinu a soucinu velikosti vektort urcenych
pocatkem a body [x1, y1], resp. [x2, y2]). Proto zobrazeni F, které bodu [x, y] pfifadi bod
otocenim o thel ¢ kolem pocétku v kladném smyslu (tj. proti sméru otdceni hodinovych
rucicek), je tvaru

[x, y] LN [x cosep — ysing, x sing + y cos ¢].

iii) Kruhovd inverze urcend jednotkovou kruznici. Pfi tomto zobrazeni je bodu [x, y]
prifazen bod [u, v] leZici na polopifimce urcené pocatkem a bodem [x, y] s vlastnosti, Ze
soucin vzdalenosti bodi [x, y] a [u, v] od pocatku je roven 1. ProtoZe [x, y] a [u, v] leZi
na stejné polopiimce, existuje redlné o > 0 takové, Ze u = ax, v = ay. Z podminky na
vzdalenost bodii [x, y] [u, v] od po&itku dostdavame /x2 + y2v/u? + v2 =a(x2+y?) =1,
odtud & = (x? + y?)~!. Toto zobrazeni je proto tvaru

F X y

X,y — [5——, ——=1].
R e e e ]

Priklad 7.2. Zobrazeni mnoziny komplexnich ¢isel do sebe 1ze chdpat také jako zobra-
zeni z R? do R2. Napiiklad zobrazent, které komplexnimu &islu z = x + iy piifadi jeho
druhou mocninu 72, definuje zobrazeni

F
[x, y] > [x* — y2, 2xy],

nebot z2 = (x +iy)> = x% — y% + 2ixy.

Definice 7.2. Rekneme, 7e zobrazeni F = { f, g} z R? do R? je spojité v bodé [xg, yol,
jsou-li funkce f, g spojité v [xo, yol-

Rekneme, 7e F je diferencovatelné v bodé [xg, yol, jestlize kazda z funkci f, g je dife-
rencovatelnd v bod€ [xg, yo]. Zobrazeni d F (xq, yo) : R2 — R? dané predpisem

[, k15 [df (x0. yo) (k. k). dg(xoy0) (. k)] =
= [fx (x0, Yo)h + fy(x0, o)k, gx (x0, Yo)h + gy(x0, yo)k]

nazyvame diferencidl zobrazeni F v bod€ [xo, yo] a znacime d F (xo, yo)

Podle této definice je tedy diferencidl zobrazeni F linedrni zobrazeni z R? do R?.
ProtoZe z linedrn{ algebry vime, Ze kazdé linedrni zobrazeni mezi kone¢né dimenziondl-
nimi prostory 1ze reprezentovat vhodnou matici, dostdvame se k ndsledujici definici.
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Definice 7.3. Nechf zobrazeni F = {f, g} z R?> do R? je diferencovatelné v bodé
[x0, yol. Matici typu 2 x 2

) _{ fx(x0,y0)  fy(xo0, Yo)
F(xo’yO)_<gx(XO,yo) gy(XO,)’o)) @.1)

nazyvame Jacobiho matice zobrazeni F v bodé [x¢, yo], determinant této matice nazy-
vame jacobidn zobrazeni F' v bodé [xg, yo].

Nejprve odvodime vzorec pro diferencidl slozeného zobrazeni. Je zcela analogicky
vztahu pro derivaci slozené funkce jedné proménné, staci ,,zapomenout™, Ze misto zobra-
zeni mezi jednodimenziondlnimi prostory se jedna o vicerozmérnd zobrazeni.

Véta 7.1. Necht F = {f1, f»}, G = {g1, g2} jsou zobrazeni z R? do RZ. Pak pro Jacobiho!
matici sloZzeného zobrazeni H = F o G plati

H' (x,y) = F'(u,v)G'(x, ), (7.2)

kde [u,v] = G(x,y), tj. u = g1(x,y), v = ga(x,y). Pro jejich jacobidny dostdvame
det H'(x, y) = det F'(u, v) det G'(x, y).

Diikaz. Necht hy, h; jsou soufadnicové funkce zobrazeni H, tj.

hi(x,y) = fi(g1(x,y), g2(x, ), ha(x,y) = f2(g1(x, y), g2(x, ¥)). (7.3)

Aplikaci Véty 5.1 dostdvame

9
ahl(x’)’) —fl(u v) gl(x y)+—f1(u v) gz(x y) (7.4)

a podle Definice 7.3

/ %(u,v) %(u,v) ) ag' L (x, y) agl 3 (6 ))
Fu,v=1\, af Gy =1,
fz(u V) %(u,v) “2(x,y) a—y(x,y)

Vynésobime-li tyto dvé matice, vidime, Ze prvek nachdzejici se vlevo nahote je pravé
roven %(x, ¥), kde h; je déno v (7.3). Stejnym zplisobem ovéfime, Ze i ostatni prvky
soudinu matic F’-G’ jsou totoZné s vyrazy pro prvky matice H ziskané pomoci (7.2), ¢imZ
je rovnost (7.2) dokdzana. Vzorec pro jacobidny plyne z faktu, Ze determinant soucinu
dvou matic je roven soucinu determinant. U

V diferencidlnim poctu funkci jedné proménné jsme vySetfovali lokdlni vlastnosti
funkce (tj. v okoli daného bodu) pomoci derivace funkce v tomto bodé (coz je pro

Lcarl Jacobi (1804-1851), némecky matematik
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funkci jedné proménné v podstaté ekvivalentni diferencidlu této funkce, nebot funkce
f R — R je v néjakém bod¢ diferencovatelnd, pravé kdyz zde existuje konecnd de-
rivace f’). Podobné budeme postupovat v piipadé zobrazeni mezi prostory vyssich di-
menzi.

Véta 7.2. Predpoklddejme, Ze slozky zobrazeni F = {f, g} : R?> — R? maji v bod&
[x0, Yol spojité parcidlni derivace prvniho fddu a Jacobiho matice F’(xq, o) je reguldrni,
tj. det F/(xg, yo) # 0. Pak existuje okoli U bodu [xg, yol, v némz je zobrazeni F prosté,
a pro Jacobiho matici inverzniho zobrazeni F~! v bod& [ug, vo] = F (xo, yo) plati

(F~1Y (o, vo) = [F'(x0, y0)] - (7.5)

Diikaz. Tvrzeni zde nebudeme dokazovat se v§emi podrobnostmi (detailni diikaz je pro-
veden v [R]). ZdGraznéme zde pouze hlavni myslenku diikazu. Diferencial d F (xg, yo)
zobrazeni F : R? — R? je nejlepsi linedrn{ aproximace F v okoli bodu [xo, yo]. Je-li zob-
razeni d F (xg, yo) prosté — to nastane, pravé kdy?Z je jeho matice F’(xq, yo) reguldrni — je
v jistém okoli bodu [xg, yo] prosté i samo zobrazeni F.

Vztah (7.5) dokdZeme takto: Z definice inverzniho zobrazeni je F~'(F(x,y)) =
= [x, y]. PoloZme [u, v] = F(x, y). Ze vztahu pro Jacobiho matici sloZeného zobrazeni
plyne (F~1Y(u, v) F'(x, y) = E — jednotkova matice (nebot Jacobiho matice identického
zobrazeni je jednotkova matice) a odtud (F~1) (u, v) = [F'(x, y)]~ L. O

Piiklad 7.3. i) Rozhodnéte, zda zobrazeni F = {f, g} : R? — R? se soufadnicovymi
funkcemi f(x,y) = xy, g(x,y) = )‘—‘ je prosté v okoli bodu [x, y] = [2, 1]. Pokud ano,
urlete Jacobiho matici inverzniho zobrazeni v bodé [u, v] = F(2, 1).

Reseni. Jacobiho matice zobrazeni F je

/ _ Sx(x,y) fy(xvy) (Y X
Flon= (gx(x,y) gy(x,y)) - (% —ﬁ)

aprobod [x, y] =[2, 1] jedet F'(2, 1) = —4, tedy F je prosté v jistém okoli bodu [2, 1].
Pro Jacobiho matici inverzniho zobrazeni F~1 v bod& [2,2] = F (2, 1) plati

-1
(F‘l)/<2,2)=[F/(2,1)1—1=({ _22> =<% 21)~

7 g

ii) Urlete Jacobiho matici zobrazeni F : R* — RZ, které je slozenim kruhové in-

verze, jejiz fidici kruZnice je jednotkovd, a otoCenf o thel 7 v kladném smyslu, pficemz
nejprve se provadi kruhovd inverze.

ReSeni. Kruhovd inverze prifadi bodu [x, y] bod [xzf_j, )#’yz] a otoCeni o thel % v klad-
ném smyslu prifadi bodu [x, y] bod [—y, x], viz ptiklad 7.1. SloZené zobrazeni tedy pfi-
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fadi bodu [x, y] bod [_x%yu_y” )ﬁyz]. Jacobiho matice tohoto zobrazeni je

Kl <_L> 8 (_L) 2xy y2—x?
9 232 dy 22 24y2)2 212)2
F/(x, y) = X X“+y y X5ty — (x2+) 2) (x=+y=)

K2 x Kl x yo—x __2xy
dx \ x24y2 dy \ x2+y2 (x24y2)2 (x2+y2)2

Poznamka 7.1. i) Jacobiho matici inverzniho zobrazeni v Piikladu 7.3, ¢ast i) miZeme
vypocist také pfimo — prostfednictvim explicitniho vyjadfeni inverzniho zobrazeni k F.
Vypocteme-li z rovnic u = xy, v = % proménné x a y pomoci u a v, dostdvame

x:i\/ﬁ,y:i\/gv
v

a vzhledem k tomu, Ze hleddame inverzni zobrazeni v okoli bodu [1, 1], bereme v obou
rovnicich +. Pak

il 9 L
— a X X 2 2
(F ‘)/(u,v)=(%‘y i )= I
du 2/uv 24 3

Dosadime-li sem [u, v] = F(2, 1) = [2, 2], dostdvame vskutku stejny vysledek jako v Pri-
kladu 7.3.

ii) Ze skute¢nosti, Ze det F’(xg, yo) = O pro n&jaké zobrazeni F : R> — R? jeité
neplyne, Ze F neni prosté v okoli bodu [xg, yol, tj. podminka det F”(xo, yo) # O je pouze
dostatecnd, nikoliv nutnd pro to, aby zobrazeni F bylo prosté v okoli bodu [x¢, yo]. Na-
ptiklad zobrazeni F dané predpisem

v, y] > [, ]

zobrazuje prosté R? na R?, prestoZe det F/(0, 0) = 0.

7.2 Zobrazeniz R" do R™

o3

Pro zobrazeni mezi prostory dimenz{ vyssich nez dvé je situace zcela analogicka. Jsou-li
n,meNa fi,..., fu : R" = R, pak pfifazeni

[xl,...,xn]ri> [fixt, .oy xn),sevoey fn (X1 ooy x0)]

definuje zobrazeni F : R" — R™. Funkce f1, ..., fi se nazyvaji sloZky nebo sourad-
nicové funkce zobrazeni F. Jsou-li vSechny slozky spojité v bodé x*, fekneme, Ze F je
spojité v bodé x*. Jsou-li fi, ..., f, diferencovatelné v bodé x* € R", fekneme, Ze zob-
razeni F je diferencovatelné v bod€ x*. Jeho diferencidl d F (x*) definujeme jako linedrni
zobrazeni z R"” do R” dané predpisem

h= e ] V5 A G, . dfn (Y (D)),
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kde dfi1(x*), ..., dfn(x*) jsou diferencidly soufadnicovych funkci v bodé x*, tj.
0k
dfe () (h) = dfi () (R, ... hy) =Y = ().
0x;

i=1 !

Matice tohoto linearniho zobrazeni (je to matice typu m x n)

My o e
F'(x*) = : : (7.6)
Poery o o

se nazyva Jacobiho matice nebo také derivace zobrazeni F a v pfipadé n = m se jeji
determinant nazyva jacobidn zobrazeni F v bodé x*. V nékteré starsi literatufe se jacobidn
znaci
D(fi.-... fa) O(f1s -5 Jn)
———— (") nebo —m——

D(1e %) 0oy

Véta 7.3. Nechf zobrazeni G : R" — R™ je diferencovatelné v bodé x* € R" a zob-
razeni F : R" — RFK je diferencovatelné v bodé y* = G(x*). Pak slozené zobrazen{
H = F o G : R" — Rk je diferencovatelné v bod& x* a platf

H'(x™) = F'(y")G'(x*) = F/(G(x™)G'(x). (1.7)

Je-lin = m a detG'(x*) # 0, existuje okoli bodu x*, v némZ je zobrazeni G prosté,
tj. existuje zde inverzni zobrazeni G~! a pro jeho Jacobiho matici v bodé y* = G (x*)
plati

GYO" =16 (7.8)

Poznamka 7.2. Vzorce (7.7) a (7.8) pro Jacobiho matici sloZzeného zobrazeni a Jacobiho
matici inverzniho zobrazeni jsou formdln€ zcela stejné jako vzorce pro derivaci sloZzené
a inverzni funkce jedné proménné, zde vSak musime davat pozor na pofadi obou Ciniteld,
nebot ndsobeni matic neni komutativni operace. Matice F' je typu k x m, G’ je typum x n,
néasobeni téchto matic je tedy mozné pouze v poradi uvedeném v (7.7) (tfmto zptisobem
se také poradi ¢initeld nejlépe pamatuje).

Priklad 7.4. Vypoctéte Jacobiho matici zobrazeni F : R3 — R3, které bodu [x, v, 7]
prifadi jeho sférické soufadnice

242
[x,y,z] N [\/x2+y2+z2,arcth,arctg—y].
x

Z
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Reseni. Podle (7.6) plati

Vi Bl eyie a2y
ad Y d Y il Y
!/ —_ Z —_— PA —_ P
F(x,y,2)= ax arctg X dy arctg X 0z arctg X =
202 2412 202
) x2+y ) x2+y ) x2+y
ox arctg ———— 3y arctg ~— 57 arctg =—
N S -y .z
N x2y2ez? x24y2ez2 N x2y2iz?
i X
= 2z 22 0
Xz vz _ A/ )62+y2
(2024220 /2202 (12+y2422) /a2 4y? (x2+y2+72)

ii) Jak jsme jiZ poznamenali v Pfikladu 7.2, zobrazen{ F : C — C mnoZiny komplex-
nich &isel do sebe miZzeme chapat jako zobrazeni z R? do R?, které komplexnimu &islu
z = x + iy pritadi ¢islo F(z) = f(x, y) +ig(x, y), kde f, g jsou redlné funkce dvou pro-
ménnych. Podobné jako v redlném oboru definujeme derivaci komplexni funkce F v Cisle

Z0 = X0 + iyo vztahem

F'(zo) = lim F(z) = F(z0)
=20 7 —20 ’

pricemz limita komplexni funkce v tomto vztahu se chape zcela analogicky jako v redlném
oboru a znamen4, Ze ke kazdému ¢ > 0 existuje § > 0 takové, Ze pro vSechna z spliujici
0 < |z — z0| < é plati

F(z) — F(z0)
7—20

— F'(z0)| < &.

Dokazte toto tvrzeni: Necht funkce f, g jsou diferencovatelné v bod€ [xg, yp]. Pak kom-
plexni funkce F md v bod€ zo = x¢ + iyo derivaci, pravé kdyZ plati tzv. Cauchyovy-
-Riemannovy' podminky

af ag af g
—(x0, yo) = — (x0, ¥0), = (X0, Y0) = ——(x0, y0)-
dax dy ay ax

1Augustin Louis Cauchy (1789-1857), francouzsky matematik, Bernhard Riemann (1826 az
1866), némecky matematik, oba jsou povazovani za spolutviirce moderni matematiky.
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Reseni. Oznatme F'(zg) = A+i B. Z diferencovatelnosti funkei f, g vbodé [xg, yo] plyne

. F(2) — F(zo0)
m —2 -

0= 11 — F/(Zo) =
=20 Z—20
~ lim f(x»y)+lg(x,y)—[f.(xoay0)+lg(XO,y0)] C(A+iB) =
(x, )= (x0.0) (x —x0) +i(y — yo)
_ lim f(x,y)—J‘(xo,yo)—z‘\(x—XO)+B(y—yo)+
(. 3)— (x0,30) (x —x0) +i(y — yo)
. . g(x,y) — g(x0, yo0) — B(x — x0) — A(y — yo) _
+i lim - =
(x,y)—(x0,Y0) (x —x0) +i(y — yo)
_ (fx(x0, ¥0) — A)(x —XO)+(fy(XO,yo)+B)(y—yo)+
(x, )= (x0,50) V& —x0)2+ (y — y0)?
" (8x(x0, y0) — B)(x — x0) + (8y(x0, y0) — A)(¥y — Yo)
(x,3)=>(x0.50) \/(x —x0)2 + (y — yo)? .

Odtud f (x0, yo) = A = gy(x0, yo), fy(x0, yo) = —B = —gx(x0, y0).

7.3 Diferencialni operatory matematické fyziky

V odstavci 4.1 jsme uvedli, Ze ve fyzikdlni terminologii a také v nékterych odvétvich
matematiky, napf. v numerickych metodach, se vektor parcidlnich derivaci f’ funkce f
nazyva gradient funkce a znaci se grad f.

Zobrazeni F : R3 — R3 se ve fyzikélni terminologii nazyva vektorové pole. Lze
je chépat jako zobrazeni, které bodu o soufadnicich [x, y, z] pfifadi vektor s pocatecnim
bodem v pocatku a koncovym bodem

F(x,y,2)=[P(x,y,2), Q(x,y,2), R(x,y,2)],

kde P, Q, R jsou soufadnicové funkce. DuleZitymi fyzikalnimi charakteristikami vekto-
rovych poli jsou tzv. divergence vektorového pole

div F(x,z,y) = Py(x,y,2) + Oy(x,y,2) + R;(x, y,2)
a rotace vektorového pole

rot F(x,z,y) =[Ry(x,y,2) — Q:(x, y,2),
PZ()C, Yy, Z) - Rx(xv Y, Z)» QX(X, Y, Z) - P}‘(-xf Y, Z)]

(tedy divergence je skaldrni velicina a rotace je vektorova velicina).

Priklad 7.5. Vypoctéte divergenci a rotaci gravitacniho pole vytvorené hmotnym bodem
0 jednotkové hmotnosti umisténym v pocatku soufadné soustavy.
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Reseni. Z fyziky je znamo, 7e dva hmotné body o hmotnostech my, m, se navzdjem
pfitahujf silou, jejiz velikost je |F| = =772, kde k = 6,67 - 10~ Nm?/kg? je New-
tonova gravitaéni konstanta a d je vzdilenost bodd. Bod [x, y, z] s jednotkovou hmot-
nosti bude pfitahovan do pocatku silou, jejiZ smér je opacny neZ smér vektoru s pocat-
kem v [0, 0, 0] a koncem v [x, y, z] a jehoZ velikost |F| je rovna k(x2 + y2 +z5)~L
Tedy F(x,y,z) = —a[x,y, z] a hodnotu skaldru « ur¢ime z podminky pro velikost F,

. ayx2+y2 + 22 =k (@x? +y? + 227 atedy o = k- (x% + y? +z2)_%. Odtud

F(x.y.2) = [P(r.y.2). Q. y. 9. R@x. 3. 2] =i [ =5, = 5. =5 |

kde r = \/x2 + y2 + z2. Nyni vypocteme vSechny parcidln{ derivace funkci P, Q, R po-
trebné k urceni div F arot F.

~ 1 3x2 ~ 1 3y2 ~ 1 322
PX—K _r_3+r_5 ,Qy—K _r_3+r_5 ,RZ—K _r_3+r_5 s

odtud snadno ovéfime, Ze pro [x, y, z] # [0, 0, 0] je div F = 0. Podobné vypocteme

3x 3x 3
P=QX=K_5y» PZ=RX=IC—SZ7 QZ=Ry=K¥’
r r r

atedyirot F =0.

Manipulace s diferencidlnimi vyrazy obsahujicimi operdtory rotace a divergence se
podstatné usnadiiuje zavedenim tzv. Hamiltonova nabla operitoru V.' Tento symbol je
formalné definovan jako vektorovy operator predpisem

a a9 9
V=l—,—.—]
(ax ay 82)

tj. jako operdtor, ktery funkci f : R3 — R pfifazuje vektorové pole

ore (22,9
“\ax oy’ az /)’

Toto je alternativni oznaceni pro vektorové pole f', které diferencovatelné funkci f piifa-
zuje jeji derivaci. Operator V lze s vyhodou pouzit i pri formalizaci operatori divergence
a rotace. UvaZujme nejprve piipad divergencniho operatoru. Formalné miZeme aplikaci
operatoru divergence na pole F zapsat takto:

divE = (V. F)=((& & &) (P.Q.R)) = o)
= 9P 30 4 Ok ’
X y z

lwilliam Rowan Hamilton (1805-1865), irsky matematik. Termin nabla operdtor byl zaveden
pfimo Hamiltonem, nabla oznacuje stary hudebni nastroj trojihelnikového tvaru.
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Podobné mtizeme formalizovat operator rotace rot pomoci vektorového soucinu takto:

R 0 P O0R 0 0P
rotF=VxF=<———Q,___’_Q__).

Pfipomerime, Ze vektorovy soucin # x v dvou vektord u = (uy, uz, u3), v = (vy, vz, v3)
je definovan jako vektor kolmy na linedrn{ prostor generovany dvojici vektort u, v, ori-
entovany podle pravidla pravé ruky, a délky

[l x vl| = {lul] - ]| sing,
kde ¢ je thel mezi vektory u, v. Konkrétng, soufadnice vektoru u x v jsou
U X v = (U203 — U3V, UpV] — ULV, UIV2 — VIUD).

Zejména jsou-li vektory u, v linedrn€ zavislé, pak u x v = 0. Proto pro sloZeni operatort
rotace a gradientu plati
rotgrad f =V xVf=0

pro libovolnou dostatecné hladkou funkci f. Podobné lze ukazat, Ze divrotF = 0 pro
libovolné dostate¢né hladké vektorové pole F'. Posledni identita plyne z faktu, Ze skalarn{
soudin (u, u x v) = 0, nebot vektor u x v je kolmy na kazdy z vektoru u, v. Proto

divrot F =(V,V x F) =0.

Obé vyse uvedené identity 1ze samozfejmé dokdzat i pfimym derivovanim, jejich ovéreni
timto zptisobem je vSak pracnéjsi.

Na zavér této kapitoly pfipomenime jeSté pojem Laplaceova operatoru A, ktery je
definovan pfedpisem

* 9% 9
@ + a—yz + a—Z2

Parcidlni diferencidlni rovnice Au = 0 se nazyva Laplaceova rovnice (viz zaver prvni ¢asti
Kapitoly 5) a jeji feSeni se nazyvaji harmonické funkce. Pomoci operdtoru V muiZeme
Laplacetv operator definovat takto:

. 2u  9*u  9%u
Au=divgradu = (V,Vu) = — + — + —.
9x2  9y? 972

Cviceni K

7.1. Rozhodnéte, zda zobrazeni F = {f, g} je prosté v okoli bodu [xg, yo]. Pokud ano,
urcete Jacobiho matici inverzniho zobrazeni v bod€ [ug, vo] = F (xo, Y0)-

a) f(x,y)=vx2+y2 gx,y) =xy, [xo, yl=1[0,1]
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b) f(x,y)=x3=3xy2, g(x,y) =y*+3x%y, [x0, yol =11, 1]
c) fx,y)=xY, glx,y) =%, [x0,y0l=11,1]

7.2. Urcete soufadnicové funkce a Jacobiho matici uvedenych zobrazeni:
a) Osova soumérnost podle pfimky p, jejiz rovnice je ax + by + ¢ = 0.
b) SloZeni osové soumérnosti podle pfimky y = x a projekce bodu na jednotkovou kruz-
nici (bodu [x, y] # [0, 0] je pfifazen bod na jednotkové kruznici, ktery je prisecikem
kruZnice s pfimkou uréenou poc¢atkem a bodem [x, y]).
¢) Bodu [x, y, z] € R? je piifazen bod leZici na rovniku kulové plochy se stfedem v po-
catku prochazejici bodem [x, y, z], pfiCemz pfifazeny bod lezi na stejném poledniku.
d) ,.Eliptickd inverze v R3*: Bodu [x, y, z] je pfifazen bod leZici na polopifmce uréené
pocatkem a bodem [x, y, z], pfiCemZ soucin vzdédlenosti vzoru a obrazu od pocitku je
2
roven vzdalenosti od pocatku priseciku jejich spojnice s elipsoidem Z—; + ;? + i—; =1.
7.3. Je dana dvojice diferencovatelnych funkci R(r, @), ®(r, ¢), kterd definuje funkci
F : C — C predpisem ' .
z=re'? > R(r, 9)e! 09,

VyuZitim vysledku Pfikladu 7.4 ii) urete nutnou podminku, aby F méla derivaci.
7.4. Dokazte nésleduji identity (bud pffimym derivovdnim, nebo pomoci operitoru V).
V téchto identitich f : R? - Ra F, G : R? — R3.

1. div(fF)=(F,grad f) + f div F,

2. rot(fF) = frotF + (grad f, F),

3. div(F x G) = (rot A, B) — (A, rot B),

4

. rot(rot F) = graddiv F — AF (vyraz AF je tfeba chépat jako aplikaci operdtoru A
na kaZdou z komponent vektorového pole F).

*

DuleZité je neprestat se ptdt. Zvédavost existuje z dobrého duvodu. Nelze neZ
Zasnout, rozvaZujeme-li o tajemstvich vécnosti, Zivota a vizasného uspordddni
véci vezdejsich. Staci, kdyZ? se clovék snaZi kaZdy den porozumeét alespori kousku
tohoto tajemstvi. Nikdy neztrdcejte zvédavost, tu posvdtnou vlastnost.

(A. Einstein)

*






Kapitola 8

Funkce zadana implicitné

Uvazujme tento problém: Necht F je funkce dvou proménnych a ozna¢me mno-
zinu (k¥ivku)

M ={[x,yl € D(F): F(x,y)=0}.

Napiiklad pro F(x, y) = x2 + y?> — 1 je kfivka M jednotkova kruZnice se stfedem
v pocétku.

Zvolme libovolny bod na kfivce M. Chceme vysetfit chovani kiivky v okoli
tohoto bodu, zejména urcit rovnici te€ny v tomto bodé a rozhodnout, zda kiivka
v okoli tohoto bodu lezi nad, nebo pod tecnou.

Jestlize kiivka M je pfimo grafem funkce jedné proménné y = f(x),
tj. F(x,y) =y — f(x) =0, problém snadno vyfesime vypoétem derivaci f’, f”.
Rovnéz v jednoduchych piipadech, jako je rovnice kruZnice, lze vyuZit metod
diferencidlniho poctu funkei jedné proménné, nebot z rovnice kruZznice miZeme
snadno spocitat y jako funkci proménné x. Je-li vSak rovnice kiivky kompliko-
vangj§i, napt. x3 + y3 — 2xy = 0, a chceme ur¢it rovnici teény ke kiivce uréené
touto rovnici v bodé€ [xg, yo] = [1, 1], pfedchozi postup selhdvd, protoZe z rovnice
kfivky nelze y rozumné spocitat.

V této kapitole ukdZeme, jak tuto nesndz obejit. Budeme se nejprve zabyvat

problémem, zda je kiivka M v okoli daného bodu totozna s grafem néjaké funkce
jedné proménné, a pokud ano, jak spocitat jeji derivace.

V prvnim odstavci je tento problém vyreSen pro funkci jedné proménné, v dru-
hém pro funkci n proménnych a v tfetim odstavci pro zobrazeni mezi prostory
vyssich dimenzi.
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8.1 Implicitné zadana funkce jedné proménné

Definice 8.1. Necht F je funkce dvou proménnych. Oznaéme M = {[x, y] €
€ D(F) : F(x,y) = 0} anecht F(xg, yo) = 0. Jestlize existuje okoli U =
={[x,y] € DF) : |x —xol < &,y — yo|l < 8} bodu [xg, yo] takové, Ze
mnoZina M N U je totoZznd s grafem funkce y = f(x), |x — xo| < §, fekneme,
ze funkce f je v okoli bodu [xg, yo] definovdna implicitné rovnici F(x, y) = 0.

Jinymi slovy, funkce y = f(x) je v okoli bodu [xo, yo] zaddna implicitng'
rovnici F(x,y) = 0, jestlize existuje § > O takové, ze F(x, f(x)) = 0 pro
x € (xg — 8, x9+9).

V piipadé rovnice kruZnice x> + y> — 1 = 0 z obrazku vidime, Ze v okoli
libovolného bodu Py # [£1, 0] této kruZnice je rovnici x+y2—-1=0 implicitné
zadédna funkce y = f(x) = £+4/1 — x2 (znaménko + bereme, leZi-li bod na horni
pulkruZnici, a znaménko —, je-li na dolnf pilkruznici).

A
yot+é

Yo

Yo —¢€

| | |
| | |
| | |
| | |
| L |

Y

o0 xg—38 x9 xp+§6 X

obr. 8.1

1Doslovn}’/ Cesky preklad slova implicitni je nerozvinuty, v né¢em obsaZeny.



Implicitné zadana funkce jedné proménné 119

Dale vidime, Ze v okoli bodl [£1, 0] neni rovnici zaddna Zadna funkce pro-
ménné x.
Jako jiny pfiklad uvazujme kfivky dané rovnicemi

F(x,y):
F(x,y):

Je vidét, Ze v libovolném okoli poc¢atku neni rovnici F'(x, y) = 0 urena implicitné
7adn4 funkce. Naopak v dostate¢né malém okoli kazdého jiného bodu téchto kii-
vek je rovnici F(x,y) = 0 definovana funkce y = f(x). V prvnim pripadé to
jsou funkce y = 4/x nebo y = —./x, podle toho, leZi-li bod v horni, nebo dolni
poloroviné uréené osou x, ve druhém piipadé y = x nebo y = —x, podle toho, na
které z dvojice piimek bod leZi.

V nasledujici Vété 8.1 je uvedena postacujici podminka pro existenci funkce
zadané implicitné v okoli daného bodu kiivky a ve VEté 8.2 zpiisob pro vypocet
jeji derivace.

x—y>=0 (parabola)
x2—y?=0 (dvojice pfimek y = +x)

Véta 8.1. Necht je funkce F spojitd na Ctverci R = {[x, y] € D(F):|x — xo| <
< a, |y — yo| < a} anecht F(xy, yo) = 0. Déle predpokladejme, Ze funkce F ma
spojitou parcidlni derivaci %F (x, y) v bodé [xg, yo] a plati %—f(xo, vo) # 0.

Pak existuje okoli bodu [xg, yo], v némZ je rovnosti F(x,y) = 0 implicitné
definovédna prave jedna funkce y = f(x), kterd je spojita.

Diikaz. Existenci implicitné zadané funkce dokdZeme pomoci Banachovy
véty o pevném bodu kontraktivniho zobrazeni v dplném metrickém prostoru,
viz [ ]. Necht ¢, § > 0 jsou redlnd Cisla, jejichZ pfesnou hodnotu uréime poz-
déji, a ozname I = [xg — &, x¢ + 6]. UvaZujme prostor funkci

P={geC(): glxo)=yo, |g(x)—yo| <eprox €I}

To znamend, Ze P je prostor spojitych funkci na I, jejichZ grafy prochézeji bodem
[x0, Yol alezi v §-& obdélniku kolem bodu [xy, yo]. Na P uvazujme metriku stejno-
mérné konvergence p(f, g) = max,es | f(x) —g(x)|. OznaCme d = Fy(xo, yo) # 0
a definujme na P zobrazeni T : P — C([) predpisem

F(x, g(x))
—

Najdeme-li pevny bod f € P zobrazeni T, je tento bod hledanou implicitné za-
danou funkci f. Vskutku, je-li f(x) = T(f)(x) = f(x) —d 'F(x, f(x)), je
d~'F(x, f(x)) = 0 pro x € I, coz podle Definice 8.1 znamen4, 7e funkce f je
implicitné zadana rovnosti F(x, y) = 0.

g(x) — g(x) —
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Urc¢ime nyni konstanty § a ¢ tak, aby zobrazeni T bylo kontrakci a zobrazovalo
prostor P do sebe (coZ jsou spolu s Gplnosti prostoru P predpoklady Banachovy
véty).

Necht f, g € P. Vyuzitim Lagrangeovy véty o stfedni hodnoté pro funkci F
dostavame

IT(HO)=T (@) =max |f(x)=d~ " F(x, f(x) = g() +d " F(x, g(x))| =

Fy(x, §)(f(x) — g()) Fy(x, §)
d

=[f(x) —gkx) - p

| =1f(x) — gl — l,
kde & = &(x) leZi mezi f(x) a g(x). ProtoZe funkce F) je spojitd v bod€ [x¢, yo]
a Fy(xo, yo) = d, existuji ¢, 8; > 0 takova, Ze |1 — d_le(x, V)| < % pro x €
€ (xo — 81, x0+61),y € (yo — &, y0+¢). Je-li § < &, pro takto zvolend ¢, §;
plati

Fv(x"i:)l 5
d

p(T(f), T(g) = max [f(x) — gl —
1 1
< 5 max [f(x) —gx)| = Ep(f, 8

tj. T je kontrakce s koeficientem kontrakce g = % Necht f € P. Pak T(f)
je spojita funkce a T(f)(xo) = f(xo) — d~"F(xo, f(x0)) = yo. Odtud plyne
existence &, > 0 tak, Ze pro x € (xg — 82, xo + &7) plati

IT(f)(x) = Yol < &.

PoloZzme § = min{é, §,}, pak pro takto urCend ¢, § je T kontraktivni zobra-
zeni P do sebe, coZ jsme potfebovali dokdzat. O

Poznamka 8.1. i) Uvédomme si, Ze rovnosti F(x, y) = 0 mlze byt v dostate¢né
velkém okoli bodu [x¢, yo] zaddna jedna Ci vice spojitych nebo nespojitych funkci.
Tuto skutecnost ilustruje nésledujici priklad.

Uvazujme rovnici y(y — 1) = 0. Touto rovnici je v okoli bodu [0, 0] urena
spojitd funkce y = 0 a kromé ni také nespojitd funkce

0, prox €@,
x(x) =
I, prox e R\ Q.
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ii) Podminka F), (xo, yo) # 0 je pouze dostateCnou, nikoliv nutnou podminkou pro
existenci implicitn& zadané funkce. V pfipadé rovnice y* — x = 0 je F,,(0,0) =
= 3y?|,=0 = 0, a presto je rovnici v okoli po¢dtku implicitné uréena funkce

y =X

-
>

%R

7
i
P Ax =)

obr. 8.2

iii) Na zaddavajici rovnici F(x, y) = 0 se miZeme divat také jako na rovnici de-
finujici funkci x = ¥ (y) proménné y. Snadno se vidi na zdkladé Vety 8.1, Ze
dostatecnou podminkou pro existenci takto implicitné zadané funkce x = ¥ (y)
v okoli b. [xg, Yo je Fx(xo, yo) # 0. Na obrdzku 8.2 je vidét, Ze rovnici x? + y? —
— 1 =0 je v okoli bodu [1, 0] implicitné uréena funkce x = ¥ (y) = /1 — y2.

Derivaci implicitn€ zadané funkce vypocteme podle nasledujici véty.

Véta 8.2. Necht jsou splnény predpoklady Véty 8.1 a funkce F md na R spojité
parcidlni derivace 1. fddu. Pak ma funkce f, kterd je implicitné urena v okoli
bodu [xg, yo] rovnici F(x, y) = 0, derivaci v bodé x, a plati

Fx(xO, yO)

S )= _Fy(xo, )

8.1)

Diikaz. Necht f je funkce implicitné urend v okoli bodu [xg, yo] rovnici
F(x,y) = 0, tj. existuje § > 0 takové, Ze pro x € (xo — §,xo9 + 8) plati
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F(x, f(x)) = 0. Dikaz existence derivace implicitné zadané funkce f zde nebu-
deme provadeét (1ze jej s podrobnostmi nalézt napt. v [N, ]), zde se zaméfime pouze
na odvozeni vzorce pro f’. Derivovanim rovnosti F (x, f(x)) podle x dostdvime

Fe(x, f()) + Fy(x, f()) f'(x) =0,

odkud
= B T
Fy(x, f(x))
Dosadime-li za x = xg, pak ze skuteCnosti, Ze f(xg) = yo, plyne dokazované
tvrzeni. Il

Priklad 8.1. i) Urcete rovnici te¢ny a normdly ke kfivce dané rovnici x* + y3 —
— 2xy =0 v bodé [1, 1] (viz tvodni komentar).

ReSeni. Oznaéme F(x,y) = x> +y> — 2xy. Plati F,(x, y) = 3y —2x, F, (1, 1) =
= 1 #0, jsou tedy spInény viechny predpoklady véty, tj. rovnosti x> +y> —2xy = 0
je v jistém okoli bodu [1, 1] uréena implicitné funkce jedné proménné y = f(x),
pro jejiz derivaci v bod¢€ x = 1 dostdvdme

Fo(1,1)  3x2—2y

/
1)=— = ,
A Fy(1,1) 3y7 = 2y 1]

—r,n=—1.

Rovnice te€ny tje y — 1 = —(x — 1) = x +y — 2 = 0. Normdla je pfimka
kolma k te¢né€, a vzhledem k tomu, Ze pro smérnice k1, k, dvou navzdjem kolmych
ptimek plati k1 k, = —1, rovnice normédlynjey —1=x -1 = y=x.

ii) Urcete, ve kterych bodech kfivky x% + y> —xy — 1 = 0 je te¢na rovnob&zna
S 0SOU X, Tesp. y.

Reseni. Stejné jako v piedchozim piikladu zjistime, Ze ve viech bodech, kde
%[x2+y2—xy— 1] = 2y — x # 0, je rovnici x> + y> — xy — 1 = 0 impli-
citné urcena jistd funkce proménné x. Pro jeji derivaci plati

2x —y

/

y:

_2y—x'

Tecna je rovnobéZna s osou x v bodech, kde y" =0, musi proto platit 2x —y = 0.
ProtoZe hledany bod leZi na kiivce x% +y? — xy — 1 = 0, dostdvdme systém rovnic

y=2x, x*+y’—xy—1=0.
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Dosazenim z prvni rovnice do druhé snadno najdeme feSeni x = i*/Tg y = j:%g,
tedy tena ke kfivce je vodorovnd v bodech [:I:“/Tg, :I:z—‘f].

Pfi uréeni bodi, kde je te¢na rovnobéznd s osou y, postupujeme podobné.
Tec¢na miize byt svisla pouze v bodech, kde je jmenovatel zlomku vyjadiujici y’
nulovy. (Ke stejnému vysledku dojdeme, jestliZe se na rovnici x> +y?—xy—1=0
divdme jako na rovnici uréujici implicitné x jako funkci proménné y.) Obdrzime
systém rovnic

2y —x=0, x*+y’—xy—1=0,

jehoZ feSenim je dvojice bodil [i%g, i?], v nichz je tecna ke kfivce svisla.

Poznamka 8.2. i) Pfi vypoctu derivace funkce zadané rovnici F'(x, y) =0 vyu-
Zivdme casto misto vzorce (8.1) postupu uvedeného pfi jeho odvozeni. Rov-
nici F(x,y) = 0 derivujeme podle x a na y se divime jako na funkci pro-
ménné x. Pak dostdvdme

Fe(x,y)+y' Fy(x,y)=0 (8.2)
a z této rovnice vypocteme y'.

ii) Postup z pfedchozi pozndmky je vhodny i pfi vypoctu vysSich derivaci funkce
implicitné zadané rovnici F'(x, y) = 0. Derivujeme-li rovnici (8.2) jesté jed-
nou podle x, dostdvdme

Foo(x, y) + (Foy(x, ¥) + Fye (x, ) + Fyy (x, )y + Fy(x, y)y" =0

a z této rovnice vypoclteme y”. Dal$im derivovdanim posledni rovnice odvo-
dime vztah pro y” atd.

iii) Je-li ¢ redlna konstanta, je rovnici F (x, y) —c = 0 ur€ena vrstevnice funkce F'
na drovni ¢ — viz Definice 1.3. Smérnice teCny k vrstevnici v bod¢€ [xg, yo]
(pokud je funkce F diferencovatelnd a te¢na existuje) ma rovnici

P 1 T )
Fy (x0, y0)
a odtud Fi(xq, yo)(x — xo) + Fy(x0, y0)(y — yo) = 0. To znamend, Ze vektor
u = (Fy(xo, yo), Fy(x0, yo)) je normdlovy vektor ke kiivce F(x,y) —c =0
v bode¢ [xg, yol.
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Priklad 8.2. i) Rozhodnéte, zda kfivka x> +y* —2xy = 0leZi v okoli bodu [1, 1]

i1)

pod tecnou, nebo nad te¢nou.

Reseni. Rovnici teény jsme vypocitali v Pikladu 8.1 i) podle vzorce o derivaci
funkce dané implicitné.

Nyni postupujme jako pfi odvozeni tohoto vzorce. Derivujeme-li rovnici
x3+y3 —2xy =0 podle x a uvazime-li, e y je funkce proménné x, dosta-
vame 3x2 + 3y?y’ — 2y — 2xy’ = 0. Dal§im derivovanim podle x obdrzime
6x +6y(y)? +3y%y" — 2y’ — 2y’ — 2xy” =0 a odtud

_ 4y’ —6x —6y(y)?

"

3y2 —2x
Dosadime-li do tohoto vztahu za x = 1,y = 1 a y’ = —1 (tato hodnota je
vypodéitidna pfi vypocltu te¢ny), dostaneme y”’(1) = —16, coZ znamend, Ze

ktivka leZi v okoli bodu [1, 1] pod te¢nou (nebot implicitné urcend funkce je
v bodé x = 1 konkavni).

Najdéte lokalni extrémy funkce zadané implicitné rovnosti
In/x% + y? = arctg Y, (8.3)
X

Reseni. Derivovanim rovnosti implicitné€ zadévajici y jako funkci proménné x
dostdvdme ) )
X +yy I yx—y

2 27 32 2
X“+y 1+)7 X

Odtud
xX+y

x—y
Z podminky y’ =0 mdme x = —y a dosazenim do (8.3) dostdvame In v2x2 =

x+yy=yx—y = y=

= arctg(—1) a odtud x = i%, y= :F%. Nyni vypocteme y” v nalezenych
stacionarnich bodech. Derivujeme-li rovnici x + yy’ = y’x — y ,,implicitné*
podle x (jind moZnost, vedouci samoziejmé ke stejnému vysledku, je derivo-

vat podle x zlomek ;C%), dostavame 1 + (y')? + yy” = y"x +y’ — y’. Odtud

, 1+0"?
y'=—
x—y

Dosadime-li do této roﬂvnostl, vidime, Ze y”( ﬁ) < 0,y ﬁ) > 0,
tedy v bodé x = —¢ \/g ma implicitné zadand funkce lokdlni maximum a




Implicitné zadand funkce vice proménnych 125

pLe
M 4 1.7 . s . 2 . - v o
v bodé x = £~ lokdlni minimum. (Geometricky se o spravnosti vypoctu ma-

Zeme piesveédCit ndcrtkem kiivky, prejdeme-li v (8.3) k poldrnim soufadnicim
x=rcosg,y = rsing, pak pro ¢ € (=7, 7) dostdvdme Cdst logaritmické
spirdly r = €*¥ apro ¢ € (3, 37“) kiivku, kterd je sttedové symetrickd podle
pocétku s touto spirdlou.)

8.2 Implicitné zadana funkce vice proménnych

V tvahach provadénych na zacitku predchoziho odstavce se miZeme snadno
,posunout* o dimenzi vySe. Uvazujme v R*® mnozinu M = {[x,y,z] € R? :

F(x,y,z) = 0}, kde F je néjaka funkce tfi proménnych. Za celkem pfi-
rozenych pfedpokladt na funkci F (napf. diferencovatelnost) je M né&jaka plo-
cha v R® a mlZeme si kldst otdzku, jakd je rovnice te¢né roviny k plose M
v bod€ [x9, Yo, z0] € M, popt. zda v okoli tohoto bodu je plocha pod, nebo nad
te¢nou rovinou. Lze-li z rovnice F(x, y, z) = 0 vypocitat proménnou z, miZeme
pouZzit postup ze ctvrté kapitoly. Pokud toto neni mozné, zcela analogicky jako pro
funkci dvou proménnych miizeme odvodit podminku, kdy je mnoZina M v okol{
bodu [xg, yo, o] totoZnd s grafem néjaké funkce dvou proménnych z = f(x, y),
tj. v okolf bodu [xg, yo, zo] plati F(x,y, f(x,y)) = 0a f(xo, yo) = zo. Pokud
takovd funkce existuje, fekneme, Ze je v okoli bodu [xg, yo, zo] implicitné zaddna
rovnici F(x, y, z) =0.

Zcela analogickd je situace, kdy je rovnici F(x;,...,x,,y) = 0 v okoli
bodu [x*,y] = [x},...,x;,y] implicitné urena funkce n proménnych
y= f(x1,...,x,). Pfistoupime proto k formulaci existen¢niho tvrzeni piimo pro

tento obecny pripad. Dikaz tvrzeni neuvadime, protoZe je v podstaté totozny s pri-
padem, kdy x je skaldrni proménnd.

Véta 8.3. Nechf funkce F : R™' — R, M = {[x,y] = [x1,...,%x,,y] €
e R™, F(x, y) = 0}, [x*, y*] € M a F je spojitd na mnoziné R = {[x, y] =

=[xy, ..o %0y I —xf| <a,i=1,...,n, |y —y*| < a}. Dile ptedpoklé-
dejme, Ze F' ma spojitou parcidlni derivaci F, v bodé [x*, y*] a %(x*, ¥y #0.
Pak existuje okoli bodu[x*, y*] v némZ je rovnici F(x, y)=F(x1...,X,,y)=0
implicitné urena prave jedna spojitd funkce y = f(x) = f(x1, ..., Xn).
Maé-li navic funkce F v bod¢€ [x*, y*] spojité parcidlni derivace %F , md im-
plicitn€ urcend funkce f v bodé x* =[x} ..., x| parcidlni derivace a plati
of el Gl )

_(X*) = OF « «
a'xi 3_y(x ,Y)
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Priklad 8.3. i) Urcete rovnici tecné roviny v bodé [1, 0, 1] k ploSe ur¢ené rovnici
P+y 4 —3xyz—x—y—2z=0.

Reseni. Urcime parcidlni derivace implicitné zadané funkce z = z(x, y). Deri-
vovanim zadavajici rovnice podle x a podle y (uvazime pii tom, Ze z je funkci
proménnych x a y) dostdvdme

3x%+3z%zc —3yz —3xyzy — 1 — 2, =0,

3y + 3z2zy —3xz —3xyzy, — 1 —-2,=0.

Odtud
_3x?—3yz—1 _3yr—3xz—1
= 3xy+1—3z2" o= 3xy+1—3z2"
Dosazenim x = 1,y = 0,z = 1 dostdvdme z,(1,0) = —1, z,(1,0) = 2, a tedy
tend rovina k dané plose v bod¢ [1, 0, 1] ma podle (4.6) rovnici z — 1 = —(x —

— 1) +2y,potpravé x —2y+z —2=0.

ii) Rozhodnéte, zda plocha v E* dan4 rovnici x +y?+z° +z —4 = 0 leZi v okol{
bodu [1, 1, 1] pod te€nou rovinou, nebo nad te€nou rovinou sestrojenou v tomto
bod¢.

Reseni. Postupem popsanym ve Vété 8.3 uréime parcialni derivace v bodé [1, 1]
funkce z = z(x, y). Dostavame

3 1 : 2y
S T TR e rol
6227 246232 62,22
R T e R
tedy v bodé [1, 1, 1] plati z, = —i, 2y = —%, Zox = —312, Zxy = _116, Zyy = _%.
Te¢nd rovina v bod& [1, 1, 1] mérovniciz — 1 = —3(x — 1) — 3(y — 1).

Nyni pouZzijeme tvrzeni uvedené v Poznamce 6.3. Plati

az,(l,1)= —%. Proto plocha uréen4 rovnici x + y? + z° + z — 4 = 0 lezi v okoli
bodu [1, 1, 1] pod te¢nou rovinou v tomto bodé.

iii) UrCete lokdlni extrémy funkce z = f(x, y) urené implicitné rovnici
F(x,y,2) :x2+y2+z2—xz—\/§yz: 1.
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Reseni. Derivovanim zaddvajici rovnosti podle x a y dostdvime

2x +222y — 2 — X2x — V2yz: =0, (8.4)
2y +222y — xzy — N2z —2yz, =0,

odtud
z—2x «/Ez—Zy
=—— Zy=E——,
27 —x — /2y ’ 2z —x — /2y

Stacionédrni body ur¢ime z podminky z, = 0 = zy, tj. z = 2x = V2y, tedy
y = +/2x. Dosazenim do zadévajici rovnice obdrzime dvojici staciondrnich bodi
P = [1,4/2,2], P, = [—1, —+/2, —2]. V t&hto bodech je F, # 0, tedy v jejich
okoli je implicitné urcena jista funkce z = f(x, y). Derivovanim (8.4) vypocCteme
parcidlni derivace 2. fddu ve staciondrnich bodech

3x

2 2

Z.X'X = - ) Zx = E) Z Y -
2z —x =2y ’ Y 27 —x =2y
V obou bodech P je D = z,,2yy — z)%y =1 > 0, tj. v téchto bodech nastivaji

lokalni extrémy, a to maximum v bodé P; (nebot z,, = —2) a minimum v bodé
) (Zxx = 2)

Podobnym zplisobem jako v Pozndmce 8.2 iii) lze dokazat ndsledujici tvrzeni.

Véta 8.4. Predpokladejme, Ze funkce F : R" — R mad spojité parcidlni derivace v bodé
x* =[x{,...,x;] € R" aalespoi jedna z t&chto parcidlnich derivaci je nenulova. Pak lze
k (n — 1)-rozmérné plose uréené rovnici F(x) = F(xy, ..., x;) = 0 v bod¢é x* sestrojit
te¢nou nadrovinu a tato nadrovina ma rovnici

n

JIF
D @M —xf) =0. (8.5)

0x;
k=1

Ve vektorovém zdpisu je uvedeny vztah

(F'(x*),x —x*) =0,

({.,.) zna&i skaldrni sou¢in v R"), tedy vektor F’(x*) = (gTFl(x*), e, gT’:(x*)) je nor-
malovym vektorem v bod€ x* k plose F(x) = 0.
Priklad 8.4. UrcCete rovnici te¢né nadroviny v bodé [1,1,...,1] k (n — 1)-rozmérné

ploSe dané rovnicf x| + x5 + -+ x!! —n =0.
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Iéesvem’.. Plati % (ZZ: 1 x,’(‘) = kx,]f ~!. Odtud dosazenim do (8.5) dostavame rovnici tecné
nadroviny

n
. nn+1)
p: Zk(xk— D=0, . x1+2x2+4---+nx, = —
k=1
Poznamka 8.3. Derivace vys§ich fadu funkce y = f(x, ..., x,) zadané implicitné rov-
nici F(xq,...,x,,y) = 0 vypoCteme Uplné stejné jako pro dvé proménné. Napiiklad
parcidln{ derivaci % f(x) vypocteme tak, Ze rovnici F(xy, ..., x,, y) = 0 derivujeme

nejprve podle x; a pak podle x; (pfitom vZdy bereme v tvahu, Ze y je funkci vektorové
proménné x =[x, ..., X,]).

8.3 Implicitné zadané zobrazeni mezi prostory vysSich
dimenzi

V tomto odstavci se zabyvame nejobecnéj$im piipadem. Necht je dano m funkei F;, n+m
proménnych x = [x1,...,X,], Yy =[y1,.-., Yml, i =1, ..., m auvaZujme systém rovnic

Fixt,....x%,¥,...,9m) =0

: (8.6)

Fo(xt, ..o X0, 15 -+ Ym) =0.
Na m-tici funkci Fy, ..., F, se miZeme divat jako na zobrazeni z R"*" — R™, které
oznacime ¥ . Pak Fi, ..., F,, jsou slozky tohoto zobrazeni, tj. ¥ = {F1, ..., Fy}. Po-

dobné jako v piedchozich dvou odstavcich oznaéme M = {[x, y] € R™™ . F(x,y) =
= 0} a necht [x*, y*] € M. JestliZe existuje okoli bodu [x*, y*] € R"™™" O ([x*, y*]) =
=@ (x*) x O(y*) azobrazeni § : R™ — R” takové, Ze pro kazdé [x, y] € O([x*, y*]) je
mnoZzina bodil [x, y] € M totoZnd s mnoZinou bodi [x, §(x)], x € O(x*), fekneme, Ze
zobrazeni G je v okoli bodu [x*, y*] implicitné uréeno rovnici F (x, y) = 0.

Hleddme podminky pro existenci implicitné zadaného zobrazeni. Jinymi slovy,
chceme v okoli bodu [x*, y*] ze systému rovnic (8.6) jednoznatné urlit proménné
Y1, ..., Ym Vzavislostina xi, ..., x,, neboli hleddme podminky, za kterych systém rovnic
(8.6) urcuje v okoli bodu [x*, y*] € M néjaké spojité zobrazeni § : R” — R”". Soucasné
odvodime vzorec pro Jacobiho matici tohoto implicitné uréeného zobrazeni.

Ctenafi doporutujeme pii &teni vysledkit tohoto odstavee dosadit m = n = 1
(j. vSechny matice a vektory se redukuji na skaldrni hodnoty) a porovnat je s tvrzenimi
z odstavce 8.1. Takto zjistime, Ze kdyZ ,,zapomeneme*, Ze x, y jsou vektorové promeénné,
je tvrzeni Véty 8.5 stejné jako ve Vétach 8.1, 8.2.
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Véta 8.5. Necht F = {F}, ..., Fy} je spojité zobrazeni na mnoZiné R = {[x, y] € R"*" :
D [x, vyl € O4(x%) X Oq(y*)}, necht matice
%Fl(x, ¥ oo i;)i,mFl(x, y)
Fylx,y) = :
o Fn(x,y) o g Fu(x, y)

je regularni v bod€ [x*, y*] a jeji prvky jsou spojité v tomto bodé€. Pak existuje okoli
O([x*, y*]) = O(x*) x O(y*) bodu [x*, y*] takové, Ze rovnici F (x, y) = 0 je v tomto
okoli bodu [x*, y*] uréeno jediné spojité zobrazeni § : Ox*) — O(»*), tj. pro
x € O(x%) je F(x, §(x)) =0.

Jsou-li navic v bodé [x*, y*] spojité prvky matice

= Fi(x,y) - = Fix,y)
‘r}:’x(-xvy): : k]
e Fale,y) e g Fa(x,y)

pak jsou prvky Jacobiho matice implicitné uréeného zobrazeni § spojité v x* a plati
-1
%/(x*)= [?y(X*’ y*)] ?X(X*a y*)~

Diikaz. OznaCime-li d = det ¥, (x*, y*) a budeme-li s maticemi ¥, #, manipulovat
v podstaté stejné jako v dikazu Vét 8.1, 8.2, zjistime, Ze dikaz téchto vét ,,projde i v ma-
ticovém pripadé. Se vSemi technickymi podrobnostmi je tato myslenka realizovana ve
skriptu [N-]. O

Nyni se budeme zabyvat definici te€ného a normédlového prostoru k podmnoZindm
v R", které jsou definovdny jako mnoZina feSen{ jistého systému rovnic. Podrobné, necht
F:R" > R"m<n, fi :R" - R, i =1,...,m jsou slozky tohoto zobrazen{
aoznalme M = F~10) = {x = [x1,...,x,] € R" : F(x) =0}, tj. M je mnoZina feSen{
systému rovnic
fixy, ..o x) =0,

f;‘n(xlv-~-sxn) =0

Jako model uvazujme dvojici rovnic x> +y?+z%—1 = 0, x+y+z = 0. Z geometrického
vyznamu je ziejmé, Ze mnozinou M v R3 uréenou touto dvojici rovnic je kruznice, ktera
je prisecikem sféry x2 + y2 +z2 = 1 srovinou x + y +z = 0. Je-li [x*, y*, z*] € M, pak je
pfirozené nazvat smérovy vektor te¢ny ke kruznici v bodé [x*, y*, z*] tecnym prostorem
k M v bodé€ [x*, y*, z*] a ortogondlni dopln€k k tomuto jednorozmérnému podprostoru
normdlovym prostorem. Je ziejmé, Ze normalovy prostor k M v [x*, y*, z*] je linearni
podprostor v R3, ktery je generovan normédlovymi vektory ke kulové plose a k roving.
Z tohoto pohledu je pfirozend nasledujici definice.
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Definice 8.2. Necht ¥ = {fi,...,fm} : R" - R" m < n, M C R"
jsou stejné jako vySe a x* = [x],...,x;] € M. Dile piedpokladejme, Ze
funkce f;,i =1, ..., m maji na M spojité parcidlni derivace a Jacobiho matice F'(x*)
zobrazeni ¥ v bodé x* ma hodnost m. Prostor Ny (x*) = Lin{f{(x*),..., f,,(x*)},

flx®) = (%(x*), R gT]c;(X*)) nazyvame normdlovy prostor kK M v bod€ x* a jeho

ortogonaln{ doplnék Ty (x*) =[N (x*)]* se nazyva tecny prostor k M v bod& x*.

Poznamka 8.4. i) V literatufe vénované diferencidlni geometrii a globalni analyze (viz
napf. [S]) byva teCny prostor k podmnozindm v R” definovan ponékud odlisné, pro mno-
Ziny zadané systémem rovnic pii splnéni pfedpokladi z pfedchozi definice je vSak tento
objekt totoZny s ndmi definovanym tecnym prostorem. Podrobnéji o této problematice
pojednava skriptum [N-] a monografie [S].

ii) Pfedpoklad na hodnost matice F’(x*) v Definici 8.2 nelze vypustit. UvaZujme
v R2 mnoZinu M = {lx,y]: f(x,y) = x2— y2 =0, y > 0}. Pak evidentné M je tvofena
dvojici polopfimek y = x = 0 a v pocitku (kde fx(0,0) = 0 = f,(0,0)) tecnu nelze
sestrojit, nebot kiivka zde ma ,,hrot".

Priklad 8.5. i) UrCete parametrickou rovnici te¢ny v bodé [xo, yo, z0], zo > 0 k pro-
storové kfivce, kterd je prise¢ikem kulové plochy x% + y2 + z2 = 4 s vilcovou plochou
xz+ y2 — 2x = 0 (tzv. Vivianiho k¥ivkal).

Reseni. Normélové vektory k jednotlivym plochdm v bod& [xo, yo, zo] jsou n =
= (2x0, 2y0, 2z0) pro kouli a np = (2x9 — 2,2yp,0) pro vdlec. Normdlovy prostor
ke kiivce je generovdn témito dvéma vektory (vS§imnéte si, Ze v bodé [4,0,0] jsou
linedrné zavislé, zde ma kiivka hrot — nacrtnéte si obrazek). Jejich vektorovy sou-
¢in u = (—y0z0, 20(xo — 1), yo) je smérovym vektorem tecny, kterd ma tedy rovnici
t:[x,y,z]l = [xo0, yo, 20] + @(—=y0z0, z0(x0 — 1), yo), @ € R.

ii) Uréete Jacobiho matici zobrazeni F : RZ — R2: u = u(x, y), v = v(x, y), které je
v okoli bodu [x*, y*, u*, v*] = [1, 0, 1, 0] ureno implicitné dvojici rovnic
2 +y2+u+v

2-2 =0,
xu—yv+e’ —2=0

8.7)

Reseni. Oznaéme M mnozinu bodd v R*, které vyhovuji zadavajici dvojici rovnic.
Pifmym dosazenim snadno ovéfime, Ze vskutku [x*, y*, u*, v*] € M a derivovdnim sys-
tému rovnic podle x (s tim, Ze u, v jsou funkce proménnych x, y) dostdvdme (po jedno-

duché tprave)

X +uuy, +vv, =0,

(x +ve"uy + (—y +ue"’yv, = —u,

1Vincenzo Viviani (1622-1703), italsky matematik, Zak G. Galileiho
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odtud pomoci Cramerova' pravidla (toto je pro linedrni 2 x2 systémy vétsinou nejrychlejsi
metoda feSeni)

—x v u —xv

—u —y+ue"? x+ve'’  —u
Uy = ) Uy =

u v u v

x +vet’  —y+uet? x +ve'’  —y+uet’

Analogicky parcidlnim derivovanim systému (8.7) podle y obdrzime systém dvou linedr-
nich rovnic pro nezndmé uy, vy, jehoz feSenim je (opét podle Cramerova pravidla)

-y v u
v —y+ue" —x +ve'’v v
Uy = vy =
y v Uy
u v u v

x +ve"™ —y+uet?’ x +ve"™ —y+uet?

Dosazenim bodu [x*, y*, u*, v*] do té€chto vyjadfeni vidime, Ze systém (8.7) definuje
implicitné v okoli bodu [x*, y*, u*, v*] opravdu zobrazeni § : [x, y] —> [u, v] (nebot
jmenovatel vech zlomki je nenulovy) a platf u, = —1, vy = 0, uy = 0, v, = 0, tedy
det§'(x*, y*) =0.

Cviceni $

8.1.

a) Najdéte body kivky x?+2xy—y?—8 = 0, v nichZ nejsou splnény predpoklady
Véty 8.1 o existenci implicitni funkce y = f(x).

b) Najdéte body parabolické vélcové plochy z> — 2px = 0, kde p > 0,
v nichZ nejsou splnény pfedpoklady VEty 8.3 o existenci implicitni funkce

7= f(x,y).

¢) Ve kterych bodech jednodilného hyperboloidu ;‘—i + Z—; — i—i = 1 nejsou splnény
predpoklady Véty 8.3 o existenci implicitni funkce z = f(x, y)?

L Gabriel Cramer (1704-1752), §vycarsky matematik
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8.2. Vypoctéte y’ funkce y = f(x) zadanou implicitné rovnicf:
a)x —y>=Iny b)x’=y" kdex >0,y > 0.

8.3. Urcete rovnici tecny ke kuZelosecce:
a) 3x2+7xy+5y* +4x+5y+1=0 prochdzejici pocatkem;

b) 7x* —2y?> =14 kolmou k pifmce p : 2x +4y — 3 =0.

8.4. Na elipse o rovnici x? + 3y? — 2x + 6y — 8 = 0 najdéte body, v nichZ je
norméla rovnobéznd s osou y.

8.5. Vypoctéte y” funkce y = f(x) zadanou implicitné rovnici

y—csiny=x, ce (0,1).

8.6.

a) Urcete rovnici tecné roviny a normaly k plose "72 — 3y + 27> = 0 v bodé
T=1[23 -1l

b) K elipsoidu x? + 2y? + 3z2 = 21 vedte te¢né roviny rovnob&Zné s rovinou
o: x+4y+6z=0.

¢) Kelipsoidu o rovnici x?+2y%+z? = 1 vedte te¢né roviny rovnob&zné s rovinou
B:x—y+2z=0.

8.7. Urcete parcidlni derivace 1. a 2. fadu funkce z = z(x, y) dané implicitné
rovnici:

— e~ (x+y+2) - 2 _ 42 4
Ax+y+z=e " b)yz= /x> —y*tg —xi_yf
8.8. Najdéte stacionarni body funkce y = y(x) dané implicitn€ rovnici
2 2 5
3x“+2xy—y —3y+x—Z=0

a zjistéte, zda jsou v té€chto bodech lokalni extrémy.
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8.9. Najdéte stacionarni body funkce z = f(x, y) a zjistéte, zda jsou v téchto
bodech lokalni extrémy:

a) X2+ y*+72 —2x+2y —47 —10=0;

b) 2x2+2y? + 72 +8xz —z+8=0.

*

Nic na svété nemiiZe nahradit vytrvalost. Nenahradi ji ani talent; nic neni

vvvvv

témér prislovecny. Pouze vytrvalost a odhodldni jsou vSemocné.
(C. Coolidge)

*






Kapitola 9

Vazané extrémy

V uvodu Kapitoly 6 jsme zdlraznili, Ze vySetfovani extrému funkci je jednou z nejdilezi-
t&jSich casti diferencidlniho poctu. V predchozich dvou kapitolach jsme si pripravili aparat
k tomu, abychom mohli vySetfovat tzv. vdzané extrémy. Je to vlastné v jistém smyslu spe-
cidlni pfipad lokdlnich extrémi, av§ak metody uvedené v Kapitole 6 zde nejsou vhodné.
V prvnim odstavci vysvétlime tzv. metodu Lagrangeovych multiplikatort, kde extrémy
pavodni funkce vySetfujeme pomoci pfifazené, tzv. Lagrangeovy funkce. Ve druhém od-
stavci studujeme vazané extrémy pomoci nerovnosti mezi praméry Cisel.

9.1 Metoda Lagrangeovych multiplikatoru

Zacnéme nasledujici dlohou.

Urcete absolutni minimum a maximum funkce u = f(x,y,z) na mnoZiné
M: x?>+y?+z> <1, x,y,z > 0 (konkrétni tvar funkce f neni v tuto chvili podstatny).

VysSetfujeme-li pfi feSeni tlohy funkci f na ¢4sti hranice tvofené kulovou plochou,
vyjadiime z = /1 — x2 — y2 a funkci f(x, y,+/1 — x% — y2) vySetfujeme na mnoZiné
M:x2+ y2 <1, x,y > 0, tj. najdeme stacionarni body uvniti Ma vySetiime funkci na
hranici mnoZiny M. Provést toto na &ésti hranice tvofené &tvrtkruznici znamena vyjadrfit
y =+/1 — x2 a dosadit do f, tj. vySetfovat funkci f(x, /1 — x2,0) pro x € [0, 1].

Timto postupem pievedeme ptiivodni problém vySetfeni funkce na hranici na studium
extrémi funkce jedné proménné. Je zfejmé, Ze tato metoda je neprakticka zejména pfi
vétsim poctu proménnych. V tomto odstavci si popiSeme tzv. metodu Lagrangeovych
multiplikatord, kterd feSeni tlohy podstatn€ usnadni.

Definice 9.1. Necht f je funkce n proménnych, M C D(f), x* =[x}, ..., x;] € M.
Existuje-li okoli @ (x*) bodu x* takové, Ze pro vS§echna x € M N O (x*) plati f(x) >
> f(x™), (f(x) < f(x*)), fikdme, Ze funkce f md v bodé A lokdlni minimum (maxi-
mum) vzhledem k mnoziné M. Jsou-li nerovnosti pro x # x* ostré, mluvime o ostrych
lokdlnich extrémech vzhledem k M.
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V této kapitole se zabyvdame piipadem, kdy mnoZina M je zaddna systémem rovnosti

gl(XI,...,xn):O
&x1,...,x,) =0

©.1)

gm(xt, ..., x) =0

kde 1 < m < n. V tomto pfipadé se Casto misto terminu lokalni extrém vzhledem k M
pouZziva termin lokdlni extrém vdzany podminkami (9.1) nebo prosté vdzany lokdlni ex-
trém.

Nejprve zformulujme nutnou podminku pro existenci vazaného extrému.

Véta 9.1. Nechf funkce n proménnych f, g1, ..., gn, 1 < m < n, maji spojité parcidlni
derivace 1. fadu v oteviené mnozin€é U C R”" a necht v kazdém bodé mnoziny U md
matice

981 281
dx1 T 0xp
.............. 9.2)
8g"l agm
x| 0xp
hodnost m. Bud M mnoZina vSech bodu [xy, .. ., x,], které vyhovuji rovnicim (9.1). Ma-
li funkce f v bodé€ a = [ay, ..., a,] € M lokdlni extrém vzhledem k M, existuji redlna
Cisla Aq, ..., Ay tak, Ze jsou spln€ny rovnosti
o, Ogk
—(a) Zxk—( )=0, j=1,...,n (9.3)

Poznémka 9.1. i) Df‘lve nez pfistouplme k dikazu tvrzeni, objasnéme si vyznam rov-
zadana rovnici g(x, y) = 0 (piSeme x, y, [x*, y*]a g mlsto X1, X2, a a g1). Rovnost (9.3)
muiZeme psat ve tvaru rovnosti dvou dvojrozmérnych vektort

(Fe ™ 3™, fy(e™, y) = A(gx (x™, ¥™), gy (x™, y)).

KdyZ si uvédomime, Ze vektor (g.(x*, y*), g,(x*, y*)) je normdlovym vektorem ke
kfivee g(x,y) = 0 v bodé [x*, y*] a vektor (fy(x*, y*), f,(x*, ¥y*)) je normilovym
vektorem k vrstevnici funkce f na drovni ¢ = f(x*, y*), vztah (9.3) fikd, Ze vektory
(fe (X, %), fy(x*, %) a (gx(x*, ¥"), gy(x*, y*)) jsou linedrné zdvislé. Jinymi slovy,
kiivky g(x,y) = 0 a f(x,y) = f(x*, y*) maji spoleCnou te¢nu v bodé [x*, y*]. Tato
skutecnost je v plném souladu s tdvahami, které jsme pouZili pfi feSeni Piikladu 6.6.

ii) V obecném piipadé necht f’, g; jsou vektory parcidlnich derivaci funkei f, g,
k=1,...,manecht M je mnoZina urfend systémem (9.1). Pak v souladu s terminologii
z kapitoly o implicitnich funkcich vztah (9.3) k4, Ze f'(a) € Ny(a), kde Ny (a) je
normalovy prostor k M v bodé a.
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iii) Funkce

m
LG A) =L X A An) = fO0 o X0) = D A (X1 X)
k=1

se nazyva Lagrangeova funkce a konstanty Ay Lagrangeovy multiplikdtory. Princip me-
tody Lagrangeovych multiplikatort spociva v tom, Ze do Lagrangeovy funkce jsou ,,zabu-
dovany* vazebné podminky a misto vySetfovani funkce f na M vySetiujeme Lagrangeovu
funkci L bez omezujicich podminek. Metodu multiplikatori lze pouzit i v piipadé, kdy
mnoZina M je zaddna nikoliv jen systémem rovnosti, ale i systémem nerovnosti.

Diikaz Vety 9. 1. Predpokladejme nejprve, Ze funkce g jsou afinni, tj.

8k (x) = {ug, x) + B,

kdeuy € R", Br € R,k =1, ..., m. Pfedpokladejme, Ze neexistuje m-tice multiplikdtord,
pro néZ plati (9.3), pak f’(a) ¢ Lin{g|(a), ..., g, (a)}. To znamend, Ze existuje h € R",
h € Lin{gi @,...,gn, (@)} (*+ znadi ortogondlni doplnék) takové, Ze (f'(a), h) # 0.
PoloZzme y = a + ah.

Vzhledem k tomu, ze funkce g jsou afinni a & € Lin{g|(a),. g @Yt =
=Lin{uy, ..., un}", je

gk(y) = {ur, a+ah)+ By = gr(a) + alug, h) =0,

tedy y € M. Z diferencovatelnosti funkce f dostavame

h
FO) = f(@ +alf'@).h)+T@h) = fa)+a [(f/(a), hy+ ’(Z )} ,

kde limy_.0 %%, Odtud

M = (f(a), h) + t(ah).
o o

Je-li nyni napt. (f’(a), h) > 0, limitnim pfechodem pro ¢ — 0 vidime, Ze pro |«| dosta-
tecné mald je f(y) > f(a) proa > 0a f(y) < f(a) proa < 0. To je ve sporu s tim, Ze
f ma v bodé a lokdln{ extrém vzhledem k M.

Nyni vySetfeme obecny piipad, kdy funkce g; nejsou afinni. Pak bod y sestrojeny
v piedchozi ¢asti dikazu jiz nemusi byt prvkem mnoziny M, proto misto tohoto bodu
musime uvaZzovat jiny bod. Geometricky je jeho nalezeni naznafeno na obrazku 9.1.
Ozname vy, ..., Vy—;; bazi prostoru Lin{g/1 @s,...,gn, (a)}l a uvazujme systém rovnic

grla+ah+r)=0, k=1,...,m, ©.4)
(v, vy =0, k=1,...,n—m, )
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(@)
ah
v r(a)
a
M
obr. 9.1

kde r € R". Pak jsou vzhledem k nezévislosti vektorl g; (@) a vybéru vektorti v splnény
predpoklady Véty 8.3 a systém rovnic (9.4) urCuje implicitné v okoli bodu [, r] = [0, 0] €
€ R x R" funkci r = r(a) : R — R". Podle Vety 8.3 pro jeji derivaci podle o dostdvame
r'(a)|g=0 = 0, coZ podle I’Hospitalova pravidla znamend, Ze

r(e)

lim =0. 9.5)

a—0 o

s %2

Nyni poloZzme y = a + ah + r (). Podobné jako v prvni ¢asti diikazu plat{
f) = f@+(f'(@),ah+r(@)+t(ah) =
’ ’ r(@) T(ah)
=f(a)+0t[(f (@), ) +(f"(a), }

_>+
o

a stejnou tvahou jako vySe v libovolném okoli bodu a najdeme y,y € M takova, Ze

SO < fl@)if(y) > f(a)-spor 0

Definice 9.2. Necht mnozina M € R” je dina systémem rovnic (9.1). Rekneme, 7e bod
a € M je staciondrni bod funkce f na M, jestlize existuji Lagrangeovy multiplikdtory
A, ..., A takové, Ze plati (9.3).

Veéta 9.1 1ik4, Ze v ptipade diferencovatelnych funkei f a gi lokdlni extrém vzhledem
k mnoZiné M muZe nastat pouze ve staciondrnim bodé. O tom, zda ve staciondrnim bodé
nastava, nebo nenastava lokdlni extrém, rozhodneme pomoci vlastnosti matice druhych
derivaci Lagrangeovy funkce L”(x, A).

Véta 9.2. Nechft funkce f a gr, k =1, ..., m maji spojité parcidlni derivace druhého fadu
v bod¢ a, ktery je staciondrnim bodem f na M, a A1, ..., A, jsou piislusné Lagrangeovy
multiplikétory, tj. L’ (a, ) = 0. Ddle necht matice (9.2) ma pro x = a hodnost m. Jestlize
pro kazdé 0 # h € Lin{g}(a), ..., g,(a)}*" plati

(L"(@)h, h) > 0 (< 0), (9.6)
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md funkce f v bodé a ostré lokdlni minimum (maximum) vzhledem k M. JestliZe existuji
h,h € Lin{g](a), ..., g, (a)}* takovd, Ze

(L"(a)h,h) >0, (L"(a)h,h) <0, 9.7)
v bodé a lokdlni extrém vzhledem k M nenastava.

Diikaz. Predevsim si v§imnéme, Ze pro x € M je f(x) = L(x), tj. x* € M je lokdlnim
extrémem f vzhledem k M, pravé kdyZ je lokdlnim extrémem Lagrangeovy funkce L.
Podobné jako v dikazu Véty 9.1 mtiZeme body y € M vyjadfit ve tvaru y = a+ah+r(a),
kde h € Lin{g/1 @y,..., g, (@}tar:R—>R" splituje (9.5). Pomoci Taylorova vzorce
dostdvame

1
f) =L() = L(a) +(L'(a), ah +r(e)) + E(L”(fl)(ah +r(a),

2
(xh +r(a)) =f(a)+ %<L”(&) (h+%) yh+ @>, 9.8)

o

kde a lezi na tuselce spojujici @ a y (vyuzili jsme faktu, Ze a je staciondrni bod,
tj. L'(a) = 0).

Predpokladejme, Ze plati (9.6), pak vzhledem ke spojitosti druhych derivaci funkce L
stejné nerovnosti plati i pro a misto a, je-li |«| dostate¢né malé. Limitnim pfechodem pro
o — 0V (9.8) dostdvadme pro || dostateéné malé

sgn[f(y) — f(@)] = sgn(L"(@)h, h),

tedy v bodé a nastdvd lokdlni extrém f vzhledlem k M, a to minimum, je-li
(L"(a)h, h) > 0, a maximum, plati-li opa&nd nerovnost.

Nyni predpoklidejme, 7e existuji 7,7 € Lin{g|(a),..., g, (@)} takovd, Ze
plati (9.7). PoloZzme y; = a + ah +r(a), y2 = a + ah + r(a). Stejnym zplisobem jako
v predchozi ¢asti dikazu lze ukézat, Ze pro |«| dostatené mala plati f(y;) > f(a)
a f(3) < f(a), tj. vbodé a lokdlni extrém f vzhledem k M nenastava. (]

Nynf si tvrzeni poslednich dvou vét shriime do praktického ndvodu hledani vdzanych
extrémi funkci se spojitymi druhymi derivacemi.

1. Vytvofime Lagrangeovu funkei L(x, 1) = f(x) — > j_; A&k (x).

2. Ur¢ime stacionarni body f vzhledem k M, tj. uréime x1, ..., x, aAq, ..., Ay jako
feSeni systému n + m rovnic

0
—L(x,A)=0,i=1,...,n, gjx)=0,j=1,...,m.
axl‘

Necht a € M je takto vypodéteny staciondrni bod f vzhledem k M a Aj,..., Ay jsou
pfislusejici multiplikétory.
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3. Ze systému m linedrnich rovnic

d 0
L @yhy +-- -+ S @), =0,
0x1 0xy,

a‘gﬂ(a)fn +---+ agl(a)hn =0

0x1 9x,
pro proménné hy, ..., h, vypocteme m proménnych v zavislosti na n — m zbyvajicich.
Takto vypoctené vektory i € R” jsou prvky teéného prostoru k M v bodé a, Ty (a) =
= Lin{g|(a), ..., g, (a)}*. Tento vypolet je moZny, nebot podle predpokladu ma ma-
tice (9.2) hodnost m. Pro urcitost pfedpokladejme, Ze jsme vypocetli i1, ..., hy v z4avis-

lostina h,,41, ..., hy.
4. Ur¢ime druhy diferencial Lagrangeovy funkce vzhledem k proménnym x ve sta-
ciondrnim bodé a

o 0L
d*L(a, ») = hihj = (L"(a)h, h),
(a, ) Z Triax; Otk = (L@, by
i,j=1 -
Za Af, ..., Ay dosadime piislusejici multiplikdtory a za hy, ..., hy,, vyjadieni z predcho-

ziho bodu.

5. VySetiime definitnost vzniklé kvadratické formy n — m proménnych (je to vlastné
restrikce kvadratické formy d?L(a, 1) na teény prostor Ty (a)). Je-li tato forma pozitivné
(negativné) definitni, nastavd v bodé a ostré lokdlni minimum (maximum), a je-1i indefi-
nitni, v bodé a vdzany extrém nenastava.

A . . 4 7z z z 2 2 2 N b4
Priklad 9.1. i) Najdéte lokalni extrémy funkce u = z—z + i—z + i—z, a > b > ¢, na mnoZziné
M:x>+y?+72=1.

Reseni. Nejprve sestavime Lagrangeovu funkci dlohy a ur¢ime stacionarni body.

[ ]

2oy 2 2. 2.2
L(xﬁy,z,k)=;+ﬁ+c—2—)»(x +y +z7—1).

Derivovanim a ptiddnim vazebné podminky dostdvdme

a a
2y 1
Ly=25 -2y =0 = y<ﬁ—k>=0,
2 1
LZ=C—§—2Az=0 — z(c—z—x)zo,
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Z prvnich tif rovnic plyne, Ze vzdy dvé ze soufadnic x, y, z musi byt nulové (nebof pouze
jeden z vyrazt v zavorkach mtze vzdy byt nulovy). Dostavame Sestici staciondrnich boda
a pfislusejicich multiplikatort Py = [£1,0,0], 112 = alz, P34 =1[0,£1,0], A34 = }%,
P56 =10,0, 1], As¢ = }2 Ur¢ime druhy diferenciél funkce L (pouZijeme obvykly zdpis

sdx,dy,dz misto hy, hy, h3)
2 1 2 1 2 1 2
d°L(x,y,2,\) =2 = —A)dx)*"+2| 5 —X2)dy) " +2| - —A ) (d2)
a? b2 c2

a diferencovanim vazebné podminky dostavame 2x dx + 2y dy + 2z dz = 0. Odsud plyne,
Ze v bodech Py je dx = 0, v bodech P34 je dy = 0av Psg je dz = 0. VyuZzitim této
skute¢nosti vysetfeme definitnost formy d”L na te¢ném prostoru v bodech P;_g ke kouli
2,32, 22
xX“+y“+z2=1.
1 1

Pi>: d’L=2(—= — —)(dy)? +2(i - i)(d )2
1.2 =y T 2\ 2 28

11 11
. 27 _ 2 2
P3g: d°L= 2(; - ﬁ)(dx) +2(c_2 - ﬁ)(dZ) ,
Pse: d°L= 2(l — i)(dx)2 +2(l — i)(d )2
5,6 . - C2 b2 C2 b2 Z .

ProtoZze a > b > c, je kvadratickd forma v bodech P> pozitivné definitni, v bodech
Ps ¢ negativné definitni a v bodech P 4 indefinitni. To znamend, Ze v Pj > je ostré lokdlni
minimum (rovno C%), v Ps ¢ je ostré lokdlni maximum (rovno C%) a v bodech P34 extrém
nenastava.

ii) Odvodte vzorec pro vzdilenost bodu x* = [x,...,x;] od roviny ajx; +--- +
+ ayx, = b v prostoru E".

Reseni. Oznacme a = [ay, ..., a,], x = [x1, ..., x,]. Pak miZeme tlohu zapsat ve vek-
torovém tvaru

(x —x*, x —x*) - min, (a,x)=0>.
Je-li x bodem minima této ulohy, je také bodem minima tlohy

1
E(x —x*,x—x" - min, {(a,x)=0b

(tato tivaha ndm usnadni derivovani). Lagrangeova funkce této tlohy je
l 1 n n
L(x, )= 5 {x = X*x—x*) = A, x) = b) ==Y (o —x)* =2 _awxi — b).

2
k=1 k=1

Derivovanim dostavame (pouzivame pro stru¢nost vektorovy zapis)

Ly=x—x"—2a=0, {a,x) =D.
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Z prvni rovnice x = x* + Aa a dosazenim do druhé rovnice (a, x* + Aa) = b, odtud

(b —{a,x*)) . b—la,x*)
= x—xt=—"2"1.q
a a
2 2
tedy
(x —x*, x — x*) = b —(a.x")| _1b—axy — - — anxy]
llall Bt tal

coz je vzorec dobfe znamy z linedrni algebry.

s Ty . , . oy . 222 .
iii) Urcete obsah elipsy, ktera vznikne pfi fezu elipsoidu 2—2 + Z—z + i—z = 1 rovinou

Ax + By + Cz =0 (obsah elipsy je P = mpgq, kde p, g jsou délky poloos elipsy).

Reseni. K ureni obsahu elipsy potiebujeme urcit délky jejich poloos. To jsou vzdale-
nosti bodl leZicich zdroven na elipsoidu i v fezné roviné, které maji nejmensi, resp.
nejvetsi vzddlenost od pocatku. Vzdalenost bodu [x, y, z] od pocatku je ddna vztahem
Vx2 + y2 + z2. Misto této funkce budeme hledat extrémy funkce u = x% + y? + z2, kterd
se sndze derivuje, a vypoéteny vysledek odmocnime. Re§ime tedy dlohu

)

2,2, .2 : 2oyt 2
u=x"+y +z° > max(min), —+5+-5=1 Ax+By+Cy=0.
a b2 2
2
Lagrangeova funkce tlohy je L(x, vy, z, A, ) = x> + y> + 2% — A(;—; + o+ i—; -1 -
— (Ax + By + Cy). Jejim derivovdnim a pfipojenim vazebnych podminek dostivdme
systém rovnic

2 2 23
20— T —pA =0, 2y - S —uB =0, 22— T — uC =0,
a C
2 2 2
x* oy oz
a_2+ﬁ+c_2=17 Ax+By+Cz=0.

Vynésobime-li prvni rovnici x, druhou y, tieti z a seCteme je, pak vyuZitim vazebnych
podminek dostdvime rovnost x2 + y2 +72 = 2, tedy Umax = Amax @ Umin = Amin-
Vyjadiime-li z prvnich tfi rovnic x, y, z a dosadime do rovnice roviny, obdrZime rovnici

A2 B2 C?
+ =0.

’ A * A A
2(1+a—2) 2(1+}7) 2<1+C—2>
ProtoZze n # 0 (jinak x = y = z = 0 a tento bod neleZi na elipsoidu), z této rovnice
vyndsobenim jmenovateli zlomkt dostdvame

(302w (-2)(-2)
(1-3)(-3)
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Tuto rovnici miZeme prepsat do tvaru kvadratické rovnice A2 + K14 + K, kde

a’b2c* (A2 + B2+ C?)

A%a? + B2b? + C%c?

Koeficient K| miZeme také vyjadrit explicitné, jeho hodnota vSak neni podstatnd, nebot
rovnici nemusime feSit. Nepotfebujeme totiZ znit kofeny rovnice A2, nybrZ pouze je-
jich soucin A1A; — ve skutecnosti nepotiebujeme znét délky poloos, sta¢i ndm znat jejich
soucin. Tento sou€in je roven absolutnimu ¢lenu K, v kvadratické rovnici. ProtoZe jsme
hledali extrémy funkce x” + y? + z% misto funkce v/x2 + y2 + z2, je hledand plocha elipsy

K> =

A%+ B2+ C?
S=7nVAA =1VKr = TEabc\/Aza2 Bl

9.2 Vazané extrémy a nerovnosti

V tomto odstavci si ukdZeme, jak Ize v nékterych specidlnich (ale pomérné Casto se vy-
skytujicich) pripadech hledat vdzané extrémy, aniZ by bylo nutné pouZzit aparat Lagrange-
ovych multiplikdtort. I kdyZ je tento postup pone¢kud vzdaleny od metod diferencidlniho
pottu, uvadime jej zde pro jeho vybornou praktickou pouZitelnost. Ctenafi doporuéujeme
vSechny tlohy tohoto odstavce vyfeSit pro srovndni také metodou Lagrangeovych mul-

tiplikatora.
Nejprve pripomenime pojem kvadratického, aritmetického, geometrického a harmo-
nického priméru n-tice ¢isel. Necht xp, ..., x, jsou kladnd redlnd &isla, oznalme
XTHXG X2
Qn(-xla-x21"'7xn): —7
n
X1 +X24-+xp
e/%’l(‘xl’ ‘x21 AR ‘xn) :—1
n
G (X1, X0, ..., Xy) =X X2 ... Xpy,
n
J(n(xth’n-’xn):l 1 1
X1 X2 Xn
Véta 9.3. Necht x =[x, ..., x,] je n-tice kladnych &isel. Plati nerovnosti
Qn(x) = An(x) = Gnl(x) = Hp(x),
pri¢emz rovnosti nastavaji, pravé kdyzZ x| = xp = - - - = x,,.
Diikaz. Viz skriptum [ ]. O

Kromé nerovnosti mezi priméry je G¢innym nastrojem i tzv. Cauchyova nerovnost.
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Véta 9.4. Pro libovolné dvé n-tice redlnych ¢isel x = (x1, ..., x,),y = (¥1, .., yn) plati

n n % n %
2 2
Sl = (Dox2) DR -
k=1 k=1 k=1
pricemz rovnost nastane, pravé kdyZ existuje redlné ¢ takové, ze y, = txx, k=1,...,n,
tj. pravé kdyZ vektory x a y jsou linedrné z4vislé.

Diikaz. Viz [ 1. O

Priklad 9.2. i) Mezi vSemi trojihelniky s konstantnim obvodem o urcete ten, ktery ma
nejvetsi obsah.

Reseni. Vyjdeme z Heronova vzorce pro obsah trojiihelnika

P=/s(s —a)(s —b)(s —c),
kde a, b, ¢ jsou strany trojihelnika a s = (@ + b + ¢)/2 = 0/2 je tzv. poloperimetr.
Oznaéime-lix =s —a, y =s — b, z =5 — ¢ auvdZime-li, Ze najit maximum funkce P je
. .. . ~ _1 2 o\ .

totéZ jako najit maximum funkce P = s~ 3 P3, mGZeme ulohu formulovat takto:

~ 0

P(x,y,2) = Jxyz > max, x+y+z= R
Vyuzitim nerovnosti mezi algebraickym a geometrickym primérem dostavame

P(x,y,2) < (x+y+2)/3=0/6,

priCemz rovnost nastava, pravé kdyZz x = y = z = 0/2. Mame tedy systém rovnic

0 o 0
s—a=-, s—b=-, s—c=-,
6 6 6
jehoz feSenim je a = b = ¢ = 0/3. Tedy mezi vSemi trojihelniky s danym obvodem o ma
2
[
123"
ii) Mezi vSemi trojicemi kladnych Cisel x, y, z s konstantnim souctem a najdéte ta,
pro ktera je soucet prevracenych hodnot minimdlni.

nejvetsi obsah rovnostranny trojihelnik a tento maximalni obsah je Ppax =

ReSeni. Z nerovnosti mezi harmonickym a aritmetickym primérem dostdvame

3 xX+y+z a
S =5
1,1,1 3 3
x y 'z
NV Loy v 1,1.1 9 _ -2
pfi¢emZ rovnost nastane, pravé€ kdyZ x = y = z = a/3. Odtud - tyt 2 e T oo

v ¥

tedy soucet prevracenych hodnot je minimdlni, jsou-li vSechna tii ¢isla stejnd a rovna 5.
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iii) Na elipsoidu Z—; + Z—z + i—z = 1 najdéte bod v prvnim oktantu s vlastnosti, Ze objem
Ctyfsténu tvoreného soufadnymi st€énami a te¢nou rovinou k elipsoidu v tomto bod¢€ je
minimdlni.

Reseni. Nejprve piipomeiime, e objem &tyfsténu vypoéteme podle vzorce V = %xo Y020,
kde [xo, 0, 0], [0, yo, 0], [0, 0, zg] jsou pruseCiky tecné roviny se soufadnymi osami
(sestrojime-li trojboky hranol se zdkladnou tvorenou trojihelnikem s vrcholy [0, 0, 0],
[x0, 0, 01, [0, yo, 0] a vySkou z¢, jeho objem je %xo Y020 a je trojndsobkem objemu daného
Ctyfsténu). Vyjadfenim proménné z z rovnice elipsoidu nebo pomoci derivace implicitni
funkce snadno ovéfime, Ze rovnice te¢né roviny k elipsoidu v bodé [x, y, z] je

@07 o

Stp o=l 9.9)

[S)

a

Odtud dostdvdme, Ze dseky vytaté teCnou rovinou na souiadnych osdch jsou xo = %

(polozime y =0 =2V (9.9)), z0 = b}?,z, 70 = % Resime tedy dlohu
1 a2b2c2 ‘ X2y 2
= - — min, — + =5+ — =1,
6 xyz a? b2 2
kterd je, pokud jde o extremdlni bod, ekvivalentni dloze
~ _1 1 ,[xyz x? oy 72
V=(6V)s3= 3222 S max, —+=4-—==1.
( ) as/abc abc (12 b 6‘2

Z nerovnosti mezi kvadratickym a geometrickym primérem dostdvdme, Ze V je maxi-
malni, jestlize ;—‘ =5 = f coz vzhledem k vazebné podmince nastane, kdyz x = \/ga,
abc

y =+/3b, z = \/3c, a pro tyto hodnoty dostdvdme minimélni objem Vipi, = TG

2
iv) Na elipsoidu x%+ yT + % = 1 najdéte bod, ktery je nejbliZe roviné x +y+z = 24/ 14.

Reseni. Pro vzddlenost bodu [xg, yo, zo] od roviny ax + by + cz = d plati vzorec (viz
Priklad 9.1 ii))
_laxo + byo + czo — d|

va?+b?+c?

ProtoZe elipsoid leZi pod rovinou x + y + z = 24/ 14, budeme fesit tlohu

d

S}

xX+y+z—24/14
NE]

kter4 je (pokud jde o bod, v némz je dosaZeno minima) ekvivalentni dloze

2
Somin, K4+ o, (9.10)
479

ZZ

2
X +y+ 27z — max, x2+y—+—=1.
4 9
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Tuto tlohu vyfe§ime pomoci Cauchyovy nerovnosti. Plat{

2 2
x+y+z=x+2%+3§§ x2+yz+%«/1+4+9=\/ﬁ,

pfi¢emzZ rovnost nastavd, pravé kdyz jsou vektory (x, %, %), (1, 2, 3) linearné zavislé,

tj. existuje t € R takové, Zze x = 1, % = 2t, % = 3t. Vezmeme-li v tvahu vazebnou

podminku x2 + y{ + % = 1, dostédvame ¢ = i%ﬁ, tj. (hledany bod leZi v I. kvadrantu)

Cviceni

9.1. Urcete vazané extrémy funkce f na mnoZin€ urcené rovnostmi:
a) f(x,y,2) =xy223, x+2y+3z=a, a,x,y,z2>0

b) f(x,y,z) =sinxsinysinz, x+y+z=3
C)f(x,yvz)=xy2,x2+y2+z2=1, x+y+Z=0

d) fOy, D =xy+yz, 2 +y* =2, y+z=2,x,y,2>0

€) (X1, .oy Xn) = X7+ + X2, d442=1a6>0,i=1...,n
f)f(xl,...,xn)=‘;—]‘+...+i‘—:, Bixi+ -+ Buxp=1,0;,Bi,x;,>0,i=1,...,n
Q) fxt,....x)=x]" X", x4 x, =l >0,i=1,...,n

9.2.

22 o L . .
2+ 2—2 = 1 vepiSte hranol s maximalnim objemem. Tento objem

L g2
a) Do elipsoidu 25 + 55

urcete.

e b4 . . 2z . 2 2 4 . z z.
b) Do tsece eliptického paraboloidu £ = 37 + 25, z < ¢ vepiste hranol s maximalnim

objemem. Tento objem urcete.

Sl

¢) Do kuZele s polomérem podstavy r a vySkou & vepiste hranol s maximdlnim obje-
mem. Tento objem urcete.

d) Mezi vSemi Ctyibokymi hranoly s konstantnim povrchem P najdéte ten, ktery ma
nejveétsi objem. Tento objem urcete.
. 22 . Ly . S <
e) Na elipse ;‘—2 + 2—2 = 1 najdéte bod s vlastnosti, Ze normadla sestrojend v tomto bodé
ma nejveétsi vzdalenost od pocatku.
f) Na elipsoidu v prostoru jsou dany dva body A = [ay, a2, az], B = [b1, b2, b3]. Urcete
bod C na elipsoidu tak, aby vznikly trojihelnik mél maximalni obsah.
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9.3. Reste extremdlni tlohy:
a) %||x||2 — min, (u,x)=o,(v,x)=8,x,u,veR" a, B R,

b) (Ax,x) —> min, (ug,x)=ay, k=1,...,n—1,x,u;r € R", a; € R,
dim{Lin{u{,...,up—1}}=n—1.

*

Vsechny dobré zdsady jsou jiZ napsdny. Nyni jesté zbyvd je uskutecnit.
(B. Pascal)

*






Kapitola 10

Generovani grafiky v Maplu

Zde se vyuZiti pocitace pfimo nabizi. Tato ¢ast matematické analyzy se probirad
v dobg, kdy nejsou probrany odpovidajici partie z geometrie (zimni semestr dru-
hého ro¢niku ucitelského studia). Studenti proto Casto postradaji geometrickou
pfedstavu v prostoru, a tak jsou visualizaCni schopnosti pocitaCovych systému
velmi vitany.

10.1 Graf funkce dvou proménnych

Vsimnéme si podrobnéji problematiky tvorby grafti redlné funkce dvou redlnych
proménnych pomoci programu Maple V. Zaméfime se zejména na pripady, kdy
pocitatem ziskany vystup (v dal§im nazyvany PC-graf), neodpovida grafu funkce
(Definice 1.2).
Definujme funkci f(x, y) = sin(x) cos(y):
> f:=(x,y)—->sin(x)*cos (y);
fi=(x,y) — sin(x)cos(y)

a sestrojme PC-graf funkce f (obr. 10.1):

> plot3d(f, -Pi..Pi, -Pi..Pi);

Stejné€ jednoduse je moZno ziskat i PC-graf plochy dané parametricky, napf.
X =sinucosv,y =sinusinv, z =cosu, u € [0, w], v € [0, 2x] (obr. 10.2):

\

with (plots) :

%

plot3d([sin(u)*cos(v),sin(u)*sin(v),cos(u)],u=0..P1i,
v=0..2xPi,style=patch, scaling=constrained,
> axes=framed, labels=[x,vy,z]);
Parametrem scaling=constrained jsme dosdhli stejného méfitka na
osach vysledného PC-grafu. Porovnejme PC-graf na obrazku 10.2 s PC-grafem

\
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obr. 10.1

{7
/17

[1]

/1
]
(T
N

W\

obr. 10.2 obr. 10.3

na obrazku 10.3, na kterém je tatdz koule generovand bez pouZiti tohoto parame-
tru:

> plot3d([sin(u) *cos(v),sin(u)*sin(v),cos(u)],u=0..P1i,

> v=0..2%Pi,style=patch, axes=framed, labels=[x,y,z]);
Jakym zpisobem probihd konstrukce PC-grafu? Zadame funkcni predpis
a mnozinu bodi [x, y], pro které chceme funkci zobrazit. Tato mnozina je typu
(Xmin> Xmax) X {Ymin> Ymax)- Na ni pak program vytvoi{ sit, v jejichZ uzlovych bo-
dech numericky spocita funkéni hodnoty (tyto jsou uloZeny do objektu PLOT3D).
Hustotu sité regulujeme pomoci parametru grid=[m, n], kde m a n udava po-
Cet uzlovych bodl ve sméru os x a y. Implicitni nastaveni tohoto parametru je
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[25, 25]. Funkéni hodnoty jsou poté podle interpolacnich pravidel pospojovany
a PC-graf zobrazen na vystupnim zafizeni.

Tento postup vSak zfejmé miZe vést k zavadéjicim vysledkdm. Pro ilustraci
napf. vytvorme PC-graf funkce g(x, y) = sin(27wtx) sin(2my), pro x a y z intervalu
(0, 25) beze zmény implicitniho nastaveni parametrui:

> plot3d(sin (2xPixx)*sin (2+xPixy), x=0..25, y=0..25,

> axes=boxed, labels=[x,vy,z]);
Podrobnéjsi analyzou zadané funkce vsak zjistime, Ze ziskany PC-graf (obr. 10.4)
neodpovida skutecnosti, funkce sin(2mx) a sin(2wy) jsou periodické s periodou 1
a tomu PC-graf na obrazku 10.4 neodpovida. Zhusténim sité dostavame vysledek

(ol

bliZsi skutecnému chovani uvazované funkce (obr. 10.5):

> plot3d(sin(2+xPixx)*sin (2«Pixy), x=0..25, y=0..25,
> axes=boxed, grid=[60,60], labels=[x,vy,z]);

obr. 10.4 obr. 10.5

Dals{ problémy vznikaji pfi tvorbé grafd nespojitych funkei. Nejjednodussi
situace nastdva v piipadé, kdy studovand funkce neni v bodé [x¢, yo] spojitd (viz
Definice 2.3), ale v tomto bod¢ existuje kone¢nd limita. Pak miZeme bud zménit
hustotu uzlovych bodt nebo funkci vhodnym zptisobem dodefinovat.

Priklad 10.1. Vytvoite PC-graf funkce

)Czy

x’ — .
f( )’) x2+y2
Prikazem:

> fi1=(%,y) > (x"2*y) / (X"2+y"2) ;

x2y

=(x,y) > ——
f=(0xy) e
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zaddme funkci a piikazem:
> plot3d(f, -3..3, -3..3, orientation=[-57,38],
> axes=framed, labels=[x,vy,z]);
ziskame PC-graf zobrazeny na obr. 10.6.
Bod, ve kterém vySetfovana funkce nenf spojit4, je pfi této hustoté sité totoZny
s uzlovym bodem a program v ném nemuze spocitat funk¢éni hodnotu. Pfi zobra-
zovani na vystupnim zafizeni je funk¢ni hodnota v bodé€ nespojitosti vynechdna
a zobrazeny PC-graf neodpovida v okoli bodu [0, 0] grafu funkce. VSimnéme si
u tohoto piikladu podrobné struktury Mapleovské grafiky. Generujme graf zkou-
mané funkce pro x a y z intervalu (—3, 3) pfi hustoté sité [7, 7] a podivejme se,
jaka je struktura vytvoreného objektu PLOT3D:
> p:=plot3d(f, -3..3, -3..3, orientation=[-57,38],
> axes=framed,grid=[7,7],color=black,labels=[x,vy,z]);
= bs
p = PLOT3D(GRID(-3...3., —=3...3., [[—1.500000000000000,
—1.384615384615385, —.9000000000000000, 0,
.9000000000000000, 1.384615384615385, 1.500000000000000]
, [—.9230769230769231, —1., —.8000000000000000, 0,
.8000000000000000, 1., .9230769230769231], [
—.3000000000000000, —.4000000000000000,
—.5000000000000000, 0, .5000000000000000,
.4000000000000000, .3000000000000000],
[0,0,0, FAIL, 0, 0, 0], [—.3000000000000000,
—.4000000000000000, —.5000000000000000, 0,
.5000000000000000, .4000000000000000, .3000000000000000]
, [—.9230769230769231, —1., —.8000000000000000, 0,
.8000000000000000, 1., .9230769230769231], [
—1.500000000000000, —1.384615384615385,
—.9000000000000000, 0, .9000000000000000,
1.384615384615385, 1.5000000000000001],
COLOR(RGB, 0,0,0)), AXESLABELS(x, y, z), TITLE( ),

AXESSTYLE(FRAME), PROJECTION(—-57.,38.,1))
V objektu PLOT3D jsou uloZeny funkéni hodnoty v uzlovych bodech sité, které
jsou pocitany numericky postupné po fadach. VSimnéme si funkénich hodnot pro
body [0, —3], [0, —2], . ... Zde skute¢né vypocet funkéni hodnoty pro bod [0, 0]
,havaruje* (FAIL). Nasledné je tento objekt pouzit pii zobrazovani na vystupnim
zafizeni a chybéjici funkéni hodnota v bodé [0, O] je vynechéna (obr. 10.7).
Zménime tedy hustotu uzlovych bodu tak, aby bod [0, 0] (bod nespojitosti)

nebyl uzlovym bodem (obr. 10.8):
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obr. 10.6 obr. 10.7

> plot3d(f, -3..3, -3..3, orientation=[-57,38],

> axes=framed, grid=[30,30], labels=[x,y,z]);
Jinou moznosti je dodefinovat funkéni hodnotu v bod¢ [0, 0] tak, aby funkce f
v tomto bod¢ byla spojitd. Poté generujme PC-graf ziskané spojité funkce:

> g:=proc(x,y) if x=0 and y=0 then 0
> else (x"2xy)/ (x"2+y”~2) fi end:

> plot3d(g, -3..3, -3..3, orientation=[-57,38],
> axes=framed, labels=[x,vy,z]);

Obdrzime vysledek zndzornény na obr. 10.9.

obr. 10.8 obr. 10.9

Priklad 10.2. Funkce
sinxy

fx,y) =

Xy
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neni spojitd v bodech lezicich na osich x a y, ale m4 zde konecnou limitu rovnu
jedné.
Pfi pokusu o tvorbu PC-grafu pfikazem:

> plot3d(sin(x*y)/ (x*y), x=-3..3, y=-3..3, axes=framed,

> color=black, orientation=[150,50], labels=[x,y,z],

> tickmarks=[7,7,31);
dostdavame PC-graf na obrazku 10.10. Zde jsou opét patrné nespojené body, ve
kterych vypocet funk¢nich hodnot ,,havaroval* (body nespojitosti na osach x a y
opét vychazeji do uzlovych bodt sité).

Vytvorme tedy PC-graf spojité funkce (obr. 10.11) (dodefinujme funkci tak,

aby byla spojitd)

pro x =0 nebo y =0,

§(x.y) = F(x,y) jinak.

> g:=proc(x,y) if x=0 or y=0 then 1
> else sin(xxy)/ (xxy) fi end:

> plot3d(g, -3..3, -3..3, axes=framed,
> orientation=[150,50], color=black, labels=[x,vy,z],
> tickmarks=[7,7,31);

////II\/\)R\(\\“.v.,—,qII" / T
s N esss T
i\ R\
W &

obr. 10.10 obr. 10.11

Jinou moZnosti je opét vhodné zménit hustotu sité tak, aby body nespojitosti
nebyly totozné s uzlovymi body sité.

Pokud v bodech nespojitosti neexistuje kone¢nd limita, je zndzornéni chovani

vvvvvv
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Priklad 10.3. Generujte PC-graf funkce f(x, y) = 1/x.
Protoze lim,_, ¢+ 1/x = +00, lim,_,o- 1/x = —00, neni funkce f na piimce x = 0
spojitd. Piikazem:

> plot3d(1/x, x=-5..5, y=-5..5, orientation=[-63,73],

> axes=framed, labels=[x,vy,z]);

dostavame PC-graf z obr. 10.12.

H‘MHHHH
i

il

Vidime, Ze PC-graf neodpovidad grafu zkoumané funkce. Podivejme se opét na
objekt PLOT3D, pro zjednoduseni zvolme grid=[7, 3] (obr. 10.13):
> p:=plot3d(l/x, x=-5..5,y=-5..5,0orientation=[-63,73],
> axes=framed,grid=[7,3],color=black, labels=[x,vy,2z]);p;
p = PLOT3D(GRID(-5...5., —5...5., [[—.2000000000000000,
—.2000000000000000, —.20000000000000001, [
—.3000000000000000, —.3000000000000000,
—.3000000000000000], [—.5999999999999999,
—.5999999999999999, —.5999999999999999], [
—.2251799813685248 10'°, —.2251799813685248 10'°,
—.2251799813685248 10'%],
.6000000000000002, .6000000000000002, .6000000000000002 ]

[
[ .3000000000000000, .3000000000000000, .3000000000000000 ]
[

.2000000000000000, .2000000000000000, .2000000000000000 ]
], COLOR(RGB, 0,0, 0)), AXESLABELS(x, y, ),
AXESSTYLE( FRAME ), TITLE( ), PROJECTION( —63., 73., 1))
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vy s

Maple voli rozsah zobrazovanych hodnot a méfitka na osich sdm tak, aby se vy-
sledny PC-graf co nejlépe ,,vesel” na vystupni zafizeni. To zejména u funkci, je-
jichz limita v nékterém bodé je rovna oo, zpiisobuje problémy (odliSnost grafu
a PC-grafu funkce). Z algoritmu realizace PC-grafu na vystupnim zafizeni plyne
i spojeni té€ch funkénich hodnot, které by nemély byt spojeny (v okoli bodi ne-
spojitosti, body nespojitosti v tomto piipadé nejsou totozné s uzlovymi body).
Z objektu PLOT3D je také vidét, Ze pri této hustoté sité a stanovené presnosti
aproximace jsou v PC-grafu potla¢eny funkéni hodnoty blizké +oo. Staéi vSak
zmeénit presnost aproximace (zménou hodnoty proménné Digit s, implicitni na-
staveni je Digits:=9), a dostdvdme jinou sit uzlovych bodi a také jiny PC-
-graf (obr. 10.14):
> Digits:=18;
Digits := 18

> plot3d(1/x, x=-5..5, y=-5..5, orientation=[-63,73],
> axes=framed,grid=[7,3],color=black, labels=[x,vy,2z]);

obr. 10.13 obr. 10.14

Omezime tedy rozsah zobrazovanych hodnot (view=-5..5) pfi puvodni
presnosti aproximace (obr. 10.15):
> Digits:=9:
> plot3d(1l/x, x=-5..5, y=-5..5, view=-5..5,
> orientation=[-63,73], axes=framed, labels=[x,vy,z]);
Na PC-grafu je vidét pozitivni vliv zmény rozsahu zobrazovanych hodnot,
nadéle vsak pretrvava spojovani i téch bodd PC-grafu, které spojeny byt nemély.
Skutecnosti odpovidajici PC-graf ziskdme nasledujicim zptisobem. Tvorbu PC-
-grafu rozdélime do dvou ¢4sti tim, Ze defini¢ni obor rozdélime na dvé oblasti:
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2

obr. 10.15

(=5, —0.001) x (=3, 3)a(0.001, 5)x (-3, 3). Jednotlivé samostatné vytvarené
¢asti PC-grafu v zavéru interpretujeme v jediném (obr. 10.16) pomoci prikazu
display3d zknihovny plots:

> ol:=plot3d(l/x, x=-5..-0.001, y=-3..3, view=-5..5):
> o02:=plot3d(l1/x, x=0.001..5, y=-3..3, view=-5..5):

> display3d({ol,02}, orientation=[-63,73],axes=framed,
> labels=[x,vy,2]1);

Poznamka 10.1. Tvorba PC-grafu nespojité funkce jedné redlné proménné je
zjednoduSena parametrem discont=true. Pfi pouZiti tohoto parametru pro-
gram nejprve ur¢i body nespojitosti zadané funkce a poté rozdéli horizontalni osu
na intervaly, na kterych je tato funkce spojitd, takZe nedojde ke spojenf téch bodi
PC-grafu, které spojeny byt nem¢ly.

N e

V nékterych pripadech je vhodnéjsi nezobrazovat funkci ve tvaru explicitnim, ale
provést parametrizaci funkce (x = ¢ (u,v), y = ¥ (u,v), z = x(u,v), kde u a v
jsou parametry). Vyhodné je to zejména u funkci, které vykazuji sttedovou nebo
osovou symetrii.

Piiklad 10.4. Vytvoite PC-graf funkce

2
f(X,Y)—xz_l_y—2_9-
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obr. 10.16

Defini¢nim oborem funkce f je mnozina R?—{[x, y] : x>+y? = 9}, tedy rovina xy
kromé bodi leZicich na kruznici se stfedem v bodé [0, 0] a polomérem r = 3.
V téchto bodech neni funkce spojitd. Pokud se pokusime vytvorit PC-graf funkce
jednoduchym prikazem:

> f:1=2/(x"2+y"2-9);

1
f=2

ST X242 -9

> plot3d(f, x=-5..5, y=-5..5);
dostavame obr. 10.17. Zména hustoty uzlovych bodti a omezeni rozsahu zobrazo-
vanych hodnot v tomto pripadé nepomdhd (obr. 10.18):

> plot3d(f, x=-5..5, y=-5..5, view=-5..5,grid=[30,40]);
Provedme nyni parametrizaci x = ucosv, y = usinv, z = u22_9 a generujme

PC-graf (obr. 10.19) této funkce:

> plot3d([uxcos(v), u*sin(v), subs({x=uxcos(v),

> y=uxsin(v)}, £)]1, v=0..2xPi, u=0..6, view=-5..5):
Vsimnéme si rozdilu mezi PC-grafem funkce f (dané explicitné, obr. 10.17
a 10.18) a PC-grafem téZe funkce dané parametricky (obr. 10.19) (graf by mél
byt v obou piipadech stejny).
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obr. 10.17 obr. 10.18

obr. 10.19

ProtoZe ziskany PC-graf stale neodpovida grafu funkce, rozdélime tvorbu PC-
-grafu opét do dvou ¢asti, pfiCemZ parametr u bude postupné nabyvat hodnot z in-
tervald (0, 2.999) a (3.001, 6):

> sl:=plot3d([u*cos(v), u*xsin(v),
> subs ({x=uxcos (v), y=uxsin(v)}, £f)], v=0..2xPi,
> u=0..2.999):

> s2:=plot3d([u*cos(v), u*xsin(v),
> subs ({x=uxcos (v), y=uxsin(v)}, £)], v=0..2xPi,
> u=3.001..0):

> display3d({sl,s2}, view=-8..8);

%

display3d({sl,s2}, view=-8..8, orientation=[40,102]);
Z dtvodu nazornosti je funkce zobrazena ze dvou riznych pohledi (obr. 10.20
aobr. 10.21).
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obr. 10.20 obr. 10.21

Vsimnéme si nyni jesté nékterych parametrt piikazu plot 3d, kterymi mu-
Zeme ovlivnit vzhled vysledného PC-grafu. Doposud jsme generovali PC-graf
vZdy nad ¢tvercovou nebo obdélnikovou oblasti. Ale rozsah druhého parametru
miZze byt uddn v zavislosti na prvnim. Napfiklad pri generovani PC-grafu povrchu
polokoule nad ¢tvercovym oborem:

> plot3d(sgrt (1-x"2-y*2), x=-1..1, y=-1..1,

> scaling=constrained) ;
dostdvdme PC-graf na obrazku 10.22. Ziskany PC-graf neodpovida na okrajich
oblasti grafu funkce (,,zubaté okraje“ jsou opét zpisobeny spojovanim funkcnich
hodnot v uzlovych bodech).

Pti pouziti kruhové oblasti:

> plot3d(sgrt (1-x"2-y*2), x=-1..1,

> y=-sqrt (1-x72) ..sqgrt (1-x"2), scaling=constrained);
(tj. proménného rozsahu na ose y) dostdvime PC-graf odpovidajici grafu
funkce (obr. 10.23).

Rozsah zobrazovanych hodnot ve sméru osy z ménime volbou parametru
view=[zmin..zmax]. Pokud tento parametr nezaddme, voli Maple roz-
sah zobrazovanych hodnot sdm, coZ op€t muze vést k zavadéjicim vysledkiim
(viz také komentdi k prikladu 10.3). Porovnejme dva PC-grafy (obr. 10.24
a obr. 10.25), generované prikazy:

> plot3d(l/ (x*2+y~2), x=—1..1

, y=—1..1, axes=boxed,
> color=black, labels=[x,vy,z]);

> plot3d(1l/ (x"2+y*2), x=-1..1, y=-1..1, view=0..6,
> style=patch, axes=boxed, labels=[x,vy,z]);
Pro zkoumanou funkci je lim( y)— 0,0y 1/(x* + y*) = +00, rozsah zobrazova-

vV s

nych hodnot a méfitka na osach v prvnim piipadé Maple volil sdm (+oo aproxi-
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obr. 10.22

obr. 10.23
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obr. 10.24

obr. 10.25

moval hodnotou 7 - 10*!). Vysledny PC-graf (obr. 10.24) pak neodpovidé grafu
funkce. Obor zobrazovanych hodnot tedy omezime parametrem view=0. .6 na
interval (0, 6), ziskany PC-graf je zndzornén na obr. 10.25.

10.2 Vrstevnice

Pro vytvofeni predstavy o tvaru a pribéhu znazorfiované plochy nim ¢asto poma-
haji vrstevnice (viz Definice 1.3) grafu funkce a fezy rovinamiz =0, y =0, x =0,
piip. rovinami s nimi rovnobéZnymi. Maple ndm tak midZe pomoci pii vysvétlo-
véani geometrického vyznamu pojmu vrstevnice funkce a pfi jejich zndzoriiovani.

Uka?me si nyni konstrukci vrstevnice funkce f(x,y) = x> + y? na hlading
¢ = 6. Nejdrive generujme PC-graf funkce f a oznaCme jej P1 (obr. 10.26). Poté
vytvoime PC-graf roviny z = 6, ozna¢ime jej P2, a interpretujme funkci i rovinu

v jednom PC-grafu (obr. 10.27):
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>

>

obr. 10.26 obr. 10.27

with (plots) :

f = (x,y) —> x"2+y"2:

Pl := plot3d(f(x,y), x=-3..3,

y= —-sqrt (9-x"2)..sqrt (9-x"2), axes=framed,
tickmarks=[7,7,5], orientation=[45,60],
labels=[x,y,z]): ";

P2 := plot3d(6, x=-3..3, y= -3..3,

style = patchnogrid) :

display3d({P1l,P2}, axes=framed,tickmarks = [7,7,5],
orientation=[45,60], labels=[x,v,z]);

Kfivka, vznikla jako prusecnice grafu funkce f a roviny z = 6 je ddna para-
metricky rovnicemi

x =+/6cost, y = V6sint, z=6

a predstavuje vrstevnici funkce f na hladiné ¢ = 6. Zndzornéni vrstevnice v ro-
viné ziskdme primétem do roviny xy. Situaci znazorfiuji nasledujici dva obrazky
(obr. 10.28, obr. 10.29). Pro vykresleni prostorové kiivky jsme pouZili procedury
spacecurve z knihovny plots:

>

>

P3 := spacecurve([sgrt (6)cos(t), sqrt(6)=*sin(t),6],
t=0..2%Pi, color=black, thickness=3):

P4 := spacecurve ([sqgrt(6)*cos(t), sqgrt(6)xsin(t),0],
t=0..2%Pi, color=red, thickness=3):

display3d({P1l,P2,P3},tickmarks=[7,7,5],
orientation = [40,120], axes=boxed, labels=[x,vy,z]);

display3d({P1,P2,P3,P4},tickmarks=[7,7,5],
orientation =[40,120], axes=boxed, labels=[x,vy,z]);
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obr. 10.28 obr. 10.29

Podobnym zpisobem miizeme zndzornit i fezy rovinami rovnob€Znymi s ro-
vinami xz a yz. Napf. zobrazme prinik roviny x = 2 a grafu funkce f. Jako
prusecnici ziskame kiivku, kterou mtizeme popsat parametricky rovnicemi

x=2,y=t,z=f(2,1) =4+1°.

Graf funkce, rovinu i jejich prisecnici interpretujme v jednom PC-grafu
(obr. 10.30):

>

>

>

Pl :=
P2 :=

style=

> P3 :=

>

>

>

>
>
>
>

color=

plot3d(f(x,y),x=-3..3,y=-3..3):

implicitplot3d(x=2,x=-3..3,y=-3..3,2z=0..20,
patchnogrid) :

spacecurve ([2,t,]J(2,t)],t=-3..3,thickness=3,
black):

display3d({P1,P2,P3},tickmarks=[7,7,5],
axes=framed, orientation=[40,120], labels=[x,vy,z]);
Pro pfimé zndzorflovani vrstevnic pouZivame piikaz contourplot (obr. 10.31):

plots[contourplot] (f(x,y), x=-3..3,

y=-sqrt (9-x"2) ..sqgrt (9-x"2), axes=boxed, color=black,
contours=10, numpoints=2500, scaling=constrained,
tickmarks=[7,7,0]1);

Parametr style=patchcontour pfikazu plot3d slouZi k zobrazeni grafu
funkce s vrstevnicemi (obr. 10.32) a pro zobrazeni vrstevnice na dané hladiné
muzZeme pouZzit pifkazu levelcurve z knihovny mvcalp (obr. 10.33):

> plot3d(f(x,y), x=-3..3, y=-sqrt (9-x"2)..sqrt (9-x"2),
> style=patchcontour, axes=boxed, orientation=[40,120],
> tickmarks=[7,7,5], labels=[x,vy,z]);



164 Generovdni grafiky v Maplu

204
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Z 107

obr. 10.30

obr. 10.31

> with (mvcalp) :
> levelcurve (f(x,vy),6, x=-3..3, y=-3..3, color=black,
> scaling=constrained, tickmarks=[7,71]);
Protoze tvorba matematické grafiky neni casto jednoduchou zélezitosti
a vzhled vysledného PC-grafu mtZzeme ovliviiovat celou fadou parametrl, uva-
dime na zavér této kapitoly i strucny piehled zakladnich pouZitych prikazi a je-
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obr. 10.32 obr. 10.33
jich parametrd. Popis vSech pfikazt Ctenar najde bud v manudlech [ 1,0 ]
al ] nebo piimo v systému ndpoveédy programu Maple V.

Pi'ehled pouzitych prikazu

Generovéni PC-grafu funkce dvou proménnych:
plot3d(f(x,y),x=a..b,y=c..d,volby); pro vyrazy a plot3d(f,
a..b,c..d, volby); pro funkce.

Volitelné parametry volby ovliviiuji vzhled vysledného PC-grafu. Nejcastéji
pouZzivané parametry jsou popsany Tabulce 10.1.

Generovéni PC-grafu funkce dvou proménnych dané parametricky (obr. 10.2):
plot3d([f(s,t),g(s,t),h(s,t)],s=a..b,t=c..d, volby);
K rozsifeni moZnosti prace s grafikou slouZi knihovna plots. Procedury této
knihovny zpfistupnime piikazem with (plots) :
Vykresleni prostorové kiivky (obr. 10.28 a 10.29):
spacecurve ([f(t),g(t),h(t)],t=a..b,volby);
Znazornéni vrstevnic (obr. 10.31):
contourplot (£ (x,vy),x=a..b,y=c..d,volby);
Znazornéni vrstevnice na dané hladiné (obr. 10.33):
mvcalp[levelcurve] (f(x,y), hladina, x=a..b, y=c..d);
Generovani PC-grafu funkce dané implicitné (obr. 10.30 a viz také Kapitola 7):
implicitplot3d(exprl, x=a..b, y=c..d, z=p..q, volby);



style = POINT HIDDEN
PATCH WIREFRAME
CONTOUR LINE

PATCHCONTOUR
PATCHNOGRID
axes = BOXED NORMAL
FRAME NONE
grid = [m,n]
numpoints = n
labels = [x,y,2]
tickmarks = [n,m,p]
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Volba Efekt prikazu
scaling = UNCONSTRAINED méfitka na osach
CONSTRAINED
view = zmin..zmax volba rozsahu zobrazovanych hodnot
orientation = [theta,phi] | tdhel pohledu

zptsob vykresleni grafu

znazornéni os

regulace hustoty sité

alternativni zadani poctu bodu sité
popis os

pocet znacek na osich

tab. 10.1




Kapitola 11

Vypocty limit v Maplu

Pocitacového systému v této kapitole vyuZivadme zejména ke tvorbe ilustracni gra-
fiky. Pfimy vypocet limit funkce dvou proménnych nenfi ve vétsiné pripadii mozny,
protoZe neexistuje vhodny algoritmus. (Jind situace je u funkci jedné proménné.)
Presto ndim muiZe byt pocéita¢ ndpomocen pii urcovani limit funkce dvou promén-
nych a to zejména jejich transformaci do polarnich soufadnic a naslednym vypo-
¢tem limity funkce jedné proménné.

Podobné metody 1ze pouZit pfi urCovani limit vzhledem k podmnoZindm okol{
limitniho bodu. V této souvislosti budeme za takové podmnoZziny volit spojité
ktivky prochédzejici limitnim bodem a mluvit o limitdch z4vislych na cesté, resp.
o limité podél cesty.

11.1 Tlustracni grafika

Cyklus PC-grafti z této ¢asti je mozno vyuzit pii prednaskach k ilustraci pro-
birané problematiky a v pocitacové laboratofi k samostatnému experimentovani
studentl. Pritom vétSinu zde uvedenych obrazki Ize bez pocitace realizovat jen
velmi tézko.

Priklad 11.1. Spojité funkce maji v libovolném bodé¢ [a, b] limitu

lim x,y)= f(a,b).
om f&x,y)=f(a,b)
Piikladem je napf. funkce f(x, y) = x — x> — xy? + x3y? (obr. 11.1):

> plot3d(x—xX"3-x*y"2+x"3xy"2,x=-1.4..1.4,y=-1.4..1.4,
> view=-1..1, style=patch, labels=[x,vy,’z’]);
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Priklad 11.2. Funkce

x%y
x2+y?

fx,y) =

neni v bodé [0, 0] definovand, ale md v tomto bod€ limitu rovnu nule (podle
Véty 2.6). Pokud se k limitnimu bodu ,,bliZime* podél jakékoli cesty, funkéni
hodnoty se bliZi nule (obr. 11.2). (Existence limity nezavisi na funk¢éni hodnoté
v limitnim bodé&.) Aby byla funkce f v bodé [0, 0] spojitd, definujeme f(0,0) =0
a generujeme PC-graf vySetfované funkce:

> f:=proc(x,y) if x=0 and y=0 then O
else (x"2xy)/ (x"2+y"2) fi end:

\

\%

plot3d(f, -3..3, -3..3, orientation=[-57,38],
> axes=framed, style=patch, labels=[x,vy,’z'1);

Nasledujici priklady ilustruji jev, kdy hodnota limity funkce zavisi na ceste,
po které se k limitnimu bodu bliZime — tj. funkce nema v daném bodé& limitu.

Priklad 11.3. Funkce
x2— yz 2
fx,y) = (—2>

xZ+y



llustracni grafika 169

obr. 11.2

nemd v bode [0, O] limitu. Jestlize se k bodu [0, 0] bliZime po pfimkéich y = +x
dostdvame

lir% f(x,+x)=0,

x—

ale po osdch x a y dostdvdme

lim f(x,0) =1, lim f(0, y) =1.
x—0 y—0
Protoze hodnota limity zavisi na cesté, po které se k bodu [0, 0] bliZime, limita
lim(, ,)— 0,0y f (x, ¥) neexistuje. Uvedend situace je dobfe viditelnd na obr. 11.3.
> £i=(x,y) > ((x"2-y"2) / (x"2+y"2)) "2:
> plot3d(f(x,vy),x=-3..3,y=-3..3,9rid=[51,49],
> axes=framed, style=patch, labels=[x,vy,"z'1);

Priklad 11.4. Funkce

Xy
x2+y?

fx,y)=

N

nemd v bodé [0, 0] limitu: pokud se k limitnimu bodu bliZime po pfimkach y = kx,
dostavame vysledek zavisejici na konstanté &
. Xy k
lim = .
@»N—00 x2+y2  1+k?

y=kx
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obr. 11.3

Situace je zndzornéna na obr. 11.4 a obr. 11.5. Pro vétsi ndzornost je zde funkce
zobrazena z riznych uhla pohledu.

obr. 11.4 obr. 11.5

PC-grafy byly vytvoreny nasledujici posloupnosti piikazi:
> fi=(x,y)—>x*xy/ (x"2+y"2);

Xy

=(x,y) >
f=0xy) 1y

> z:=subs (x=rx*cos (phi), y=r*xsin(phi), f(x,vy)):

> p:=plot3d([r*cos(phi), r*sin(phi),simplify(z)],r=0..1,
> phi=-Pi..Pi, grid=[15,45], axes=framed, style=patch):
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> with(plots):
> display3d(p,orientation=[15,45], labels=[x,vy,"2z"]1);
> display3d(p,orientation=[-69,38], labels=[x,vy,"2z"1);

Priklad 11.5. Funkce

22 [yl #10,0),
(x,y) =1+
feey {0, [, y1 = [0, 0]

nemd v bodé [0, 0] limitu. V tomto pfipad€ jsou vSechny limity po pfimkéch
y = kx k bodu [0, 0] rovny 0, av§ak po paraboldch y = kx> hodnota limity z4leZi
na konstanté k (viz Poznamka 2.2).

Bez poufZiti pocitace je velmi obtiZné nakreslit graf funkce a studenti casto ne-
maji s touto funkci spojenu konkrétni geometrickou predstavu (PC-graf obr. 11.6):

> f:=proc(x,y) if x=0 and y=0 then 0
> else x"2*y/ (x™4+y”2) fi end:

> plot3d(f, -2..2, -2..2, grid=[100,100],
> style=patchcontour, orientation=[-46,35],
> contours=12, axes=boxed, labels=[x,y,’z’]);

obr. 11.6
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Priklad 11.6. Funkce |

f(X,)’):m

ma v bodeé [0, 0] nevlastni limitu oo (viz piiklad 2.1-ii)). PC-graf funkce je uveden
na obrazku 10.25.

Priklad 11.7. Funkce
flx,y) =

x24+y2 -9
neni definovand na mnoziné K = {[x, y] : x2+y? = 9}, coZ je kruZnice se stfedem
v bodé [0, 0] a polomérem r = 3, a nemd v Zddném bod¢ této mnoZiny limitu.
Nechf [xg, yo] € K. Jestlize se k bodu [xg, yo] bliZime po libovolné cesté L
lezici vné kruZnice K, pak dostdvame
2 2
= — = +00.

lim _
@)=y X2+ y2—9  0*
(x,y)€L;

N2

Jestlize se k bodu [0, 0] bliZime po libovolné cesté L, leZici uvnitf této kruZnice,

dostavame
2 2

lim ————=—"-=
@)= x2+y2—9  0-
(x,y)EL>

Odtud plyne, Ze limita lim, ) (x),yo) f (*, y) neexistuje. Existuji pouze limity po
cestdch lezicich uvnitf a vné kruZznice K. PC-graf funkce f je uveden na obréz-
cich 10.20 a 10.21.

11.2 Vypocty

Maplu miizeme pouZit i pfi uréovani existence, resp. neexistence limity funkce
dvou proménnych.

Nésledujici priklady ilustruji moZnosti Maplu pfi procvi¢ovani nékterych me-
tod urcovani limit funkce. Napf. u funkce dvou proménnych se k limitnimu bodu
miZeme bliZit nekonecné mnoho zpiisoby: po piimkach, parabolach ¢i obecnych
mnozindch. K dikazu neexistence limity pfitom staci najit dvé rizné hodnoty
limit vzhledem k riznym mnoZindm. Maple nam zde pomaha pifi vypoctu vol-
bou y = ¢(x) (pro vhodné ¢) ziskanych limit funkce jedné proménné (pt. 2.1
a pf. 2.2). Maple ndim muze asistovat i pii diikazu neexistence a pfip. i existence
limity funkce dvou proménnych ve vlastnim bodé€ [xg, yo] zavedenim poldrnich
soufadnic (pf. 2.3 a pt. 2.4).
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Jinou moZnosti feSeni limit funkci dvou proménnych je nejdiive urcit graf
funkce, podle grafu vyslovit hypotézu o existenci, resp. neexistenci a tuto dokazat
(pt. 2.5). K tomu lze efektivné, ale s jistou opatrnosti, vyuzit PC-grafi uvaZova-
nych funkci.

Nékteré piiklady z této Casti jiZ byly pouZity v Cdsti Ilustrace, zde je vSak na
rozdil od pfedchazejici Casti kladen diiraz na vypocetni aspekt problému.

Priklad 11.8. Urcete
22
. X y
lim ——.
(@)= (0,0) x% + y2
Zkoumanou funkci ozna¢me g(x, y). Za mnoZiny, vzhledem k nimZ budeme li-
mity pocitat, zvolme pfimky. Pokud se k limitnimu bodu [0, 0] bliZime po piimce

y =0, dostdvame
2

X
L = 1 = 1 i 1
1= im0 = lim 25 =1
ale pokud se k limitnimu bodu bliZime podél pfimky y = x
x?—x?
o= im0 =l e e ="

s

Tedy L; # L», t.j. vysledek zdvisi na cesté, po které se blizime k limitnimu bodu,
a proto uvaZzovand funkce g nema v bod¢ [0, O] limitu.
Pritom bylo pouzito nasledujicich piikazii:

> g:=(x,y) > (x"2-y"2) / (x"2+y"2);

x2—y?

x2+y?

g=(x,y)—>

> Ll:=Limit(g(x,0), x=0)=limit (g(x,0),x=0);
Ll:=liml1=1
x—0

> L2:=Limit (g (x,x), x=0)=limit (g(x,x),x=0);
L2 := lin})0=0

Poznamka 11.1. Pozor na nespravné pouziti Maplu pfi vypoctech limit!
Prikazem:

> limit (limit (g(x,vy), y=0), x=0);
1
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nepocitdme limitu dané funkce v bod€ [0, 0], ale pouze limitu podél osy x.
Spravné pouziti ptikazu 1imit k vypoctu hledané limity je:
> limit (g(x,y), {x=0,y=0});
undefined
Zde tedy dostavame, Ze limita neexistuje. U vSech dalSich priklad(i uvedenych
v této Casti v§ak Maple neni pfimym vypoctem schopen o existenci limity roz-
hodnout.

Priklad 11.9. Urcete limitu funkce

Xy2

S, y) = m
v bodé [0, 0].
Budeme-li se k bodu [0, 0] bliZit po pfimkach y = kx, dostivame
. k2x3 . k2x
im ———— =lim ———
x—=0 x2 + k4x4 x—0 1+ k*x2

Vysledek nezavisi na k, pro jakoukoli pfimku dostavame stejny vysledek. To vSak
k existenci limity nestaci. Polozme x = ky?. Dostdvdme

R k
im = :
=0 K2yt +yt K2+ 1

coz je vysledek zavisejici na konstanté k. Limita tedy neexistuje, pro rizné cesty
dostavame rizné vysledky.
Realizace v Maplu:

> fi=(X,y)—>x*xy" 2/ (x"2+y"4) ;

Xy2

=(x, —
f=0xy) e
> Limit (f(x,k+*x), x=0)=limit (f (x,k+*x),x=0);
] x3 k2
lim

=0
x»0x2+k4x4

> Limit (£(kxy*2,vy),y=0)=1limit (£ (k*xy"2,vy),y=0);
ky* _k
0 k2 yt+yt K2+ 1
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Priklad 11.10. Rozhodnéte, zda existuje limita

2xy
im ———.
(6, )—>0,0) X%+ y
Zavedenim polédrnich soufadnic dostdvdme

2xy .
im ——— = lim
@)= 0,0 x2+y2  r—-0+

2r? si
r sm(zﬁz) cos(¢) _ sin(24).

Protoze vysledek zavisi na ¢, tj. na sméru, ve kterém se bliZime k bodu [0, 0],
uvedend limita neexistuje.
Vypocet:

> fi=(x,y) > (2%xxy) / (x"2+y"2);

> Limit (subs (x=r*cos (phi), y=r+sin(phi), f£(x,vy)),
> r=0, right)= limit (simplify (subs (x=rxcos (phi),
> y=r+sin(phi), f(x,y))), r=0, right);

r2cos(¢ ) sin(¢)

;
20" 2 cos(¢)2 +r2sin( )2

=2cos(¢)sin(¢p)

Priklad 11.11. Rozhodnéte, zda existuje limita funkce

3 3
Fay =21

x2+y?

v bode¢ [0, 0].

Transformaci do polarnich soutadnic dostdvime

3 3 3 /013 3
o+ . r3(sin’ ¢ + cos . .
im 2 )’2: im (. 2¢ ¢):hm r(sin’ ¢ + cos’ ¢) = 0.
@)=00) x=+ y=  r—0+r2(sin” @ + cos? ¢p) r—0+
Vypocet:
> fi=(x,y)->(x"3+y"3) / (x"2+y"2);
x3+y3

=(x,y) > ——
f=(0xy) 1y
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> Limit (subs (x=r*cos (phi), y=r*sin(phi), f£(x,vy)),
> r=0, right)= limit (simplify (subs (x=rxcos (phi),
> y=r*sin(phi), f(x,y))), r=0, right);
r3cos(¢) +risin(¢)3
r—0+ r2cos(¢ )2 +r2sin(¢)?

a protoze funkce g(¢) = sin’® (¢) + cos*(¢) je ohraniCend (obr. 11.7), je podle
Véty 2.6 hodnota limity rovna nule.

~0.54+

1t

obr. 11.7

Priklad 11.12. Urcete
x2y

m —_.
@,9)—>0,0) x% + y2

Generujme PC-graf funkce (obr. 11.2) a zkoumejme chovani funkce v okoli limit-
niho bodu (obr. 11.8), (ziskany PC-graf se téméf nelisi od PC-grafu na obr. 11.2,
v§imnéme si ale rozdilu v oblasti, nad kterou PC-graf vytvafime).

> gi=(xX,y)—>x"2*xy/ (x"2+y"2);

> plot3d(g, -0.003..0.003, -0.003..0.003,
> orientation=[-57,38], axes=framed, labels=[x,y,’z’']);
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0.003" -0.003

obr. 11.8

P 13

Z toho, Ze funkéni hodnoty se ,,bliZi* nule, lze usoudit, Ze limita funkce
v bodé€ [0, 0] patrné existuje a je rovna nule. Tuto hypotézu dédle podpofme vy-
poc¢tem limit po pifmkéch y = kx a parabolich y = kx?:

x2y
x2+y?

g:=(x,y)—

> Ll:=limit (g (x,k*x), x=0);
LlI:=0

> L2:=limit (g (x,k*x"2),x=0);
L2:=0
JestliZe tedy limita existuje, musi byt rovna 0. Provedme transformaci do polar-
nich soufadnic a existenci limity ovéfme podle stejné véty jako v pfedchézejicim
prikladé:

xzy . r2cos’(¢)r sin(¢)

m —— = lim = lim r(cos> sin =0
(x,y)—(0,0) X2 + y2 r—0+ }’2 r—0+ ( (¢) (¢))

a protoZe funkce cos?(¢) sin(¢) je ohrani¢en4, je hodnota limity rovna nule.

> Limit (subs (x=r*cos (phi), y=r*sin(phi), g(x,vy)),

> r=0, right)= limit (subs(x=rxcos(phi), y=r*sin(phi),
> g(x,y)), r=0, right);
r3cos(¢)?sin(¢)

r—0+ r2 cos(¢ )%+ r2sin(¢)? -
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Priklad 11.13. Urcete

. sin(x + y)
Iim ———.
x)N—>00 x4y

> f:=(x,y)->sin(x+y)/ (x+y) ;x1:=0:y1:=0:

_ sin(x +y)
f'—(X,)’)_> X+y

> Limit (f(x,yl+k* (x-x1)),x=x1)=
> limit (£(x,yl+k* (x-x1)),x=x1);

sin(x +kx)
=0 x+kx
Vsimnéme si, Ze f je sloZzend z funkci F a G, kde:

1

> Fi=(x,y)->x+y;G:=t->sin (t) /t;

F=(x,y)—=>x+y

in(¢
G:=t— sin(?)

> (GQF) (x,y);

sin(x +y)
X+y

> Limit (G(t),t=0)=1limit (G(t),t=0);

. sin(t)
lim =
t—0 t

1

V naSem pripadé limity funkci F' a G existuji a tedy podle véty o limité slozené
funkce je limita rovna jedné.

> plot3d(f(x,y), x=-2xPi..2«Pi,
> orientation=[162,36],
> labels=[x,y,'z"1,

y=—-2xPi..2xPi,

axes=framed, style=patch,
tickmarks=[7,7,31);

Priklad 11.14. Urcete

x24+y2—2x =2y
1m .
@y—>0-1) x2+y2 —2x +2y +2
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obr. 11.9

fi=(X,y) > (X"2+4Y"2-24x-2+Y) / (X 2+Y"2-24x+2+y+2) ;
> xl:=1l:yl:=-1:

\

x2+y?—2x -2y
X2+y?—2x+2y+2

f=xy) =

Limit (f(x,yl+k* (x-x1)),x=x1)=
limit (£(x,yl+k*(x-x1)),x=x1);
) x2+(—l+k(x—1))2—2x+2—2k(x—1)_ o%s}

i X2+ (—1+k(x—1))2=2x+2k(x—1)  signum(1+k?)
Z toho plyne, Ze pokud se k limitnimu bodu bliZime po pfimkéach, dostdvame
limitu rovnu oo, nebot sgn(1+k?) = 1. K diikazu existence limity vyuZijeme véty
o limite soucinu funkecf:

vV Vv

> Cit:=numer (f(x,y));

Cit =x>+y>—2x—2y

> Ijmen:=1/denom(f(x,v));
1
x2+y2—2x+2y+2

Ijmen =
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> (x=1) "2+ (y-1) "2=expand ((x-1) "2+ (y+1)*2);
(x =1+ (y—1)2=x+y>—2x+2y+2
Jmenovatel denom (£ (x,y) ) je vZdy kladny a

1
lim =
=0 -D x2+y2 —2x +2y +2

limg yy—1,—1y X% + y? — 2x — 2y = 2 a tedy sou€in je roven oo (obr. 11.10).

> plot3d(f(x,y), x=0.5..1.5, y=-1.7..-0.5,view=-1..200,
> style=patchcontour, grid=[50,50], axes=boxed,
> labels=[x,y,’z’], tickmarks=[5,6,2]1);

obr. 11.10



Kapitola 12

Derivace funkce v Maplu

V této kapitole je z vypocetniho hlediska velmi efektivni pouZiti pocitatového
systému k pfimym vypoctim parcidlnich derivaci, zejména pfi kontrole vysledkd

ey s

vyznam parcidlnich a smérovych derivaci.

12.1 Parcialni derivace 1. radu

Pomoci Maplu 1ze Definici 3.1 zapsat nasledujicim zptisobem:

> Diff (£(x[0]

’ )=
> Limit ((f(x,y x[0]1,y[01))/ (x=x[0]), x=x[0]);

3 f 9 - f )
9t (xo. yo) = lim (x, yo) — f(x0, y0)
0x X=X X — Xp

> Diff (£(x[0]

’ ):
> Limit ((£(x[0 x[0],y[01))/ (y-y[01), y=yI[0]);

m f(XQ, )’) - f(x()s )’0)
dy Y=o Y=Y

Oznaéime-li x — xg = h a y — yg = k, miZeme pouZit analogického zdpisu:

> Diff (£(x[0],y[0]),x)=
> Limit ((£(x[0]+h,y[0])-£(x[0],y[0]))/h, h=0);

f(xo +h, yo) — f(x0, y0)
h

0 .
7 f (x0, yo) = /1133)
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> Diff (£(x[0],y[0]),y)=
> Limit ((£(x[0 ] y[0]+k)-f(x[0],y[0]1))/k, k=0);
f (x0, yo + k) — f(x0, yo)

k

0
—f =1
oy (X0, y0) lim

Priklad 12.1. Urcete parcidlni derivace funkce f (x, y) = x*y>—xy+7 v obecném
bodé [x, y]
i) podle definice.

> fi=(x,y) —>x"Mxy"2-xxy+7;

f:=(x,y)—>x4y2—xy+7

> Limit ((f (x+h,y)-f(x,y))/h, h=0):"=value(");
+h)4 Y2 —(x+h)y —x*y?+
hm(x VY o (th)y =Xy xy=)%4yx3—1)
h—0 h
> Limit ((f(x,y+k)-£(x,v))/k, k=0):"=value (");
Yy+k)— +k) —x*yr+
lim LK) —x(y+k) —x"y Y v (2yxi—1)
k—0 k
Tedy
af
5—{x,y)=)44yx3—-b
X
a

2—f(x, y) = xQ2yx’ = 1).
Y

ii) Vyuzitim piikazu diff. Maple umoZniuje i pfimy vypocet parcidlnich
derivaci. Ten vyuzivdme tehdy, pokud je parcidlni derivovani dostate¢né procvi-
¢eno a rutinnimi vypocty se nechceme dale zdrZovat, pripadné ke kontrole sprav-
nosti vypoctu. K symbolickému derivovani pouzivdme pifkazu diff pro vyrazy
a funk&niho operétoru D pro funkce':

> Diff (f(x,vy),x):"=value(");
0
a(x4y2—xy+7)=4x3y2—y

1Vyraz a funkce ve smyslu zékladnich datovych struktur Maplu.
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> factor(");
0 4 2 3
a(x Yy —xy+T)=y(4yx’ —1)
> Diff (f(x,y),y):"=factor (value("));
5(x4y2—xy+7):x(2yx3—1)
> D[1] (f);

(x,y) > 4x*y* -y

> factor (D[1] (f) (x,y));
y(4yx’—1)

> factor (D[2] (f) (x,¥));
x(2yx3—1)

12.2 Geometricky vyznam parcialnich derivaci

Grafickych moZnosti Maplu vyuZijeme nyni i k zndzornéni geometrického vy-
znamu parcidlnich derivaci. PC-grafem zndzornime geometricky vyznam parci-
4lni derivace funkce f(x, y) = x + y> — x3y podle x v bodé [1, 2].

Generujme postupné PC-graf funkce f (pl), rovinu p: y = 2 (p2, za vy-
uziti pfikazu drawplane z knihovny mvcalp), kiivku, kterd je prisecnici ro-
viny p s grafem funkce f (p3) a konecné te€nu k této kiivce v bod¢ [1, 2] (p4),
lezici v roviné p. Parcidlni derivace funkce f podle x udava smérnici této
teCny (smerx). Jednotlivé PC-grafy nevykreslujeme na obrazovku, v zavéru je
pomoci piikazu display3d sloZzime do vysledného PC-grafu (obr. 12.1):

> fi=(x,y) —>x+ty"2-x"3xy;
3
fi=(x,y) = x+y*—x3y

> bod:=[1,2];
bod =[1,2]
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pl:=plot3d(f(x,y),x=-2..2,y=-3..3,axes=framed) :
with (mvcalp) :
with (plots):

p2:=drawplane (y=bod[2],x=-2..2, z=-10..20,
axes=framed) :

p3:=plot3d([x,bod[2],f(x,bod[2])],x=-2..2,y=-3..3,
axes=framed, thickness=3, color=black):

smerx:=limit ((f (bod[1]+h,bod[2])-f (bod[1],bod[2])) /h,
h=0);

smerx .= —5

p4:=spacecurve (evalm([bod[1l],bod[2],
f(bod[1l],bod[2])]1+tx[1,0,smerx]),
t=-3..1, color=black, thickness=3):

display3d({pl,p2,p3,p4}, labels=[x,vy,z]);

obr. 12.1 obr. 12.2

Obdobné generujme i PC-graf zndzorfiujici parcidlni derivaci podle y. Zkou-
mand funkce je zde uvedena z jiného thlu pohledu (obr. 12.2):

>

>

>

g2:=drawplane (x=bod[1l],y=-3..3,2z=-10..20) :

g3:=plot3d([bod[1l],y, f(bod[1l],y)], x=-2..2, y=-3..3,
thickness=3, color=black):

smery:=limit ( (f (bod[1],bod[2]+h)-f (bod[1],bod[2])) /h,
h=0) ;

smery =3
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> g4d:=spacecurve (evalm([bod[1l],bod[2], f(bod[1l],bod[2])]
> +tx[0,1,smery]l), t=-4..1, color=black, thickness=3):

> display3d({pl,g2,93,g94}, labels=[x,y,z],
> orientation=[129,-131]);

Uvedené postupy jsou univerzdlni a umoZiuji generovat tento PC-graf pro
libovolnou funkci, kterd ma v zadaném bodé parcidlni derivace pouze zménou
zadani funkce a soutfadnic bodu, ve kterém parcidlni derivace pocitime. Samo-
statné generovani téchto PC-grafli studenty v pocitacové laboratofi je vhodnym
cvicenim na pochopeni geometrického vyznamu parcidlnich derivaci.

Skutecnost, Ze z existence parcidlnich derivaci funkce f(x, y) v bod€ [x¢, yo]
neplyne spojitost v tomto bodé, ilustruje nasledujici prfiklad:

Priklad 12.2. Funkce

22 pro (x, y) # (0, 0),
= { Xty
79210 pro (x, y) = (0, 0)

> f:=(x,y)->if (x=0 and y=0) then 0
> else (xMxy"2)/ (x"8+y"4) fi:
ma v bodé [0, 0] obé parcidlni derivace (rovny nule):
> limit ((£(x,0)-£(0,0))/(x-0), x=0);
0

> limit ((£(0,y)-£(0,0))/(y=-0), x=0);
0

s

a neni zde spojitd, nebot blizime-li se k bodu [0, 0] po parabolach y = kx?, dosta-
vame:
> Limit (f(x, k*x72), x=0)=limit (f(x, k*x"2), x=0);
. x8 k2 k2
O kS Tk
To vSak znamend, Ze lim( y)_ (0,0 f(x,y) neexistuje a tedy funkce f neni
v bodé [0, 0] spojita (obr. 12.3).

> plot3d(f, -1..1, -1..1, style=patchcontour,
> axes=boxed, grid=[100,100], orientation=[-45,35],
> contours=7, labels=[x,y,"z"1);
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1 -1

obr. 12.3

12.3 Derivace vysSich rada

K vypoctu derivaci vyssich fadd se pouziva stejného pifkazu jako pro derivaci
prvniho fadu, navic pouze zadame, kolikrat podle které proménné derivujeme.
Efektivnost vypoctu ilustrujme na nisledujicim piikladé:

Priklad 12.3. Ukazte, Ze pro funkci

1

Vx2+yr+ 72

u =

plati u, +uyy +u;, =0.
> ui=(x,y,z)->1/sqrt (x"2+y"2+2"2);

1
sqrt(x2 + y2 +z2)

u:=(x,y,z)—

> st := time () :

> diff (u(x,y,z),x8$2)+diff (u(x,vy,z),yS$2)+
> diff(u(x,y,z),2%2);
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x 3 ! +3 yz +
(x2+y2+22)52 (x2+y2422)32 (x2 4 y2 +22)5/2
2
+3

(x2+y2472)52

> simplify(");
0

Tim je zkoumand rovnost ovéfena. Dobu vypoctu v sekundach uréime pirikazem:
> time () - st;
.050

Nésledujici ptiklad ukazuje, Ze bez ptedpokladu spojitosti smiSenych parcidl-
nich derivaci fyy, fyx v bod€ [xo, yol rovnost fyy(xo, yo) = fyx(xo, yo) obecné
neplati.

Priklad 12.4. Necht je funkce f déna pfedpisem

DY pro (x, ) # (0, 0),
- X“+y
Fex.5) {0 pro (x, y) = (0, 0).

Ukatzte, Ze pro tuto funkci je fy,(0,0) # £,,(0, 0).

Pocitejme postupné parcidlni derivace 1. fadu

33,2 T(xv3—x3y
) = o = Ea () #0,0),
X ) -
0 (x,y)=1(0,0).

Pro vypocet f,(0,0) jsme pouzili definice £,(0,0) = limj_o %200 Op-

dobné
W DU (x,y) #(0,0)

[l yy= 4 0T T @y
Y 0 (x,y) = (0, 0).

VyuZzitim té€chto vysledki plyne z definice parcidlnich derivaci 2. fadu

o SO, h) = f:(0,00 . h—0
Sy (0, 0)—}111_1)1}) 5 = lim —— = 1,
(h,0) — 0,0 . —h—-0
f))x(0,0):}lil’I(l) 2 )h £0.9 = lim =—1.
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Tedy pro tuto funkci je fi,(0,0) # £,,(0,0).
Vypocet:

> f:=(x,y)->1if (x=0 and y=0) then O
> else (x*y"3-x"3xy)/ (x"2+y"2) fi:

> DI1](f) (%x,¥);

Y =322y (xyt =Py

> D[2] (£) (x,¥)

3xy?—x°

L,y =)y

> fx0:=1imit ((£(h,0)-£(0,0))/h, h=0);

£x0:=0

> fyO:=1imit ((£(0,h)-£(0,0))/h, h=0);

S0 :=0

> limit ((D[1] (£f) (0, h)-£x0) /h, h=0);

1

> limit ((D[2] (f) (h,0)—-£fy0) /h, h=0);
-1
Pocitacem generujme PC-graf funkce, kterou si jinak umime jen velmi ob-

tizné predstavit. Tento PC-graf je zajimavy i tim, Ze z néj neni vidét, Ze smiSené
parcidlni derivace nejsou zaménné (obr. 12.4):

> plot3d(f, -3..3, -3..3, style=patch, axes=boxed,
> labels=[x,y,'2"1);
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obr. 12.4

12.4 Smérové derivace

Na rozdil od parcidlnich derivaci nemdme v Maplu k dispozici piimy piikaz k vy-
poctu smerovych derivaci. K vypoctu tedy pouzivame piimo Definice 3.3. V Ma-
plu z4pis vypada takto:

> Limit ((£(x[0]+t*ull], y[0]+t*u[2])-£f(x[0],yI[0]))/t,
> t=0);

mf(xo+tul, Yo +tuz) — f(xo, yo)
t—0 t

Priklad 12.5. Urcete smérovou derivaci funkce
g(x,y) =x*+y? — x cos(my) — ysin(mx)

v bod€ [—1, 2] ve sméru vektoru u = (2/4/(5), 1/+/(5)).
Nejdrive definujme funkci g(x, y):

> g:=(x,y) —>x"2+y"2-xxc0os (Pixy)-y*sin (Pixx);

g:=(x,y) —>x2+y2—xcos(ny)—ysin(rcx)
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a nynf aplikujme definici:

> Dg(-1,2):=1limit ((g(-1+t*2/sqgrt (5),
> 2+t+1/sqrt (5))-g(-1,2))/t, t=0);

2 4
Dg(—1,2):=—§ﬁ+§nﬁ

Ke znazornéni geometrického vyznamu smérovych derivaci pouZijeme podob-
ného postupu jako u derivaci parcidlnich. Generovani tohoto PC-grafu je opét
vhodnym cvicenim na pochopeni geometrického vyznamu a definice smérovych
derivaci.

PC-grafem znazornime smérovou derivaci funkce f(x, y) = x? + y? ve sméru
vektoru u = (1, 1) v bod€ [1, 1].

Tvorbu rozdélme do nékolika samostatnych ¢asti, postupné generujme PC-
-graf funkce f (s1), rovinu y =x (s2, znazoriiuje smér vektoru u, v tomto
pripadé ji zaddvame parametricky), kiivku, kterd je prdseCnici roviny s grafem
funkce (s 3, tedy funkci jedné proménné ¢(¢), jejiz derivaci hleddame) a konecné
teCnu k ¢(¢) v bodé [1, 1] (s4). Vysledny PC-graf je zndzornén na obrazku 12.5.

> fi1=(x,y)—>x"24+y"2;

f=(x,y) = x*+y*
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> bod:=[1,11;
bod =[1,1]

u:=[1,1]

> sl:=plot3d(f(x,y), x=-3..3, y=-3..3):

> s2:=plot3d([bod[l]+u[l]l*t, bod[2]+ul[2]*t,z], t=-4..2,
> z=-5..18, grid=[5,5]):

> with(plots) :

> s3:=spacecurve ([bod[1l]+u[l]*t, bod[2]+ul2]*t,

> f(bod[1l]4+ul[l]l+*t, bod[2]+ul[2]*t)], t=-4..2,

> thickness=3, color=black):

> gmer:=1limit ((f (bod[1]+t*ull],

> bod[2]+t*u[2])-f(bod[1l], bod[2]))/t, t=0);

smer =4

> sd:=spacecurve (evalm([bod[1l],bod[2], f (bod[1l],

> bod[2])]1+t*[u[l],ul[2],smer]), t=-2..2, thickness=3):

> display3d({sl,s2,s3,s4}, scaling=constrained,

> orientation=[-28,-170], labels=[x,y,z], axes=framed);
Zménou zadani funkce, bodu (bod) a vektoru u (u) miZeme generovat dalsi PC-
-grafy.

V piikladu 12.2 jsme ukdzali, Ze z existence parcidlnich derivaci funkce f
v bodé [xg, yo] neplyne spojitost funkce v tomto bodé. Nyni na stejné funkci uka-
Zeme, Ze ani existence smérové derivace v bodé [xg, yo] ve sméru libovolného
vektoru u neni postacujici pro spojitost.

Priklad 12.6. Ukazte, Ze funkce f definovand pfedpisem

ey X pro (x, y) #10, 0],
’ 0  pro(x,y) =10,0]

m4 v bodé [0, 0] smérovou derivaci ve sméru libovolného vektoru u € V? a presto
neni v tomto bod& spojitd. (V2 je oznaceni pro zaméfeni 2-rozmérného euklidov-
ského prostoru.)
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Je-1i 0 # u = (uy, uy) € V? libovolny vektor, pak podle definice smérové derivace
plati

£.0.0) = im M £ 0+ 111,04 113 — £(0.0)] = lim 241743
4 (0, = — ui, Uu») — . = _ £ =
t—0 t ! 2 t—0 t(tgu? + t4ug)
i 1

\%

f:=(x,y)->1f (x=0 and y=0) then 0
> else (xM4xy"2)/(x"8+y"4) fi:

\%

Limit ((£(0+t*ul[l], O+t=xul2])-£(0,0))/t, t=0)=
> limit ((£(0+t*ufl], O+txu[2])-£(0,0))/t, t=0);

£ ut uy?

lim ———— =

tg% t8u18+t4u24 0
Pritom v piikladu 12.2 jsem ukdzali, Ze funkce f neni v bodé [0, 0] spojita, viz
také piiklad 3.5 a obr. 12.3.

12.5 Parcialni derivace sloZzenych funkci

Vypocty parcidlnich derivaci slozené funkce dvou proménnych jsou tkolem po-
mérné pocetné ndroénym, v ucitelském studiu dnes probirdme pouze vypocet par-
cidlni derivace slozené funkce prvniho fadu. UkdZeme zde moZnost, jak tyto vy-
pocty znacné zjednodusit za pomoci pocitace.

Pomoci Maplu Ize vzorce pro parcidlni derivace 1. fadu sloZené funkce dvou
proménnych v obecném bodé [u, v] (Véta 5.1) zapsat takto:

> dFdx:=Diff (f(u,v),u)«Diff (u(x,vy),x)+
> Diff (f(u,v),v)*Diff(v(x,V),X);

0 0 0 0
dFdx = (ﬁf(u,v)> (a u(x,y)) + (af(u,v)> (av(x,y))

> dFdy:=Diff (f(u,v),u)«Diff (u(x,vy),y)+
> Diff(f(u,v),v)*Diff(v(x,V),V);

ad 0 ad d
dFdy = (Ef(u, v)> <5u(x,y)) + (%f(u, v)) (5v(x,y)>
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Ukolem pro studenty do pocitacové laboratore je vyuZiti téchto vzorcii v procedu-
rach pro vypocet parcidlnich derivaci sloZenych funkci:

> dzdl:=proc(z,uu,vv,u,v,x,Vy)

> diff(z,u)»diff (uu,x)+diff(z,v)+xdiff (vv, x);

> end:

> dzd2:=proc(z,uu,vv,u,v,x,V)

> diff(z,u)xdiff(uu,y)+diff(z,v)+«diff(vv,y);

> end:
Procedury dzd1l a dzd2 urcuji parcidlni derivaci 1. fadu sloZené funkce dvou
proménnych. Parametry procedury jsou: z je funkce z = f(u, v), uu je funkce
u(x,y), vvje funkce v(x, y) au, v, x a y jsou proménné, ve kterych jsou funkce
zapsany (mtzeme pouZit libovolné oznaceni proménnych, viz piiklad 12.8). Pro-
cedury miZeme pouZit i obecné na funkce z(u, v), u(x, y) a v(x, y), pfiCemz
dzd1 pocita parcidlni derivaci podle prvni proménné (zde podle x) a dzd2 podle
2. proménné (y):

> dzdl (z (u,v), u(x,y), v(X,¥), u,v,%X,VY);

)
a 0
(2se) (Bt (Brt) (o)

> dzd2(z(u,v), u(x,y), v(X,¥), u,v,%X,Y);
d 0 0 0
<£Z(H,U)) (5“(%)’))"‘(%2(”,1))) <5V(xsy))

Priklad 12.7. Je ddna funkce z = " sinv, kde u = xy av = x +y. UrCete z, a z,.
Pouzitim procedur dzd1 a dzd2 dostavame:
> zx:=dzdl (exp (u) *sin(v), x*y, x+y, U,Vv,X,Vy );

zx:=¢e“sin(v) y+e“cos(v)

> zy:=dzd2 (exp (u) *sin(v), x*y, x+y, U,v,X,Vy );
zy:=e"sin(v)x +e"cos(v)
Dosazenim za u a v dostdvame:
> zx:=subs (u=x*y, v=x+y, zX);

wo=e ) sin(x+y)y+e* ) cos(x +y)
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> zy:=subs (u=x*y, v=xty, 2zy);
zyi=e ) sin(x +y)x +e* ¥ cos(x +y)
Poznamka 12.1. Pro feseni piikladu 12.7 miZeme pouZit i pfimého vypoctu:

> U= (X,V) —>X*xy;Vi=(X.y) —>x+y;

u=(x,y)—>xy

VI=X.y —>Xx+Yy

> vyraz:=exp (u(x,y))*sin(v(x,y));

vyraz == e*¥) sin(x + y)

> zx:=diff (vyraz, x);

o=ye ) sin(x +y)+e* ) cos(x +y)

> zy:=diff (vyraz,vy);
zyi=xesin(x+y)+e* ) cos(x +y)
V tomto piipadé jsou vSak vzorce pro vypocet parcidlnich derivaci sloZené funkce

,.skryty*“ a tento postup je vhodny pouze pro kontrolu spravnosti vypoctu.

Priklad 12.8. Transformujte rovnici
Ve, y) —xfy(x,y) =0
do poldrnich soufadnic ¢ = arctan 2, r = \/m
Ozna¢me z = f(x, y) a dosadme do vzorci pro derivace prvniho fadu:
> alias(z=z (r,phi));
I,z

(oznaceni z=z (r, phi) bylo pouZito pro zjednoduseni Mapleovského vystupu)

> zx:=dzdl (z, sqrt(x"2+y”"2), arctan(y/x), r,phi,x,y);

C(@9x (%)
VX2 +y? x2(1+y—2)

x2
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> zy:=dzd2(z, sqrt(x"2+y”"2), arctan(y/x), r,phi,x,y);

oo DY Gt
Vx2+y? ( y2>
X 1+;

Coz po upravé dava rovnici:

> simplify (yxzx—x*xzy=0);

(&9

Poznamka 12.2. Reeni piikladu 12.8 opét za pouZiti pfimého vypodtu:

> vyraz:=z (sqrt (x"2+y”~2),arctan(y/x));
vyraz =z (\/XZT)’Z’ arctan (%))

> zx:=diff (vyraz, x);
Di(z) (\/)ﬂTy2 arctan (%)) x  Dy(z) ( x2 + y2, arctan (%)) y
Ve i o (+2)

=

X2
> zy:=diff (vyraz,vy);
Di(z) (Jm, arctan (X)) y Di(z) (\/m, arctan (X>)
X X
7y = + 2

/%2 + 2
oy x(1+y—)

x2

Oznacime-li

Di(2) (Voo o2 aretan (2)) = 2 a Do) (V4 7, arctan (2)) = 22

ar d¢

dostavame:

> zx:=subs ({op(1l,0p(l,zy))=
> Diff(z,r),op(l,0p(2,2y))=Diff (z,phi)}, zx);

C(29x (%)
Vat+y? x2(1+y—2)

x2
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>

>

>

zy:=subs ({op(1l,0p(1l,zy))=
Diff(z,r),op(l,0p(2,zy))=Diff(z,phi)}, zvy);

zy = (52) ¥ + %Z
VI (14 2)

X

simplify (yxzx—-x*zy=0);

(59

Podobnym zplisobem je moZno naprogramovat i procedury pro vypocet par-
cidlnich derivaci druhého fidu:

>

>

>

vV V. VvV VvV

>

dzddl:=proc(z,uu,vv,u,v,x,Vy)

diff(z,u,u)*diff (uu,x)"2+2+«diff(z,u,v)+diff (vv, x) *
diff (uu,x)+diff(z,v,v)*diff (vv,x)"2+diff (z,u) *
diff (uu,x,x)+diff(z,v)*diff (vv,x,x);

end:

dzdd2:=proc(z,uu,vv,u,v,x,Vy)

diff(z,u,u)*diff (uu,y)"2+2xdiff(z,u,v)*«diff (vv,y) *
diff (uu,y)+diff(z,v,v)*diff(vv,y)"2+diff(z,u) *
diff(uu,y,y)+diff(z,v)*xdiff(vv,y,v);

end:

dzddl2:=proc(z,uu,vv,u,v,x,Vy)

diff
diff
diff
diff

z,u,u)*xdiff (uu, x)*xdiff (uu,y)+diff(z,u,v)*
vv,y)*xdiff (uu, x)+diff(z,u,v)*diff (vv,x)*
uu,y)+diff(z,v,v)*xdiff(vv,x)*xdiff (vv,y)+
z,u)*xdiff (uu,x,y)+diff(z,v)+«diff(vv,x,Vv);

o~~~ —~

end:

Zde dzdd1 je procedura pro vypocet druhé parcidlni derivace podle 1. proménné,
dzdd2 pro vypocet druhé parcidlni derivace podle druhé proménné a dzdd12
pro vypolet smiSené parcidlni derivace, pficemZ vyznam parametrii procedur je
stejny jako u procedur pro vypocet prvnich derivaci.

Nyni si pomoci téchto procedur pfipomenime vzorce pro parcidlni derivace
sloZené funkce 2. fadu v obecném bodé [u, v] (Véta 5.2):

>

alias(z=z(u,v));

I,z
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> ddel(Z, u(X,y), V(le)l ullely);
o 0 ( )2+2 ” 0 ( ) 0 ( )
- —u(x, — V( X, — u(Xx,
gz o) oy %Y guav o) \ax V0 ) gy Y
() (v )+ (22) (L ey
— —v(x, — —u(x,
avz ) \ox V00 ou - ) Loz 05
. d 92 ( )
— —v(x,
BUZ 0x2 4
> dzdd2(z, u(x,y), v(X,¥), U, Vv,%,Y);
i 0 ( )2+2 ” 0 ( ) 0 ( )
— —u(x, — v(x, —u(x,
oz <) \oy %Y awov ) \oy "0 ) gy B0
N 92 9 ( )2+ 9 92 xy)
— —v(x, — —u(x,
002 7)) oy V' o) oy ™Y
.\ 9 92 ( )
—_— —= V( X,
v ° dy? Y
> ddel2(Z/ U(X,y)r V(le)r ullely);
32 B 3
3% au(x,y) au(x,y)
i ") (L ey
—v(x, —u(x,
BMBUZ ay Y dx Y
> " v (e y)
—v(x, —u(x,
dwov ) \ox V) gy MY
+ : 0 ( ) 0 ( )|+ 0 i ( )
— —v(x, — v(x, - ulx,
002 ) \ox Y ) Gy VY ou ) \oyox 57
i 2 v y)
— v(x,
BUZ dy dx Y

Moznosti novych procedur ilustrujeme na nésledujicich prikladech.

Priklad 12.9. Transformujte do novych nezdvisle proménnych u = x + ay, v =
=X — ay rovnici

2
A%y — Zyy = 0.
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VyuZzitim procedur dzddl a dzdd2 dostdvame:
> alias(z=z(u,v));

1,z
> zxx:=dzddl (z, x+axy, x—-axy, U,v,x,VY);
92 02 02
oxi=—=z])+2 +| —
(8142 Z) (8u v Z) (81}2 Z)
> zyy:=dzdd2 (z, xt+axy, x—-axy, U,v,x,V);
92 ’ 92 ) 92 ’
= — a”—2 a+ | — a
&Y (8u2 Z) (au o Z) (81}2 Z)

> simplify (a”2xzxx—-zyy=0);

82
4 z)a’=0
ou dv

Priklad 12.10. Transformujte rovnici

X%z + yzzyy —2XyZuy + X2 +y2, =0

do nezdvisle proménnych u = xy av =x/y.
> zx:=dzdl (z, x*y,x/y,u,v,X,VY);
0 (,a—v Z
x=—z)y+—
ou y

> zy:=dzd2(z, x*y,xX/y,u,Vv,%X,VY);
)
0 —2Z)Xx
Zy:=( Z)x_ (Bv 2)

u

> zxx:=dzddl (z, x*xy,x/y,u,v,%X,Y);

92 5 32 33—22 z
=— +2 + &
o <8u2 Z) Y <8v ou Z) y?
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> zyy:=dzdd2 (z, x*y,x/y,U,v,X,Y);

32 2 32 2 «
82 ( uZ)X <_2Z)x iz X
Zyy = <—a 2z> a2 o +2(3” )
u

> zxy:=dzddl2 (z, x*y,x/y,u,v,X,Y);
2

9? (%Z)x 3 22z
o (e B (0 -

y3 du y

> tr:=expand(simplify (x"2%zxxty"2xzyy—
> 2xX*Y*ZXY+HX*2ZX+yxzy=0)) ;

2 (3
(59

y2

tr = +

Dal§imi upravami dostdvame:

> tr:=factor (student [powsubs] (x/y=v,tr));

92 B]
=4 — — =
(CRER
92 N 0 _0
av2z v sz a

Priklad 12.11. Transformujte rovnici

> tr/ (4xv);

Zix +2yy, =0

do polérnich soufadnic x = rcos ¢, y = r sin¢ za predpokladu, Ze funkce z ma
spojité parcidlni derivace 2. fadu.

> alias(z=z(x,Y));
1,z

> zr:=dzdl (z, r+*cos(phi), r*sin(phi), x,y,r,phi);

9 d ,
7r = <— Z) cos(¢) + (— Z) sin(¢)
ox ay
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> zrr:=dzddl (z, r*cos(phi), rxsin(phi), x,y,r,phi);

— 82 2 2 82 : 82 . 2
rr = (WZ) cos(¢p)” + <8y °x z) sin(¢ ) cos(¢) + (8_y2Z> sin( ¢ )

> zff:=dzdd2(z, r*cos(phi), rxsin(phi), x,y,r,phi);

— 92 2 2_» 9 2 .
Zff = (ﬁz) resin(¢)” — (8y8x z) r=cos(¢)sin(¢)

+ () Peotor = (<) remstor = (552) roim
8y22 recos(¢) 8xz rcos(¢) Byz rsin(¢)

Vynasobime-li vzorec pro z,, vyrazem r2

vame:

a seCteme se VZOorcem pro Zgg, dosta-

> r2:=r"2«Diff(z,r,r)+Diff (z,phi,phi)=
> simplify (r*2xzrr+z£ff);

r2:=r? (—82 z) + (—82 Z) =
' or2 of?
, {92 32 5 3 9 ,
r (a_)ﬂz)-'_(@Z)r —(aZ)l’COS(¢)—(5Z>rSIH(¢)

Dosazenim a dpravami dile dostdvame:

> r2:=simplify(r2, [diff(z,x,x)+diff(z,vy,y)=0,
> Diff(z,r)]l=zr);

b2 (PN (2 d
r2:=r — — =—r | —

0r2°) "\ g2 ° or ©
> lhs(r2)-rhs(r2)=0;

2 (2 + > o (2 0
r rlo-z)=
or2°) "\ a2 © or ©



Kapitola 13

Aproximace funkce v Maplu

V této kapitole se opét nabizi bohaté vyuZiti jak grafickych, tak i vypocetnich moz-
nosti pocitacového systému. Postupné si v§Simneme zejména grafickych moznosti
prfi ilustraci pojmu diferencovatelnd funkce a teCnd rovina, vypocetnich moznosti
pfi urCovani diferencialt a pii pribliznych vypoctech pomoci diferencialu. Na za-
vér pouZzijeme pocitace pfi hleddni kmenové funkce.

13.1 Diferencovatelna funkce

Pomoci pocitacové grafiky nyni ilustrujme pojem diferencovatelnd funkce
a vztahy mezi diferencovatelnosti, spojitosti a existenci parcidlnich derivaci.

Piiklad 13.1. Funkce
f(x,y) = arctan(xy)
je diferencovatelnd v bodé [0, 0] (obr. 13.1), protoZe md v tomto bod€ spojité
parcidlni derivace (Véta 4.3).
Ovérme spojitost parcidlnich derivact:

> f:=(x,y) —> arctan(x*y);

\%

plot3d(f(x,vy),x=-3..3,y=-3..3,axes=framed,
grid=[20,20],orientation=[-50,40], labels=[x,vy,2z],
style=patch);

\%

\Y

f:=(x,y) — arctan(x y)

\

dx:=D[1] (f);

dxi=(x,y) > ———
k= (x,y) T+x2)2
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> dx(0,0);
0
> dy:=D[2] (£);
dy:=(x,y) > ————
y = (x,y) T+ x2y2
> dy(0,0);
0

C y . N » . N
Limity lim, y)— (0,0 Tn? & lim(, - 0,0) T,z wrcime dosazenim souradnic li

mitniho bodu:

> limit (dx(x,y), {x=0,y=0});
0

> limit (dy (x,y), {x=0,y=0});
0

tedy limita parcidlnich derivaci v bodé [0, O] je rovna jejich funkéni hodnoté
v tomto bod€ a parcidlni derivace jsou v bodé [0, 0] spojité.

Ze samotné existence parcidlnich derivaci funkce v bodé€ [xg, yo] vSak dife-
rencovatelnost neplyne.
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Priklad 13.2. Funkce

22 oyl #10,0],

flx,y)=
{0, [x. ] =[0,0]

neni v bod¢ [0, 0] diferencovatelna (PC-graf obr. 11.2), i kdyZ ma v bodé [0, 0]
obé parcidlni derivace (rovny nule).

Tuto skute¢nost ukdZeme pomoci definice. Zjistéme nejprve, zda existuji parcialni
derivace funkce f v bod¢ [0, O]:

> f:=(x,y)—>if x=0 and y=0 then 0
> else (x"2xy)/ (x"2+y~2) fi:

> A:=subs (x=0,y=0,diff (f(x,vy),x));
A:=0

> B:=subs (x=0,y=0,diff (f(x,vy),vy));
B:=0
To znamend, Ze obé vysetfované parcidlni derivace existuji a jsou rovny nule.
Ma-li byt funkce f diferencovatelnd v bod¢ [0, 0], musi podle definice platit
5 J(h, k) = f(0,0) — (Oh + 0k) 0
m =
(h,k)—(0,0) /h2 + k2
Vypoctéme limitu na levé strané této rovnosti:
> 1:=(f(h,k)-£(0,0)-(Axh+Bxk))/ (sgrt (h"2+k"2));
. h*k
T (h2 +Kk2)3/2

Transformaci do polarnich souradnic dostdvame:

> Limit (subs (h=r*cos (phi), k=r*sin(phi), 1), r=0,
> right)=simplify(limit (subs (h=r*cos (phi),
> k=rxsin(phi), 1), r=0, right));

. r3cos(¢)?sin(¢)
lim
r—>0+ (r2 cos(¢)? +r2sin(¢ )2)

Vysledek zdvisi na ¢, tedy dand limita neexistuje, a proto funkce f neni
v bodé [0, 0] diferencovatelna.

373 = cos(¢)’sin(¢)

Je-li funkce f(x, y) v bod€ [xg, yo] spojitd, nemusi byt v tomto bod¢ diferen-
covatelnd (ze spojitosti v bodé [xg, yo] neplyne diferencovatelnost v tomto bodg).
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Priklad 13.3. Funkce

f,y)=vx*+y?

je v bodé [0, 0] spojitd, ale neni v tomto bodé diferencovatelnd, protoZe v tomto
bod¢ neexistuji parcidlni derivace (obr. 13.2).
> fi=(x,y)->sqgrt (x"2+y"2) :

> plot3d([rxcos(u), rxsin(u), r], r=0..3, u=0..2%Pi,
> axes = framed,orientation=[45,60],shading=none,
> tickmarks=[7,7,4],labels=[x,y,’2"1);

obr. 13.2

Ovéime spojitost: plati

lim x2+y2=0
(x,y)—(0,0)

a £(0,0) =0, tj. funkce f je v bodé [0, O] spojita.
Ukazme, Ze neexistuji parcidlni derivace v bodé [0, 0]. Funkce f je symetricka

vzhledem k proménnym x a y, proto staci vySetfit jen parcidlni derivaci podle x.
Podle definice plati:

> Limit ((£(x,0)-£(0,0))/(x-0), x=0, left)=
> limit ((£(x,0)-£(0,0))/ (x-0), x=0, left);
. Wx?
lim — =-—1
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> Limit ((£(x,0)-£(0,0))/(x-0), x=0, right)=
> limit ((£(x,0)-£(0,0))/(x-0), x=0, right);
. A/x?
lim — =1

Jednostranné limity jsou rizné, tedy parcidlni derivace podle x a y v bod¢ [0, 0]

neexistuji a funkce f neni v tomto bod¢ diferencovatelna.

Priklad 13.4. Funkce
f(x,y) =cosy — |x]|
neni diferencovatelnd v bodech [0, y] (obr. 13.3).

> £i=(x,y) ~>cos (y) -abs (x) ;

f=(x,y) = cos(y)—|x

> plot3d(f(x,y),x=-5..5,y=-5..5,axes=framed,

> grid=[31,29],orientation=[60,60], style=patch,

> labels=[x,y,"2"1);

Ukazme, Ze v bodech [0, y] neexistuji parcidlni derivace podle x:

> Limit ((£(x,y0)-£(0,y0))/x, x=0, left) =
> limit ((f(x,y0)-f(0,y0))/x, x=0, left);
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> Limit ((f(x,y0)-f(0,y0))/x, x=0, right) =
> limit ((f(x,y0)-£(0,y0))/x, x=0, right);

Limita zleva se nerovnd limité zprava a tedy parcidlni derivace podle x v bodech
[0, ¥] neexistuji.

Priklad 13.5. Funkce
fx,y) =+/Ixyl

je diferencovatelnd v R? s vyjimkou bodi osového kfize, tj. bodi [x, y], kde x = 0
nebo y = 0 (obr. 13.4).

> f:=(x,y)->sqrt (abs (x*y));

f=(x,y)— sqrt(|x y|)

> plot3d(f(x,y), x=-3..3, y=-3..3, axes=framed,
> style=patch, orientation=[70,55], tickmarks=[7,7,4],
> labels=[x,y,’2z"]);

<

<
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Najdéme body, ve kterych existuji a jsou spojit€ obé parcidlni derivace fy a f,.
Podle Véty 4.3 je v takovych bodech funkce diferencovatelna. Pfimym derivova-
nim dostaneme

1 sgnx Isgny

fx: |}’|§ﬁ, fy: |)C|§\/m

Tyto derivace jsou spojité na R? kromé& obou os x = 0 a y = 0, které je tieba
vySetfit zv1ast,

Nejprve vySetiime parcidlni derivace podle x v bodech lezicich na ose y
kromé pocétku [0, 0]. UvaZujme proto body [0, yo], yo # O libovolné. Podle defi-
nice derivace je:

> Limit ((£(x,y[0])-£(0,y[0]))/x, x=0, left)=

> limit ((£(x,yI[0])-£(0,yI[0]))/x, 0, left);
5 |x yol
m = —
x—0— X

> Limit ((£(x,y[0])-£(0,y[0]))/x, x=0, right)=
> limit ((£(x,y[0])-£(0,y[0]))/x, x=0, right);
i leyol_
x—>0+ X

Jednostranné limity se nerovnaji, ve vySetfovanych bodech neexistuje parcidlni
derivace podle x. Ze symetrie funkce f vzhledem k x a y plyne stejny vysledek
pro parcidlni derivaci f,(xo,0), xo # 0. To znamend, Ze na osich x, y kromé
bodu [0, 0] neni funkce f(x, y) diferencovatelna.

Zbyva vysetfit diferencovatelnost v bodé [0, 0]. Opét nejprve vypoctéme par-
cidlni derivace:

> A:=limit ((£(x,0)-£(0,0))/x, x=0);
A:=0

> B:=limit ((£(0,y)-£(0,0))/y, y=0);
B:=0

tj. v bodé [0, 0] obé parcidlni derivace existuji a jsou rovny nule. Podle definice
diferencovatelnosti musi platit

i S (h, k) — f(0,0) — (Oh + Ok) 0
im =
(k)= (0,0) N
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VySetieme limitu na levé strané rovnosti. Pfechodem k polarnim soutadnicim do-
stavame:

> 1l:=(f(h,k)-£(0,0) - (A+xh+Bxk)) / (sqrt (h"2+k"2));

VIh k|
Vh?+k?

> Limit (subs (h=r*cos (phi), k=rxsin(phi), 1), r=0,
> right)=simplify (limit (subs (h=r*cos (phi),
> k=rxsin(phi), 1), r=0, right));

' \/|r200s(¢)sin(¢)|

im
r—0+ \/r2 cos(@)? +r2sin(¢)?

= /Icos(@)] Isin()]

Vysledek zavisi na ¢ a uvaZzovana limita tedy neexistuje, proto f neni v bod¢ [0, 0]
diferencovatelna.

Priklad 13.6. Funkce

o7 . y1#10,0],

(x,y) =
fley {Q [x, 1 = [0, 0]

ma v bodé [0, 0] obé parcidlni derivace rovny nule, nebot

\%

f:=(x,y)-> 1if x=0 and y=0 then 0
else x*y/ (x"2+y*2) fi:

%

> limit ((£(x,0)-£(0,0))/(x-0), x=0);
0

> limit ((£(0,y)-£(0,0))/(y-0), y=0);
0

Jak jsme ukazali v kapitole Limita funkce, f nema v bodé [0, O] limitu, a proto
zde nemuzZe byt diferencovatelna (obr. 11.4).

Opét musime davat pozor na nespravnou interpretaci PC-grafu! Generujme
PC-graf funkce

S, y) =

1+x2+6y%
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> fi=(x,y)->5/(1+x"2+6xy"2) ;

=(x, S—M
f=loy) = 1+x24+6y?

> plot3d(f(x,y), x=-2..2, y=-2..2, orientation=[13,66],
> axes=framed, shading=none, labels=[x,y,’z'1);

Ziskany PC-graf (obr. 13.5) svadi k domnénce, Ze funkce f neni v bod¢ [0, O]
diferencovatelnd. Ovéfme spojitost parcidlnich derivaci v bodé [0, 0]:

> fx:=D[1] (f);

X

= (x, 10—
Jo=(ny) = =0 e ey

> fx(0,0);

> limit (fx(x,y), {x=0, y=0});
0

> fy:=D[2] (f);

Yy

fri=(xny) = =60 e e e

> £y (0,0);

> limit (fy(x,y), {x=0,y=01});
0
Funk¢ni hodnota v bodé [0, 0] funkce f;(x, y) je rovna limité¢ f, v bodé [0, 0],

tedy parcidlni derivace f, v bodé [0, 0] je spojitd. TotéZ plati i pro f,. Obé
parcidlni derivace jsou v bodé [0, O] spojité a funkce f(x,y) je tedy v tomto
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bodé diferencovatelnd. Generujme znovu PC-graf funkce f, tentokrét ale pro
x € (=0.1,0.1), y € (=0.1,0.1):

> plot3d(f(x,y), x=-0.1..0.1, y=-0.1..0.1,

> grid=[21,19], orientation=[13,66], axes=framed,

> shading=none, labels=[x,vy,’z"1);

Vysledny PC-graf (obr. 13.6) Iépe ilustruje chovani funkce f v okoli bodu [0, 0].

obr. 13.5 obr. 13.6

Diferencial

Pii procvi¢ovani vypoctu diferencidlu mizeme vyuzit i vypocetnich a programo-
vacich moznosti Maplu. Téchto vyuZijeme zejména pii vypoctech diferencidlli
vyss§ich rada.

Priklad 13.7. Napiste proceduru, ktera pro zadanou funkci spocita jeji diferen-
cidl. Pomocf této procedury uréete diferencidl funkce f(x, y) = x* + In(xy) nej-
prve v obecném bodé a poté v bodé [1, 3] s diferencemi A = 0.2, k = —0.01.

difer:=proc()
local derx,dery,dif;

if nargs=1 then
print (diff (args[1l],x)~h+diff (args[1l],y) *k);
fi;
if nargs=5 then
derx:=subs (x=args[2],y=args[3],diff (args[1]
dery:=subs (x=args[2],y=args[3],diff (args[l]
dif:=derxxargs[4]+dery*args[5];

vV V V V V V V V V VYV
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RETURN (dif) ;
fi;
if nargs<>1 and nargs <>5 then print
(" Spatne_zadano’)
fi;

> end:

Procedura di fer ma proménlivy pocet argumentt. Piikaz difer (£ (x,v)) ;
urcuje totdlni diferencidl zadané funkce v obecném bodé, piikaz difer (f (x,
yv),x0,vy0,h,k); totdlni diferencidl dané funkce v bodé [xy, yo] s diferen-
cemi h, k:

vV V. V VvV V

> fi=(x,y)—>x"3+1n (x*Vy);

f=(x,y) —>x3+ln(xy)

, 1 k
3x“+— | h+—
X Yy

> difer (f(x,y),1,3,0.2,-0.01);
71966666667

> difer(f(x,y));

Priklad 13.8. Napiste proceduru, kterd pocitd diferencial m—tého fadu funkce f.
Pomocf této procedury poté uréete d” f pro f(x,y) = y/x a obecné diferencial
3. fadu libovolné funkce f.
difern:=proc (funkce, m)
local j;

RETURN (sum (binomial (m, J) *
diff (funkce, x$7,y$(m-7))
end:

*h”j*k” (m-j), J=0..m));

vV V.V VvV Vv

\%

difern(y/x,2);

hk
%2

yh?

-2 3

+2
X

> difern(f(x,vy),3);
3’ 5 9 5 9 )
—f(x, k>+3 f(x, hk”+3 f(x, h”k
(8y3 (x y)) (8y28x (x y)) (ayax2 (x y))

a3 3
+ @f(x,y) h
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13.2 Tecna rovina ke grafu funkce

V této Casti vyuzijeme grafické i vypocetni moznosti Maplu k ilustraci geometric-
kého vyznamu totdlniho diferencidlu. Vlastni generovani PC-grafu je opét vhod-
nym cvi¢enim, zde uvddime dvé feSeni postupna (student piiklad fesi stejné jako
pomoci tuzky a papiru, jen k zdpisu a vypoétim pouZiva prostiedi Maplu) a nové
naprogramovanou funkci GraphTan. Uvadime také dva pfistupy ke konstrukci
tené roviny, ptiklad 13.9 ilustruje spiSe analyticky a piiklad 13.10 spiSe geomet-
ricky pfistup ke konstrukei.

Priklad 13.9. Urlete rovnici te¢né roviny funkce f(x,y) = 4 — x* — y?

v bodé [3, 2]. Te¢nou rovinu a funkci zakreslete do jednoho PC-grafu.
Rovnice te¢né roviny funkce z = f(x, y) v bodé [x, yo] mé tvar

Z = f(x0, yo) + fx(x0, Yo)(x — x0) + fy (X0, Y0) (Y — Y0).
Dosadme do tohoto vztahu:
> fi=(x,y)—>4-x"2-y"2;

fi=(x,y) > 4—x"—y?

> fx(3,2) :=subs (x=3,y=2, diff(f(x,Vv),x));
x(3,2) = —6

> fy(3,2) :=subs (x=3,y=2, diff(f(x,v),vy));
fy(3,2) :=—4

> TRovina:=(x,y)—>f(3,2)+fx(3,2)x (x=-3)+fy (3,2) x(y-2);
TRovina := (x,y) — f(3,2) +fx(3,2) (x —=3) +1fy(3,2) (y —2)

> TRovina (x,V);
17—6x —4y
Nyni do jednoho PC-grafu umistime spolecné funkci f a jeji teCnou rovinu:
> Pl:=plot3d(f(x,vy), x=-4..4, y=-4..4, style=patch):
> P2:=plot3d(TRovina(x,y), x=-2..2,y=-2..3):
> with(plots):

> display3d({P1l,P2}, axes=boxed, view=-20..30,
> labels=[x,y,"z"1);
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obr. 13.7

Na zdkladé predchoziho postupu je mozno fesit dlohu: Najdéte rovnici tecné
roviny pro danou funkci a dany bod a zobrazte do jednoho PC-grafu te€nou rovinu
spolecné s funkci pomoci Mapleovského programovaciho jazyku.

VV V V VvV V V VYV YV VYV VYV VYV VYV VYV

GraphTan := proc (f,xrange,yrange,pt)

#definice lokalnich promennych

local xmin, xmax,ymin,ymax,x0,y0,z0,dx,dy,xsour,ysour,
tanfunc, gpha, gphb, tanpt, optio, rovnice;

#Vyvolani nekterych prikazu z~knihovny plots
with (plots, pointplot) :
with (plots,display) :

#Ziskani ruznych promennych ze vstupu
#Souradnice bodu dotyku

x0 := op(2,pt) [1]:

yO := op(2,pt) [2]:

#Rozsah souradnic pro vykresleni grafu
xmin := op(l,op(2,xrange)):

Xmax =

ymin :
ymax :

2,0p(2,xrange)) :
1,0p(2,yrange)):
2,0p(2,yrange)) :

#Parametry pro vykresleni grafu
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optio:=args[5..nargs];

#Vypocet parcialnich derivaci podle x a y
#v bode (x0,y0)

dx := subs (x=x0,y=y0,diff (f,x)):

dy := subs(x=x0,y=y0,diff(f,y)):

#Vypocet treti souradnice bodu dotyku
z0 := subs (x=x0,y=y0, f) :

#Dosazeni do rovnice pro tecnou rovinu
tanfunc:=z0+dx* (x-x0) +dy* (y-yO0) :

#Pojmenovani grafu bodu dotyku jako tanpt,
#grafu funkce jako gpha a

#grafu tecne roviny jako gphb
tanpt:=pointplot ({[x0,y0,z0]},color=red):
gpha := plot3d(f, xrange, yrange,optio) :
xXsour :=abs (xmax—-xmin) /4;

ysour:=abs (ymax-ymin) /4;
gphb:=plot3d(tanfunc, x=x0-xsour..x0+xsour,
y=y0-ysour..yO+ysour, optio) :

#Vypis vysledku
rovnice:=z=tanfunc:

print (‘Tecna rovina ma rovnici V');
print (rovnice) ;

#Zobrazeni grafu plochy, tecne roviny a bodu dotyku
display ([gpha, gphb,tanptl]);
> end:

VV V V V V V VYV YV VYV VV VYV VYV YV VYV VYV VVVVV VYV

Proceduru voldme piikazem: GraphTan (funkce, x=a..b, y=c..d,
bod=[x0,y0], volitelne_parametry); kde [xg, yo] jsou soufadnice
bodu, ve kterém tecnou rovinu pocitdme (funkce musi byt v tomto bodé¢ dife-
rencovatelnd).
Nyni feSme predchdzeji piiklad pomoci této nové procedury:

> with (mvcalp) :

> GraphTan(f (x,y),x=-4..4,y=-4..4,bod=[3,2],axes=boxed,

> labels=[x,y,'2"]1);

Tecna rovina ma rovnici

z=17T—-6x—4y
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obr. 13.8

Jiny pfistup ke konstrukci teéné roviny (s vyuZitim normdly) ilustruje nésle-
dujici priklad:

Priklad 13.10. UvaZujte funkci f(x, y) = —(x? + y?) a urlete rovnici te¢né ro-
viny v bodé [—1, 1].

> fi=(x,y)—>-(x"2+y"2);

fr=xy)—> =22 =y

> K:=plot3d(f(x,y),x=-2..2,y=-2..2,axes=boxed,
> color=blue) :
Sestrojme primky L1 a L2, které jsou teCnami ke grafu funkce v bodé [—1, 1]

(obr. 13.9):
> with(plots) :
> dfdx:=subs ({x=a,y=b},diff (f(x,y),x));
dfdx = —2
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> Ll:=t->[at+t,b, f(a,b)+txdfdx];

Ll:=t—>[a+t,b,f(a,b)+tdfdx]

> Jl:=spacecurve (L1 (t),t=-3/2..1, axes=boxed,
> color=black) :

> dfdy:=subs ({x=a,y=b},diff(£(x,vy),v));

dfdy = —2

> L2:=t->[a,btt, f(a,b)+t+xdfdy];

L2:=t —> [a,b+t,f(a,b)+tdfdy]

> J2:=spacecurve (L2 (t),t=-3/2..1, axes=NORMAL,
> color=black) :

> display3d({Jl,JdJ2,K},orientation=[10,80],
> scaling=constrained, view=-4..0, labels=[x,vy,’z"1);

Normaélovy vektor v bodé [—1, 1] uréime jako vektorovy soucin smérovych vek-
torti piimek L1 a L2 (obr. 13.10):

> with(linalg) :
> N:=crossprod(L1(1)-L1(0),L2(1)-L2(0));

N =[221]

> PL:=t->[a+t*xN[1], b+txN[2], f(a,b)+txN[3]];

PL:=t —> [a+tN;,b+t N, f(a,b)+1t N3]

> NL:=spacecurve (PL(t),t=-3/2..1,color=black) :

> display({J1,J2,K,NL}, orientation=[10,80], axes=boxed,
> scaling=constrained, view=-4..0, labels=[x,vy,"z"1);
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obr. 13.9

Skutecnost, Ze normdlovy vektor je kolmy na obé piimky, ovéime pomoci

skalarniho soucinu:

> dotprod (Ll (t)-L1(0),N);

dotprod (L2 (t)-L2(0),N);

Rovnici te¢né roviny dostdvdme tak, Ze poloZime skaldrni soulin vektoru
[x —a,y — b,z — f(a, b)] anormdlového vektoru N roven nule (obr. 13.11).

> tangentegn:=dotprod([x-a,y-b,z-f(a,b)],N)=0;

tangenteqn :=2x —2+2y+2z=0

\%

> Plane:=plot3d(Z,x=a-1/2..a+1/2,y=b-1/2..b+1/2,
> axes=boxed, color=RED, style=PATCH) :

> display({Plane,K},orientation=[10,80],

> labels=[x,y,"z"1);

Z:=solve (tangenteqn, z) ;

Z==2x+2-2y

Poznamka 13.1. Pomoci Maplu mizeme konstruovat te¢né roviny i k plochaim
danym parametricky a implicitné. Pro generovani PC-grafii pouZijeme naprogra-
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v
obr. 13.11

movanych procedur ParamTan a ImplicitTan. Obé procedury jsou uloZeny
v knihovné mvcalp:

> ParamTan (

[(3+cos(s))*cos(t), (3+cos(s))=*sin(t),
> sin(s)], s=

0..2xPi, t=0..2%Pi, point=[1,2]);

> ImplicitTan (x"2+y"2+z"2=2, x=-2..2, y=-2..2, z=-—
> point=[1,1,0], style=patch, orientation=[-121,53
> scaling=constrained, labels=[x,vy,’'z"]);

2..2,
i

obr. 13.12 obr. 13.13
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Na obrazku 13.12 je anuloid dany parametricky rovnicemi x = (3+cos s) cos?,
y = (3 +coss)sint, z = sins a jeho tecnd rovina v bodé [1, 2], na obrazku 13.13
koule dand implicitné rovnici x2 + y? + z? = 2 a jeji te¢nd rovina v bodé [1, 1].

13.3 Uziti diferencialu k pribliZznym vypoctiam

Nyni pouzijeme pocitacového systému i k procvicovani pribliznych vypocti po-
moci totdlniho diferencidlu. Rovnice te¢né roviny je nejlepsi linedrni aproximaci
funkce f(x, y) v okoli bodu [xg, yol.

Uvazujme chybu této aproximace

| f(x,y) — T Rovina(x, y)|.

Necht f(x, y) =4 —x? — y? (piiklad 4.9) a necht [x, y] nabyvd postupn& hodnot
[4,3],13.8,2.8],[3.6,2.6],[3.4,2.4],[3.2,2.2] a [3, 2].
Pomoci pfikazu seq pozorujeme, jak se chyba aproximace zmenS$uje s hod-

N

notami bliZicimi se bodu [3, 2]:

> seqg(evalf (abs (f (4-1/5, 3-1i/5)-
> TRovina(4-i/5, 3-1/5))), 1=0..5);

2., 1.280000000, .7200000000, .3200000000, .08000000000, O
Jiny zpUsob feSeni je moZny pomoci piikazu z1ip:

> zip ((x,y)—>abs (f(x,y)-TRovina (x,y)),
> [4,3.8,3.6,3.4,3.2,31, [3,2.8,2.6,2.4,2.2,21);

[2,1.28,.72,.32,.08,0]
K nalezeni linedrni aproximace funkce je moZno pouzit i Taylorova polynomu,
nebot diferencidl funkce je Taylorovym polynomem stupné 1 (Taylortiv polynom

viz kapitola Derivace sloZené funkce, Taylortiv vzorec). Nasledujici ptikazy ilu-
struji pouziti piitkazu mtaylor k nalezeni linedrni aproximace:

> readlib (mtaylor);
proc() ... end

> mtaylor(f(x,y)r [X=31y=2]r 2);
17—6x—4y

Piiklad 13.11. Pomoci totdlniho diferencidlu piiblizné vypoctéte In(2.1? +0.92).

Urcime bod [xg, yo], diference dx a dy a najdeme funkci f(x, y) takovou, aby

In(2.17+0.9%) = f(xo +dx, yo+dy) = f(x0, o) + fx (X0, Yo) dx + fy(x0, yo) dy.
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K vypodtu tedy pouZijeme funkci f(x,y) = In(x> + y?), bod [2, 1] a diference
dx =0.1,dy = —0.1:

> fi=(x,y)—>1ln(x"2+y"2);

f=(x,y)— 1n(x2+y2)

> x0:=2:y0:=1:dx:=1/10:dy:=-1/10:
Spoctéme diferencidl funkce f(x, y):

> A:=D[1] (£);

A=(x,y)—>2——

X
2 2

xX“+y

\

B:=D[2] (£);

y

B :=(x, — 2
(x,y) 1y

> df:=(x,y) —>A(x,y) *dx+B (x,y) xdy;
df =(x,y) —> A(x,y)dx+B(x,y)dy

> priblizna_hodnota:=f (x0,y0)+df (x0,y0);

1
priblizna_hodnota :=In(5) + 75

\%

evalf (priblizna_hodnota);

1.649437912
Ptedchozi vysledek nyni ovéfme piimym vypoctem (Maple umoZiiuje provadét
vypocty v oboru redlnych Cisel s témér libovolnou piesnosti):
> funkcni_hodnota:=f (x0+dx, yO0+dy) ;
. 261
Sfunkcni_hodnota :=In [ —
50
> evalf (funkcni_hodnota) ;

1.652497402
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K vypoctu miZeme pouZzit i procedury difer:
> with (mvcalp) :

> f(x0,y0)+difer (f(x,vy),x0,y0,dx,dy);

1
In(5) + —
n(3)+ 55

> evalf(");

1.649437912

13.4 Taylorova véta

K hledédni Taylorova polynomu funkce dvou proménnych pouZivdme v Maplu pro-
cedurumtaylor.

Priklad 13.12. Najdéte TaylorGv polynom 2. stupné se stfedem v bodg [0, 0] pro
funkci f(x, y) =sinx cos y.

Proceduru mt aylor si zpristupnime pomoci readlib:

> readlib (mtaylor):
Definujme funkci f a Taylortiv polynom 2. stupné uloZme do proménné f2:

> f:=(x,y)—->sin(x)*sin(y);

f=(x,y) — sin(x)sin(y)

> f2:=mtaylor(f(x,y), [x=0,y=0], 3);
f2=xy
Nyni zkonvertujme f2 na funkci pomoci piikazu unapply:
> f2:=unapply (f2,x,vy);
f2:=(xy) = xy

a generujme postupné PC-grafy pro funkci f (obr. 13.14), jeji Taylortv poly-
nom 2. stupné (obr. 13.15), vrstevnice funkce f (obr. 13.16) a vrstevnice T5(x, y)
(obr. 13.17).
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obr. 13.14 obr. 13.15

> Pl:=plot3d(f(x,y), x=-Pi..Pi, y=-Pi..Pi,
> orientation=[45,60], style=patchcontour):";

> P2:=plot3d(f2(x,y), x=-Pi..Pi, y=-Pi..Pi,
> orientation=[45,60], style=patchcontour):";

> plot3d(f(x,y), x=-Pi..Pi, y=-Pi..Pi,
> orientation=[270,0], axes=normal, style=contour);

> plot3d(f2(x,y), x=-Pi..Pi, y=-Pi..Pi,
> orientation=[270,0], axes=normal, style=contour);

obr. 13.16 obr. 13.17

Dalsi PC-grafy znaroznuji funkci a jeji Tayloriv polynom nad Ctvercem
[—0.5,0.5] x [—0.5, 0.5], tedy v blizkém okoli bodu [0, O] (obr. 13.18) a nad
Ctvercem [—Tt, ] X [—m, 7] (obr. 13.19).

> plots[display] ({P1,P2}, axes=framed,
> view=[-.5..0.5,-.5..0.5,-1..1], labels=[x,vy,"'2'1);
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> plots[display] ({P1,P2},0orientation=[71,63],
> axes=framed, labels=[x,y,’z"1);
Vsimnéme si, Ze v blizkém okoli bodu [0, 0] se Taylortiv polynom 7> (x, y)
témér shoduje s funkcei f (obr. 13.18).

obr. 13.18 obr. 13.19

Tuto skutecnost ilustrujme déle PC-grafy (obr. 13.20 a 13.21) zndzoriiujicimi
zavislost chyby, které se dopustime pii aproximaci funkce f v okoli bodu [0, 0]
Taylorovym polynomem 2. stupné&, na vzdélenosti od tohoto bodu:

> plot3d(f(x,y)-f2(x,y),x=-.5..0.5,y=-.5..0.5,
> axes=framed, shading=zhue, labels=[x,y,"z’]);

> plot3d(f(x,y)-f2(x,y), x=-1..1, y=-1..1,
> axes=framed, shading=zhue, labels=[x,y,"z"]);

obr. 13.20 obr. 13.21
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Na obrizku 13.20 je chyba zndzornéna nad ¢tvercem [—0.5, 0.5] x [—0.5, 0.5]
anaobrazku 13.21 nad ¢tvercem [—1, 1] x [—1, 1]. Z PC-grafi je vidét, Ze pokud
zvétSujeme vzddlenost od bodu [0, 0], zvétSuje se i chyba aproximace.

Pfi pouziti procedury mtaylor vSak zistdva Taylordv vzorec ,,skryt uvnitf
procedury“. Maplu proto pouzijeme nyni i k procvi¢ovani vypoctd Taylorova po-
lynomu a dale k pfibliznym vypoctim funk¢nich hodnot funkci dvou promén-
nych.

Priklad 13.13. Urcete Taylortiv polynom 2. stupné se stiedem v bodé [xg, yo] =
= [1, 1] pro funkci f(x,y) =x/y.

Pfiklad feSme postupné. Maple ndm nejdiive pouze asistuje pfi vypoctu parcidl-
nich derivaci a vysledek az nakonec ovéfime pomoci procedury mtaylor.

Spoctéme tedy vSechny potiebné parcidlni derivace:

> fi:=(x,y)->x/y;

f:(Ly)—>f
y

> fx:=D[1] (f);fy:=D[2] (f);

1
fe=(x,y) —> -
y

fom o= =%

> fxx:=D[1,1] (f);fxy:=D[1,2] (f);fyy:=D[2,2] (£);
Sfx =0

1
foyi=(x,y) > — =
y

X
fy=(xy) > 25
y

Podle Véty 5.4 plati:

> T2:=f(1,1)+fx(1,1)*(x-1)+fy(1,1)*(y-1)+
> (1/2) % ((fxx(1,1) * (x-1)"2+2%fxy(1,1)* (x-1) = (y-1)+
> fyy(1,1)x(y-1)"2));

T2:=1+x—y—(y—1)(x—=1)+(y—1)
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> T2:=expand (T2);
T2:=142x -2y —yx+y’

Nyni ovéfme vysledek pomoci procedury mtaylor:
> readlib (mtaylor):

> T2:=mtaylor (f(x,v), [x=1,yv=11,3);

T2:=1+x—y—(y—1)(x—=1)+(y—1)>

> T2:=expand(");

T2:=142x—2y—yx+y’

V obou piipadech jsme dostali stejny vysledek, T>(x, y) = 1+2x —2y —xy + y%.

Priklad 13.14. Pomoci Taylorova polynomu 2. stupné uréete priblizné

V(2.98)2 + (4.05)2.

K vypoétu vyuzijme Taylorova polynomu 2. stupné funkce f(x,y) = /x%+ y?

v bodé& [xg, yol = [3, 4]:
> fi=(x,y)->sqrt (x"2+y"2);

f=(x,y)—> sqrt(x2+y2)

> f2:=mtaylor (f(x,vy), [x=3,y=41, 3);

Pimtxt eyt (x=3) (= 4) (x = 3) 45 (y—4)?
T5T TS s 125 7 * 250 7

> f2:=unapply (f2,x,V);

f2=(x,y) >
3 4 8 12 9
Cxdoyt—(x=3)P———(y—4)(x=3)+—(y—4)?
5x+5y+125(x ) 125(y ) (x )+250(y )

> aprox2:=£f2(2.98,4.05);
aprox2 :=5.028211600
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Funkéni hodnotu miZzeme v Maplu urd€it i pifimym vypoctem:
> sk:=£(2.98,4.05);
sk :=5.028210417

Zéavérem uréeme chybu aproximace:
> chyba:=sk-aprox2;
—.1183107
K aproximaci pouzijme nyni Taylorova polynomu 6. stupné a opet ur¢eme chybu

aproximace:

> f6:=mtaylor (f(x,y), [x=3,y=41, 7):
> f6:=unapply (f6,x,y): aprox6:=£f6(2.98,4.05);

aprox6 :=5.02821042

> sk:=£(2.98,4.05);
sk :=5.02821042

\Y

chyba2:=sk-aprox6;

chyba2 =0
Standardn{ nastaveni pfesnosti aproximativn{ aritmetiky v Maplu je na 9 platnych
mist. ProtoZe rozdil je az v ¥adu 10~!°, dostdvdme pfi této piesnosti vypoctu chybu

rovnu nule. Zvy$me tedy pfesnost aproximativni aritmetiky a vypocet provedme
Znovu.

> Digits:=17;
Digits := 17

> aprox6:=£6(2.98,4.05);
aprox6 :=5.0282104172359360

> sk:=£(2.98,4.05);
sk :=5.0282104172359374

\

chyba2:=sk-aprox6;
chyba2 := 14107
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Z vysledku je vidét, Ze s rostoucim stupném Taylorova polynomu se zmensuje
chyba aproximace.

13.5 Kmenova funkce

Hledat kmenovou funkci muZeme taktéZ pomoci piikazi Maplu. Uvadime
nejdiive feSeni postupné po jednotlivych krocich, v zavéru je pak piiklad feSen
pomoci Mapleovského programovaciho jazyka.

Priklad 13.15. Rozhodnéte, zda je vyraz
(—1+e”y+ycos(xy))dx + (1 +e“x +xcos(xy))dy

diferencidlem néjaké funkce; v pripadé€ Ze ano, urcete tuto funkci.

> m:=(xX,y)—>-1+exp (x*y) *y+ty*COS (X*y) ;

m=(x,y) = —1+e*) y+ycos(xy)

> n:=(x,y)—>1l+exp (X*y) *X+X*C0OS (X*Vy) ;

ni=(x,y)—> 1+e") x +xcos(xy)

> m(x,y)*dx+n(x,y) *xdy;
(—1+e“™ y+ycos(xy))de+(l+xe) +xcos(xy))dy
Nejprve ovéime, zda je zadany vyraz opravdu diferencidlem:
> testeq(diff (m(x,y),y)=diff(n(x,Vv),x));

true

Plati
om(x,y) dn(x,y)

ay ax

tj. zadany vyraz je diferencidlem jisté kmenové funkce H. Déle plati:

> kl:=integrate (m(x,y),x);

kl:=—x+e"?) +sin(xy)
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Integracni konstantu oznac¢ime g(y) (jeji derivace podle x je nulovd).
Derivovanim podle y:
> k2:=diff (kl+g(y),v);
, a
k2 :=xe™?) +xcos(xy)+ (8—g(y))
y

a dosazenim do vztahu H, = n(x, y) dostavime:
> k3:=solve(k2=n(x,y), diff(g(y),vy));

k3:=1
Odtud g'(y) =lag(y)=y+c.
> kd:=integrate (k3,vy);
k4 .=y
> reseni:=kl+k4;
reseni == —x +e"7) +sin(x y) +y

Zadany vyraz je tedy diferencidlem funkce
H(x,y)=eV —x+y+sin(xy)+c, ce€R.

Priklad 13.16. Napiste proceduru, kterd uréi, zda je zadany vyraz diferencidlem
néjaké funkce a v ptipadé, Ze ano, tuto funkci urci.

> kmen:=proc (m, n)

> if diff(m,y)=diff (n,x) then

> simplify(integrate (m, x)+

> integrate (n-diff (integrate(m,x),v),vy));

> else print (‘Zadany vyraz neni diferencialem
> zadne funkcel);

> fi

> end:

Pomoci této procedury nyni uréeme kmenovou funkci pro vyraz (x> — y?)dx +
+ (5 —2xy)dy:
> n:=(x,y)—>5-2xx*y;

n:=(x,y)—>5—-2xy

> m:i=(x,y) ->x"2-y"2;

m::()c,y)—>x2—y2
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> kmen (m(x,v),n(x,y));
1
§x3—y2x +5y

Vypocitali jsme, Ze zadany vyraz je diferencidlem funkce

3

H(x,y)=%—y2x+5y+c, ceR.






Kapitola 14

Extrémy funkce v Maplu

Tato ¢4st je pro pocitatem podporovanou vyuku velmi vhodnd. S vyuzitim gra-
fickych i vypocetnich mozZnosti Maplu hledame nejdiive lokalni extrémy funkce
dvou proménnych. Volbou prikladii ukazujeme i na nebezpeci bezmyslenkovitého
pouziti poCitace k vypocltim, tj. zaméfujeme se na piiklady, pfi jejichz feSeni po-
moci Maplu dostivame netiplné nebo nepiesné vysledky. Casto se opakujici po-
stupy poté automatizujeme pomoci Mapleovského programovaciho jazyka v pro-
cedurach. Obdobné postupujeme i pfi hledani absolutnich extrémi funkce dvou
proménnych.

14.1 Lokalni extrémy

Pomoci grafickych a vypocetnich moZnosti Maplu budeme nyni ilustrovat proble-
matiku lokdlnich extrémd funkce dvou proménnych.

Priklad 14.1. Uvazujme funkci

x‘2+v2
fx,y)=xye” 7).

> f 1= (x,y) —-> xxy*exp (- (x"2+y"2)/2);

fo=(x, y) — xyeTl2x=1/2y%

Generujme PC-graf funkce f (obr. 14.1) a PC-graf, znizoriujici vrstevnice
funkce f (obr. 14.2):

> plot3d(f(x,y),x=-3..3,y=-3..3,style =patch,
> orientation=[70,65], axes=FRAMED, grid=[40,30],
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> labels=[x,vy,2z]);
> with(plots):

> contourplot (f (x,vy),x=-3..3,y=-3..3, grid=[50,50],
> axes=boxed) ;

A0

A
pam
sl
T\ \\,“ ‘;

\
\
N

obr. 14.1 obr. 14.2

Z uvedenych PC-grafli usuzujeme na lokaln{ extrémy v kazdém ze Ctyt kvad-
rantd, a to na lokdlni maxima v prvnim a tfetim kvadrantu a na lokalni minima ve
druhém a ¢tvrtém kvadrantu. Tuto Gvahu ovéfme nyni vypoctem.

Stacionarni body najdeme feSenim soustavy rovnic (viz Definice 6.2)

0
o
dx

0

o
dy

> cp:=solve ({diff (f(x,vy),x)=0,
> diff (£(x,y),y)=0}, {x,v});
cp={x=0,y=0}L{y=1x=1},{y=—1Lx=1}L,{x=—-1,y=1},
{x=-1y=-1}

Tedy, podle pfedchozi tivahy patrné v bodech [1, 1] a [—1, —1] nastdv4 lo-
kalni maximum, v bodech [—1, 1], [1, —1] lokdlni minimum a bod [0, 0] je sedlo-
vym bodem. Tuto domnénku podpofme nejdiive generovanim PC-grafii funkce f
v blizkém okoli stacionarnich bodi:

> plot3d(f(x,y),x=-0.1..0.1,y=-0.1..0.1,
> orientation = [70,65], style=patchcontour);

> plot3d(f(x,y),x=0.9..1.1,y=0.9..1.1,
> orientation = [70,65], style=patchcontour);
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> plot3d(f(x,v),
> orientation =

obr. 14.3 obr. 14.4 obr. 14.5

Na obrazku 14.3 je okoli bodu [0, 0], jedn4 se tedy o sedlovy bod, obr. 14.4
znazornuje okoli bodu [1, 1] (lokdlni maximum) a obr. 14.5 zndzornuje okoli
bodu [1, —1] (lokdlni minimum). Tyto dvahy podpofme opét vypoctem. Plati:

> fxx := factor(diff(f(x,v),x,x));

Sfrx ::xye(—l/sz—l/Zyz) (—=3+x%)

> fxy := factor (diff (f(x,y),x,¥));

fry = eI () (D) (x = D) (x+ 1)

> fyy := factor (diff (f£(x,y),v,V));
_ 2 2
fyy = x ye " V2125 (L3442

> Delta:=factor (fxx*xfyy-fxy"2);
A = _(e(fl/2x271/2y2) )2

(=522 +y* x> +x*y? + 1 —2x2 =22 +x* + %)

> eval (subs (x=0,y=0,Delta));
—1
V souladu s dobfe znamou postacujici podminkou existence a charakteru extrému

ve stacionarnim bodé¢ (Véta 6.2) v bodé [0, 0] extrém nenastava, jde o tzv. sedlovy
bod (obr. 14.3). V bodé€ [1, 1] nastdva ostré lokdlni maximum (obr. 14.4), nebot:

> subs (x=1,y=1, [Delta, fxx]);
[4(e"1)2 —2e71]
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Obdobné prokdzeme, Ze v bodé [—1, 1] a [1, —1] nastdvaji ostrd lokdlni minima
avbodé [—1, —1] ostré lokalni maximum:

> subs (x=-1,y=1, [Delta, fxx]);

[4(e7)% 2671

> subs (x=-1,y=-1, [Delta, fxx]);
> subs (x=1,y=-1, [Delta, fxx]);

[4(e"1)2 —2e71]

[4(e71)2 2671

Zavérem ur¢eme funk¢éni hodnoty v bodech extrémi:
> le(fr [ll _11_11 l] 7 [ll 11_11_1] ) 7

[e™D), et (-1 _e(-1)]

V bodech [1, 1] a[—1, —1] je tedy lokdlni maximum f(1,1) = f(—1,—1)=1/e
avbodech [1, —1] a[—1, 1] lokdlni minimum f(1, —1) = f(—1,1) =—1/e.

Predchozi priklad Ize charakterizovat jako standardni. Nasledujici pfiklady vSak
poukazuji na problémy, které pri urcovani lokdlnich extrémt funkci dvou promén-
nych pomoci Maplu mohou vzniknout.

Priklad 14.2. Urcete lokdlni extrémy funkce f(x, y) = x* — 3x2y + 3y — y3.

> fi1= (x,y) —> x™ - 3%xx"2xy + 3%y — y*3;

f::(x,y)—>x4—3x2y+3y—y3

fri=(x,y) > 4x>—6xy

fri=(x,y) > —3x2+3 -3y
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Parcidlni derivace poloZme rovny nule a pomoci Maplu feSme ziskanou soustavu
rovnic:

> cp := solve ({fx(x,y)=0, fy(x,y)=0}, {x,v});
cp={y=1,x=0}L{y=—1,x=0},
1
{x = RootOf(4_Z> — 3), y = 5} , {x = RootOf(_Z* +3), y=-2}
Prvni dvé feseni jsme schopni snadno interpretovat, u druhych dvou je situace
obtizné&jsi. Pfevedme proto feSeni na snadnéji interpretovatelny tvar:
> cp := map (allvalues, {cp});

cp;:{{x=%ﬁ,y=%},{x=_%ﬁ,y=%},{x=zﬁ,y=_z},

{x:—lx/g,y=—2},{y=1,x=0},{y:—1,x:0}}

Nyni je vidét, Ze uvedena soustava rovnic ma 6 feseni, dvé z feseni jsou vSak kom-
plexni ¢isla. ProtoZe v celé praci pracujeme v redlném oboru, komplexni kofeny
odfiltrujeme pomoci procedury takereal (procedura je uloZena v knihovné
mvcalp):

> with (mvcalp) :

> cp := takereal (cp);
S | R VS (RO DV P N
PENFTLVIYES oYy =g ly=1La=0}
{y:—l,x=0}}
o e 113 a3 1
Ziskali jsme tedy Ctyfi staciondrni body [0, 1], [0, —1], [%5°, 5] a [—%7, 7]

Dale rozhodneme jiz standardnim zptisobem, zda ma funkce f v ziskanych
stacionarnich bodech extrémy.
Spoc¢téme druhé parcidlni derivace funkce f:
> fxx := D[1] (fx)

> fyy := D[2] (fy);
> fxy := DI[2] (fx);

frx=(x,y)— 12x2—6y
Sy :=(x,y) > =6y

foy=(x,y) > —6x
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a urCeme hodnotu A(x, y) = fur fyy — [ fxy]2 ve stacionarnich bodech:

> Delta:=fxx(x,y)*fyy(x,y)-fxy (x,y)"2;
A:=—6(12x>—6y)y—36x>

> for i from 1 to nops(cp) do
> cpl[i]l,simplify(subs(cpli], [Delta, fxx(x,v)]1));

> od;

{x=1¢§,y=%},[—45,6]

{x=_lﬁ,y:_},[—45,6]
{x=0,y=1},[36,—6]

{x=0,y=—1},[36,6]

Podle ziskanych hodnot mé funkce f lokdlni minimum v bodé [0, —1] a lokdlni
maximum v bodé [0, 1], zbyvajici body jsou sedlové.

Generujme nyni PC-graf funkce f s vyznaCenymi staciondrnimi body
(obr. 14.6) a vrstevnice f (obr. 14.7).

obr. 14.6 obr. 14.7

V préci pouzivand verze Maple V R3 neumoZiuje grafické zvyraznéni vy-
braného bodu v PC-grafu. Zvyraznéni bodu o soufadnicich [x, y, f(x, y)] dosdh-
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neme pridanim bodt [x, y, f(x, y)+0,01] a[x, y, f(x, y) —0, 01] do PC-grafu:

> pltl := plot3d (f(x,y), x=-1.5..1.5, y=-1.5..1.5):
> pts := {seq (subs (op(i, cp), [x,¥,f(x,¥)1),

> i=1..nops(cp)),

> seq (subs (op(i, cp), [x,v,f(x,y)+0.0171),

> i=1..nops (cp)),

> seq (subs (op(i, cp), [x,v,f(x,y)-0.011),

> i=1..nops(cp)) }:

> display3d ({pltl,

> pointplot (pts, symbol=circle, color=black)},

> axes=framed, labels=[x,y,’z’]);

> contourplot (f(x,y), x=-1.5..1.5, y=-1.5..1.5,
> axes=boxed, grid=[50,50], contours=20);

Poznamka 14.1. K vypoctu A miZzeme pouZit i pfikazu hessian (£ (x,vy),
[x,v]) ;,kterym spoCteme matici

Py 2.y

9x2 ax0dy
Proy)  2fG.y)
9xdy ay? -

Odpovidajici ¢ast vypoctu pak vypad4 takto:
> with(linalg):
> h:=hessian(f(x,v), [x,y]);fxx:=D[1,1] (f);
12x2—6y —6x
—6x —6y

h =

frx=(x,y)— 12x> =6y

> Delta:=det (h);
A:=—T72x*y+36y> —36x2

> for i from 1 to nops(cp) do
> cpl[i]l,simplify(subs(cpli], [Delta, fxx(x,v)]1));
> od;

{x=0,y=1},[36,—-6]
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{x=0,y=—1},[36,6]
1 1
{y=5x=§J#,P4iﬂ

1 1
=, x=—-+/3],[—456
{y >r=73 [ ]
Priklad 14.3. Urcete lokéln{ extrémy funkce z = 1 — \/x2 + y2.

> z:=(x,y)->l-sqrt (x"2+y"2);
zi=(x,y) = 1 —sqrt(x* +y%)

> plot3d(z(x,y),x=-3..3,y=-3..3,axes=boxed,
> labels=[x,y,'z’],style=patch);

Vysledek vidime na obr. 14.8.

NN
AN

:“‘§§§ INANNRN

KRS

> cp:=solve ({diff(z(x,y),x)=0,
> diff(z(x,y),y)=0}, {x,v});

cp =
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Dana funkce nema4 stacionarni body, nemiizeme tedy pouzit diive uvedeny postup.
ProtoZe podle Pozndmky 6.1 funkce f : R? — R miiZe mit lokdlni extrém pouze
ve svém staciondrnim bodé€ nebo v bodé, kde alespoil jedna z parcidlnich derivaci
neexistuje, hleddime body, ve kterych neexistuji parcidlni derivace:
> diff(z(x,y),x);diff(z(x,y),Y¥);
X

y

> DI[1](z) (0,0);
Error, (in unknown) division by zero
V bodé [0, 0] neexistuji parcidlni derivace prvniho fadu, bod [0, 0] je bodem
mozného extrému. Piristek funkce z v tomto bodé z(x, y) —z(0, 0) = —/x2 + y?
je zaporny, tedy podle definice v bod¢ [0, 0] m4 funkce z maximum zp,x = 1.

Priklad 14.4. Urcete lokdlni extrémy funkce z = xy In(x? + y?).

> z:=(X,y) —>x*xy*x1n(x"2+y"2);

72:=(x,y) —>xy1n(x2+y2)

> plot3d(z(x,y),x=-1.1..1.1, y=-1.1..1.1, axes=framed,
> orientation=[-23,52], style=patch, labels=[x,y,’z’1]1);

> contourplot(z(x,y), x=-1.1..1.1, y=-1.1..1.1,
> contours=25, numpoints=3000, color=black, axes=boxed) ;
> rl:=diff(z(x,y),x)=0;

)Czy

rl = yIn(x*+y?)+2 =0
yIn(x™+y7) 1 y?
> r2:=diff(z(x,y),y)=0;
2
Xy
2 :=xIn(x?+y2)+2 =0
(x7+y7) 2t y?

Resme ziskanou soustavu:

> cpl:=solve({rl,r2}, {x,v});
epl ={x=0,y=—1}{y=1x=0},{y=0,x=-1},{x=1,y=0)
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0,5 3

ocy

obr. 14.9 obr. 14.10

a

Pfi presentovanych vypoctech pouzivand verze Maple V R3 v tomto pripadé neni
schopna symbolicky nalézt vSechna feSeni. Vypocitané staciondrni body jsou jen
[0, 1] a [*1, O]. Pomoci PC-grafii funkce z (obr. 14.9) a vrstevnic z (obr. 14.10)
vsak usuzujeme, Ze v nalezenych staciondrnich bodech extrém nenastava a do-
konce, Ze uvazovand funkce m4 dalsi Ctyfi staciondrni body.

Stejny ukol nyni feSme s pouzitim numerického feSeni dané soustavy:

> cp2:=fsolve ({diff(z(x,y),x)=0, diff(z(x,y),y)=0},
> {x,y}, {x=0..1, y=-1..0});

cp2 ={y=—.4288819425, x = 4288819425}

> cp3:=fsolve ({diff(z(x,y),x)=0, diff(z(x,y),y)=0},
> {Xry}l {x=0..1, Y:O--l});

cp3 = {x = .4288819425, y = 4288819425}

> cpd:=fsolve ({diff(z(x,y),x)=0, diff(z(x,y),y)=0},
> {x,y}, {x=-1..0, y=-1..0});

cp4 ={y=—.4288819425, x = —.4288819425 }

> cpS:=fsolve ({diff(z(x,y),x)=0, diff(z(x,y),y)=0},
> {x,v}, {x=-1..0, y=0..1});

cpS = {y = .4288819425, x = —.4288819425 }
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> cp:={cpl, cp2,cp3,cpd,cpd};

cp={{x=0,y==1}1L{y=Lx=0},{y=0,x=-1},
{x=1,y=0},{y=.4288819425, x = —.4288819425 1,
{y=—.4288819425, x = 4288819425},
{x = .4288819425, y = 4288819425 },
[y =—.4288819425, x = —.4288819425 }}

> fxx := D[1,1](z):fyy := DI[2,2]1(z): fxy := D[1,2](z):
> Delta:=fxx(x,y)*fyy(x,y)-fxy(x,y) " 2:

> for i from 1 to nops(cp) do
> cpli],simplify (subs(cp[i], [Delta, fxx(x,y)]));
> od;

{x=0,y=-1}[-4,0]
{y=1,x=0},[-4,0]
{y=0,x=—-1},[—-4,0]
{x=1,y=0},[-4,0]
{y=.4288819425, x = —.4288819425}, [4., —2.]
{y =—.4288819425, x = .4288819425}, [4., —2.]
{x =.4288819425, y = 4288819425}, [4.,2.]
{y =—.4288819425, x = —.4288819425},[4.,2.]
Numericky vypocet potvrzuje, Ze v bodech [0, £1] a [£1, 0] extrém nenastava
a navic, Ze v bodech [\/%, J%] a [\7—21?, J—zle] je lokdlni minimum a v bodech

—1

[\/Lz?’ \/_2?] a [J—Le, \/1—2?] lokalni maximum (viz piiklad 6.3-ii)).
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Poznamka 14.2. Verze Maple V R4 jiz symbolicky fesi i soustavu pro ziskan{
vSech staciondrnich bodl spravné:

> z:=(X,y) —>X*xy*1n (x"2+y"*2);

z =,y —> xyln(x2+y2)
> cpl:=solve ({diff(z(x,vy),x)=0,
> diff(z(x,y),y)=0}, {x,v});

cepl ={x=0,y=1}, {x=0, y=—1}, {y =0, x =1},
{yv=0,x=—1}, {y =%1, x = %1}, {y = %1, x = —%1}

%]1 = RootOf(—eV +2_7?)
> cpl:=map(allvalues, {cpl});

epl ={{y=0,x=1}, {y=0, x=—1}, {x=0, y =1},
(x=0, y=—1}, {y = %2, x = %2}, {y = %1, x = %1},
{y=%2, x =%}, {x =%2, y=%1}}

1
%1 := -3 V2 +/e=D
1
%2 = 5 V2 /e

Priklad 14.5. Najdéte lokdlnf extrémy funkce z = (x2 + y2)e~ ¢+,
Resenim systému
2o =2x — 2x (x> + y2))eWHD =0
2y =y = 2y(7 +y)e Y =0
ziskdvame mnozZinu stacionarnich bodu, kterd se sklada z bodu [0, 0] a bodu kruz-

nice x> + y* = 1:
> z:1=(X,Y) > (xX"2+y"2) xexp (— (x"24+y"2));

2= (x,y) = (x4 )2y

> cp:={solve ({diff(z(x,vy),x)=0,
> diff(z(x,y),y)=0}, {x,y})};

ep={{x=0,y=—1}{y=1Lx=0L{y=0,x=—1},{x=1,y=0},

{y=y,x=\/1—yz},{y=y,x=—x/1—yz},{y=0,x=0}}
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> fxx := D[1,1](z):fyy := D[2,2](z): fxy := D[1,2](z):
> Delta:=fxx (x,y)*fyy(x,y)-fxy(x,y)"2:
Protoze:

> for i from 1 to nops(cp) do
> cpli],simplify(subs(cpli], [Delta, fxx(x,v)]));

> od;

{y=0,x=1}10, —4e<71)]

{y=0,x=—1},[0, —4e7D]
{x=x,y: l—xz},[O, —4x2e(71]

{X=X’y:—v1—x2},[0, —4x%e D]
{y=0,x=0},[4,2]
{x=0,y=1},[0,0]

{x=0,y=-1},[0,0]

nastava v bodé [0, 0] lokalni minimum (obr. 14.12). O existenci extrému v bo-
dech kruZnice nemiZeme timto zplisobem rozhodnout (A je v bodech kruznice
x2 +y? = 1 rovno nule).

Pro ovéfeni dostate¢né podminky v bodech leZicich na kruznici x? + y* = 1,
budeme funkci z povaZovat za funkci jedné proménné ¢t = x> + y?: z = te™, pro
kterou je bod ¢ = 1 staciondrnim bodem. Protoze z” = (t — 2)e ' jeprot = 1
zépornd, ma zde funkce z maximum. Tedy funkce z(x, y) ma neostré maximum
Zmax = €~ v bodech kruZnice x* + y> = 1 (obr. 14.11).
plot3d(z(x,y), x=-3..3, y=-3..3, axes=boxed,
grid=[50,50], style=hidden, labels=[x,vy,’z"],
color=black);
plot3d(z(x,y), x=-1..3, y=-1..3, axes=boxed,
grid=[40,40], style=hidden, orientation=[-69,47],
labels=[x,y,"z"], color=black);

vV V.V VvV V V
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obr. 14.11 obr. 14.12

Poznamka 14.3. Funkce
Fx,y) = @x? +3ye )
ma ostré lokalni minimum v bodé [0, 0], ostré lokdlni maximum v bodé [0, £1]

a sedlové body v bodech [£1,0]. Absolutni extrém této funkce na kruhu
M = {[x,y] € R’ : x> + y> < 4} byl feSen v piikladu 6.6-ii).
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obr. 14.13 obr. 14.14

Casto opakované postupy pii hledéni lokdlnich extrémi funkce dvou promén-
nych je mozné opé€t automatizovat pomoci Mapleovského programovaciho jazyka.
Ukazkou mozného feseni jsou procedury sing a mvextrem, jedinymi parame-
try téchto procedur jsou funkce, jejiZ staciondrni body, resp. lokdln{ extrémy, ur-
cujeme.
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> sing:= proc( f) local cp;
> cp:={solve( { diff (f,x)=0, diff(£,y)=0}, { %, v})};
> RETURN (cp)
> end:

VvV V V V V V V VYV YV VYV VYV VYV VYV VYV

Priklad 14.6. Urcete lokdlni extrémy funkce z = x* + y* — x? — 2xy — y.

mvextrem:= proc( f) local zxx,zyy,zxy,D,i,p2,pom;
zxx:= diff( £, x, x);
zyy:= diff( £, vy, vy);
zxy:= diff( £, x, y);
pom:=map (allvalues, sing(f));
pom:=takereal (pom) ;
for 1 from 1 to nops(pom) do
p2:=op (i, pom);
D:=
evalf (subs (p2, zxx) xsubs (p2, zyy) —subs (p2, zxy) "2) ;
if D=0 then print( p2, ' nelze rozhodnout' );
elif D<O0 then print ( p2, ' extrem nenastava' );
else
if evalf(subs( p2, zxx )) > 0 then
print ( p2, ' lokalni minimum® );
else print( p2, ' lokalni maximum?‘);
fi;
fi;
od;
end:

2

K feseni pouZijeme pfipravenych procedur:

>

mvextrem( x"4+ yN4- X"N2-24x*xy-y"2);

{x=0,y=0}, nelze rozhodnout

{y=1,x=1}, lokalni minimum

{y=—1,x=—-1}, lokalni minimum

Ve staciondrnim bodé [0, 0] je A = 0, proto o existenci extrému v tomto bodé
nelze standardnim zptisobem rozhodnout.

Reseni viak mizeme ziskat nasledujicim zptisobem: funkci z upravime na tvar
2(x, y) = x*+y*— (x +y)2. Odtud z(—x, x) = 2x* > 0 pro x # 0. Na druhé strané
72(x,0) = x* —x? = x*(1 —x?) < O0prox € (—1,0) U (0, 1). Tedy v libovoln&
malém okoli bodu [0, 0] funkce z nabyv4 jak kladnych, tak zadpornych hodnot, coz



246 Extrémy funkce v Maplu

spolu s faktem, Ze z(0, 0) = 0 znamend, Ze v tomto bod¢ lokdln{ extrém nenastava
(obr. 14.15 a 14.16).
> plot3d(z(x,y), x=-2..2, y=-2..2, view=-3..5,

> axes=boxed, style=patch, labels=[x,y,’'z’],
> orientation=[-64,51]);

> contourplot (z(x,y), x=-2..2, y=-2..2, axes=boxed,
> grid=[100,100], color=black, contours=20);

obr. 14.15 obr. 14.16

Nésledujici priklad ilustruje situaci, kdy je matice druhych derivaci
dané funkce ve stacionarnim bodé pouze semidefinitni. V tomto pripade je
£”(0, 0) = 0. Proto zde muZe i nemusi nastat lokdlni extrém, viz Pozndmka 6.4.

Priklad 14.7. Rozhodnéte, zda funkce f(x, y) = x> +y? a g(x, y) = x>+ y* maji
v bodé [0, 0] extrém.

> fi=(x,y)—>x"3+y"2;
fi=(x,y) = x> +y?
Ovéime, Ze bod [0, 0] je staciondrnim bodem:
> cp:=sing (f(x,y));
cp={{y=0,x=0}}
Dile:
> fxx:=D[1,1] (f):fxy:=D[1,2](f):fyy:=D[2,2] (f):
> Delta:=unapply (fxx (x,y) *fyy (x,y) - (Exy (X,V))"2,%,V) ;
A=(x,y)—> 12x
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> subs(cpl[l], Delta(x,vy));
0

ProtoZze A = 0, nemliZeme timto zplsobem o existenci extrému rozhodnout. Ge-
nerujme vSak PC-grafy uvazované funkce a jejich vrstevnic (obr. 14.17 a 14.18).

> plot3d(f(x,y), x=-2..2, y=-2..2, axes=framed,
> orientation=[80,80], style=patch, labels=[x,y,’z’]);

> contourplot (f(x,y), x=-2..2, y=-2..2, axes=boxed,
> grid=[100,100], contours=20, color=black);
\§z

i

obr. 14.17 obr. 14.18

Podle PC-grafi pfedpokldddme, Ze v bod¢ [0, 0] extrém nenastdva. Tuto hypo-
tézu nyni ovéime vypodtem. Plati f(0, x) = x> > 0 pro x # 0, ale zdroveii plati
f(x,0)=x> < 0prox € (=00, 0). Tedy v libovolném okoli bodu [0, 0] funkce f
nabyva jak kladnych, tak zadpornych hodnot, coZ spolu s faktem, Ze f(0,0) = 0
znamena, ze v tomto bod€ lokalni extrém nenastava.

Analogicky:

> g:=(x,y)—>x"2+y"4;

g:=(x,y) > x*+y*

> plot3d(g(x,y), x=-2..2, y=-2..2, axes=framed,
> orientation=[60,70], style=patch, labels=[x,vy,z]);

14

> contourplot (g(x,vy), x=-2..2, y=-2..2, axes=boxed,
> grid=[100,100], contours=20, color=black);
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| ——— ———

| |

obr. 14.19 obr. 14.20

> cp:=sing(g(x,vy));
cp::{{yZO,XZO}}

> subs(cpl[l], Delta(x,vy));
0

)

Prirdstek funkce g(x, y) — g(0,0) = x* + y? > 0, tedy g m4 v bod& [0, 0] lokaln{
minimum.

Zévérem si ukdZeme jednu z moZnosti, jak pomoci Maplu generovat vétsi
mnozstvi piikladi k ilustraci problematiky lokdlnich extrému funkce dvou pro-
ménnych. VyuZijeme k tomu ,,symbolického zdpisu funkce dvou proménnych
s parametry®, konkrétné v naSem prikladu se tfemi parametry:

> ff:=(a,b,c)-—>crxexp(-(x—-a)"2-(y-b)"2);
ff=1C(a,b,c)— ce(-(x—ar=(y=b7)
> z1:=ff(2,3,1)+f£(2,-3,2)+£f£(0,-2,2)+f£(-2,1,3);

21 = e(-(:=22=(3=3)%) 4 5 o (=(x=22=(343)%) 4 9 o(—2?=(142))
+3e(-(x2)’=(y=1)%)

> plot3d(zl, x=-4..4, y=-4..4, axes=boxed, color=black,
> grid=[40,40], labels=[x,y,z], style=hidden,
> tickmarks=[5,5,4]1);

> z2:=f£(1,1,-2)+££(-1,-1,2);
22 = —2e(-G=1?=(y=1)?%) L 5o (=(x+1)?=(y+1)?)
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obr. 14.21 obr. 14.22

plot3d(z2, x=-4..4, y=-4..4, axes=boxed, color=black,
grid=[40,40], orientation=[-35,70], labels=[x,vy,z],
style=hidden) ;

Takto generované PC-grafy jsou ndzornéjsi nez u prozatim Castéji k demon-
stracim vlastnosti funkci dvou proménnych pouzivanych kvadratickych a kubic-
kych funkci. Srovnejme proto pfedchdzejici dva PC-grafy (obr. 14.21 a 14.22)
napt. s PC-grafem funkce z = x> — 3x? + y* — 3y + 1:

>

>

>

>

7 :=x"3-3%xx"2+y"3-3*xy+1;

zi=xd =324y  —3y+1

plot3d(z, x=-3..3, y=-3..3, style=patchcontour,
axes=boxed, orientation=[-122,-150],
labels=[x,y,"z"1);

plot3d(z, x=-3..3, y=-3..3, view=-6..4,
style=patchcontour, axes=boxed,
orientation=[-122,-150], labels=[x,y,’z’]);

Z PC-grafu na obr. 14.23 neni patrné, Ze uvaZovand kubicka funkce z m4 dva
sedlové body a jedno lokalni maximum a jedno lokdlni minimum. AZ po dalSim

P13

»zjemnéni“ rozsahu zobrazovanych hodnot dostdvdme PC-graf (obr. 14.24), ktery
1épe ilustruje problematiku lokdlnich extrému.

Z ptikladt uvedenych v této Casti tedy mimo jiné plyne, Ze pro nazornéjsi
demonstraci lokélnich vlastnosti funkci dvou proménnych pomoci PC-grafti jsou
vyhodnéjsi exponencidlni funkce, na rozdil od prikladi slouZicich k pocetnimu
hledani lokdlnich extrémd, kde se naopak vice hodi polynomialni funkce.
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obr. 14.23 obr. 14.24

14.2 Absolutni extrémy

Ukéazeme si opét nékolik moZnosti, jak pomoci Maplu hledat absolutni extrémy
funkci dvou proménnych.

Priklad 14.8. Urcete nejmensi a nejvétsi hodnotu funkce z = f(x, y) = x> — y*+
+4namnozind M = {[x,y] e R? : x>+ y?> < 1}.
Definujme nejdfive funkci f a mnoZinu M a poté generujme jejich PC-grafy s ci-
lem demonstrovat PC-graf funkce f na mnoZiné M:

> fi=(x,y)-—>x"2-y"2+4;

f=(xy) > x> =y +4

> M:=x"2+y"2=1;
M:=x>+y*=1

> pl:=plot3d(f(x,y), x=-1.2..1.2, y=-1.2..1.2,
> axes=framed, orientation=[31,56]):

> p2:=spacecurve([cos(t), sin(t), f(cos(t), sin(t))],
> t=0..2+«Pi, color=black, thickness=3,
> orientation=[31,56]):

> p3:=spacecurve ([cos(t), sin(t), 0], t=0..2xPi,
> color=black, thickness=3, orientation=[31,56]):

> display3d({pl,p2,p3}, labels=[x,v,z]);

> pd:=spacecurve ([cos(t),sin(t),f(cos(t),sin(t))+0.01],
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> t=0..2+«Pi, color=black, thickness=3,
> orientation=[31,56]):

> display3d({pl,p3,p4}, labels=[x,y,z]);
play pl,pP3,P Yy

obr. 14.25 obr. 14.26

Poznamka 14.4. Vsimnéme si rozdilu u té€chto dvou PC-grafi. Problémem je

v, s

pocitacové zndzornéni kiivky tvorici hranici obrazu mnoZiny M na ploSe PC-

Mev s

-grafu funkce f (p3, obr. 14.25). Aby byla situace nazornéjsi, dopustime se ,,ma-
1ého podvodu* a PC-graf kiivky posuneme ,,kousek* nad PC-graf funkce f (p4,
obr. 14.26).

Prejdéme nyni ke standardnimu postupu hleddni absolutnich extrémi funkce f.
Urceme nejdiive stacionarni body lezici uvnitt M:
> with (mvcalp) :
> sing(f£(x,y));
{x=0,y=0}}

Dostavame stacionarni bod [0, 0] € M.

> £(0,0);

4

Nakonec vySetfeme chovani funkce f na hranici mnoZiny M. Tuto hranici
tvorenou kruznici x2+y? = 1 si rozdélme na dvé ¢4sti, na horni a dolni ptilkruZnici:

> with (student) :

> r:=isolate (M,vVy);

ri=ys= RootOf(_Z2 —1 +x2)
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> r:=allvalues (r);

ri=y=+1—-x%y=—y1—x2

Dosazenim téchto hodnot do vzorce definujiciho funkci f, dostaneme funkci
jedné redlné proménné:

> ul:=unapply(subs(r[l], f(x,y)), x);

ul :=x - 2x>+3

Ta popisuje projekci uvaZzované mnoZiny do roviny xy (viz. obrdzek 14.26). Hle-
dejme nyni absolutni extrémy takto konstruované funkce jedné proménné pro
xe[-1,1]:

> solve (diff (ul(x), x)=0, x);

0
> ul(0);

3
> ul(-1);ul(l);

5

5

Pro druhy piipad, kdy y = —+/1 —x2%, x € [—1, 1] je situace stejnd, nebot
f(x, —y) = f(x,y). Porovnanim funk¢nich hodnot funkce f na hranici mno-
Ziny M s funk¢ni hodnotou funkce f v jejim jediném staciondrnim bodé€ [0, O]
dojdeme k zavéru, ze

Jmin = 3 pro [x, y] = [0, £1]
Jfmax =5 pro [x, y] = [£1, 0].

Poznamka 14.5. K vypoctu extrémil funkce f na hranici mnoZiny M miZeme
také pouzit pfimo piikazu ext rema (expr, constraints, <vars>,’'s’).
Napriklad pro predchozi situaci:
> extrema (f(x,v), M, {x,v}, ’'body’);
{3,5}
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> body;

{{y:Oa-x: l}a{y:()?-x:_l}’{-x:()’y: 1}’{x:an:_1}}
Piikaz ext rema dava na vystupu maximalni a minimalni hodnotu funkce f na
hranici mnoZiny M a do proménné ’ s’ uklada soufadnice bodd, ve kterych ma-
ximum a minimum nastdva. VyuZziva k tzv. hledani vazanych extrémut zndmé me-
tody Lagrangeovych multiplikatord (Véta 9.1). Pfikaz ext rema ale vétSinou po-

uzivame pouze ke kontrole vypoctl, protoze podstata metody Langrangeovych
multiplikatort pfi jeho pouZiti zGstava skryta (viz piiklad 14.12).

Pii feSeni dal$iho prikladu budeme ilustrovat postup stejny jako pii vypoctu
pomoci ,tuzky a papiru®, pouze zdpis budeme provadét formou Mapleovskych
prikaz.

Piiklad 14.9. Najdéte absolutni extrémy funkce z = x? +2xy — 4x + 8y v obdél-
niku ur¢eném pifimkami y =0, x =0, x =1lay =2.

> Z:=(X,V) >X"2+2xx*xy—4+xx+8*y;
z:=(x,y) > x> +2xy—4x+8y

Urceme stacionarni body funkce z:
> with (mvcalp) :
> sing(z(x,y));
{{x=—4,y=06}}
Ziskany bod [—4, 6] vSak nepati{ do vySetfovaného obdélniku.
VySetfeme nyni funkci z na hranici obdélniku, tj. na tseckdch y = O,

xe[0,1,x=0,y€[0,2],y=2,x€[0,1]ax =1,y €[0,2].
Dosazenim dostavame:

> ul:=unapply (subs (y=0, z(x,y)), X);
ul :=x — x> —4x
a hleddme absolutni extrémy této funkce jedné proménné na intervalu [0, 1]:

> solve (diff (ul(x), x)=0, x);
2
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Ani tento staciondrni bod nepatii do intervalu [0, 1] a vySetiime tedy pouze
funkéni hodnoty v krajnich bodech intervalu:

> ul(0);ul(1);

-3

Obdobné postupujeme i na zbyvajicich useckach:
> u2:=unapply (subs (x=0, z(x,Vy)), V);
u2:=y —> 8y

> solve (diff (u2(y), y)=0, vy);
> u2(0);u2(2);

16

> u3:=unapply (subs (y=2, z(x,Vy)), X);

u3=x — x> +16

> solve (diff (u3(x), x)=0, x);

> u3(0);u3(1);
16

17

> u4d:=unapply (subs (x=1, z(x,y)), Y);
ud =y > =3+10y
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> solve (diff (ud (y),

> ud(0);ud(2);

17
h hodnot funkce z na hranici vid

ime, Ze

s

¢nic

kanych funk

s

z

anim Zz1s

2

Porovn

[1,0]
1

=3 pro [x, y] =

f min
Jmax = 17 pro [x

yI=1[1,2].
Grafick

br. 14.27.

’

Z{ pro

vz

éni zde slou

€ znazorn

7z

z

azornén na o

Graficky je priklad zn

u.

kontrolu ziskanych vysledk

obr. 14.27

boxed,
tickmarks

[x,v,72"1);

0..2, axes=

color

0..1, vy

[7211 3] ’

X

> plot3d(z(x,y),
> orientation

(2,5,6],

black,

labels

constrained,

> scaling

v

i extrémy v né-

t dlohy na absolutni

resi

todu, jak 1ze

Zme me

kterych specidlnich piipadech

¢ uka

St

v

2

dvérem si jes

Z

» Jejiz

-1i sestrojit vrstevnice funkce

s

v

, hapr. umime

cné

extrémy hleddme, a pokud mnoZina, kde tyto extrémy hleddme je ,,dostate

jednoducha®.



256 Extrémy funkce v Maplu

Priklad 14.10. Najdéte nejmensi a nejvetsi hodnotu funkce f(x,y) = x — y na
mnozing M : x? +y? < 1.
Generujme PC-grafy funkce f a vrstevnic funkce f spolu s mnoZinou M:

> fi=(x,y)—>x-y;
f=xy)—>x—y

> vl:=plot3d(f(x,vy), x=-3..3, y=-3..3,
> style=patchcontour, axes=boxed, contours=20):

> v2:=spacecurve ([cos(t), sin(t), f(cos(t), sin(t))],
> t=0..2%«Pi, color=black, thickness=3):

> v3:=spacecurve ([cos(t), sin(t), -6],t=0..2%Pi,
> color=black, thickness=3):

> display3d({vl,v2,v3}, axes=boxed, labels=[x,vy,’'z"],
> scaling=constrained, orientation=[19,31]);

> v4:=plot3d(f(x,vy), x=-3..3, y=-3..3, style=contour,
> axes=boxed, contours=20, grid=[100,1007]):

> display3d({v2,v4}, orientation=[0,0],
> scaling=constrained);

> f£(1/sqrt(2),-1/sqrt(2));f(-1/sqrt(2),1/sqrt (2));

J2

V)

Vrstevnice funkce f jsou pfimky x — y = ¢ (viz ilustrace na obr. 14.28). Z PC-
-grafu na obrazku 14.29 (vrstevnice — osa x je zde svisld, y vodorovnd) je také vi-
dét, ze podminkou pro to, aby hodnota ¢ € R byla hodnotou absolutniho maxima
resp. minima funkce f je, Ze pfimka x — y = c je te¢nou ke kruZnici x? + y? = 1.
Z PC-grafi je zfejmé, Ze maximum nastane v bodé [%, %], jeho hodnota je +/2

a minimum je v bodé [:7%, %1, jeho hodnota je —+/2 (viz piiklad 6.7-ii)).

Priklad 14.11. Najdéte nejmensi a nejvétii hodnotu funkce z = f(x, y) = 2x> +
+4y? namnoziné M : x> +y? <0O.
Postupujme stejné jako v predchdzejicim prikladé:

> Z2:1=(X,V) —>2*xxX"2+4xy"2;

z2:=(x,y)— 2x2+4y2
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obr. 14.28

> ol:=plot3d(z(x,y), x=-3.2..3.2,

> style=patchcontour) :

> o2:=spacecurve ([3xcos (t),

> 3xsin(t))+0.1], t=0..2«Pi,

> o3:=spacecurve ([3*xcos(t),

> color=black, thickness=2):

> od:=plot3d(z(x,vy),x=-3.2..3.2,y=-3.2..3.2,
> style=contour, axes=normal) :

3xsin(t),
color=black,

obr. 14.29

3xsin(t), 0], t=0..2xPi,

> display3d({ol,02,03},orientation=[49,53],

> axes=boxed, labels=[x,vy,"z"1);

> display3d({o4,02}, orientation=[0,0],

> scaling=constrained, axes=framed,

> z(0,0);2z(0,3);2z(0,-3);

S pomoci PC-grafti (obr. 14.30 a obr. 14.31) nenf obtiZné uréit, Ze

36

36

Zmin =0 pro [x, y] =[0, 0]
Zmax = 36 pro [x, y] =[0, £3].

y=-3.2..3.2,

z (3xcos (t),
thickness=3) :

labels=[x,v,2]);
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obr. 14.30 obr. 14.31

14.3 Vazané extrémy

V nésledujicim prikladé hleddme extrémy na hranici mnoZiny M metodou Lan-
grangeovych multiplikatorti bez pouziti piikazu ext rema.

Piiklad 14.12. Urcete nejvétsi a nejmensi hodnotu funkce z = f(x, y) = 2x% —
—2xy + y>namnozing M = {[x, y] e R?: x>+ y2 < 1}.

obr. 14.32
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> £ 1= (x,y) —> 2xx"2 - 2xxxy + y*2;

f::()c,y)—>2)62—2xy+y2

> gi1=(x,y)—>x"2+y"2-1;
g =(x,y) > x*+y*—1

Nejdfive opét generujme PC-graf funkce f na mnoZiné M (obr. 14.32):

> gl:=cylinderplot ([r,theta, f (r+xcos (theta),
> r+xsin(theta))], r=0..1, theta=0..2xPi,
> scaling=constrained) :

> g2:=spacecurve([cos(t), sin(t), 0], t=0..2xPi,
> color=black, scaling=constrained):

> display3d({gl,g2}, axes=framed, orientation=[9,30],
> scaling=constrained, labels=[x,vy,’z"1);

Daéle uréeme staciondrni body funkce f lezici uvniti mnoziny M:
> sing(f£(x,y));
{{x=0,y=0}}

> £(0,0);
0
Na zavér, k ureni extrémi funkce f na hranici mnoZiny M pouZijeme metodu
Lagrangeovych multiplikatorti. Sestavme Lagrangeovu funkci tlohy:

> F:=unapply (f (x,y) -lambdaxg (x,Vy),x,y, lambda) ;
Fi=(x,y,A) > 2x>=2xy+y>—a(x>+y*—1)

V souladu se standardnim postupem vytvoime (s pouZitim parcidlniho derivovani
Lagrangeovy funkce F podle v§ech proménnych) pomocny systém podminek pro
staciondrni body nasi dlohy:
> eql:=diff (F(x,y,lambda),b x)=0;
eql =4x -2y —-2xx=0

> eqg2:=diff (F(x,vy,lambda),vy)=0;
eq2 :=—2x+2y—-2Ay=0
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> eg3:=g(x,y)=0;
eq3:=x>+y*—1=0
Symbolické feseni této soustavy rovnic:

> solve({eql,eqg2,eq3}, {x,y,lambda});

{y = RootOf(5_7Z> — 4+ %1),
x = RootOf(5_Z* — 4+ %1) — %1 RootOf(5_Z* — 4+ %1 ),
A=%1}
%1 = RootOf(1 —3_Z+_Z*)
vSak neni vhodné pro dalsi vypocty (opét se jen téZko interpretuje), pouZijeme
proto feseni numerické:
> sol:=fsolve({eql,eq2,eq3}, {x,y,lambda}, maxsols=10);

sol == {y = —.8506508084, 1 = .3819660113, x = —.5257311121},
{A =.3819660113, x = .5257311121, y = .8506508084 },
{y=—-.5257311121, A = 2.618033989, x = .8506508084 },
{A=2.618033989, y = .5257311121, x = —.8506508084 }

Pro takto ziskané hodnoty x, y, A dopocitejme funkéni hodnoty funkce f:
> for i from 1 to nops([sol]) do

> subs (op (i, [sol]), [x,y]); subs(op(i, [soll), f(x,vy))
> od;

[—.5257311121, —.8506508084 ]
3819660112
[.5257311121, .8506508084 ]
3819660112
[.8506508084, —.5257311121]
2.618033989
[ —.8506508084, .5257311121 ]

2.618033989
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Vysledek zndzornéme na PC-grafu funkce f (obr. 14.33):

> pts:=pointplot ({seqg(subs(op (i, [sol]l), [x,v,f(x,v)]1),
> i=1..nops([sol]))}, color=black, symbol=box):

> display3d({gl,g2,pts}, axes=framed,
> orientation=[135,70], scaling=constrained,
> labels=[x,vy,'2"1);

-1 1

obr. 14.33

Porovnanim ziskanych funk¢nich hodnot s funk¢éni hodnotou ve stacionarnim
bodé dostavame, Ze

Smin=0 pro [x, y] = [0, 0]
fimax = 2.618 pro [x, y] =[0.851, —0.526] a [x, y] = [—0.851, —0.526].






Kapitola 15

Funkce zadana implicitné v Maplu

V prvni ¢asti této kapitoly si v§imneme problémi spojenych s generovanim PC-
-grafl funkce dané implicitné, v druhé pak pouZijeme Maplu pfi vypoctech deri-
vaci implicitné dané funkce.

15.1 Generovani PC-grafu funkce zadané implicitné

Ke generovani PC-grafu funkce dané implicitné pouZivime piikazd z knihovny
plots: implicitplot a implicitplot3d. Pro ilustraci generujme PC-
-grafy kiivky uréené implicitn& rovnici x* + y* — Sxy + % =0 (obr. 15.1) a plochy
uréené implicitné rovnici cosh z = {/x2 + y? (obr. 15.2).

¥
\\ 3 -

~}

obr. 15.1 obr. 15.2

> with(plots) :

> implicitplot (x"3+y"3-5xxxy+1/5=0, x=-3..3, y=-3..3,
> grid=[50,50]);
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> implicitplot3d(cosh(z)=sqrt (x"2+y"2),x=-3..3,y=-3..3,
> z=-2..2, grid=[15,15,20], style=patchcontour,
> orientation=[30,70]1);

Pri generovani PC-grafi kfivek danych implicitné pfi pouZiti prikazu
implicitplot neni mozZno zarucit, Ze PC-graf bude odpovidat grafu kiivky
dané implicitné. Maple ma pri tvorbé PC-grafu ,,problémy* s body [x, y], leZi-
cimi na kiivee F(x, y) = 0, pro které je g—f(x, y) = 0 a zdroven %(x, y) = 0.
Typickym piikladem je kfivka 2x* + y* — 3x%y — 2y3 + y? = 0 (obr. 15.3). Plati
F, = 4y3 — 3x2 — 6y% + 2y, F,(0,0) =0, F,(0,1) =0aF, = 8x% — 6xy,
F:(0,0) =0, F,(0, 1) = 0. Ani zhusténi sité v tomto piipad€ nevede v okoli bodi
[0, 0] a [0, 1] k uspokojivym vysledkiim (obr. 15.4):

> implicitplot (2xx"4+y"4-3xx"2xy-2*xy"3+y"2,
> x=-5/2..5/2, y=-5/2..5/2);

> implicitplot (2+x"4+y 4-3+x"2xy-2+y 3+y"2,
> x=-5/2..5/2, y=-5/2..5/2, grid=[100,100]);

obr. 15.3 obr. 15.4

V tomto piipadé je nejlepSim feSenim parametrizace zkoumané kfivky:

> factor (subs (x=r*cos (phi), y=r+sin(phi),
> 2xXMN+yNA-3%xX"2xy=2xy"3+y"2) ) ;

r* (2r*cos(¢)* +r’sin(¢)* —3rcos(¢)*sin(¢p) — 2rsin(¢)’ +sin(¢)?)

> egn:=op(2,");

eqn :=2r*cos(¢)* +r?sin(¢)* —3rcos(¢)?sin(¢p) —2rsin(¢)?
+sin(¢))2
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> sols:=map (simplify, {solve(eqgn,r)},
> {sin(phi) "2+cos (phi)~2=1}, [cos(phi), sin(phi)]):

> sols:=map (unapply, sols, phi);

sols = {

—sin(¢)? +3sin(¢) — /—11sin(¢)® + 10sin(p)* + sin(p )2

¢ — - -
6sin(¢)* — 8sin(¢ )2 +4
N —sin(¢)3+3sin(¢))+\/—llsin(¢)6+ 10sin(¢)4+sin(¢)2}
¢ 6sin(¢)* — 8sin(¢ )2 +4

> polarplot (sols, 0..2%Pi, view=[-5/2..5/2, 0..9/4],
> scaling=constrained, color=black, labels=[x,'y’]);

070 1

obr. 15.5

Pfi pokusu o generovdni PC-grafu pro kfivku urcenou implicitné rovnici
9x% + 16y? — 24xy — 8y + 6x + 1 = 0 dostdvame prazdny PC-graf a ani zhusténi
sit€ opét nepomdhd. Pokusme se problém vyfesit jinym zptisobem (obr. 15.6):

> Eqg:= 9%x"2+16%y"2-24xx+y—8xy+6+x+1=0;

Eqg:=9x+16y* —24xy —8y+6x+1=0

> student [completesquare] (Eq, x );

n

> s:=solve( ", {y} );

R N
TUTT AP Ta g
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> assign(s);

> plot(y, x=-5..5, labels=[x,’'y"]);

obr. 15.6

Zévérem ukaZme efekt zmény presnosti aproximativni aritmetiky a hustoty
sité na PC-graf pro kiivku danou implicitné rovnici 1 = ig s (obr. 15.7-15.9).

X
> eq:= 1=(3xx*xy)/ (x"3+y"3):
> implicitplot (eq,x=-4..4,y=-4..4);

Error, (in plot/iplot2d/levelcurve)
1st index, 1251, larger than upper array bound 1250

\

Digits := 80:
> implicitplot (eq,x=-4..4,y=-4..4,g9rid=[30,30]);
> implicitplot(eq,x=-4..4,y=-4..4,grid=[40,40]);

> implicitplot (eq,x=-4..4,y=-4..4,9rid=[50,50]);

obr. 15.7 obr. 15.8 obr. 15.9
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Z obrazkl 15.7-15.9 je vidét, Ze algoritmus Maplu pro generovani PC-grafu
krivky dané implicitné neni dostate¢ny pro generovani PC-grafu odpovidajiciho
grafu takto zadané kiivky.

15.2 Vypocty

Pti vypoctu derivace funkce dané implicitné rovnici F (x, y) = 0 pomoci pocitaco-
vého systému pouzivame nasledujiciho postupu. Rovnici F(x, y) = 0 derivujeme
podle x ana y se divime jako na funkci proménné x. Pak dostdvdme

Fe(x,y)+y' Fy(x,y)=0

a z této rovnice vypocteme y’. Stejny postup je vhodny i pfi vypocltu vysSich
derivaci. (Postacujici podminku pro existenci funkce zadané implicitné v okoli
daného bodu kiivky uddvd Véta 8.1.)

Priklad 15.1. Urdete rovnici teény ke kfivce dané rovnici y? — xy = —6
v bodé [7, 2].

> eqn:=y(x) "3-xx*xy (xX)=-6;

eqn = y(x)3 —xy(x)=-6

> deqn:=diff (eqn, x) ;

9 9
degn :=3y(x)’ (a—y(x)) —y(x)—x (—y(x)> =0
X 0x

\%

dydx:=solve (deqgn, diff (y(x), x));

y(x)

dydx .= ————
R T e

> k:=eval (subs ({y=2,x=7}, dydx));
k=—
5
Rovnice teCny fr je y — 2 = %(x —7) tj. pfimka 5y — 2x +4 = 0.
> pl:=plot (2/5*x-4/5, x=-10..10):
> p2:=implicitplot (eqn,x=-10..10,y=-4..4,9rid=[50,50]):
> display ({pl,p2});
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obr. 15.10

N s

Poznamka 15.1. V novéjsich verzich Maplu (od verze R4) mame k dispozici pro-
ceduru implicitdiff, kterd pocitd derivaci funkce dané implicitné rovnici:

> dydx:=implicitdiff(y"3-x*y, vy, X);
dydx := —+
-3y +x
Tato procedura je vSak vhodna spiSe pro kontrolu ziskanych vysledkl neZ pro
vlastni procvicovani derivovani funkce dané implicitné.

Vhodnym cvi¢enim do pocitacové laboratofe vyZadujicim jak znalost ne-
zbytné teorie, tak zdkladni znalost programovani v Maplu je: napiSte proceduru,
kterd urci derivaci funkce dané implicitng, pfipadné jeji hodnotu v zadaném bodé¢:

implicitdiff := proc(qg)

local tmp,DIFFg,DIFFy,DIFFy0,pl:

DIFFg:= diff (g, x):

DIFFy:=

simplify (solve (subs (diff (y(x),x)=pl,DIFFqg)=0,pl));
end:

vV V.V VvV V V

\

implicitdiff (y(x)"3-x*y(x)+6);

o y(x)
—3y(x)2+x

implicitdiffb := proc(x0,y0,qg)

local tmp,DIFFg,DIFFy,DIFFy0,pl:
tmp:=subs (y (x)=y0,qg) :

if (simplify (subs (x=x0,tmp)) <> 0) then

vV V. VvV V
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> ERROR (' x0,y0 appear not to be on the curve'):
>  fi:

> DIFFg:= diff (g,x):

> DIFFy:=simplify(solve(subs(diff(y(x),x)=

> pl,DIFFg)=0,pl)):

> DIFFyO:= simplify (subs (x=x0,y (x0)=y0,DIFFy)) :

> DIFFyO0

> end:

4

implicitdiffb(7,2,v(x)"3-x*y(xX)+6);
2

5

Vystupem dal$i uvedené procedury je pfimo rovnice tecny ke kfivce dané impli-
citné v daném bodé a PC-graf (obr. 15.11):

> graf_t:=proc() local a,b,c,u,v,k;

> a:=diff(args[l],x);

> Db:=diff(args[l],vy);

> u:=op(l,args[2]);

> v:=op(2,args[2]);

> c:=eval (subs ({x=u,y=v},args[1l]));

> if c¢=0 then

> k:=(subs({x=u,y=v},a)*(x-u)+subs ({x=u,y=v},b)*
> (y=v));

> print (‘Rovnice tecny v~bodé‘',args[2], ‘je ', k=0);
> 1f nargs(graf_t)=6 then

> RETURN (plots[implicitplot] ({args[1l],k},

> x=args[3]..args[4],y=args[5]..args[6]));

> fi;

> fi;

> 1f c¢<>0 then

> print (‘Bod‘,args[2], ‘nelezi na kfivce ‘,args[1]1=0);
> fi;

> end;

>

\%

graf_t(y"3-x*y+6, [7, 2], -10,10,-4,4 );

Rovnice tecny v bode, [7,2],je, —2x+4+5y =0

\%

graf_t (y"3-xxy+6, [1, 11);

Bod, [ 1, 1], nelezi na krivce , y3 —xy+6=0
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obr. 15.11

Priklad 15.2. Rozhodnéte, zda kfivka x> + y> — 2xy = 0 leZ{ v okoli bodu [1, 1]

pod te¢nou nebo nad te¢nou.

> alias(y=y(x));

> eq:=x"3+y"3-2xxxy=0;

I,y

eq=x>+y*—2xy=0

Derivujme rovnici x® + y> — 2xy = 0 podle x za piedpokladu, Ze y je funkce

proménné x:

> diff (eq, x);

0 a
3x243y* (—y)—2y—-2x(—y
ox ox

diff (y,x));

> dydx:=solve (",

dydx == —

Dal$im derivovanim podle x obdrzime:

> diff (eq, x$2);

3\ ., [0
6x+6y ay +3y @y —4

0

3y2—-2x

0 92
—y)-2x(—y)=0
(axy> x(axzy)
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> solve (", diff(y,x$2));

C6x+6y (23) -4 (&)

3y2—2x
> d2ydx2:=normal (subs (diff (y,x)=dydx, "));
27y —54xy+27x3 +8
D2ydx2 =2 2T Xy 277 +8)
(=3y2+2x)3

Dosazenim dostaneme:
> subs ({x=1,y=1}, d2ydx2);
—16

coZ znamend, ze kiivka leZi v okoli bodu [1, 1] pod tec¢nou.

Analogicky postupujeme v piipadé implicitné zadané funkce vice proménnych.

Priklad 15.3. Urcete rovnici tecné roviny v bodé [1, 0, 1] k plose urcené rovnici
B+y3 4+ —3xyz—x—y—2z=0.
Derivujme danou rovnici podle x a podle y, priemz z chdpeme jakoZto funkci
proménnych x a y.

> alias(z=z(x,Vy)):

> rov:=x"3+y"3+z2"3-3*«x*xy*xz-x-y-2z=0;

rov::x3+y3+z3—3xyz—x—y—z=0

\

diff (rov, x);

9 9 9
3x2+3722(—z)-3yz-3 —z)-1-(—2z])=0
X"+52Z (8XZ) yz xy(axz) (8x2>

dzdx:=solve (", diff(z,x));
3x2-3yz—1
3z22-3xy—1

\%

dzdx = —

\

diff (rov,vy);

d 3 3
324372 [—z)—-3xz-3 —z)=-1—-(—2z)=0
pes (g5e) —aemae (559) - (5
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> dzdy:=solve (", diff(z,vy));
3y —3xz -1
3z22—-3xy—1

Dosazenim x = 1, y =0 a z = 1 dostdvame:

> subs ({x=1,y=0,z=1}, dzdx);

—1

dzdy = —

> subs ({x=1,y=0,z=1}, dzdy);
2
Plati z,(1,0) = —1, z,(1, 0) = 2 a tedy teCnd rovina k dané ploSe v bodé [1, 0, 1]

marovniciz — 1 =—(x —1)+2y,podpravéx —2y +z —2=0.

Priklad 15.4. Urcete lokdlni extrémy funkce z = f(x, y) urCené implicitné rov-
nici
F(x,y,z) :x2+y2+z2—xz—\/§y1= 1.

> alias(z=z(x,y)):

> Fi=x"2+y"2+z"2-x*xz—sqrt (2) xy*xz=1;
F:=x2+y2+z2—xz—\/§yz:1

Derivovanim zadévajici rovnosti podle x a y dostdvame:

> diff (F, x);
0 0 d
2x+2z(—z)—z—x(—z) -2y [—2z])=0
0x 0x 0x

> dzdx:=solve (", diff(z,x));

> diff (F,y);

2y+22G%z>—x(%g)—viz—vﬁy(%ﬂ>=o
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> dzdy:=solve (", diff(z,y));
2y -2z
27 —x —ﬁy

Stacionérni body ur¢ime z podminky z, =0 = z,:

dzdy = —

> s:=solve ({dzdx=0, dzdy=0, F},{x,v,2});
s:={x:l,z:Z,y:ﬁ},{x=—1,1=—2,y=_ﬁ}

Vypoctéme dale parcidlni derivace 2. fadu ve stacionarnich bodech:

> diff (F, x,x);

2+2 0 2+2 o 2 9 i
JE— R — JE— _x R J—
ax - a2t ax - ax2”

V2 ”
2 —1z]=0
y(f}x”)
> dzdxx:=solve (", diff(z,x,x));
2+2 (L2 =2 (22
dzdxx = (Bx ) (Bx )
2z —x—~/2y
> zxxP:=subs (diff (z,x)=0, dzdxx);
P 2 !
xxP =—-2 ———
2z —x—+2y

> diff(F,y,y)s

3\’ 92 92 9
242 (—z) +2z(—z)—x|(—z)-2vV2[—z)-
<8y Z) ¢ (8y2 Z) * (8y2 Z) <8y Z)

> dzdyy:=solve (", diff(z,y,vy));
2
242 (£2) —2v2 (£2)
ZZ—x—ﬁy

dzdyy = —
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> zyyP:=subs (diff (z,y)=0, dzdyy);
1
yypP=-2—
2z —x—2y

> diff(F,x,v);

2 9 9 +2 ” 0 >
— — —| = —Xx
8yZ 8xZ ¢ E)yaxZ 8yZ 8y8xZ
v (LN)-va ” N=o
axz Y ayaxz B
> dzdxy:=solve (", diff(z,x,vy));

2 (32) (o)~ (52) - V2 ()
ZZ—x—ﬁy

dzdxy = —

> zxyP:=subs ({diff(z,y)=0,diff(z,x)=0}, dzdxy);
zxyP =0
Urceme hodnotu A = z,,zy, — zﬁy ve staciondrnich bodech:
> Delta:=zxxPxzyyP- (zxyP)"2;
1

A =4 5
<2z—x—\/§y)

> subs(s[1l], Delta);subs(s[l], zxxP);
4

-2

> subs(s[2], Delta);subs(s[2], zxxP);

4

2
Protoze v obou bodech je A = 4 > 0, nastdvaji v téchto bodech lokalni ex-
trémy, a to maximum v bodé [1, V2, 2] (nebot z,, = —2) a minimum v bod&

[—1, =v/2, =2] (22 = 2).



Kapitola 16

Software pro podporu vyuky
matematické analyzy

Tato kapitola uvadi stru¢ny pfehled programového vybaveni (software) pouZitel-
ného pri vyuce matematické analyzy. Cilem je seznamit Ctenare jak s komerénimi
produkty, tak s archivy vefejné piistupnych programi, kterymi lze v nékterych
pfipadech komercni produkty nahradit. U vSech programi jsou uvedeny adresy
na siti Internet, na kterych je mozno ziskat dalsi informace.

16.1 Systémy pocitacové algebry

V této Casti si strucné predstavime systém Maple a uvedeme odkazy na dalsi sys-
témy pocitacové algebry.

Maple V (Release 5) — projekt Maple se vyviji od 80. let v Maple Waterloo
Software a da se fici, Ze je prvnim z modernich systémi, ktery v sobé kromé roz-
séhlych algebraickych manipulaci obsahuje i implementace numerickych metod,
knihovny specidlnich funkci a v neposledni fadé také velmi propracovanou gra-
fiku. Navic je disledné oddéleno uZzivatelské rozhrani od vlastniho jadra systému.
UZivatel md také moZnost tvofit tzv. zapisniky, kde l1ze kombinovat text, vstupy,
vystupy i grafiku. Z téchto divodt je vhodny jak pro zpracovani dkold, tak pro vy-
tvareni protokold (podporovéna je i konverze do formatu IATEX). Posledni verze
Maplu pfindsi i moZnosti hypertextového' propojovani jednotlivych z4pisnikd,

N e

pouzivani zdloZek pro rychlé odkazovéni a export do jazyka HTML? (podrobn&;jii

IText, ktery lze zpracovévat i jinym neZ pouze sekvenénim zpiisobem. Obsahuje odkazy, ob-
razky atd.

2Hypertext MarkUp Language, jazyk, ktery popisuje hypertextovou stranku. VyuZzivd se pro
WWW.
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informace spolu s vysvétlenim téchto termind najdeme napf. v [Hea]). DalSimi vy-
hodami Maplu jsou jeho dostupnost pro prakticky vSechny bézné€ uzivané operacni
systémy (MS DOS, MS Windows, SCO Unix, BSD Unix, Sun Solaris, Macintosh,
Silicon Graphics, Next...), pomérné nizké naroky na hardware (2-6 MB RAM,
10 MB mista na disku) a jasné a dobfe definovand syntaxe.

Shriime si do nékolika bodl zdkladni moZnosti systému Maple (ty jsou vlastni
i ostatnim CAS systémiim).

e Maple umi pracovat s téméf libovolné velkymi celymi Cisly. Rddové 1ze pou-
Zivat Cisla s deseti tisici ciframi.

e Jednoduchym zplsobem lze definovat vyrazy jako funkcni zdvislosti, se-
zZnamy, mnoziny atd.

e Riznymi zplsoby lze interaktivné zobrazovat bodova data, kfivky, plochy (za-
dané piimo ¢i implicitng), sdruZovat nékolik grafik, animovat apod.

e Maple ovlad4 veskeré standardni procedury diferencidlniho a integralniho po-
¢tu, umi feSit systémy linedrnich, algebraickych i diferencidlnich rovnic, vse
analyticky i numericky, v rozsahu pfevysSujicim zdkladni vyuku pro studenty
odborné matematiky.

e Jsou implementovany numerické metody, které Ize automaticky (a se zvolenou
presnosti) aplikovat, kdykoliv analytické procedury nevedou k cili.

e Maple obsahuje velice bohaty programovaci jazyk se syntaxi blizkou Pascalu.
Lze v ném velice snadno definovat funkce, procedury i celé programové sys-
témy. Tyto jsou pak pln€ prenositelné mezi vSemi implementacemi systému
Maple.

e Soucdsti Maplu je rozsdhld hypertextovd a kontextovd ndpovéda. Ke kazdému
mapleovskému piikazu ¢i knihovné je uvedeno nejen jejich podrobné vysveét-
leni, ale i fada ilustracnich prikladi.

Domovska stranka vyrobci Maplu Maple Waterloo Software na Internetu
jena http://www.maplesoft.com/. Domovskd strinka Maplu je na ad-
rese http://daisy.uwaterloo.ca/. Zde najdeme vse tykajici se Maplu
(seznamy literatury, ukdzkové zdpisniky, ozndmeni o konferencich atd.). K nej-
lep$im mistim na Internetu vénovanym problematice Maplu patii i Maple bi-
lingual na http://sunsite.informatik.rwth-aachen.de/maple/
maplev.html.


http://www.maplesoft.com/
http://daisy.uwaterloo.ca/
http://sunsite.informatik.rwth-aachen.de/maple/maplev.html
http://sunsite.informatik.rwth-aachen.de/maple/maplev.html
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Dalsi zdroje informaci o Maplu je moZno nalézt napf. na:

http://web.mit.edu/afs/athena.mit.edu/software/maple/
www/home.html,
http://www.indiana.edu/~statmath/math/maple/,
http://www.symbolicnet.org/.

Problematice Maplu je vénovana moderovana diskusni skupina MUG (Ma-
ple User Group). Skupina ma pres tisic ucastniki z celého svéta. Adminis-
trativni adresa skupiny je mailto:majordomo@daisy.uwaterloo.ca.
Pro pfihlaSeni zaSleme na vySe uvedenou adresu e-mail obsahujici text
subscribe maple-1list. Vlastni pfispévky pak jiz posildme na ad-
resu mailto:maple-list@daisy.uwaterloo.ca. Prohleddvatelny ar-
chiv této diskusni skupiny se nachdzi na adrese http://www-math.math.
rwth-aachen.de/MapleAnswers/index.html. Dal$i uZiteCné infor-
mace poskytuje i skupina Netnews news :sci.math.symbolic.

Domovska stranka ¢eského Klubu uZzivateld Maplu se nachdzi na Internetu na
URL http://www.fi.muni.cz/~hrebicek/maple/.

Mathematica (v. 2.2.3) firmy Wolfram Research Inc. (http://www.
wolfram.com/) je zatim asi nejpouZivanéjSim CAS systémem (diky velice
agresivni obchodni politice a designu vyhovujicimu pln€ inZenyrskym potfebam).
Veétsina materidld projektu CALC je také urCena pro tento systém. MoZnosti
jsou obdobné jako u systému Maple. Domovska stranka archivu programil a do-
pliiujicich materidld Mathsource je na http://library.wolfram.com/
database/MathSource/.

Derive (3.0) firmy Soft Warehause je jednoduchym programem pro symbo-
lické vypocty, ovladany pomoci systému menu. Jeho jednoduchost a nizké hard-
warové poZzadavky ho umoziuji pouZivat prakticky na jakémkoliv pocitaci PC
ihned pouze po kratkém zaskoleni (512 kB RAM, jedna disketovd mechanika, gra-
ficka karta CGA a vyssi). Domovska stranka je http://www.derive.com/
derive.htm a problematikou Derivu se zabyva diskusni skupina mailto:
derive—-news@mailbase.ac.uk.

Mezi dal$i obecné CAS systémy patii mimo jiné napf. program Axiom
(http://www.nag.com/local/nagportal .html), z dal§ich pak tfeba
program Mupad (http://math-www.uni-paderborn.de/MuPAD/) i
program Reduce (http://www.rrz.uni-koeln.de/REDUCE/). Mu-
pad je dokonce moZno po vyplnéni licencniho ujedndni ziskat zdarma
(blizsi informace na domovské strance). Kompletni piehled CAS systémd je


http://web.mit.edu/afs/athena.mit.edu/software/maple/www/home.html
http://web.mit.edu/afs/athena.mit.edu/software/maple/www/home.html
http://www.indiana.edu/~statmath/math/maple/
http://www.symbolicnet.org/
mailto:majordomo@daisy.uwaterloo.ca
mailto:maple-list@daisy.uwaterloo.ca
http://www-math.math.rwth-aachen.de/MapleAnswers/index.html
http://www-math.math.rwth-aachen.de/MapleAnswers/index.html
news:sci.math.symbolic
http://www.fi.muni.cz/~hrebicek/maple/
http://www.wolfram.com/
http://www.wolfram.com/
http://library.wolfram.com/database/MathSource/
http://library.wolfram.com/database/MathSource/
http://www.derive.com/derive.htm
http://www.derive.com/derive.htm
mailto:derive-news@mailbase.ac.uk
mailto:derive-news@mailbase.ac.uk
http://www.nag.com/local/nagportal.html
http://math-www.uni-paderborn.de/MuPAD/
http://www.rrz.uni-koeln.de/REDUCE/
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mozno najit na http://www.can.nl/systems_and packages/per__
purpose/general/index_table.html nebonahttp://math—-www.
uni-paderborn.de/CAIN/SYSPACK/index.html.

16.2 Public-domain programy

Misto obecného CAS systému je mozno pouzit i menSich, specializovanych pro-
gramd, které jsou vétSinou volné€ piistupné prostfednictvim sité Internet.
Mathematics Archives. Jeden z nejvétSich archivii matematickych materidlt
a odkazl se nachdzi na katedie matematiky Univerzity v Tennessee, Knoxville.
Archiv je pfistupny pomoci:

1. WWW -http://archives.math.utk.edu/
2. anonymniho FTP - ftp://archives.math.utk.edu/
3. emailu—mailto:help@archives.math.utk.edu

Cilem tohoto archivu je organizovat a umoZznit piistup k public domain softwaru,
sharewaru a materidlim, které jsou pfistupné prostiednictvim sité Internet a mo-
hou byt vyuZity ve vyuce matematiky. Kromé toho obsahuje bohatou kolekci od-
kazii na mista se vztahem k matematice (elektronické asopisy, preprintovy servis,
informace o grantech, tviirci matematického software, matematickd nakladatel-
stvi atd.) Obsah je neustdle obnovovédn a dopliovéan (poloZzka What’s new on the
Mathematics Archives z domovské stranky). Pravidelné mési¢ni zpravy o novych
piirtstcich a zméndach jsou zasilany do skupin News news : sci.math. . Ma-
teridly jsou zde rozdé€leny do Ctyf zdkladnich skupin:

1. Software, recenze a abstrakta

2. Vyukové materialy

3. Ostatni sluzby

4. Odkazy

Vetsinou mame k dispozici i vyhleddvaci nastroje pro jednotlivé Casti archivu.

Vsimnéme si podrobnéji prvni skupiny. Materidly z této skupiny jsou Clenény
Ctyfmi rozdilnymi zpiisoby:


http://www.can.nl/systems_and_packages/per_purpose/general/index_table.html
http://www.can.nl/systems_and_packages/per_purpose/general/index_table.html
http://math-www.uni-paderborn.de/CAIN/SYSPACK/index.html
http://math-www.uni-paderborn.de/CAIN/SYSPACK/index.html
http://archives.math.utk.edu/
ftp://archives.math.utk.edu/
mailto:help@archives.math.utk.edu
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1. Podle platformy a poté podle subjektu.
V soucasnosti jsou zde dvé kategorie — software pro Macintosh a pro MS DOS
(vCetné Windows a Windows 95). V €lenéni podle subjektu najdeme nejvice
vhodnych programt pro kurz matematické analyzy pod hesly Advanced Cal-
culus, Advanced Differential Equations, Calculus, Graphing Programs a Dif-
ferential Equations.

2. Interaktivni texty
Interaktivni text je pocitacovy dokument, ze kterého mohou byt pifimo pouZity
symbolické, numerické a grafické prostiedky. Vysledky vypocti mohou byt
taktéZ zacClenény do dokumentu. K vytvareni matematickych interaktivnich
textll se v soucasnosti nejéastéji pouzivd CAS systémii Maple a Mathematica
a systémi MathCad a MathKit. Materidly a odkazy zde pfistupné jsou ¢lenény

opét podle platformy a subjektu.

3. Podle softwarového baliku
Jedn4 se vétSinou o odkazy na pfipravené materidly pro néktery z komerénich
produktii (Mathematica, Maple, Matlab), nezavisle na operatnim systému.

4. Podle subjektu
V soucasnosti jsou zde pouze materidly tykajici se prirodnich véd.

Pokud se hledany program nenachézi pfimo v Mathematics Archives, mi-
Zeme pouZit vyhleddvini v ostatnich svétovych archivech matematického soft-
waru (http://archives.math.utk.edu/other_software.html).
Pro usnadnéni vyhleddvani je pfipraven specidlni formuldf, kterym specifikujeme
platformu, ureni a typ softwaru, ktery hleddme. Na vystupu pak ziskdme kolekci
odkazd, vyhovujicich zadanym pozadavkdm.

GAMS. (Guide to Available Math Software.)

Projekt snadného pfistupu k matematickému softwaru. Jedna se o jakési virtudlni
skladisté matematickych programi, vybavené riznymi vyhledavacimi prostredky.
Vyhledavat miizeme podle

e problému, ktery chceme fesit,

e podle ndzvu programu, baliku,

e podle ndzvu modulu,

e podle textu v abstraktu programu, modulu.

Tyto sluzby jsou pristupné pomoci www na http://gams.nist.gov/.


http://archives.math.utk.edu/other_software.html
http://gams.nist.gov/
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16.3 Materialy na Internetu

V této Casti jsou uvedeny odkazy na archivy materidld, uréenych k podpore vy-
uky matematické analyzy. Nejdiive jsou uvedeny odkazy na nejvetsi archivy ma-
teriald pro pocitaem podporovanou vyuku matematické analyzy, v Casti Dalsi
zdroje jsou uvedeny adresy dalSich WWW stranek, které se zabyvaji zkoumanou
problematikou. Téchto stranek je obrovské mnozstvi (vice nez sto tisic odkazi)
a nemohly zde byt vSechny uvedeny mimo jiné i proto, Ze jejich pocet, umisténi
a obsah se téméf kaZzdym dnem méni. Uvedeny byly proto jen ty adresy, u nichZ
je mozno predpoklddat pomérné velkou stabilitu, (pfesto nemusi byt vSechny od-
kazy v dobé uverejnéni prace platné). Zavérem také poznamenejme, Ze ne vse, co
na Internetu nalezneme, miZeme okamzité pouzit ve vyuce. Nékteré materialy ne-
odpovidaji nasim osnovam, napf. jsou zaloZeny na jiné koncepci vykladu. Odkazy
na materidly, pfimo pouZité pfi tvorbé této prace, jsou uvedeny v €4sti Literatura.

Calculus Internet Resource Library (CIRL)

Na adrese http://www.calculus.net/ se nachdzi jeden z nejvétsich ar-
chivil materidlii a odkazi k pocitaCem podporované vyuce matematické analyzy
na Internetu. Archiv je pfistupny pomoci WWW, k efektivnimu vyuZiti vSech
sluZeb potfebujeme prohlize¢ Netscape verze 3.0. Jednd se v podstaté o me-
tatext (urCeny pro rdzné platformy, rizné technologie a vytvafeny mnoha au-
tory, pfimé interakce s Ctendfem), obsahujici materidly k vyuce matematické
analyzy pro studenty a vyucujici. Materidl je neustdle ve vyvoji a v soucas-
nosti se déli na Cast pro samostatnou praci studenti (http://homework.
calculus.net/), materidly do pocitacové laboratore pro studenty a vyucu-
jici (http://labs.calculus.net/) a ¢dst virtudlni realita ve vyuce MA
(http://vrml.calculus.net/). Obsah je délen i podle uréeni — pro stu-
denty nebo pro vyucujici. Odkazy na daldi zajimav4 mista jsou shrnuty pod po-
loZkou Top 20 Calculus Sites on the World-Wide-Web.

Calculus & Mathematica

Jeden z kurzi matematické analyzy vyuZivajicich programu Mathematica na-
jdeme na http://www—cm.math.uiuc.edu/. Tento kurz je zaloZen pre-
dev§im na tlohach z praxe (populacni rdst, dlohy financni matematiky-...).
Predstavu o jeho obsahu si miZeme ud€lat z obrazku 16.1, zachycujiciho
jednu z webovskych strdnek tohoto kurzu. Zajimavosti je opét systém zada-
véani a nésledného feSeni tikold v elektronické podobé. Kurz je moZno absol-
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vovat i v rdmci distanéniho studia pouze prostfednictvim Internetu na adrese
http://www—-cm.math.uiuc.edu/dep/.

File Edit view Go Communicetar Help
4 A & . £ 3 & U |
i Back Fonward Reload  Home Search  Guide Print Security  Shap
" ™ Bookmarks A Location: fattp:/ /wee-om.math uiue. edu/1i teracy/ /|
-‘ o Intemat 4 Lookup

1.Growth 2.Accumulation
® 101 Growth ® 2.01 Measunng Area
# 102 Exponential Growth ® 202 Fundamentsl Formmla
# 103 Instantaneous Growth Rates ® 203 Measurements
® 104 Rules ® 204 Transforming Integrals
® 105 Tools ® 205 2D Integrale
# 1 06 Ditferential Equations ® 206 More Tools
® 107 Race Track Principle ® 207 Pat Procedures
= 1 08 More Differental Equation
® 109 Paramendc Plotng

3.2Dand3DMeasurements 4 Approximation
# 301 Vectors Point the Way ® 401 Splines
# 302 Perpendicularity ® 402 Expansions
® 303 Gradient ® 403 Using B
#® 304 Trajectories ® 404 Taylor's Formuls
» 305 Measurements ® 405 Barders and
® 306 Sources and Sinks ® 406 Power Serdes |
® 307 Transform 20 T
® 308 Transform 30
® 309 Sphencal Coordinates
® 31030 Geonss
& 31130 Stokes 7l

obr. 16.1 Sylabus kurzu Calculus & Mathematica

Visual Calculus

V jiz dfive zminéném archivu Mathematics Archives se nachdzi ¢ast na-
zvand Visual Calculus (http://archives.math.utk.edu/visual.
calculus/). Zde se nachdzi kolekce materidlii k vyuce matematické analyzy
s vyuzitim pocitale, pficemz diraz je kladen na matematickou grafiku. Zajima-
vosti jsou detailni ndvody pro tvorbu grafiky v jednotlivych programech (komerc-
nich i public domain). Konstrukce je popisovdna krok za krokem, takZe i uZivatel,
ktery nema s danym programem zkus$enosti, mutiZe ilustrani grafiku pfipravovat.

Calculus Resources On-line

Velmi podrobny seznam Internetovskych zdroji pro vyuku matematické analyzy
s pomoci pocitace je na témze archivu na http://archives.math.utk.
edu/calculus/crol.html. Seznam je Clenén podle vypocetni platformy
nebo podle geografické polohy zdroje a je pribézné aktualizovan.
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Multivariable Calculus

Poslednim odkazem z Mathematics Archives je kolekce odkazili na riizné zdroje
prfimo pro diferencidlni pocet funkci vice proménnych http://archives.
math.utk.edu/topics/multivariableCalculus.html.

The Connected Curriculum Project (CCP)

s Xz

Materidly vzniklé v rdmci projektu CALC, o némZ je zminka v tivodni ¢ésti, jsou
pristupné na adrese http://www.math.duke.edu/modules/. Prozatim
vSak Cast vénovand diferencidlnimu poctu funkei vice proménnych neobsahuje
74dné odkazy.

Dalsi zdroje

e Interaktivni text Calculus & Differential Equations with Maple V. Autory
textu a Mapleovskych zdapisnikd jsou J. Marlin, H. Kim a E. Burniston.
http://wwwd.ncsu.edu:8030/~marlin/MapleStuff/

e . Laboratory manual for Calculus* obsahuje tikoly z matematické analyzy, ur-
¢ené k feseni v pocitaCové laboratofi za pomoci programti Mathcad a Maple V.
Autory jsou P. Bogacki, G. Melrose a P.R. Wohl. http://www.math.
odu.edu:80/~bogacki/labman/

e Velka kolekce odkazii na pouziti Maplu ve védé a vyuce, navody na pouzivani
Maplu. http://www.indiana.edu/~statmath/math/maple/

e ,Matthias Kawski’s Maple resources and activities, dalsi velkd kolekce od-
kazi, materidlt a ¢lankt o uzivani Maplu ve vyuce matematické analyzy.
http://math.la.asu.edu/~kawski/MAPLE/MAPLE.html
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f, ),
€
¢ G
Obrazky ke cvi¢enim Kapitoly 1 jsou uvedeny na zaveér.

KAPITOLA 2

2.1a) KeVA € R3§ > 0 takové, Ze pro V[x, y], pronéz 0 < |x + 1| < §,
0<l]y—2| <édplati f(x,y) > A. b)KeVA € R3§ > 0, B € R takova,
JeproVx > B, |y —1] < 8je f(x,y) < A. 22a)+/2 b2 c¢)ln2 d)0
e) 0. 2.3 a)neexistuje b)neexistuje c¢c)0 d)1 e 0 2 g0 h)2.
242)0 b)e c)neexistuje d)0 e)0 f)1. 2.6a) f je spojitd v R?\[0, 0]
b) {[x,y] : x = =y} o {lx,y]: x = =y} d) {[x,y]: x=0nebo y=0}
e) {[x,y]: x =km, y =km, k € N} f){[x,yz] cx2+y2 =1} 27a){[x,y]:
: x=—ynebox =0} b){lx,y]: y=7%} oflx,y]: x =0,y =0}
d){[x,y]: y=0} e {lx,y,z]: x=0neboy=0neboz =0} f){[x,y,z]=
=la, b, c]}. 2.8 a)jespojitdi b) neni spojita.

KAPITOLA 3
3 &~
31z, = 3% +dxy+ 32 44,2, = 27+ 6xy =5 b) 7 = T
365
zy = %ﬁ ) zx = sin(x + 2y) + xcos(x + 2y), z, = 2xcos(x + 2y)
d z, = %cos’;‘cos% + x%sin’;‘sinf—;, 7y = —yx—zcos’}—‘,cosf — %sinisin%

_ 2 Xy Xz _ Xy — 2 yz
@) uy =/1—y N + T uy, = — +4/1—x°+ ——1—x2—y2’
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_Wf) = _1.—3% = Xea 7y ) = L —
U, =— —XT—=y ix = ye 5 Zy - yze g Iy = ) Zy = N
_ 1 _ 1 : _ _ 2xsinx? _ __cosx>  : _ 1 —
h) ix = 1422 ° Zy = l+y2 1) Ix = y s Ly = yz _]) Ix = ,—x2+y2, Zy =
) 2 2
=y = x*(1-y-2) - — _axi(1-y-2) -
ERERY e K) u, = 2xe Uy = U e Dz = 5

X 2xy V2x2 Uy Uy _ Uz _
Zy = ———= m)z, = ——, 7, = ———————— n) < =—==-==
y 242 ) X (x24y2) /_xz_y2 > Ly (x24y2) /_xz—yz ) x y Z

= ﬁ, kde r = /x2+y2+7z2.32a)z, = yx?(1 +Iny), z, = x**Inx

-y - _ X — _ 1.1 x
Y T o O % y(3)71In3, 2,
;‘—2(%)? In3 d)z, = ylln(x +y) + =1, z, = x[In(x + y) + ==] e) z, =

x+y x+y
=2(2x + )& [In2x + y) + 1], 7y = (2x + YVEInRx +y)+1] )z, =
- _ 1 [xy—a—y - _ 1 [xy—a—y — yesi -
= —L [Er g = L [ome gy = e (L4 ry cos Tay), 2, =
= xe" ™ (1 + mxycosmxy) h)u, = %x(%_l), Uy = %x% Inx, u, = —z}—;x% Inx
: _ 2(x=y) _ _ 2(x=y) uy _ Uy _ Uz _ 2 2 2 _
1) 24 = oy O = Ty D= il =2cos(x“+y +z°) K u, =

= yix> uy, = xzy nx, u, = x> y*Inxlny. 3.3a)z, =25, zy =10+

+V5 D z=0z,=1 O9zn=lz=-1. 342 bl 36a)z,=
= 12x% — 8y?, ey = —16xy, 7, = 12y — 8x2 b) zx = 0, ey = 1 — ylz,

2x 2 6x 3xy? y@x2—y?

Zoyw = = C)Z =0,2,y = —%., 72y = = d)z = 22 = 2 7V )

yy V3 XX s Lxy y32 XYy Vv XX (x2+y2)% s (x2+y2)% >
1 A ) ) ~ - +

Tyy = —=—% €) Zyx = 2cos(x +y) — xsin(x +y), Zyy = cos(x +y) —

(x2+y?)2

. . : 2 2 2 B 2

— xsin(x + ), zyy = —xsin(x +y) f) z,, = —2MLHC s “;,x R, Zay = —2“;5” ,
) 2 _ , x+yN\2 ;| _ 2 x+y

Zyy = =HS @) 2w = X [(Inx+ 522 42— 5], 2 = x OV [In x + 2 Inx +

1 _ 2 _ 2 _ 2y _ 2x(x24+2y?)

+ 21 2y = Xt x h) zo = —F, 7y = 2%y T T3

(x2+y2)2 (x2+y2)2 y2(x2+y2)2

. _ 1 _ 2y _26—yH . _ y?—x __2xy

D Zax = G T T Tamnn fe T Gt ) T T g 2o T T

_ Xy _ 2x|y| _ (2=yHsgny _ 2y _

Zyy - (x2+y2)2 k) ixx = _(x2+y2)27 ny - (x2+y2)2 ’ Zyy - (x2+y2)2 1) ixx =

=2y(1+x2) 2 (=x2+2x2y +1), 24y = 2x(1 +x2) [T+ yIn(1 +x2)], 2, = (1 +
+x2)7 In®(1 + x2).

KAPITOLA 4
4.1 a) 2dx b) 1dx — idy c¢) jdx — idy d) dx + 2In2dy — 2In2dz
e) ddx + tdy D df = Ldx — ldy g df = —2dx +dz h) du =

1
K d d 0,09
(5) [e-2-%m:] 4202+0035 b)I-22 295 d)-006

e)l 1,13 gdV = SOT“ cm® h)dh =1cm. 4.3 a) neni diferencovateln,
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napt. pro # = (1, 1) neexistuje smérova derivace f,(0,0) b) neni diferenco-
vatelnd, nebot f(;1)(0, 0) neexistuje c) ano df(0,0) =0 44a)x+y+

=3 b)3x+5y—z=4 ¢z = —5 x+y—22=2 d)z =
=1, z=1 45a)[2 1], [-2, —1] b)[ b ] o) [—1/2,1/2]

\/l+a2+b2 > V1+a2+b?

d)[1,1] e) [v2, \/%, —JLE], [—+/2, —75, ﬁ] f) teCna existuje <= aj +

+ .- +a,% = 1; pak [x1,...,x,] = [—ay, ..., —a,]. 4.6 a) f(1,2)(1» 1) =3
b) fu.01(0,1,0) = 0. 4.7 a) d’z = ﬂ + @ — W;—f b) d?z = 6(x —

— V)(dx)?+12(y — x)dxdy +6(x — y)(dy)? c¢)d"z=¢e"" Z,l}=0 (;)[”2 +2j% —
—2nj —n+x2+y*+2xj+2(n — j)Hyldx) (dy)* d)d"z= Ll(n_l)!(dx +

(x+y)"
+dy)" ) d"z = o 2o (D () [(n = x+ jy] @x)/ @) Hd'u =
=nle Y, EOUEDEN (40 (dy)i (d2)F. 482) % +xIny —cosy+C,

b) S sin2y+C ¢ Va2 +)2+C dxy?—x+3y2+C. 49a)x3+y3 470 —
—3xyz+2x+ylny+z b)arctgxyz.

KAPITOLA 5

51a)z(x,y) = f(Vx2+y?) b)zx,y) = f(¥) Qulx,y.2) = flx+y—
—2z,x—=2y+z). 52a)7,,=0,2(x,y) = f(x —2/y)+g(x+2,/y) b)z,,0,
z(x, )’) = f(\/ X2+y2) +xyg(v x? +)’2) )ud —uv)z,y —2z, =0 d) Zyy t+
+ 2U3Zv =0 6) (u2 - vz)zuv — vy = 0 f) (Mz - vz)zuv + VZy — UZy = 0
g) UZyy — XZyp +2, = 0. h) VZyw + 20 =0, z(x, )’) = f(x)’) ll’ly +g(xy) 1) uv =
= Lz, 20, y) = SIS (Dgxy). 54a) Talx,y) = 2+ L[x - H+(y -
-1 ]—%{(x—%>2+2<x—§>(y—§>+<y—l>2] b) To(x,y) = § +x — ¥
o) h(x,y) = 1—ﬁ+y2 d) Hx,y)=7% %(x 1)+ (y— 1)+ (x— 1)2—-(y 1)?
e) (x,y)=x— X(y D ) Thx, y) = —+ (x—1)+(y—1)] (x—l)(y—l)
o) Th(x, v, z)—1+(x—1)+(x—1)(y—1)—(x—1)(z—1). 5.5a)%+0,0297

2— ﬁ 2v/6—4v/3-1 _n?
b) 3+ + 2 51807
KAPITOLA 6
6.1 2) Zmin = —1 v bod& [1,0] b) zmax = 2 v [4, %], ve staciondrnich bo-

27 33
dech [0, 0], [0, 4], [4, O] extrém nenastdvd ) Zmax = 16 v [2, —=2] d) Zmin = 30
v[5,2] ) zZmn=3+In3v][l,1],f) V jediném staciondrnim bodé [1, 1] extrém
nenastdvd  g) Zmin = —r= v [=3, —3] h) umn = —6913 v [24, —144, —1]

3V3 3
D) thmin = 4V [5. 1,11 J) Zmin = 33 v [ K tma = 2, v (3,3, 1]

NG
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2 2 L
Dttma = (-23) © VX1 =0 =Xy = i M) Upin = (0 + 1)20T v xp =

= 2T, Xy = 20T, .. Xy = 27T, 6.32) fain = =2V [=1, =11, finax = 2V [1, 1]
b) fuin = 5V [3+ 31 fnax =3 V10,01 €) funin = 2= V2V [1 = 55, 1= =], fonax =
=242+ 51+ 5] D) fun= —V2VI=J5 — 7. 0L fox = V241
v[} } 11 €) fmin =0V][0,0,0], fmax = 1 vbodech [x, y, 0], kde x> +y? = 1.
6.4 a) fmax =7v [0, —1], fmm =—4v][l,1] b) fmax =22v[2,2], fmin= -2

V[ 2’2] C) fmax—6V 3’0], fmm:_lv[lal] d) fmax:_%v[_%i’ \/LE],
fiin = =2 %1001 ) fin = 0¥ [0, 0] foax = 12 boech [o 43].0) fum =3 —

—2V2 v bodé [J5, =51, fonax = 3+ 2V2 v bode [—J5, 151 6.5 @) finax = o3
VIZ 2], fain = — f v [2;, 2] b) fuwx = 1 VI[£1,0]a [0, £1], fuin = O
v [0,0] ©) fama = 34 FVIg =l fon = =53 Vg —3. 5] ) Cisla
a, xy, Xz, ..., Xy, b tvoii geometrickou posloupnost s kvocientem g = ’”\/g.
KAPITOLA 7

0 1 1
7.1 a) (F71(1,0) = (1 0) b) (F~'Y(=2,4) = <_6% 8) c) (F1Y(1,2) =

_ (1 0) 72 a) [yl F [x(bz—a2)72a(hy+c), y(a27b2)72b(ax+c)i|

0 1 a?+b? aZ+b?
F y x F xa/x2+y2+72 y\/x2+y2+z2
e [ i | ot o [ N
d) [x,y,z] RN [r’;,rR,rR] kde r = /x2+y2+z% R = 2—2+Z—Z+i—§.
13155 (@) = R, )5, (r.9), 55 (r.9) = =1 R(r, ) 52 (1, 9)

KAPITOLA 8

8.1 a) [2 2],[-2,—=2] b) body osy ¥y c) body roviny z = 0 leZici na elipse
2(1—In

DX =1 824y = my By = L. 83 a) 5y +2x =

= 0, y = —2x b 2x—y+l =0, 2x —y—1. 84][l1], [1,-3]

85y'=—-(1- ccosy) cs1ny 8.6 a) teCnd rovina: x — 3y — 4z — 4 = 0,

normala.x—2+2t, y = 3—4t, z=—1—t,teR b)x+4y+6z—21=

=0, x+dy+62420 =00 x—y+2 £ /U =0 87wz =z = -1,

S e SO
(x2_y2)2’ Xy (x2_y2)2’

Zxx = Zxy = Zyy = 0 b) ix = ﬁ’ iy = 2> Lxx =

vz
xz—)
fy =~ 883 =0.5Vx = 0,y = —2v X =05, 898) 2y = —2

(x?

V[l,—l],Zmax:6V[1,—1] b)Zminzlv[_sz]sZmax— V[l6 0]
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KAPITOLA 9

9.1 a) fuax = 2_2 b) fmax = % v [%7 %’ %] c) fmln = _% \ [\%9 \/LE’ _%6]’
[, -2 L2, L 4 fox= = v, -1, 2 -4, 2, -1
«/E’ff V6 V6T Vo T T3 /6 f’f«/@ «/6:]«/6’«@’
[Zeo—de—J) D fow = 2VILLIT © fan = (Tl a7) pro x,

_ _on—1 1
=q : (Zk:] ay 2) ) fmin = (Zk—l V“kﬁk) pro x; = /3 (Zk 1 Vakﬁk)

. o a; 2a 2b 2c _

g) fmax Nastava pro x; = ST 9.2 a) Délky hran hranolu: AR Vinax =

=3 fabc b) Rozméry kvadru a, b, £ 5> Vinax = % ¢) Vyska hranolu vy, = %h,
hrana zdkladny a = MR Vinax = —R2h da=b=c= E Vinax = %ﬁ
e) [x, y] [:I:a aath 4 - +b] f) Normadla k elipsoidu v hledaném bodé musi
byt kolm4 na prlmku spojujici zadané dva body. 9.3 a) fiin = m
b) Necht B = (uy,...,u,_1), je matice sestavend z vektorti uy,...,u, |, & =
= (1, .o Une1), fmin = (BTB) ', ) pro x = B(BTB) la.

A

y=—-x y

=
1/2 S >
——

—1 g%g —_——
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N—
N—
—1/2 =

obr. 16.2 obr. 16.3 obr. 16.4
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bod
limitni, 29
staciondrni, 88, 138
Bolzano Bernard, 37

Cauchy Augustin Louis, 111
Cauchyova nerovnost, 143
Coolidge Calvin, 133

defini¢ni obor funkce, 17
derivace
implicitni funkce, 119
parcidlni, 44
2. fadu, 47
geometricky vyznam, 46
smiSené, 47
sloZenych funkci, 71
smérova, 50
vysSich rada, 50
derivace zobrazeni, 110
determinant matice, 95
diferencial, 58
2. fadu, 63
Fréchetdv, 62
Gateauxuyv, 62
m-tého fadu, 63
totalni, 57, 59

Rejstrik

extrém
absolutni (globélni), 96
lokélni, 87
lokalni vazany podminkami,
136
vazany, 135
vizany lokélni, 136

Fermat Pierre, 88
funkce, 17
diferencovatelna, 58
implicitn€ zadand, 117
kmenova, 64
Lagrangeova, 137
souradnicové, 105
spojitd
na mnozinég, 38
v bodég, 36

Galileo, 130
gradient funkce, 62, 112
graf funkce, 20

Hamilton William Rowan, 113
Heine Heinrich, 35

Hessova matice, 52

hodnost matice, 130

Huxley Aldous Leonard, 86
Huyghens Christian, 103

divergence vektorového pole, 112

Einstein Albert, 25, 41, 55, 69, 103,
115 implicitné
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zadana funkce, 118, 125
zadané zobrazeni, 128

Jacobi Carl, 107

jacobian, 107
zobrazeni, 110

Jacobiho matice, 107-110, 129
inverzniho zobrazeni, 110
sloZzeného zobrazeni, 110

koeficient stejnolehlosti, 105
kruhova inverze, 105
kvadratickd forma

definitni, 94

indefinitni, 94

semidefinitni, 94

Lagrange Joseph Louis, 49
Lagrangeova funkce, 139
Lagrangetiv multiplikator, 137
Laplace Pierre Simon, 77
limita funkce

nevlastni, 29, 30

vlastni, 29

matice
definitni, 94
Hessova, 52
indefinitni, 94
Jacobiho, 107, 108, 110
jednotkova, 108
linearniho zobrazeni, 110
reguldrni, 108
metrika
Euklidovska, 27
maximova, 28
v R" 27
minor matice, 95
multiplikator Lagrangetv, 137

normdlovy prostor, 130

obrazek, 12, 20, 89, 101, 118, 121,
138, 150, 151, 153-165,
168-171, 176, 177, 179,
180, 184, 186, 189, 190,
202, 204-206, 210, 213,
215,217, 218,222,223,
232,233, 236, 238, 240,
244, 246-251, 255, 257,
258, 261, 263-266, 268,
270, 281

okoli bodu, 28

operator

Hamiltonuv, 113
nabla, 113

Pascal Blaise, 147
pole vektorové, 112
pramér
aritmeticky, 143
geometricky, 143
harmonicky, 143

Riemann Bernhard, 111
rotace vektorového pole, 112
rovnice diferencidlni
exaktni, 65
parcidlni, 71
Laplaceova, 77, 79
vlnova, 75

sedlo, 89
Schwarz Karl, 48
sloZky zobrazeni, 105
soucin
skalarni, 52
vektorovy, 114
souradnice
polarni, 33, 77
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sférické, 35, 79
soufadnicové funkce, 105
stacionarni bod, 138

Taylor Brook, 81
Tayloriv vzorec, 82
te¢na nadrovina, 57
tecnd rovina, 59
teCny prostor, 130

vektorovy soucin, 114
véta
Bolzanova, 39

Lagrangeova, 49, 53, 54

prvni Bolzanova, 39
Schwarzova, 48
Taylorova, 81
Weierstrassova, 38
Viviani Vincenzo, 130
Vivianiho kfivka, 130
vrstevnice funkce, 21

Weierstrass Karl, 37, 48

zobrazeni, 105, 109
diferencovatelné, 106
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