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Kapitola 1

Uvod do matematického
modelovani a jeho c¢lenéni

Matematické modelovani [1, 2] proniklo do rtznych obori pfirodnich, technickych, eko-
nomickych i socidlnich véd a stalo se dilezitym pomocnikem pii modelovani a simulacich
systémit, analyzach a predvidani riznych procest, jevil, chovani druhi a stavt spolecen-
stev.

Matematické modely poskytuji srozumitelny popis vsech relevantnich faktortu dané
situace a umoznuji odhalit podstatné vztahy mezi prvky studovaného systému. Systémy v
nasem ucebnim textu uvazujeme jako abstrakce, které si lidé vytvareji v procesu poznani
(kognitivni limity). Za jistych podminek lze za systém povazovat (netiplnost vyétu) napt.:

a) Redlny objekt (pfirozeny ¢i umély);
b) Projekt redlného objektu;
c) Proces, komplex procest;

d) Problém, komplex problém;

e) Soubor informacnich, regula¢nich a ridicich aktivit vztahujicich se k a) — d) (infor-
macni systém, Fidici systém, komunikaéni systém, regulacéni systém);

f) Abstraktni myslenkovou konstrukei, vyrokovou konstrukei, konstrukei matematic-
kych vyrazi apod. zavadéném na a) — e);

g) Abstraktni myslenkovou konstrukei, atd. vytvarenou bez pfimého vztahu k a) — e).
Pouziti matematického modelu prinasi fadu vyhod:

e Umoznuje zjistit informace o chovani systému, i kdyz uéinit zavéry pfimo z originalu
je nemozné nebo obtizné.

e Urychluje proces poznani objektivni reality. Procesy, které ve skutecném systému
probihaji pozvolna a dlouhodobé, lze pomoci modelu sledovat béhem jeho vypoctu,
ktery zavisi na pouzité informaé¢ni a komunika¢ni technologii (ICT). [3]
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2 KAPITOLA 1. UVOD DO MATEMATICKEHO MODELOVANI A JEHO CLENENI

e Usnadiiuje a racionalizuje proces poznani. Matematicky model systému dava pre-
hledné, stru¢na zobrazeni objektivni reality a umoznuje postup pfi feSeni problému
podle potteby uzivatele. Modely vnaseji nové poznani do naseho mysleni. [4]

e Umorziiuje variantni FeSeni, tj. propocet celé fady variant moznych vysledki feseni.[5]

e Identifikuje vznik chybného poznéni objektivni reality (na rozdil od experimentu v
realném systému).

Matematické modelovani ziskava v poslednich letech velky vyznam zejména pii vyuce
prirodovédnych predmétu jak v univerzitnim prostiedi tak i na vysokych skolach technic-
kého zaméieni. Do matematického modelovani, stejné jako i do jinych odvétvi védy pro-
niklo jiz od Sedesatych let minulého stoleti vyuziti vypocetni techniky, nyni se bez vyuziti
ICT neumime matematické modelovani predstavit. Pozadavky na matematické vypocty
— symbolické a numerické vypocty, na jejich vysokou presnost, maximalni vizualizaci a
interaktivni komunikaci s fesitelem, atd. — vedly k vytvofeni komplexnich programovych
systému jako jsou napf. komeréni systémy Derive od firmy Texas Instruments (http:
//www.derive.com), Maple od Maplesoft Inc. (http://www.maplesoft.com), MathCAD
od MathSoft Inc. (http://www.mathsoft.com), Mathematica od Wolfram Reasearch, Inc.
(http://www.wolfram.com), MuPAD (http://research.mupad.de/) vyvijeny universi-
tou Paderhorne a firmou SciFace Software GmbH (http://www.sciface.com/), atd., (po-
drobnéji na http://www.symbolicnet.org/www-sites.html) nebo volné pfistupné sys-
témy (open source) jako je napt. R (http://www.symbolicnet.org/lit.html). Tyto sys-
témy lze vyuzit béhem celého procesu identifikace, analyzy, vyvoje, implementace, feSeni a
ovérovani, pripadné modifikace matematického modelu. Volné pristupné zdroje literatury
k této problematice lze nalézt na http://www.symbolicnet.org/lit.html.

Dalsim vyznamnym pozadavkem pri modelovani systémt realného svéta je neurcitost,
ktera se objevuje béhem vyvoje matematického modelu predevsim mékkych systémii jak
v matematické formulaci a jejich parametrech a fyzikalnich, prip. matematickych kon-
stantach, tak i vstupnich datech. Dale v mezerach ve znalostech o tom, jak je vytvareny
model citlivy [6] na zménu parametri i dat, pfipadné tato neurcitost mize byt zptisobena
zjednodusenim modelu objektivni reality do vhodnych matematickych vyrazt, chybami
v méfeni, nedostatkem zkoumanych dat nebo nedokonalosti pouzitych metod. To vsak
soucasné ICT jsou schopny jiz Tesit.

Ve vétsiné pripadt se v soucasné dobé pouzivaji vyse uvedené systémy na vysokych
skolach pro demonstraci probirané latky na cvicenich, pfipadné jsou vyuzity studenty pii
individualni pfipravé a analyze problém1.

Charakteristickym rysem inovace vyuky matematického modelovani ve studijnich pro-
gramech universit v Ceské republice, Evropské unie a v zemich OECD se v poslednich
deseti letech stava pouzivani novych ICT v ramci budovani nového védniho oboru ,,Com-
putational Science“ a ,Mathematical Modelling® [3].

Cilem stale vice vysokych skol je ovsem zaradit do vyuky predmét seznamujici stu-
denty s praci v podobnych systémech a jejich vyuziti pri navrhu, analyze a testovani
netrividlnich matematickych modelt. To je rovnéz cilem tohoto ucebniho textu, kde nej-
prve popiseme matematicky model, metodologie matematického modelovani a praktickych
prikladech ukézeme vyuziti ICT Maple pfi jejich Feseni.
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1.1 Matematicky model

Matematicky model je abstraktni model, ktery vyuzivd matematického zapisu k popisu
chovani systému. Matematicky model transformuje model do matematického zapisu, ktery
ma nasledujici vyhody:

e formalizaci zapisu danou historickym vyvojem,
e presna pravidla pro manipulaci s matematickymi symboly,
e moznost vyuziti ICT pro zpracovani vytvoreného modelu.

I pfes velky potencidl matematického zapisu neni mozné popsat redlné systémy, objekty ¢i
procesy, které jsou velmi komplikované. Proto musime nejdfive identifikovat nejdilezitéjsi
casti zkoumaného systému, ktery budeme modelovat a ty musi vytvareny model popisovat.

Ostatni prvky systému muzeme bud zcela vylouéit nebo podstatné zjednodusit.

Zakladni slozky matematického modelu

Matematicky model obvykle popisuje systém [7] s pomoci mnoziny proménnych a mnoziny
rovnic, které urcuji vztahy mezi nimi. Hodnoty proménnych mohou byt napr. redlna nebo
celé cisla, booleovské hodnoty nebo textové fetézce. Proménné representuji néjaké vlast-
nosti systému, napt. u mérenych vystupu systémt mohou byt vystupni signaly, vzorkovana
data, vyskyt dané udalosti ¢i jevu (ano/ne), apod.

V kazdém matematickém modelu mizeme rozlisit t¥i zakladni skupiny objekti, ze
kterych se model sklada. Jsou to:

1. proménné a konstanty,
2. matematické struktury,
3. TeSeni.

1.1.1 Proménné a konstanty

V matematickém modelu uvazujeme zakladni skupiny proménnych: rozhodovaci (¥idici)
proménné, vstupni (exogenni) proménné, stavové proménné, ndhodné proménné a vystupni
(endogenni) proménné.

Rozhodovaci (fidici) proménné Jsou obvykle zndmy jako nezavisle proménné. Pied-
kém modelovani nazyvaji aktivity nebo entity nebo rozhodovaci proménné. Piiklad:
V modelu I = % predstavuji U a R napéti a odpor v prislusnych jednotkach. Témito
dvéma fidicimi proménnymi je urcen proud I;

Vstupni (exogenni) proménné Ovliviiuji dany systém a jejich hodnoty jsou determi-
novany mimo modelovany systém;

Stavové proménné Jsou zavislé na ostatnich proménnych (rozhodovacich, vstupnich,
nahodnych a exogennich proménnych);
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Nahodné proménné Jsou obvykle uréeny pravdépodobnostni funkei (diskrétni proménna)
nebo hustotou pravdépodobnosti (spojitd proménnd) a predstavuji neurcitost v mo-
delu.

Vystupni (endogenni) proménné Jejich hodnoty jsou uréeny (generovany) systémem
¢i jeho modelem.

Daéle muzeme proménné a konstanty v modelu uvazovat jako:

Proménné a konstanty identifikované (pojmenované) Identifikovand proménné nebo
konstanta ptredstavuje konkrétni vlastnost redlného objektu, pojmenovanou nézvem
a fyzikalni jednotkou v niz se méri. Priklady: zj; je vyméra psSenice ozimé v ha, x,
produkce pSenice ozimé na parcele , U krizku“ v case t, ndhodné doba ¢ekani sedmé
jednotky v systému hromadné obsluhy v patém kanalu obsluhy v minutéach, ¢;, k
vzdalenost dodavatele D; od spottebitele Si v km.

Proménné a konstanty neidentifikované (pomocné) Slouzi pro formalizaci mate-
matického zapisu, implementaci algoritmt apod. obvykle se uvazuji v bezrozmérnych
jednotkach.

Nekontrolovatelné proménné Predstavuji procesy v systému, jejichZ miry nelze zjis-
tit (jednd se dalsi typ neurcitosti). Piiklady: Velikost miry inflace v chaotickych a
nestandardnich podminkach nelze popsat ani pomoci pravdépodobnosti ani pomoci
fuzzy funkce. V modelech situaci “ad hoc” jsou charakteristiky pocasi nekontrolova-
telné konstanty nebo proménné, protoze nelze vyuzit poctu pravdépodobnosti pro
jejich popis.

1.1.2 Matematické struktury (omezujici podminky)

V matematickych modelech se matematické struktury nazyvaji omezujici podminky. Dé-
lime je podle pouzitého matematického aparatu z nékterého odvétvi matematiky:

Analytické struktury Jednd se o objekty [8] z odvétvi Matematické analyzy, Linedrni
algebry a dalsich odvétvi matematiky. Piiklad: soustavy rovnic (linedrni, neline-
arni, skalarni, vektorové, diferencialni, integralni, maticové, atd.), soustavy nerovnic
(linedrni, nelinedrni, se smiSenymi omezenimi, atd.), funkce (elementéarni, sloZené,
holomorfni, stochastické, fuzzy, atd.), funkciondly, atd.

Geometrické struktury Model je popsan grafickymi prostfedky: body, pfimkami, rovi-
nami, kiivkami. Piiklad: Geometrickd interpretace a feseni tiloh v modelech linear-
niho programovani. Grafickd interpretace rovnovahy nabidky a poptavky v ekono-
metrickych modelech, atd.

Topologické struktury Modely jsou vytvafeny pomoci objekt matematické teorie grafii.
Piiklad: Modely maximéalnich toki v sitich, nejspolehlivéjsi cesty v grafu/siti. Do-
pravni a distribu¢ni systémy zobrazené grafem. Logistické systémy popsané pomoci
grafii a schémat. Topologické modely lze zpravidla ekvivalentné zobrazovat pomoci
tzv. inciden¢nich matic (tabulek, matic souslednosti, apod.).
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Arteficialni struktury Modely jsou popsany prvky programovaciho jazyka. Piiklad:
Model systému zasob popsany vyvojovym diagramem (simula¢nim jazykem SIMULA
67, objektové orientovanym jazykem Smalltalk, atd.).

Kvalitativni struktury Model je popsan pomoci kvalitativnich rovnic, kvalitativnich
nerovnosti nebo vagné. Priklad: kvalitativni matice, kvalitativni graf, jazykovy ope-
rator ,,velmi“ v teorii fuzzy mnozin, atd.

Nékteré specialni a pfedevsim jiz standardni struktury matematického modelu maji
specifické nazvy. Piiklady: Cobb-Douglasova funkce. Uéelova funkce. Podminky nezapor-
nosti. Lagreangova funkce. Wolfeho podminky.

1.1.3 ReSeni matematického modelu

Reseni matematického modelu délime podle hlediska cilfi modelovani:

Pripustné FeSeni, nepripustné feseni feSeni vyhovuje, feSeni nevyhovuje omezujicim
podminkam.

Maximalni feSeni, minimalni feSeni feSeni spliiuje maximaliza¢ni nebo minimaliza¢ni
cilovou podminku.

Optimalni feSeni feSeni vyhovuje nejlépe pozadovanému cili podle predstav a poza-
davki fesitele (tj. nemusi byt nutné maximalni ¢i miniméalni).

Vychozi feSeni feSeni zpravidla zadané odhadem nebo sestrojené vhodnym jednodu-
chym algoritmem. Neni optimalni, pouziva se jako start v algoritmech typu ,step
by step“, které jsou zalozeny na postupném zlepsovani vychoziho feSeni az do jeho
optimalniho tvaru.

Vysledné feSeni feSeni, které mize byt vybrano jako optimélni. Vyslednych feSeni muze
byt k disposici koneéné nebo i nekoneéné mnoho. Z mnoziny vyslednych feseni (al-
ternativ) vybird fesitel feSeni pro praxi nejvhodnéjsi (optimalni).

Alternativni feSeni feSeni, které je podle pfedem zadanych kriterii rovnocenné s ji-
nym fesenim. Ptiklad: Dvé strategie investic do vybaveni podniku ptredpokladaji
sice rtizné technologie, ale garantuji dosazeni stejné vyse zisku.

Aproximativni FeSeni feSeni vyhovuje omezujicim podminkam pfiblizné nebo se k pres-
nému FeSeni pouze priblizuje (zpravidla se pozaduje, aby termin ,pfiblizné“ byl
vhodnym zptsobem determinovan, napf. byla znama velikost chyby, kdyz feseni
pouzijeme).

1.2 Klasifikace matematickych modelu
Béhem identifikace a analyzy [9, 7] modelovaného systému je vhodné urcit do jaké kate-

gorie matematicky model spadd, coz ndAm umozni snadnéji rozpoznat zakladni vlastnosti
a strukturu hledaného modelu.
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Podle toho zda zahrnujeme do modelu nahodné veli¢iny lze modely rozdélit do dvou
skupin: deterministickych a stochastickych modelu. Dale lze tyto skupiny rozdélit dle
vztahu k prubéhu ¢asu (dynamické, statické) nebo spojitosti (spojité, diskrétni). Mate-
matické modely jsou obvykle sloZeny z proménnych, které jsou abstrakci hledanych slozek
systému a operatort nad témito proménnymi, které mohou representovat algebraické ope-
race, funkce, funkcionaly, diferencialni operatory, atd. Pokud operatory v matematickém
modelu jsou line4drni hovoiime o linedrnich modelech, v opacném pripadé o nelinedrnich
modelech.

Déle mizeme uvazovat modely se soustfedénymi (u homogennich modeli1) a distribu-
ovanymi parametry (u heterogennich modelt). Mezi témito skupinami lezi mnoho dalsich
typt modeli, dale tridénych podle mnoha dalSich kriterii, které lze vyuzit.

Matematické modely se pouzivaji prakticky ve vSech védach a rozvoj jednotlivych
véd je na jejich vyuzivani bezprostifedné zavisly. Stupen matematizace védniho oboru je
uznavanym meéfitkem jeho kvality a zarukou rozvoje. V oblastech pfirodnich a fyzikalnich
véd, technice, ekonomii, managementu, marketingu, socialnich a spolecenskych védach se
pouziva velké mnozstvi riznych typt matematickych modeli, které mizeme klasifikovat
podle ruznych hledisek. Nejobecnéjsi klasifikace déli matematické modely do dvou skupin:

Modely deskriptivni Slouzi k zobrazeni prvka a vztaht v systému a k analyze zaklad-
nich vlastnosti systému. Nezajima nas urcité cilové chovani systému, pouze systém
sam o sobé. Pomoci téchto typt modeli se odvozuji dalsi vlastnosti systému, urcuje
se jeho rovnovazny stav, stabilni stav, vliv zmén uvnitf i ve vnéjsim okoli systému na
jeho chovani. P¥iklady: Rovnice E = mc? , soustava diferencialnich rovnic modelujici
procesy zrodu a tmrti, simula¢ni model modelujici vyskyt skiidcti porostu, rovnice
nabidky a poptavky v konkurenénim prostiredi, ekonometricky meziodvétvovy model
LInput-Output®, atd.

Modely normativni Slouzi k analyze a fizeni systému tak, aby byl splnén néjaky cil
nebo mnozina cild. Zajima nés cilové chovani systému. Normativni model byvé ¢asto
doplnén tzv. cilovou (¢elovou) funkei nebo soustavou takovych funkei. Nutnou sou-
¢asti normativniho modelu je extremalni (minimalni/maximalni) feseni, které dava
navod, jak pozadovaného cile (resp. cilii) dosdhnout. Normativni modely, jejichz ci-
lem je nalezeni optimalniho reseni, se nazyvaji optimaliza¢ni modely.

Modely deskriptivni i normativni jsou dale déleny podle typu systému, k jehoz modelovani
slouzi, nebo podle typu matematickych slozek (proménné, struktury, feseni) jez obsahuji.

Modely statické Model zobrazuje a analyzuje systém bez zietele k jeho ¢asovému vyvoji.
Zobrazeni se tyka zpravidla urcitého ¢asového intervalu (tyden, mésic, rok, apod.).

Modely dynamické Model zobrazuje a analyzuje systém v pribéhu casu. Zobrazeni
miize byt typu ,,ex post® nebo ,ex ante“ a respektovat kratky ¢i delsi casovy horizont.

Modely dynamizované Zpravidla se jednd o vyjadreni ¢asového prvku ve statickém
modelu pomoci specialnich modelovych technik. Dynamizované modely se pouzivaji
v pripadé, kdy odpovidajici dynamicky model je velmi slozity nebo jej nedovedeme
soudobymi modelovymi technikami spolehlivé konstruovat.
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Modely deterministické Vsechny proménné, konstanty a funkce v modelu jsou deter-
ministické (nendhodné) veli¢iny nebo funkce.

Modely stochastické Alesporn jedna proménné, konstanta nebo funkce v modelu je na-
hodn4 veli¢ina nebo ndhodné funkce.

Fuzzy modely Nékteré proménné, konstanty nebo funkce jsou fuzzy veli¢iny, nebo fuzzy
funkce.

Podle povahy problému se modely pouzivaji individualné nebo v kombinacich. Pro feSeni
znamych problému lze pouzit tzv. standardni modely. Pro feseni novych problémii je treba
konstruovat nové modely.

1.3 Modelovani neurcitosti, nejistoty a rizika

Nejistotou prii zobrazeni systému pomoci matematického modelu rozumime situaci, kdy
nemame k dispozici v8echnu potfebnou informaci nebo kdy nékteré z informaci jsou ne-
spolehlivé.

Modelovani pii riziku predpoklada, ze nékteré informace jsou nahodné veli¢iny, nebo ze
nékteré procesy jsou popsany nahodnymi funkcemi. V pfipadé modelt s rizikem mtzeme
velikost rizika pfi pfijeti feseni popsat pomoci pravdépodobnostnich charakteristik.

Analogicky muzZeme povazovat modelovani za rizika i v pfipadé pouziti fuzzy veli¢in,
nebo fuzzy funkci. Velikost rizika lze potom vyjadiit bud pomoci vhodné fuzzy miry nebo
tuto fuzzy miru transformovat na subjektivni pravdépodobnost.
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Kapitola 2

Metodologie matematického
modelovani

Na obrazku 2.1 je znazornén proces zkoumani systému, sbér z toho vyplyvajicich dat,
jejich tok do matematického modelu a na zakladé analyzy modelu (pochopeni, predvidani
a uprava), prizpusobeni sbéru dat véetné provadéni experimentii na systému.

sbér dat

__yporozumeéni

matematicky

Wi predikce

S
~*kontrola

Obrazek 2.1: Proces zkoumani systému s vyuzitim matematického modelovani

2.1 Obecné zasady matematického modelovani

Matematické modelovani je odborna a kvalifikovand ¢innost, vyzadujici tymovou spolu-
praci odbornik z ruznych oblasti: odbornika z oblasti oboru fesené problematiky, specia-
listu v oblasti matematiky, specialistu z oblasti informatiky, apod. Pro tispé$né matema-
tické modelovani musi byt splnény nasledujici predpoklady:

zdroj: http://math.ucsd.edu/ dmeyer/



10

KAPITOLA 2. METODOLOGIE MATEMATICKEHO MODELOVANI

Zmalost metod a prostfedki matematické a funkcionalni analyzy, algebry a diskrétni
matematiky. Je dilezitd pii volbé spravné metody feseni a modelu.

Znalost techniky modelovani a zdrojt informaci o modelu. Usili vynaloZené na kon-
strukci a vyuziti ur¢itého modelu z literatury musi byt tmérné jeho prinosu.

Tymova spoluprace. Musi existovat dostatecny prostor pro vlastni vyvoj matematic-
kého modelu (iniciativa) a musi byt zainteresovanost (studijni, vyzkumnd) na vyuziti
modelové techniky (motivace).

Vypocetni zakladna. VSechny tii slozky ICT, tj. hardware, software a komunikace
musi byt fesitelskému tymu k dispozici a musi byt v rovnovaze.

Informac¢ni a datova zakladna. Kazdy model je tfeba ovérit pomoci vstupnich pa-
rametri a dat, které vychazeji z konkrétnich hodnovérnych tdaju a zdivodnénych
odhadii. Udaje musi byt ve formé vhodné pro ovéfovani modelu. Je t¥eba vytvaret
specifické informacni systémy (banky dat), které uchovavaji data.

Experimentalni zékladna. U slozitych matematickym model by méla byt k dispozici
i experimentélni zakladna, kde se na ovéfi v praxi feSeni modelu.

Metodologie matematického modelovani se vyviji jako samostatna odborné specializace

[10], kterd se v soucasné dobé zatfazuje do Teorie modelovani jako soucést tzv. Systémové
analyzy. Obecné zasady, které je tfeba pri matematickém modelovani systémi respektovat,
Ize velmi zjednodusené popsat nasledujicimi kroky:

1. Identifikace systému z hlediska matematického modelovani.

e Rozhodnuti, zda se jedna o standardni systém (problém), jiz feSeny a volba
standardniho modelu.

e Rozhodnuti, zda se jedna o novy, dosud nezndmy systém a zda pouzijeme upra-
veny standardni model nebo vytvorime model novy. K tomu je tfeba zpravidla
vytvorit tviréi odborny tym.

e Rozhodnuti, zda model bude staticky, dynamicky, dynamizovany, determinis-
ticky, stochasticky. Zda bude deskriptivni, nebo normativni. Zda systém bude
modelovan jednim modelem ¢i vice modely a jak budou vzajemné usporadany

(propojeny).
Realny objekt Proces identifikace Systém definovany na objektu
Systém nekonecné sloZitost - jeho matematicky model

Pozorowani, zkournani objektu pomoci systému,
matematickeého modelu

Obrazek 2.2: Identifikace systému
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2. Konstrukce modelu systému.
e Prvky systému: elementarni ¢ast systému pti dané rozliSovaci trovni dale ne-
délitelna

e Vazby: vzajemné zavislosti mezi prvky (kauzalni vztahy — pfi¢ina x nésledek,
zpusoby spojeni mezi prvky, souvislosti mezi jevy, informacni vazby, matema-
ticky formulované vztahy, atd.)

e Struktura systému
e Chovani systému

e Okoli systému: mnozina prvki, které nejsou prvky systému, ale maji k nému
vyznamné vazby

e Organizace dat v systému: jejich struktura, zptisobu ulozeni, vstupu a vystupu
dat, atd.

e Validita modelu systému: Ovéreni matematickych predpokladi, stability, kon-
sistence a konvergence feseni, atd.

3. Vypocet reseni modelu.

e Volba algoritmu feseni.

e Vybér variant feseni.
4. Vybér uzsi skupiny dostatecné dobrych feseni.

e Vybér vhodnych feSeni se provadi v rdmci algoritmu feseni.
e Vybér vhodnych feSeni provadi specialista z oboru fesené problematiky.

e Vybér vhodnych feSeni provadi skupina experti.
5. Experimentovani s vybranym fesenim.

e  What-if“ analyza?, ,,Goal seeking® problém?.

e Scénéfe.
6. Vybér optimalniho feseni.
7. Implementace.

e Monitoring implementace.
e Sledovani zpétné vazby.

e Upravy modelu a nova implementace.

2gesky Feceno ,,Co se stane kdyz“ analjza se pouZiva vét§inou pii numerické simulaci, ktera slouzi k
tomu, abychom odhalili jak je model citlivy, na odhad vstupnich parametrii, které by mély lezet v néjakém
vhodném intervalu.

3souvisi s tim, 7e v praxi se vytvaii matematicky model metodou postupnjch krokt lépe aproximujici
feseny systém. Toho se dosahuje lokalnim hledanim dostatecné presného feSeni. Tento problém je v anglické
literatutre nazyvan jako ,satisfying problem®, ,feasibility problem*, nebo také , goal-seeking problem¢.



12 KAPITOLA 2. METODOLOGIE MATEMATICKEHO MODELOVANI

2.2 Matematické modelovani s vyuzitim ICT

Postup pfi matematickém modelovani redlného problému s ICT je uveden na obrazku
2.3 a sestava z nékolika kroku (Hiebicek, 2006). Jde o permanentni interaktivni proces s
cetnymi zpétnymi vazbami, ktery se nékolikrat opakuje.

UZivatelske komunity,
knihy, konference,
fasopisy, elekironické
Zdroje (prablemy a
algaritmy a data)

Symbaolicke ravnice

IDENTIFIKLCE Specializované matematické
ZnovupoLuzitl podvyrazl _ funkce

Syrr?bulicképmgy g modelu Maticove formulace
Technické dokumentace -~ Diferenciaini rovnice

Pfipojeni k elektronickym - Optimalizace
zdrojdim a Matematické slovniky
; UZivatelské prostiedi

MODIFIKACE VIVOd
modelu rovnice a
algoritmy
2+ Reseny
Problém
Y
ANALYZR IMELEMENTACE
a publikovani wypodetniho
vysledkd modelu

Programovaci jazyky

Interaktivni grafika Pripajeni k el_enktrunickym
Specializovane 20 a 3D zdrojlm

grafy, animace Unikatni datove struktury

HTML, XML, Mathiil, - . Interaktivni pormocnici

LaTeX, RFT, PDF export RESENT Nastroje pro kontroly syntaxe
vypocetniho MNapoveda
modelu

Analyticke Fedeni
Pfesné numericke feseni
Fortran, C, Java, M3 isual hasic

Obrézek 2.3: Matematické modelovani s vyuzitim ICT

Tento postup vychazi z postupt v projektovém Fizeni. Nejprve je nutno si vyjasnit cile,
které chceme dosdhnout. Ty urci smér feSeni ve dvou smeérech:

Na jaké trovni podrobnosti chceme zkoumat objekt.

Napf. pfi modelovani populacniho ristu k napomahéani pro zemédélské poradce, em-
piricky model obsahujici podminky pro nejdulezitéjsi faktory rustu muze byt naprosto
dostatecny. Model miize byt povazovan jako souhrn veskerého soucasného védéni. Tento
model je jednoznaénym vyzkumnym néstrojem pro velmi limitované pouziti jako napiiklad
pro navrh experimentt ke studiu procesu vyzivy prezvykavci.

Za druhé musime vytvofit hranici mezi modelovanym systémem a jeho pfirozenym
prostfedim. Toto rozdéleni je spravné, pokud prostiedi ovliviiuje chovani systému, ale
modelovany systém neovliviiuje toto prostiedi.
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Napft. pfi modelovani rastu malé kolonie jehlicnant k prognoéze vynosu produkce dreva
je vhodné zahrnout pocasi jako c¢ast prostfedi. VIiv pocasi na rist mutze byt zaclenény
vyuzitim statistickych klimatickych dat z podobnych lokalit a nékolika uplynulych letech.
Avsak zadny rustovy model svétovych lestt nemuze obsahovat ovlivnéni pocasi skrze vyvoj
tohoto spoleCenstvi, prestoze je znam podstatny vliv lesniho porostu na obsah COs v
atmosfére.

2.2.1 Identifikace modelu

Identifikace (stanoveni) jednotlivych slozek matematického modelu s vyuzitim odborné li-
teratury (knihy, ¢asopisy, ..), spolupréci s odbornou a védeckou komunitou a déale s vyuzi-
tim ICT k vyhledani a sdileni znalosti o feSeném problému je prvnim krokem, ktery musime
udélat pii vytvareni matematického modelu. Spravna matematickéa formulace zkoumaného
problému je velmi dilezitd pro dalsi postup reseni.

Je tfeba vyjit z analyzy systému, z celkového jeho chovani a stanovenych cili feseni.
Realita je slozita, je tfeba ji vymezit a pro ucely modelu zjednodusit. Proto definujeme
v ramci objektivni reality systém, tj. prvky, vazby, vstupy a vystupy, procesy a funkce.
Déle provadime zjednoduSeni (simplifikaci) problému, kdy nepodstatné oddélujeme od
podstatného.

Tvorba predpokladua

Kdyz jsme rozhodli o modelovaném systému, musime vytvorit zakladni strukturu modelu,
kterd musi reflektovat nase predpoklady a domnénky o tom, jak systém funguje [11].
Tyto domnénky mohou byt uvedeny do formy zékladnich predpokladi. Budouci analyzy
systému vzdy zachéazi s témito predpoklady jako s pravdivymi, ale vysledky téchto analyz
budou validni pouze pokud tyto pfedpoklady jsou platné.

Newton tedy predpokladal, ze hmotnost je obecné konstantni, kdezto Einstein uvazoval
hmotnost jako proménlivou. To je jeden z elementarnich rozdilt mezi klasickou mechanikou
a teorii relativity. Aplikaci vysledku klasické mechaniky na objekt pohybujici se rychlosti
blizkou rychlosti svétla vede k nesrovnalostem mezi teorii a pozorovanim. Pokud jsou
predpoklady dostatecéne precizni mohou okamzité vést primo k matematickym rovnicim
popisujicim modelovany systém.

Priiklad Pfi studiu ristu populaci je béZnym predpokladem, pfi absenci limitujicich
faktort, rast populace tmeérny jeji velikosti. Deterministicky model popisujici pribéh ristu
této populace v Case je zadan diferencialni rovnici:

dp
> _a
at ~

kde p(t) je velikost populace v ¢ase t a a je konstanta. ReSenim této rovnice integraci
dostavame:

p(t) = p(0)e”

kde p(0) je velikost populace v nulovém ¢ase (na pocatku). Vzhledem k feSeni je vidét, ze
populace roste exponencialné.
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Je zfejmé, ze ne vSechny populace rostou exponencialné rychle. Protoze diferencialni
rovnici jsme odvodili z pfedpokladli, musime se zamétit na predpoklady kvtli vysvétleni
této odchylky:.

V tomto pripadé je vysvétlenim absence limitujicih faktori. Mnoho pfirodnich populaci
je omezeno ruznymi okolnostmi jako zdroj potravy, lokalitou vyskytu — velikosti nebo
moznostmi tuto oblast uhajit proti nepratelim, coz omezuje moznosti ristu populace.

Dalsim dtlezitym pozadavkem je aby vSechny predpoklady byly urceny jednoznacné
a vystizné. To nam umozni vratit se k nim pozdéji a zhodnotit jejich nalezitosti. Dalsi
predpoklad, ktery pouzijeme pri vytvareni diferencialni rovnice, je rovnomérné zabirani
mista pri rustu populace. Pokud se populace sklada z oddélenych generaci, miizeme pouzit
diferenc¢ni rovnici:

diy1 = bd;,
kde d; je velikost i-té generace. Tato rovnice mé reseni:
d; = dob’,

kde dy je pocatecni velikost populace. Poznamejme, Ze feSeni diferencialni a diferenc¢ni
rovnice muze splyvat v ¢ase t = i pravé kdyz dy = p(0) a b = €.

2.2.2 Sestaveni modelu

Sestaveni modelu (vyvoj matematickych rovnic a formuli) véetné matematické analyzy
(korektnost, konsistence, stabilita a konvergence feseni) [5] je dalsim dilezitym krokem v
matematickém modelovani. Pro konstrukci modelu je rozhodujici ucel, ktery sledujeme.
Ten rozhoduje o tom, co budeme ve skutecnosti poklddat za vyznamné a co zahrneme do
modelu a co jako podruzné ponechame mimo model a mimo nase tvahy. Dtlezita je zde
analyza citlivosti jednotlivych parametrii modelu a minimalizace jeho neurcitosti. Tvorba
modelt patii k tvirci ¢innosti a vyjadiuje kromé dobré znalosti modelové techniky a také
dobrou znalost vécné problematiky. Kazdy model musi vychazet z konkrétni hypotézy
odvozené z objektivni reality (skutecnosti).

Vybér matematickych rovnic

Po té, co bylo rozhodnuto o struktufe modelu, musi byt vybrany matematické rovnice k
popsani modelovaného systému. Je velmi rozumné vybrat tyto rovnice peclivé, protoze
mohou nepiedvidatelné ovlivnit chovani matematického modelu.

Matematické rovnice z literatury

Muze se stat, ze nékdo dalsi publikoval matematické rovnice tykajici se problému o ktery
se zajimate. To poskytuje dobry vychozi bod, ale je nezbytné postupovat s témito infor-
macemi obezfetné. Problémy se kterymi se muizete setkat mohou byt nasledujici:

e Rovnice jsou odvozené z dat v oblasti vysvétlujicich proménnych, kterd neobsahuje
oblast nutnou pro aplikaci modelu,

e Experimentélni podminky (prostfedi) se podstatné 1lisi od podminek vyskytujicich
se v nasem modelovaném problému,
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e Rovnice popisuji chovani vétsiny dat aniz by uvazovaly znamé odchylky na koncich
oblasti dat, nebo jejich variabilitu (proménlivost).

Nekteré oblasti védy jsou dostatecné dobie prostudované, a tak odpovidajici formulace
analyz se staly standardem. Proto je relativné bezpeéné uvazovat podobné analyzy (a
proto i struktury rovnic) za feseni podobnych problémii.

Casto nejsou rovnice v literatuie vyjadieny v pfesné formulaci pro hledany model. Po-
jmenované a pomocné proménné mohou byt presunuty béhem regrese. Rovnice také mtize
popisovat zménu vahy zvirat vzhledem k ¢asu, prestoze model potfebuje znat zménu poctu
jedinct v Case. V jiném pripadé mtzeme piijmout parametr pouze odhadujici pfibliznou

vvvvvv

Analogie z fyziky

Fyzici vybudovali mnoho matematickjch modelt k popsani siroké palety fyzikalnich sys-
témi. Obvykle jsou tyto systémy specifikovany velmi precizné a relativné usnadnuji pouziti
matematickych rovnic.

Existuje mnoho pripadi, kdy mizeme vyuzit tyto znalosti pfi navrhu rovnic pro bio-
logické systémy. Naptiklad lokélni migrace organismt je casto povazovana za ekvivalentni
procesu difaze. Diftze velkého poctu malych c¢astic je velmi dobre prostudovana a je po-
psana rovnici:

oC (z,t) DBQC(x,t)

ot ox?

kde C(z,t) je koncentrace ¢astic v lokalité x a ¢ase t. Tato rovnice nedava zadny odhad
budouciho pohybu jednotlivych ¢astic a je pouhym jednoduchym popisem kolektivniho
chovani. Obrazek 2.4 ilustruje jak se méni prostorové rozsifeni populace v zavislosti na
case podle rovnice difuze.

infinity

hustaota(C)

T T T T T T [T T T T T T T T T [ T T T T T T T T T TT T T [ TTT]
prostor(x)

Obrazek 2.4: Diftize populace, ve které nejsou zadné prirtstky ani amrti
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Zkoumani dat

Pokud neexistuji zadné informace o matematickych vztazich, jedinou cestou v FeSeni je
ziskani tvaru dat a pfizptsobeni rovnic témto dattium [12]. To ma vyhodu pro dalsi kon-
trolu pri analyze. Kdyz nase data se sestavaji z méfeni y; v Case t;, i = l..n, muZzeme

odhadovat rozdil mezi ¢asy t; a t; 1 pomoci d; 1 = ?;ZE 7*. Vykreslenim d; 1 proti Yirltui

ziskame odhad primeérné hodnoty y. Dale mizeme vySetfit vztah mezi Z—? a y. V piipadé
exponencialniho ristu muzeme ocekavat graf zobrazujici rovnou pfimku. Pokud je rust
omezen, muzeme ocekavat néjakou odchylku od linearity. Napiiklad logisticky rtst [13]
popsany rovnici

E = ’I“y((l - y),

vvvvvv

¢i neni krivka kvadraticka, chceme nalézt graf, ktery nam zobrazuje rovnou primku, po-
kud velikost ristu sleduje logistickou rovnici. To nas motivuje k zapisu logistické rovnice
nasledovneé:

Pokud vyresime levou stranu rovnice, nékdy nazyvanou jako pomérny rustovy koeficient,
z dat, vykresleni grafu proti y opravdu d& primou linku. Zde je matematicky vysledek,
ktery jsme pravé formulovali:

ldy d

ydt  di(log(y))’

Proto pokud vypocitame d; = M mizeme pokracovat jako vyse. Postup vypo-

¢tu je demonstrovan na obrazku 2. 5 Odchylka od linearity ve ¢tvrtém grafu nejen indikuje
to, ze vytvorena logisticka krivka neni korektnim modelem dat, ale téZz muze navrhnout
typ odpovidajici tpravy.

2.2.3 Implementace modelu

Implementace modelu s vyuzitim ICT (naprogramovani v ptislusném programovacim ja-
zyce, jeho odladéni a verifikace, analyza jeho vypocetni slozitosti a vyuziti prislusného
hardware, atd.). Zde se vyplati vyuzit modernich ladicich technik, pfipadné i pouzit jiz
vyvinuté a dostupné (open source) knihovny, sluzby i moduly z Internetu.

2.2.4 ReSeni modelu

Reseni implementovaného modelu s vyuzitim ICT nastroji (analytické, numerické, atd.).
Naplnéni modelu konkrétnimi parametry a daty. Je tfeba dbat na jejich hodnovérnost.
Existuji dva zptisoby odvozeni feseni z modelu:

Analytické (explicitni) feseni spo¢iva v nalezeni pfesného Feseni pomoci analytickych
matematickych metod (feseni soustav rovnic, Feseni tlohy na vézany extrém apod.).

Numerické (pfiblizné) feseni se pouziva piifeseni modeli, u kterych neumime problém
fesit analyticky, nebo v pfipadech, kdy je analytické feSeni obtizné a slozité (metody



2.2. MATEMATICKE MODELOVANI S VYUZITIM ICT 17

1.0 TGt 0.0 PSS eee
L > 1 ; o 4
0.8 v f 1 _40 L ,’ log(y) il
0.6 - . :
3 / {1 -2.0 ,,‘ =
0.4 | ’ il ]
- ;’ 1 3.0 ;’ -
0.2 ': - 1 _‘,
-
0.0 L= P P M —-4.0 ' 3 i
0.0 5.0 10.0 15.0 20.0 0.0 5.0 _10.0 15.0 20.0
time time
0.4 T T v \ 1.0 oG 1 T r U
- . - - -
0.3 (Vi1 —¥Y)/Ot 1] 0.8 |- o 1]
- - 1 o.e - (log(y.)—-log(y))/6t il
0.2 - - -~ - -
L ra "~ . 0.4 S .
- ; - 0 J e
0.1 /” 4 55 L N il
L - N L
0.0 i 1 i L " L i i .x 0.0 a L " 1 i 1 " i (.‘
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0.0 0.2 0.4 0.€ 0.8 1.0
(v.. .+v.)/2 (Ve +V. M2

Obrazek 2.5: Relace mezi logistickou kiivkou a daty populace

Monte Carlo, simulace na po¢ita¢i apod.). Pfi numerickém FeSeni musime uvazovat
jeho numerickou stabilitu a konvergenci a chybu, ktera nam vznikne.

2.2.5 Analyza feSeni modelu

Verifikace feSeni (kontrola zda vysledky souhlasi s chovanim objektu), jeho vizualizace
atd. a publikace vysledk. Model je jen pribliZznym obrazem objektivni reality. Je dobry,
jestlize umozni presné sledovat disledky zmén ve vstupech do systému na vyslednou efek-
tivnost systému. Cilem testovani modelu je provéreni jeho spravné struktury, vypovidaci
schopnosti, formalnich kvantitativnich vlastnosti véetné odstranéni formalnich chyb. Tes-
tovani modelu provadime tak, ze modely naplnime empirickymi ¢iselnymi tidaji, dosazené
vysledky analyzujeme a porovnavame s realitou. Ovérovani lze promitat i do minulosti
(yex post“) i do budoucnosti (,ex ante“). Interpretacni analyza predstavuje prevod vy-
sledkit do realného systému. Je to aktivni proces, pii kterém je t¥eba provadét neustale
logickou kontrolu smyslu feseni, vyhnout se nebezpeci mechanického pouzivani modelové
techniky. Vyznamnym prvkem interpretace je promitnuti vychozich hypotéz a predpo-
kladt do vysledku FeSeni. Shrnuti ziskanych poznatki véetné vSech aspekti, které nebyly
do matematického modelu zahrnuty.

Dalsim dilezitym pozadavkem je aby chovani modelu mohlo byt popsano dvéma zpi-
soby. Kvalitativni popis dava odpovéd na otazku ,,jak?“, zatimco kvantitativni popis dava
odpovéd na otézku ,,jak moc?“. Obecné kvalitativni chovani bude vzdy stejné pro vSechny
modelované skupiny a z toho diivodu podléha zakladnim vysledkiim. Toto omezeni znacné
oponuje kvantitativhimu chovanimu, které je ¢asto vazano k jednotlivym okolnostem.

Kvalitativni chovani stochastickych modelt je pravdépodobné lepsi pro ukézani vétsi
rozmanitosti nez prislusné deterministické modely. Napriklad ruzné realizace stochastic-
kého popula¢niho modelu mohou projevovat exponencialni rist a vyhynuti. Se stochas-
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tickym modelem je tedy dulezité popsat nejen primérné chovani, ale také rozmezi typu
chovéani.

Analyza citlivosti

Cilem analyzy citlivosti [6, 14] je ménit parametry modelu a vyhodnotit tyto zmény ve
vysledcich modelu. Tato metod je obzvlasté uziteéna k identifikovani slabych mist mo-
delu. Tato mista pak mohou byt zvyraznéna experimentovanim nebo jednoduse popsana
a vyznacena pro opatrné zachazeni pri aplikaci modelu.

Pokud je model obzvlasté jednoduchy, je mozné rozdélit vysledky Teseni pro kazdy
parametr v nékolika krocich. Odvozenim ziskdme presné poméry zmén progndzy vazané
pouzit nékteré numerické metody.

Jak rozhodnout o velikosti zmény kazdého parametru? Tato zména muze zéviset na
tom, jak pfesnou hodnotu parametru chceme ziskat. Z toho divodu parametry, které jsou
odvozeny ze vstupnich dat, mohou obsahovat mnoho standardnich chyb. Nékteré parame-
try mohou byt odhadnuty. V tom pfipadé je nutné mit procentualni odhad spolehlivosti
tohoto odhadnutého parametru. Méli bychom stale pamatovat, aby ¢lovék odhadujici para-
metr, pTilis neprecenil jeho spolehlivost. Obzvlasté bychom méli dédvat pozor na parametry
ve vzajemném vztahu, protoze zména jednoho z nich mize vést k pripadné zméné dalsich.

Metody testovani

Po té, co jsme dokoncili navrh modelu a jsme s nim spokojeni, prichazi ¢as k otestovani
modelu proti mérenim z fyzického systému, ktery reprezentuje. Tento proces je obvykle
nazyvan validaci modelu. Podobné slovo, verifikace, je obecné vyuzivano pro netrivialni
problém kontroly, zda jsou prognoézy ziskané modelem presné.

Jaka data mizeme vyuzit pfi testovani modelu? Zde je kladen velky diraz na pouziti
jinych dat, nez které jsme vyuzili pfi odhadu parametri modelu. Vyuziti téchto dat by
nas mohlo mylné dovést k zavéru, ze model ddvda mnohem lepsi vysledky nez by realné
vykazoval.

V linearni regresi opravujeme Gc¢inek odhadu dvou parametri vydélenim souc¢tu ¢tverci
odchylek hodnotou (n-2) misto (n). V komplikovanéjsich pfipadech neméme zadny sku-
te¢ny ekvivalent poctu volnosti argumentu, takze musime postupovat s vétsi opatrnosti.

Prognédza pomoci diive nepouzitych dat

Nejpresvédcivejsi metodou testovani odhadnutych parametr modelu je pouziti dat, ktera
nemaji zadnou souvislost s pfedchozim vyvojem. Pouzitim této metody, zredukujeme po-
tencialni moznost vyskytu chyb a ziskani neopodstatnéné dobrych shod mezi modelem a
realnymi daty:.

Fraze ,nemajici zddnou souvisloust“ je velmi dtilezita. Predpokladejme, Ze jsme para-
metry modelu odhadly z dat posbiranych béhem nékolika let na jedné farmé. K otestovani
parametru vsak pouzijeme data ziskana z nasledujicich let na téze farmé. Co ndm to muize
Fict o daném modelu? Pfi nejlepsim muzeme Tict, Ze vytvoreny model velmi dobte predpo-
vida vyvoj na této jedné farmé. Rozhodnuti, zda model mizeme pouzit na Sirokém spektru
riznych farem, musi byt ovéfeno na reprezentativnim vzorku riznych farem.
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Jaké statistické metody lze pouzit pri hledani nesrovnalosti mezi daty a prognézou
modelu?
Pro prognézy P; a méreni O;,7 = 1..m, muzeme pouzit nasledujici statistické metody:

Pramérna chyba (Bias zn. B)

Smérodatna odchylka (Standard Deviation zn. SD)

177/
D= =S (P,— 0, — B)?
S ~2 (Pi=0;-B)

i=1

Stifedni kvadraticka chyba (Mean Square Error zn. MSE)
1 n

MSE ==Y (P, - 0;)> = SD* + B®
i=1

Kazda z téchto rovnic muze byt vynesena do grafu vici vybrané proménné k testo-
vani homogenity. Casto byva dobrou myslenkou vyvazit tyto sumérni statistické vysledky
prumérem z pozorovani. To umozni vytvorit nezavislost na jednotkach méfeni.

Intuitivné vypada, ze graf méfeni oproti prognéze by méla byt jednotkova primka pro-
chazejici pocatkem pod thlem 45 stupnu. Prestoze je zajisté pravda, ze od dobrého modelu
ocekavame rovnou pfimku, neni pravdou, ze ocekavana regrese je jednotkova primka. Di-
vod tohoto zjevného paradoxu je obtizné pochopit, ale presto je to vyhoda, kterou snadno
vypozorujeme.

Dalsi pokrocilé statistické metody lze dohledat v [12, 15]

Dtivody pro odhad chyb

Jaké jsou duvody nedokonalych prognéz? Pokud pochopime, kde se béhem prognézy stala
chyba, potom muZeme rozhodnout jak na ni reagovat. Dle obecnych zasad existuji tTi
divody vzniku chyb:

e Prvnim je prirozena variabilita systému a jeho prostfedi. To je to, co bézné pova-
zujeme za chybu méfeni v nasich experimentech. Tyto chyby mtizeme sledovat a
odhadovat jejich dosah z piedchozich praci a pripadné se jich vyvarovat. V téchto
pripadech vime, kam se podivat po dalsich zdrojich informaci o téchto chybach.

e Druhym je vliv faktord, které jsme zanedbali. Jestlize mohou byt tyto faktory ro-
zeznany od prirozené variability systému zavisi na mnoha dalSich informacich, do-
datecné ziskanych o tomto problému. Je pfinosné stravit ¢as uvazovanim jak tyto
nepiijemné vlivy omezit, napriklad sledovanim pomoci grafickych metod, protoze
zména struktury modelu mutze byt jiz velmi casové a kapacitné narocné.
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e Treti duvod vzniku chyb je zpisoben chybami v navrhu modelu. To muze byt zpu-
sobeno $patnou analyzou nebo nevhodné zvolenymi parametry. V tomto piipadé
musime provést tpravu rovnic modelu, aby lépe reflektoval testovaci data. Stale ale
musime uvazovat data, ktera jsme pouzili pfi vyvoji modelu, aby tyto zmény byly
stale kompatibilni.

Odhadovani parametra modelu

Odhad parametri modelu [13, 16] zjevné predchézi vyhodnoceni souhrnu vlastnosti mo-
delu, avsak diskutujeme ho pravé zde, jelikoz souvisi s mérenim souhrnu vlastnosti modelu
(B, SD a MSE) diskutovanymi vyse.

Jakmile méme mnozinu experimentalnich dat D a chceme urcit parametry modelu z
téchto namérenych dat, je obvyklym postupem minimalizovat jeden z nasSich testovacich
vypoctl s ohledem na hodnoty parametrt. To naAm umozni ziskat nejlépe souhlasici mno-
zinu parametrt. To nam také pomuze vysvétlit, pro¢ pouzivat data z riznych méreni pro
odhad a testovani modelu, aby odhad parametri mél dobré vysledky i pii dalsim pouziti.
Béznou praxi pro odhad parametru je vyuziti minimalizace stfedni kvadratické chyby. V-
hodou této metody, je moznost uvazovat chyby v datech jako normalné distribuované a
nekorelované mezi méfenimi O;, pak sklon povrchu chyby okolo minima hodnot parametru
miize byt pouzit pri vypoctu standardni chyby v odhadu parametru. Problémem se pak
stava, ze predpoklad normality nemusi byt platny a pak data ¢asto nemizeme uvazovat
jako nekorelovana (napiiklad velikost populace nebo jakoukoliv jinou proménnou) v case.

V pripadé stochastickych modelu existuji lepsi statistické metody k odhadu parametrt
od doby, kdy je mozné zkonstruovat pravdépodobnost L(D|p), coz je jednoducha pravdé-
podobnost, ze model vyuzivajici parametry p vygeneruje pozorovana data D. Pravdépo-
dobnost je funkci parametri modelu (a pozorovanych dat) a mtze proto byt povazovana
jako pravdépodobnost parametri dana daty.

Maximalizovani vzhledem k parametrim mutZzeme obdrzet maximalni pravdépodob-
nost odhadu parametrii a opravdu také zname jejich plnou pravdépodobnostni distribuci
(véetné standardnich chyb). Navic jsme nevytvorili zddné dalsi pfedpoklady. Kde je tedy
chytdak? Nanestésti vypocet pravdépodobnosti je velmi obtizny, pokud data jsou ovliv-
néna néjakou udélosti (jako narozeni ¢i smrt). V téchto ptfipadech musime chybéjici data
zjistovat typicky néjakou primérovaci metodou jakou jsou Markovovy fFetézce Monte Carlo
(MCMC). Tato oblast se rapidné vyviji, ale mnoho parametrii byva odhadovano pomoci
minimalizace stfedni kvadratické chyby.

Porovnani dvou modelt pro stejny systém

Pokud jsou dostupné dva modely pro stejny systém, muzeme chtit tyto modely porovnat,
abychom vybrali, ktery z nich budeme v budoucnosti pouzivat. Toto porovnani bude vzdy
zaviset na jistém prvku subjektivnosti rozhodovatele, protoze se zde vyskytuje mnoho
riznych aspekt, na kterych miize byt rozhodnuti zalozeno.

Piikladem téchto aspektit miize byt obecnost, moznost predikce?, viypocetni prostiedi,

v kontextu védeckych vipocti je predikce diisledné (asto kvantitavni) prognostické tvrzeni, co se stane
za urcitych podminek, typicky vyjadieno ve formé ,Pokud je A pravda, pak také B je pravda“. Védecka
metoda je zalozena na testovani tvrzeni, které je logickou sekvenci védeckych teorii. To je vykonano diky
opakovanym experimentiim nebo pozorovacimi studiemi.
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provedené systematické analyzy, zvazeni vytvoreni, nastudovani a testovani modelu.

Dobrym pocatecnim mistem pro rozhodovani jsou zadkladni pfedpoklady modelu. Jak
se lisi? Patrné zde existuji néjaké rozdily, jinak by modely byly identické. Pokud jsou
rozdily ve struktufe modelti, je pravdépodobné, ze byly navrzeny pro pouziti v rtiznych
situacich. Ktery se vice blizi pfedpokladané aplikaci? Jak dulezité jsou chybéjici vzajemna
pusobeni, o kterych vime?

Po té, co jsme analyzovali rozdily, jsme v pozici, kdy musime rozhodnout jak moc
ovliviiuji budouci aplikaci modelu. Zmapujeme predikce modelt pti vyuziti velkého roz-
sahu peclivé vybranych scénait. Lisi se vyznamné? Dva pohledy zde mohou byt stresujici.
Prvnim pohledem je, Zze malé rozdily jsou bézné a vSechny modely jsou pouze aproxima-
tivni. Druhy varuje pfed modely, kde jsou vypocty provadény iterativné, protoze se malé
odchylky mohou zjevné kumulovat do podstatné chyby.

Pokud jsou vSechny vysledky rozhodovani ekvivalentni, musi byt finalni rozhodnuti
vécné. Zkuste porovnat predikce vsech modeli na nezavislych pozorovanich. Porovnejte
modely pomoci statistickych metod. V tento c¢as pfi testovani modelt lze téz otestovat na
vSech modelech potencialni aplikaci modelu na adekvatnich datech.

Obrazek 2.6 ukazuje priklad, kde jsou parametry modelu odhadnuty z dat ze dvou
vysetfeni. V prvnim vySetfeni byl parametr b odhadnut s vysokou presnosti. Avsak v
druhém vysSetfeni byl tento parametr velmi $patné odhadnut (v disledku velké chyby). Z
toho vyplyva, aby druhy dataset nebyl pouzit v modelu a proto alternativni model bez
této komponenty bude v tomto pripadé preferovan.
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Obréazek 2.6: Porovnani dvou modelu s riznou presnosti odhadu parametri

2.2.6 Modifikace modelu

Modifikace modelu a jeho vylepSeni. V pfipadé, ze dosazené feseni neni v dostateéném
souladu s objektivni realitou je nutno zacit znovu postupovat od kroku 1 a opakovat cely
predesly postup matematického modelovani do té doby dokud nedosahneme uspokojivého
feSeni zkoumaného problému.
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Metody prezentace modelu jeho potencidlnim uzivatelim zavisi na znalostech uziva-
tele modelu a matematického modelovani obecné. Pokud chce uzivatel védét radéji méneé o
detailech modelu, je vhodné ukazat mu vsechny relevantni informace o vystupech modelu.
To umozni uzivateli (ktery neni programétorem) vytvorit si objektivnéjsi pohled na fe-
Seni modelu a jeho interpretaci. Je dobré zkontrolovat zda predikce feseni zahrnuji skryté
extrapolace. Tyto extrapolace mohou hrat tlohu bud vzhledem k pouzitym dattum pii
vytvafeni modelu nebo vzhledem k datiim pouzitym pfi testovani modelu.

Predikce s odhadem presnosti

Jestlize jedinym vystupem z modelu je predikce néjaké kvantity, jak mize uzivatel odhad-
nout presnost predikce? Bohuzel to neni mozné a uzivateli nezbude nic jiného nez vysledku
daveérovat nebo ne. Proto by bylo lepsi aby predikce byla doprovazena odhadem presnosti,
jako je velikost smérodatné odchylky nebo interval spolehlivosti. Tyto tdaje mohou byt
ziskany jiz pfi studiu modelu nebo pfi jeho testovani.

Pokud jsme vysetrili efekt chyby v odhadnutych parametrech jiz béhem nastudovani
modelu, mizeme odhadnout i pfesnost predikce z jednoduché sumarizace distribuce po-
tencidlnich vysledkti. Pokud model neobsahuje velké mnozstvi nespravnych vztahd, tak
nam to umozni minimalizovat vyslednou chybu modelu.

Eventuelné odhad chyby mtize byt prevzat z predikce chyby vytvorené béhem testovani
modelu. To je nejlepsi mozna varianta, protoze béhem testovani byva vyuzito mnoha mé-
feni z rtiznych zdroj. Pfimé aplikace odhadu chyb predikce je kalkulace miry spolehlivosti
prislusnych vztah.

Priklad Z experimentt [17] vime, Ze krmime-li zvifata stejnou potravou, rostou mirné
odlisnou rychlosti. Proto libovolny model popisujici rist skupiny jedincti musi obsahovat
nahodny prvek, ktery bude reprezentovat pravé tuto odlisnost. Pokud je cilem, aby kazdé
zvire ziskalo denné jeden kilogram vahy a zjistime, Ze prumérny rist je pravé 1 kg denné,
polovicka zvifat tohoto cile ani nedosdhne. Abychom ziskali alespori 95% tsp&Snost potie-
bujeme nastavit primér na hodnotu 1 kg denné + 1,6 - smérodatna odchylka (uvazujici
normalni distribuci).

Priklad: Podpora rozhodovani Uvazujme tlohu rozsifeni ekonomického modelu o
podporu rozhodovani [2]. Naklady jsou pfipojeny do ruznych vstupt modelu jako napiiklad
zvifeci potrava nebo rostlinné hnojivo. Vstupni Grovné jsou vybrany tak aby spliovaly
vSechna omezeni systému.

Podminkou pro trovné téchto vstupnich dat je pouziti odhadnutych biologickych vy-
stupti modelem. Samotné biologické vystupy maji pfipojené finanéni hodnoty (napt. pro-
dejni ceny). Rozdil mezi vyslednymi a vstupnimi hodnotami jsou odhadem hrubého zisku.

Cilem ekonomickych analyz je najit strategii, kterd bude nejvice vyhodna a ziskova.
Pro jednoduché modely a nékolika mélo proménnymi neni obvykle obtizné tento problém
vyresit. Pokud jsou v modelu zahrnuty pouze dvé proménné, lze pro analyzu pouzit jedno-
duché grafické zpracovani. Numerické metody jako je linedrni nebo kvadratické programo-
vani jsou pouzitelné, ale nepfesnosti v predikci modelu nebo ekonomickych podminkach
mohou generovat navic dalsi vyznamné ¢isla spocitané Spatné.
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Pro komplexni systémy s mnoha proménnymi muze byt optimalizace velmi obtizny
problém. Ve specialnich pripadech je mozné prizptisobit dany problém pro feSeni pomoci
linearniho nebo kvadratického programovani. Alternativné lze pouzit metodu Response
surface metodology, kde za vyslednou proménnou predikce vezmeme zisk. Mohou byt téz
vyuzity pokrocilé metody jako dynamické programovani, avsak jejich pouziti jiz neni prilis
trivialni.

Pokud jsou vysledky modelu ndhodné, vytvorit tvrzeni jako ,strategie A je vzdy zisko-
véjsi nez strategie B¢ byva mozné jen ve zcela ojedinélych pripadech. Misto toho tvorime
tvrzeni o pravdépodobnostech: ,pramérny zisk pii pouziti strategie A je vétsi nez pru-
mérny zisk ziskany strategii B“. Jestlize je toto tvrzeni pravdivé, je vzdy lepsi vybrat
strategii A? Odpovéd je ne. Mize se stat, ze strategie A ma 40% Sanci nas dovést do
bankrotu, ale 60% Sanci vytvorit ndm obrovsky zisk. Ne kazdy je pfipraven tolik riskovat
a pouzit strategii A. Jednim z cili pfi vybéru strategii s ndhodnymi vysledky je koncept
nahodné dominance. Strategie A dominuje strategii B, pokud pro vSechny mozné vysledky
x je pravdépodobnost, ze vysledek prevysuje x je vétSi pro strategii A neZ pro strategii
B. K nadefinovani této podminky matematicky, potfebujeme distribuc¢ni funkci strategie
A jako F(z) = p(vysledek< z) a také Fp(x). Potom strategie A dominuje strategii X,
jestlize Fa(x) < Fp(z). To implikuje, ze graf F(x) vzhledek k x lezi napravo od grafu
Fp(x), coz je zobrazeno na obrazku 2.7a.

Teorie ndhodné dominance byla rozsitena k pokryti pripadu, kdy ani A nedominuje B
ani B nedominuje A, ve vySe uvedeném smyslu. Napiiklad druhy fad nahodné dominance
se projevi pro A pokud

/FB(x)dx>/ Fa(z)dz :VreR,

To implikuje, ze pro vSechny vysledky do r plati Fu(x) < Fp(z) (viz obrazek 2.7b).
Prestoze bychom ocekévali, Ze si kazdy vybere strategii A dominujici strategii B, ne kazdy
se tak rozhodne, pokud uvidi druhy fad dominance. Lidé, kteri si vybiraji strategii podle

ey

Poznamka

ICT umozinuji experimentovani s vyvijenym matematickym modelem, tj. jak sledovani
u¢inkt zmén jednotlivych parametri v modelu na vysledné chovani systému pomoci ana-
lyzy citlivosti, tak i zjisfovat vliv rtiznych rozhodnuti a zdsaht feSitele na fungovéni sys-
tému. Vlastnosti objektivni reality poznavame pomoci méfeni chovani systému pomoci
fyzickych experimentt s jejich adekvatnim zobrazenim pomoci modelu. Toto experimen-
tovani ma pak povahu procesu uceni.
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Obrazek 2.7: Porovnani strategii a jejich dominance



Kapitola 3

Modelovani mékkych systému

Jednim z dilezitéjsich hledisek v matematickém modelovani je déleni systémt na tvrdé a
mékké [18]. Toto déleni je v soucasné svétové literatuie pomérné bézné, a proto jej citujeme
i my, i kdyz v sobé skryva urcitou logickou neduslednost - nerozlisuje realny systém od
jeho systémového popisu.

souvislosti mezi jevy v prirodé, a to se projevuje zcela novym, kvalitativnim uvazovanim
a kvalitativni analyzou ekologického systému, kdy se soustiedujeme i na oblasti zdanlivé
s TeSenym problémem nesouvisejici: na souvislosti geografické, ekologické, krajinné, antro-
pogenni, na tradice a zvyklosti. Systém, ve kterém se respektuji tyto a podobné vlivy, se
nazyva mékky systém. Modelovani mékkych systémi ovSem vyzaduje zvlastni postupy a
specialni podporu. Statistické a jiné kvantitativni metody se v mékkych systémech také
uzivaji, ale podstatné se méni metodologie jejich pouziti. Mékky systém vymezujeme od
tvrdého systému vyctem vlastnosti a zpravidla se odlisné vlastnosti stavi vedle sebe. Jako
ukazku lze uvést napt. popis zakladnich zmén v pristupech k feseni problému v pribéhu
historie, ktery zaroven vymezuje i nékteré podstatné vlastnosti mékkého systému, tabulka
1.4.

Meékka metodologie vyzaduje zcela jiny pristup ve vSech fazich matematického modelo-
vani. Zduraznuje se piedevsim potieba co nejiplnéjsiho poznani systému a jeho okoli a co
jeviu. Nékdy nelze systém formalizovat ryzimi matematickymi prostfedky, a pouzivaji se
proto ruzné jiné formy popisu. Systém a problém je napt. mozno popsat nékolika pripa-
dovymi studiemi, které nemusi zcela vystihovat vSechny problémy, ale fesi problematiku z
nékolika hledisek. Pti feseni problému v mékkém systému nebyva vysledkem jednoznac¢né
a kone¢né feseni. Reseni se miize jevit jako doporuceni a nemusi byt jednoznac¢né. I vy-
sledek, ktery pomahé pochopit tendence zmén v mékkém systému, mtze byt akceptovan
jako uspésny.

Pro feseni mékkych systému je podle Checklanda (1976) tfeba nahradit interdiscipli-
narni koncepci transdisciplinarni (transdisciplinary concepts). Transdisciplinarni koncepce
FeSeni problému predpoklada prekonani hranic i mezi zna¢né vzdalenymi védnimi obory a
sjednoceni jejich poznatkd.

Metodologie mékkych systémil je ve svém pojeti Sirsi a metodologii tvrdych systémi
obsahuje jako svoji soucast. Rozmach mékkych metodologii je v poslednich létech znac¢ny.
Mekka metodologie je zaloZzena na tzv. metapiistupech systémové védy a snazi se o do-
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konalé vystizeni vlastnosti systému, nékdy i na tkor formalni elegance zobrazeni. Meto-
dicky je to pfistup nehomogenni, obecné nepfrenosny, nedovoluje exaktni zjisténi, zda bylo
dosazeno optimalniho exaktniho feSeni, uzivatel se musi ve vétsiné pripadt spokojit s do-
sti dobrym fesenim. Mékka metodologie je humanistickd v tom smyslu, Zze zahrnuje vliv

-----

sociologickych a politickych.
Jako ilustrace mékkych metodologii lze uvést tzv. Jenkinsiv akéni vyzkum a Chec-
klandovu metodologie mékkych systémri.

3.1 Jenkinsuv ak¢éni vyzkum

Akéni vyzkum podle Jenkinse [19] obsahuje ¢tyfi faze, pfipominajici Simonovo ¢lenéni.
Jsou to

1. identifikace
2. projekt
3. implementace

4. sledovani provozu a pripadné novy projekt a nova implementace V kazdé fazi se
respektuji strategicka pravidla:

e identifikace se provadi kombinaci tvrdych i mékkych postupt, vyuziva se ex-
pertt,

e problém konfliktnich situaci se fesi metodami vah nebo jako vicekriterialni pro-
blém,

e problém se strukturuje, postupuje se v iteracich,

e konecny vystup se ovéfuje v praxi pomoci experimentalniho ovéfeni, nebo po-
moci experti.

3.2 Checklandova metologie mékkych systému

Checkland [18] vychéazel ve své metodologii z Jenkinsovych zkuSenosti. Na rozdil od Jen-
kinse predpokladé, ze jeden a tyz problém mtiize byt feSen a hodnocen z riiznych pohledi
ruzné a pii feseni je tedy treba soucasné postupovat nejméné ve dvou trovnich. Tyto dveé
arovné jsou:

e vhodny model reality s aktivnim zapojenim a angazovanosti lidi (tj. nemusi se jednat
o formalni matematicky model),

e abstraktni model vyssi trovné. Po obou trovnich se postupuje soubézné ve vzajemné
interakci.

Postup je rozpracovan do 7 fazi:

1. popis problémové situace,
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2. strukturovani a identifikace problému,

3. vymezeni subsystémii, jejichz analyza povede k feseni problému - realizace CATWOE,
4. tvorba projektu, modelu,

5. tvorba koncepce, konceptualniho modelu,

6. vybér feseni a implementace,

7. sledovani zpétné vazby a opravy Teseni.

Metodologie tvrdych systémil vychézi z matematickych principt a matematickych pfti-
stupd k analyze systému. V pripadé mékkyjch systému se naopak hledaji prostredky jak
problém dokonale popsat a systém zobrazit, tfeba i nematematickymi prostfedky a za
vagnich predpokladi. Skupiny takovych metod a postupt se nazyvaji metametodologie.
nazvat jako vytvoreni metodologie metodologii. Od takového postupu se potom odvozuji
dalsi metakonstrukce v systémové védé jako jsou metametodologické dotazovani, modelo-
vani, apod. Nékteré postupy metametodologie lze popsat matematicky, nékteré je nutno
vyjadrit empiricky. Mezi empirické metody patii napt. expertni analyza, vyjadieni skutec-
nosti pomoci subjektivni pravdépodobnosti, pouziti fuzzy jazykovych operatort, simulace.

V souvislosti s rozvojem metametodologii (metamodelovani, metasystému) je vhodné
uvést zajimavou klasifikaci véd a védeckych pristupt k feseni problémi, kterou uvadi Ro-
sen (1986) a ktera vymezuje postaveni mékkého systému v soucasné védé. Soucasnou védu
a jeji pFistupy charakterizuje jako dvourozmérnou védu (Two-Dimensional Science), coz
je véda v informac¢nim prostredi. Primyslova spole¢nost produkuje jednorozmérnou védu
(One-Dimensional Science), ktera je charakteristickd experimentovanim. Rozvoj umélé in-
teligence prida v pristim stoleti védé zrejmé dalsi dimenzi.
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Kapitola 4

Jednoduché modely

Mnoho procesu lze povazovat za rozdélené na casové useky, kdy zvaZujeme prirustek a
ubytek za jednotku casu. Typickym prikladem mutize byt spolecenstvi lidi, ve kterém je
prirustek reprezentovan rozenim novych jedinci a tibytek prirozenym vymiranim a ¢asovou
jednotkou mtize byt mésic nebo rok. Tento proces ilustruje obrazek 4.1.

narozeni | golikost zemieli
— > T —
populace

Obrazek 4.1: Vstupné-vystupni diagram velikosti populace

Podobny princip mtzeme sledovat i u téchto dalsich model:
e proces radioaktivniho rozpadu,

e znecisténi prostiedi, atmosféry,

e vstfebavani latek (1é¢iv) v téle, krvi.

Tato kapitola obsahuje nékolik modeltl, jejichz spolecnym rysem je moznost zapsani
diferencidlnimi rovnicemi, které lze vyresit elementarnimi metodami. Podrobné analytické
feseni nékterych z téchto modelt lze nalézt v uéebnici Spojité modely v biologii [9]. Mnoho
dalsich ptikladu lze nalézt v nésledujici literatute: [1, 17, 8, 20, 21, 4, 22] a mnoha dalsich.

4.1 Ruastové modely

V tomto jako i dalsich oddilech zabyvajicich rustem populaci budeme znacit[9, 1, 17] z(t)
velikost populace v ¢ase t. Velikosti rozumime néjakou jednotku relevantni k dané populaci
(pocet hlodavcii, velikost porostu v m?). Populaci mtize byt napiiklad spoledenstvo zivych
organismi, trava rostouci na louce, souhrn atomt radioaktivni latky, kapitalové zasoby
podniku a podobné. Necht b(¢,x) je pridani jedinct k populaci za jednotku ¢asu v case
t a pii velikosti populace x (birth rate). Tato hodnota tedy uréuje rychlost rustu dané
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populace. Déale necht d(t,z) urcuje rychlost vymirani dané populace v ¢ase ¢ v zavislosti
na velikosti populace = (death rate).

V dalsim vykladu budeme pfedpokladat, ze b(t,z) i d(t,z) jsou nezédporné spojité
funkce a velikost populace je diferencovatelna funkce vzhledem k casu.

Zmeénu velikosti populace za ¢as §t, které je velmi malé, lze zapsat:

x(t + ot)-x(t)

y = b(t, x)a(t)-d(t, z)x(t)

Limitnim ptfechodem §t — 0 obdrzime diferencialni rovnici:

dx(t)
dt
kde g(t,x) = b(t,x)—d(t,z) (growth rate). Funkce g(¢,x) je tzv. specifickd mira ristu,
ktera nemusi zaviset pouze na Case a velikosti populace, ale i na radé dalsich faktort. Rov-
nice 4.1 neni matematickym modelem. Matematickym modelem se stava az po stanoveni
predpokladi kladenych na specifickou miru ristu g(¢, ).

=g(t,x)x (4.1)

4.2 Model radioaktivniho rozpadu

Proces urcovani stari urcitych artefaktt v nasem okoli je dulezity k porozuméni nasi his-
torie. Historici, geologové, paleontologové, archeologové, ale i dalsi védci vyuzivaji tyto
informace ve svych oborech pro formulovani riznych teorii a ovéfovani hypotéz.

Existence nestabilnich prvkid, které se v prubéhu ¢asu méni, je ¢tenari jisté znama.
Radioaktivita neboli radioaktivni rozpad je samovolna preména jader nestabilnich nuklida
na jinda jadra, pri niz vznika ionizujici zafeni. Zméni-li se pocet protond v jadre, dojde ke
zméné prvku. Radioaktivitu objevil v roce 1896 Henri Becquerel u soli uranu. K objasnéni
podstaty radioaktivity zasadnim zpusobem pfispéli francouzsti fyzikové Pierre a Marie
Curieovi.

Nejprve musime piedpokladat vétsi pocet nuklid, abychom se vyhnuli mozné na-
hododnosti jevu, ktera by se mohla vyskytnout pri malém poctu nuklidi. Déale musime
predpokladat jev probihajici kontinudlné v ¢ase a nezvySovani hmoty zkoumaného mate-
ridlu. PouZijeme-li diagram z obrazku 4.1, muZeme na zakladé predchozich predpokladu
uvazovat, ze zde neni zadny vstup. Model nam tedy degraduje na jednodussi ptipad:

radioaktivni material v ¢ase t+0t = radioaktivni materidl v caset - mnoZstvi rozpadlého
materidlu za cas 0t

Necht populaci v tomto modelu jsou radioaktivnich atomy v néjakém izotopu chemic-
kého prvku. Velikosti této populace je aktudlni pocet téchto atomu v case t.

V ramci zazitych konvenci budeme znacit pocet atomit N. Dale A\ znaci rozpadovou
konstantu prvku (tato konstanta je nezédporna). Pro vyse zavedené (rovnice 4.1) znaceni
tedy méme b(t,x) =0, d(t,z) = A, z(t) = N(t).

Dostavame tedy:

N(t + 6t) = N(t) — AN(t)6t.

Tato rovnice mé znamé feseni: N (t) = Noe M.
Reseni v Maple lze zapsat nasledujicim zptisobem:
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> restart:

> de := diff(N(t), t) = lambda*N(t):

> soln := dsolve(de, N(t0) = n0, N(t)):

> lambda := -0.5: n0 := 5: t0 := O:

> plot(N(t), rhs(soln), t = 0 .. 15);
Vysledny graf si 1ze prohlédnout na obrazku 4.2.

8]

=
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t

Obrazek 4.2: Graf radioaktivniho rozpadu

4.2.1 Polocas rozpadu

Poloc¢as rozpadu 7 radioaktivniho nuklidu mutze byt pouzit k vypoctu A. Polocas roz-
padu urcuje dobu potifebnou k rozpadu poloviny radioaktivniho materialu a je vSeobecnéji
znadmeéjsi nez rozpadova konstanta A.

Polocasy rozpadu mnoha latek jiz byly uréeny. Napiiklad polocas rozpadu uhliku (}4C)
je 5568 let a uranu (?38U) 4,5 miliardy let.

Vypocet polo¢asu rozpadu
Pouzijeme-li feseni modelu a dale zapiseme predpoklad o polocasu rozpadu:
> N(t+tau)=N(t)/2;
N(t+7)=1iN(t)

Dalsim vypoctem ziskame:

> %/N(t);

> N:=x—NJ[0]*exp(-lambda*(x-t[0]));
> simplify (%%);

e AT =1/2
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zlogaritmovanim obou stran rovnice a vyfresenim dostaneme zavislost A\ na 7:
> -lambda*tau=In(1/2):

> %*(-1):

> lambda=solve(%, lambda);

_ In(2)
A= T
Jak je vidét, polocas rozpadu 7 a rozpadova konstanta A\ nejsou zavislé na pocatecni
velikosti radioaktivniho materidlu Ny ani tg.

4.2.2 Priklad uréeni stari maleb

Model radioaktivniho rozpadu se stal v poloviné minulého stoleti jedinym dikazem [1]
pro usvédéeni znamého holandského malite H. A. van Meegerena z padélani obrazt ho-
landského mistra ze 17. stoleti Johanna Vermeera. Van Meegeren studoval a znal velmi
dobfe vSechny postupy pouzivané pri ovérovani pravosti obrazu, a proto pouzival platna
ze starych bezcennych obrazi a také specidlni druh barev, ktery smichaval dohromady s
chemickymi latkami tak, aby poté, co se obraz zahral v troubé, ztvrdly a vytvorily tak do-
konalou imitaci starého obrazu. Jedinym zpusobem, jak odhalit jeho padélky, bylo urceni
samotného stari obrazu. Nekopiroval vsak znamé obrazy, ale misto toho znovu kreslil Ver-
meerovy slavné obrazy, které v prubéhu staleti zmizely. Namaloval napiiklad i Emauzské
ucedniky (obr 4.3), ktefi byli nékolik let umisténi v Rotterdamu v Boymanové muzeu jako
nejvyznamneéjsi exponat muzea a jeden z nejvyznamnéjsich holandskych obrazt. Dodnes
existuji lidé, ktefi odmitaji uznat, ze jde o padélek.

Obrazek 4.3: Emauzsti ucednici (padélek H. A. van Meegerena)

Pokud ty udava cas, kdy dand latka vznikla nebo byla vyrobena, potom stavajici vék

Ng
latky je @ Pfeménova konstanta A je v mnoha pfipadech zndméa nebo ji 1ze lehce
vypocitat (stejné jako hodnotu N). Takze pokud zndme také Ny, muZzeme jiz snadno vy-

pocitat stari dané latky. Protoze Ny vétsinou nezndme, mtizeme pro néj v mnoha piipadech
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urc¢it alespon urcity rozsah, jako pravé v pripadé van Meegerenovych falsovanych obrazu.
Radioaktivni pfeména je umoznéna tim, ze dana latka obsahuje urcité mnozstvi uranu.
Ten se pfeménuje na jinou radioaktivni latku a ta zase na jinou, az do doby, kdy je fetézec
zakoncen pieménou na neradioaktivni olovo (2°Pb). Barvy pouzivané malifi jiz pies 2000
let se skladaji z bilého olova, které obsahuje malé mnozstvi radioaktivniho radia (*?°Ra)
s polocasem rozpadu 1600 let a olova (*'°Pb) s polocasem rozpadu 22 let. Necht N(t) a
N vyjadiuji mnozstvi olova (?'°Pb) na gram bilého olova v ¢asech t a to. Déle necht r(t)
popisuje pocet radioaktivnich rozpadii radia (*?°Ra) za minutu na gram bilého olova v
¢ase t. Je-li A pfeménové konstanta pro olovo (21°Pb), potom
> diff(N(t),t)=-lambda*N(t)+r(t);

AN (t)==AN(t)+7(t)

Protoze nés zajimé obdobi nejvyse 300 let, lze diky vysokému polocasu rozpadu po-
vazovat mnozstvi radia za neménné a r(t) pak za konstantu r. Vynasobenim obou stran
integracnim faktorem e* ziskame

> diff(N(t),t)*exp(lambda*t)=r*exp(lambda*t);

(%N (t)) M = rert

> exp(lambda*t)*N(t)-exp(lambda*t[0])*N[0] = r/lambda*(exp(lambda*t)-
exp(lambda*t[0]));

(eXt—e o)

N (t) — erMoONy = - X
> N(t) = r*(1-exp(-lambda*(t-t[0])))/lambda+N|[0]*exp(-lambda*(t-t[0]));

N (t) = w + Noe—A(t—tO)
Hodnoty N(t) a r mohou byt snadno zméteny. Jelikoz zjistit hodnotu Ny je slozité
musime upravit predchozi rovnici do nasledujiciho tvaru:
> lambda*N|[0] = lambda*N(t)*exp(lambda*(t-t0))-r*(exp(lambda*(t-t0))-
1);

ANg = AN (t)e? (t=10) _ (e>‘ (t=t0) _ 1)

kde ANy je pocet rozpadti pokud bylo bilé olovo vytézeno z rudy v Case ty. Za oceka-
vanych okolnosti se tato hodnota pohybuje okolo 30.000 rozpadi (za minutu na gram).
Jelikoz nepotifebujeme znat piresné stari, ale chceme pouze odhadnout, zda je obraz stary
zhruba 300 let nebo se jedna o novodoby padélek, mizeme pro predchozi rovnici urcit
(t — to). Vychazime pfitom z toho, Ze pokud se jedna o starsi kresbu, bude mnozstvi ra-
dioaktivity z olova témér stejné jako z radia. Naopak, pokud se jednd o padélek stary
priblizné 20-50 let, potom radioaktivita z olova bude znac¢né vétsi nez radioaktivita z ra-
dia. Pfedpokladejme tedy, ze chceme urcit, zda se skuteéné jedna o kresbu starou 300 let.
Necht tedy (¢t — to) = 300. Dosazenim do rovnice posledni ziskame:

> restart;

> xx:=lambda*N|[0] = lambda*N(t)*exp(300*lambda)-r*(exp(300*lambda)-
1);
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ANy = AN (t) e300A _ . (6300)‘ — 1)

Pokud se jedné o padélek, bude hodnota Ny extrémné vysoka. Protoze polocas rozpadu
olova (2!%Pb) je velmi podobny polocasu rozpadu polonia (2'°Po), se kterym se lépe poéita,
nahradime jej v naSich vypoctech poloniem. Preménova konstanta se vypocita snadno
podle rovnice A = % Proto kdyz vime, ze r = 0.8 a AN(t) = 8.5, tak miizeme snadno
spocitat Ny:

> xx/lambda;

> r:=0.8: lambda:=In(2)/22: N:=t—8.5/lambda:

> solve(xx, N[0]*lambda);

7
__ 1387724.80021T +17.6
No = In(2)

98050.26120

Coz je neprimérené vysoka hodnota svédcici o padélku.

4.3 Model rustu populace Zivych organismu

4.3.1 Malthusuv model

Tento model, vytvoreny angliGanem Thomasem Malthusem (1766-1834), nepiedpoklada
zavislost specifické miry ristu na velikosti populace. Tento model je dostate¢nym v kratsim
casovém useku a pfi malé populaci, kdy dava velmi dobrou shodu se statistickymi daty.
Pokud mérime t v diskrétnich bodech 0, 1, 2, ... dostavdme geometricky rtst populace,
ktery vsak postupem cCasu prestava souhlasit, protoze populace roste neomezené a to neni
realné. Pti vétsi populaci tedy tento model nevyhovuje.

Rovnice modelu je nasledujici:

dx(t)
dt

= ax(t)

Reseni v Maple miize byt nasledujici:

> malthus := proc(a, steps)
local del:
del := diff(x(t), t) = a *x x(t):

DEplot(del, x, t=0..steps, [[x(0)=10]], scene=[t, x], linecolor=red,
linestyle=SOLID, thickness=1, stepsize=1, arrows=none):
end proc:

Rist populace je znézornén na obrazku 4.4.

4.3.2 Logistickd (Verhulstova) rovnice

Jelikoz pfedchozi model nevyhovoval, byla ho potfeba upravit. Vzhledem k tomu, zZe jed-
notlivi jedinci v populaci mezi sebou souperi napiiklad o stravu dochézi k vnitrodruhovée
konkurenci, kterda zvySuje timrtnost nebo snizuje porodnost. Vnitrodruhova konkurence
roste pri vétsim poctu soupericich jedinci. Je tedy vhodné predpokladat specifickou miru
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Obrazek 4.4: Graf feSeni Malthusova modelu pro a = 0.5, x(0) = 10
> malthus(0.5, 10);

rustu jako klesajici funkci velikosti populace. Jednoduchou funkci splnujici tato kritéria je
linedrni funkce g(x) = a—bz, kde a je koeficient ristu a jedna se o specifickou miru ristu
v idedlnim prostredi bez omezeni zdroji, b > 0 je koeficient vnitrodruhové konkurence.

Obdrzime tedy rovnici podobnou rovnici 4.5.

dr(t)
= (a — bz (t))x(t) (4.2)

Rovnice 4.2 se nazyva logistickd nebo Verhulstova podle belgického matematika Pierre
Frangois Verhulsta (1804 - 1849). Graf jejiho FeSeni byva nazyvan logistickd kiivka. Tento
nazev naznacuje podobnost s logaritmickou funkci jak je vidét na obrazku 4.5.

Poznamenejme, ze logistickd rovnice se v literature objevuje i v nasledujici podobé:

_ z(t)
= ra(t)(1 - =2), (4.3)

kde r je reprodukéni rist (podobny diive definovanému ,growth rate“) a K je horni
limita velikosti populace. Tuto rovnici pouzijeme v jednom z nasledujicich odstavct (model
sklizné, odstavec 4.5)
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Obrazek 4.5: Graf feSeni logistické rovnice pro a = 0.5, b = 0.04, x(0) = 10

4.3.3 Model rustu biomasy rybi populace

Necht z(t) zna¢i hmotnost biomasy rybi populace v ¢ase ¢t. Pfedpoklddejme, Ze se ryby zivi
planktonem. Necht S zna¢i hmotnost dostupného planktonu, ktery zbyva v case t. Cim
vice je dostupného planktonu, tim vétsi je specifickd mira riastu rostliny. Nejjednodussi
predpoklad je g(t,z) = kS(t), kde k > 0 je konstanta. Tato moZnost samoziejmé neni
jedind — nabizi se nespocetné mnozstvi kombinaci. Dosazenim do rovnice 4.1 dostavame:

dx(t)
dt

= kS(t)z(t) (4.4)

Pokud budeme predpokladat, Ze jednotka hmotnosti biomasy ryb se vytvori spotfebovanim
m jednotek planktonu, dostavame:

a odtud

Dosazenim do rovnice 4.4 ziskdme:

dx(t)
dt

= k(S(0)-ma(t))z(t) (4.5)

Obdrzeli jsme tak model, kde specifickd mira rastu zévisi na velikosti populace x.
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4.3.4 Gompertzova krivka

Resenim dalsi mozné funkce pro uréeni vnitrodruhové konkurence je tzv. Gompertzova
kiivka (britsky matematik Benjamin Gompertz (1779 - 1865)). Specifickd mira rustu je
zadéana rovnici: -

— —qln =
gla) = —aln =

kde a, K jsou kladné parametry. Pokud se x limitné blizi k nule zprava je hodnota této
funkce nekonecno. Interpretace této vlastnosti muze byt nasledujici: Pokud je populace
natolik malé, ze ji hrozi vyhynuti, zacne se branit zvySenym mnozenim. Tato vlastnost se
vyuziva napriklad pfi modelovani ristu rakovinného nadoru. Vyvoj populace pii omezeni
Gompertzovou kiivkou je zobrazen na obrazku 4.6.

1,000
a0
¥ A00—
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Obrazek 4.6: Graf feSeni Gompertzovy kiivky pro a = 0.5, K = 1000, x(0) = 10

4.4 Model regulace glykémie inzulinem

Glykémie je koncentrace neboli hladina glukézy v krvi nebo v krevnim séru. Lidské télo
je uzptisobeno tak, aby glykémii udrzovalo v pomérné stalém rozmezi cca 4-6 mmol/l
(na la¢no). Toto stalé rozmezi je dano zéavislosti fady organt na glukéze, zejména mozku,
jehoz jedinym zdrojem energie je pravé glukéza. Na Fizeni hladiny glukdzy v krvi se podileji
pro spravnou hladinu glykémie je inzulin, ktery jako jediny glykémii snizuje. Glukéza se
uklada do jater odkud je postupné uvoliiovana do krve. Odtud se dale dostéva do tkané,
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kde je spotfebovana. Vylucovani inzulinu ze slinivky brisni je stimulovano glykémii a
vylouceny inzulin postupné z organismu zmizi.

Ozna¢me G(t) glykémii v ¢ase ¢ a I(t) koncentraci inzulinu v krvi v ¢ase t.

A déle predpokladejme:

1. Rychlost uvolniovani glukézy do krve je konstantni. Tuto rychlost oznac¢me «

2. Mnozstvi glukézy, kterd vstoupi do tkédné za jednotku c¢asu je piimo timérna koncen-
traci inzulinu v krvi. Tuto konstantu imérnosti ozna¢me (3

3. Mnozstvi inzulinu vylouéeného ze slinivky do krve za c¢asovou jednotku je piimo
amérné okamzité glykémii. Tuto konstantu oznacme -y

4. Rychlost rozkladani inzulinu je pfimo tmérna jeho koncentraci. Tuto konstantu
oznacme 9.

Na zakladé téchto predpokladti miizeme vytvorit nasledujici matematicky model ob-
sahujici dvé diferencialni rovnice.

dG(t)
— - BI(t)
%t) — G — 6I(1)

4.5 Model sklizné

Sklizeni populace konstantné nebo progresivné je velmi dulezité pro mnohé obory. Piiklady
mohou byt rybi farma, louka s travou atd. Pfi modelovani tohoto systému si muZeme
pokladat otazky: Zpusobi vysokd troven sklizeni zni¢eni populace? Miize sklizeni malého
dilu populace zpusobit zZivotaschopnost oboru? Popisme si tento model nejprve slovné:
zmeéna populace = novi jedinci - zemveli jedinci - zemreli jedinci nedostatkem prostoru -
sklizeni jedinci

Predpokladejme déle, ze velikost sklizné je konstantni. Pouzitim logistické rovnice pro
predchozi popis dostaneme tuto diferencidlni rovnici popisujici modelovany systém:

dr(t) x(t)
e re(t)(l — —==) — h, (4.6)

kde h je konstantni mira sklizeni (celkovy pocet sebranych jedinci nebo zemfelych
kvuli sklizeni za jednotku ¢asu) a je nezavisla na velikosti populace.

Piiklad Ukazme si feSeni tohoto modelu pro K = 1000,~ = 100,r =1

> rov := diff(X(t), t) = X(t) * (1 - X(t)/1000) - 100;
hodnoty := [100, 200, 500, 700, 800, 900, 1000, 1100];
for i from 1 to nops(hodnoty) do
sol := dsolve([rov, X(0)=hodnoty[i]l], numeric);
graf [i] := plots[odeplot](sol, 0..10, color = red);
end do:
limita := plot(x->1000, 0..10, color=black, linestyle=DO0T):

plots[display] ({1imita, seq(grafl[jl,j=1..nops(hodnoty))}, view=
[0..10, 0..1200]1);
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Vysledny graf je zobrazen na obrazku 4.7
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0.0 25 5.0 7.5 10.0

1

Obrazek 4.7: Graf feseni modelu sklizné pro nékolik pocateénich hodnot

4.6 Cviceni

1. Rybi farma Pfedpoklddejme rybi farmu, kde jsou ryby loveny jednou tydné. Béhem
kazdého vylovu je uloveno 2500 ks ryb. Mira ristu této populace je 0,6 ryby denné pro
jednu rybu. Déale nechf mira timrtnosti ryb je 0,1 ryby denné pro jednu rybu.

a) Zformulujte slovni popis rovnice ristu populace ryb. Déle vytvoite v Maple dife-
rencialni rovnici pro pocet ryb a graficky vyreste.

b) Odhadnéte pocet uhynulych ryb po prvnim tydnu, pokud je poc¢atecni stav populace
300.000 kust.

c¢) Jak musime zménit velikost vylovu, abychom udrzovali populaci na stejné hladiné?

2. Mysi v domé Uvazujme populaci 100 mysi v domé, kterd ma miru rastu 7 mysi
na jednu mys$ za mésic a miru Gmrtnosti 2 mysi na jednu za mésic. Dale je v domé
nastrazeno 15 pastic¢ek na mysi, které jsou kazdy tyden plné. Popiste tento systém modelem
vyjadienym diferencialni rovnici.

3. Predikce modelem Uvazujme nasledujici model:

dx(t)
dt

= 0.3z(t) — 0.004x(t)?

Ptedpokladejme pocatecni velikost populace xg = 200 a casovy krok jeden tyden. Urcete
velikost populace po tfech tydnech.
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4. Model sklizné Uvazujme model sklizné z odstavce 4.5:

dx(t)
dt

=ra(t)(1 — M) —h.

a) Urcete hladinu h, pro parametry uvedené v odstavci 4.5, pii které zacne populace
vymirat.

b) Zamyslete se, zda existuje pocateéni hladina z., pro kterou i sklizenn h < h. vede k
vymieni populace. Ukazte, ze tato pocatecni hladina mé velikost:

— 5(1 1 ﬂ)
Te = 2 rK

5. Uréeni stari kreseb v jeskyni Predstavte si, Ze jste objevili jeskyni ve které jsou
kresby u kterych pfedpokladate velmi historicky ptivod. Tyto kresby obsahuji zbytky zivo-
¢isného uhli. Dozvédeli jste se o moznosti urcit stari téchto kreseb pomoci obsahu radioak-
tivniho uhliku v tomto zivocisném uhli. Pfedpokladate-li konstatni pomér radioaktivniho
uhliku ve vzduchu v pribéhu celé existence planety, lze uvazovat i tento pomér v zivych
organismech. Po smrti daného organismu jiz télo dale nevstiebava radioaktivni uhlik, ale
ten stavajici podléha radioaktivnimu rozpadu. Déle vite, Ze polocas rozpadu radioaktiv-
niho uhliku (**C) je zhruba 5568 4 30 let. Uhlik obsazZeny v kresbéch v jeskyni se rozpada
rychlosti 1,69 rozpadu za minutu na gram uhliku. Dnesni stav radioaktivniho uhliku v
ovzdusi je 13,5 rozpadu za minutu na gram uhliku.

a) Uréete staii téchto maleb. Reseni ovéite v systému Maple.

Pozn: Proces urcovani stafi touto metodou lze vyuzit pro objekty staré zhruba 200 -
100.000 let. Na kratsi casové tseky je vhodnéjsi pouzit metodu uvedenou v odstavci 4.2.



Kapitola 5

Modely souziti dvou a vice
populaci

V této kapitole se zaméfime na vice populaci, které se vzajemné ovliviuji. Pokud by tyto
populace byly vzdjemné nezavislé, mtizeme je modelovat pomoci pfedchozich ristovych
modelt. V redlném prostiedi vSak populace na sobé vzijemné zavisi. Nejprve se podivame
na model dvou druhti, kdy se prvni stava potravou druhého a nazyvany model dravec-
kofist (predator-prey). Nadefinujeme jednoduchy model oznacovany jako Lotka-Volterriv
po védcich, ktefi tento model poprvé publikovali. Dale potom tento model upravime a
zpfesnime.

Dalsim modelem bude symbiéza dvou populaci, kdy si dva druhy navzajem pomahaji.
Poslednim modelem této kapitoly bude model konkurence dvou populaci. Mtze se jednat
o soupefeni zvifat o omezenou potravu nebo napriklad model valky lidi.

Mnoho dalsich modelti, jejich rozsifeni pfipadné jiné pristupy k feSeni lze nalézt v
néasledujicich knihach: [9, 17, 1, 8, 20, 21, 10]

5.1 Model dravec-korist

Uvazujme tedy dvé populace. Necht prvni populace je kofisti a pocet jejich jedincii v Case t
budeme znacit X (¢). Druha populace bude dravcem a pocet jedinct tohoto druhu v ¢ase ¢
ozna¢me Y (t). Déale ay > 0 je rychlost rtistu velikosti populace kofisti a ay > 0 je rychlost
vymirani populace dravce.

5.1.1 Klasicky Lotka-Volterrav model

Tento model byl vytvofen ve dvacatych letech minulého stoleti nezéavisle dvéma védci —
americkym matematikem Alfredem Jamesem Lotkou (1880-1949) a italskym matematikem
Vito Volterrem (1860-1940).

Oba vychazeli z nasledujicich pfedpokladi:

1. Prostredi je idealizované — oba druhy existuji oddélené od vSech okolnich vliva a
dravec se zivi vyhradné koristi

2. Pfi neexistenci druhu dravce roste populace kofisti exponencidlné (konstanta ;)

41
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3. Pfi neexistenci druhu kofisti populace dravce vymird (konstanta ao)

4. Korist vymira ptsobenim dravce — je pouZita linearni funkce, kterou lze vylozit jako
¢im je vétsi populace kofisti, tim vice ji je sezrédno. Jelikoz tento predpoklad neni
omezen, v praxi tato situace nenastava. Prirozené vymirani je zahrnuto v dynamice
ristu populace. (konstanta [31)

5. Dravec se mnozi na zdkladé ulovené kotisti (konstanta [a)

Matematicky popis téchto pfedpokladii je nésledujici:

O _ aix) - 5x 0y ) (5.1)
U — ooy ) + BXOY () (5.2)

Reseni lze v Maple zapsat nasledujicim zptisobem:

> lotka_volterra := proc(alphal, alpha2, betal, beta2, initPred,
initPrey, step)
local eqPrey, eqPred, init, opts, pred, prey:

eqPrey := diff(X(t), t) = alphal*X(t) - betal*xX(t)*Y(t);

eqPred := diff(Y(t), t) = -alpha2*Y(t) + betal2*X(t)*Y(t);

init := [X(0) = initPrey, Y(0) = initPred];

opts := stepsize=0.1, arrows=none, thickness=1:

prey := DEplot([eqPrey, eqPred], [X, Y], t=0..step, [init],
scene=[t, X], linecolor=red, linestyle=SOLID, opts):

pred := DEplot([eqPrey, eqPred]l, [X, Y], t=0..step, [init],

scene=[t, Y], linecolor=blue, linestyle=DOT, opts):
display(prey, pred);
end proc:

Zavislost mnozstvi kofisti [23] na mnozstvi predatora lze ve zkratce vyjadrit nasle-
dujicim zptisobem: Cim vic piibyva kofisti, tim vic s jistym zpozdénim za¢ne pribyvat
predator. Vétsi mnozstvi predatora zvysi tlak na kofist a té tak zacne ubyvat. Posléze s
klesajicim mnozstvim kotisti zacne klesat i mnozstvi predatori, kterym ubyva potrava. S
ubyvajicim mnozstvi predatort se pokles kotisti zastavi a jeji mnozstvi zacne opét stoupat.
Klasické oscilace predatora a kotisti byly v pfirodé popsény predevsim v pripadech, kdy
predator ma jen jednu prevazujici kofist: tedy predevsim vlk + zajic bélak a liska polarni
+ lumik v polérnich oblastech. Délka oscilace kolisd mezi 6 a 10 lety podle podminek
prostfedi. Reseni pomoci Maple Ize vidét na obrazku 5.1.

Analytické Feseni

7 obrazku 5.1 je patrné, ze velikosti obou populaci v ¢ase osciluji pro zvolené pocatecni
parametry. Zde si ukdzeme pro¢ k tomuto jevu dochéazi. PouZijeme nésledujici kéd Maple
pro vygenerovani smérového pole:
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Obrazek 5.1: Reseni Lotka-Volterrova modelu
> lotka_volterra (1.0, 0.5, 0.01, 0.005, 200, 80, 20);
alphal := 1.0:
alpha2 := 0.5:
betal = 0.01:
beta?2 = 0.005:
eqPrey := diff (X(t), t) = alphalx*X(t) - betal*xX(t)*xY(t);
eqPred := diff(Y(t), t) = -alpha2*Y(t) + betal2*X(t)*Y(t);
init := [0, 100, 80], [0, 50, 50], [0, 100, 170]:;
opts := stepsize=0.1:
DEplot ([eqPrey, eqPred], [X, Y], t=0..15, [init], scene=[X, Y],
opts):

Vysledny graf je mozno pozorovat na obrazku 5.2
Fakt, ze kiivky zobrazené na obrazku 5.2 jsou uzaviené, je velmi dulezity. Z pocatec-

niho bodu [Xy, Yp] (coz jsou pocatecéni velikosti populaci) mizeme postupovat ve sméru
zobrazenych Sipek a ziskavame tak velikosti populaci v pribéhu ¢asu. Po dostatecné dlouhé
dobé se opét dostaneme do pocatecniho stavu, coz presné odpovida predchozim zjisténim

z C
co
ki

asové zavislého grafu (obr. 5.1). Nyni se mizeme zaméfit na feSeni obecného modelu a
o ném miizeme Fici. Jak mizeme vidét pro rtizné pocateéni hodnoty dostavame rizné
vky. Predstavme si kfivku zredukovanou do jednoho bodu. V tomto bodé se tedy veli-

kosti populaci nemeéni a je feSenim téchto diferencialnich rovnic. Toto FeSeni mizeme najit

analyticky:
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Obrazek 5.2: Zavislost populaci dravce a kofisti — smérové pole a trajektorie v okoli sin-
gularniho bodu

dx(t)
dt

=0a %}Et) = 0 a obdrZime rovnice:

Nejprve pro rovnice 5.1 nastavime

X (t) — AL X ()Y (1)
—Y (1) + S X (1)Y (¢)

0
0

Abychom snadnéji nalezli feSeni pfevedeme je do upravené podoby:

X(Oél — ﬁ1Y) =0, Y(—OQ + /BQX) =0 (53)

Z prvni rovnice je ziejmé, ze FeSenim je X = 0 nebo (a3 — /1Y) = 0. Podivejme se
tedy na obé moznosti.

X =0 Dosazenim do druhé rovnice okamzité ziskdme Yas = 0 a tedy Y = 0. Dostali
jsme tedy prvni Feseni (X, Y) = (0, 0).

(a1 — 1Y) = 0 Upravou dostaneme Y = % Dosazenim do druhé rovnice obdrzime
—ag + P2 X =0, z ¢ehoz ziskdme FeSeni X = % Ziskali jsme tedy druhé feseni (X,Y) =
(2.8

B2 B
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Abychom se ujistili, Ze mame opravdu vSechna feSeni méli bychom stejny postup pro-
vést i pro druhou rovnici. V tomto pripadé vSsak dostaneme opét stejnad feSeni a rovnice
5.3 maji tedy dvé reseni.

Podivejme se nyni na reseni v Maple
> restart;

eqPrey := alphal*X(t) - betal*X(t)*xY(t);

eqPred := -alpha2*Y(t) + betal2*X(t)*Y(t);

solve ({eqPrey, eqPred}, {X(t), Y(t)});

}

S

{Y(t) = 0, X(t) = 0},{Y(t) = G}, X(t) =

5.1.2 Rozsifeny Lotka-Volterruv model

Model uvedeny v pfedchozim odstavci predpokladé jeden velmi nerealny piredpoklad a to
neomezeny exponencialni rust populace kofisti v nepritomnosti dravce. Tento nedostatek
je ztejmy napiiklad z omezenosti prostoru, kde se kofist miize vyskytovat nebo omezenim
jeji potravy. Je tedy nutné zavést néjaké omezeni tohoto typu.

Ozna¢me tento limit K. Modifikované rovnice Lotka-Volterrova modelu maji nasledu-
jici tvar:

%%Q:mxmu—fgb—&X@Yw
dY (t)

— = —Y () + LX) ()

Modifikace feseni v Maple je natolik snadnd, Ze ji ponechame ¢tenafi k procviceni.
Obréazek 5.3 zobrazuje vyvoj populaci rozsifeného modelu.

5.1.3 Realisti¢téjsi model Gauseho typu

Oba pfredchozi modely mayji stale jesté nékolik nevyhod: periodické feseni s libovolné velkou
amplitudou, nizsi pocateéni stavy obou populaci vedou k vysokym extrémum (vyzkousejte
si v pfedchozim modelu po¢ateéni hodnoty 50, 10 nebo 10, 1), coz opét neni mozné vzhle-
dem k omezenosti zdrojt. Vzhledem k neustalym zménam a vnéjsim vliviim nedochézi k
pravidelnému opakovani cykld jak ukazuji oba pfedchozi modely.

Pro tento model zavedeme nésledujici predpoklady:

1. Vyvoj populace kofisti izolované od dravce je tmérny jeji velikosti a specifickd mira
ristu zavisi pouze na velikosti této populace. Zavedeme oznaceni g1 (X (t))

2. Mnozstvi zabité kofisti zavisi na jeji velikosti (nedostatek kofisti vede k jejimu
delsimu vyhledani, pfemnozena kofist se mize branit dravcim) i na velikosti po-
pulace dravce (mohou spolupracovat nebo vzajemné soupetit). Zavedeme oznaceni

dy (X (1), Y (1))

3. Korist je jedinym zdrojem potravy pro dravce. Pokud v prostfedi neni zadné kofist,
dravec zacne vymirat. Zavedeme oznaceni go
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Obrézek 5.3: Reseni rozsifeného Lotka-Volterrova modelu pro K = 1000
>

4. Dravci se mohou rozmnozovat pouze pokud maji k dispozici kotfist, kterou ulovili.
Zavedeme oznaceni dg(dy)

5. Predpokladejme, Ze vySe uvedené funkce jsou spojité.
Uvedené predpoklady vedou k nasledujicim rovnicim:

dX (1)

P (X 0)X (1) (X0, Y ()Y (1) (5.4
T — ¥ () + do(ar (X (). Y)Y ()

Pokud budeme dale predpokladat, ze dravci navzajem nespolupracuji ani nesouperi,
bude d; zéavisla pouze na prvnim parametru. Pokud jesté budeme pfedpokléddat, ze mnoz-
stvi ulovené kofisti se pouzije pfi rustu dravce (lze pouzit konstantu x zavadéjici vztah
efektivni pfemény), 1ze tedy vyjadiit do = dik. Rovnice 5.4 potom maji nésledujici tvar:

dX ()

— = (X)X (0)-di (X ()Y (1) (5.5)
C“;_t“) — Y (1) + rdy (X (£)Y (2)

Za g1 muzeme zvolit nékterou z funkci uvedenou v odstavci 4.2.2. Zustava nam tedy k
nadefinovani pouze funkce d;. Tato funkce se nazyva trofickd funkce nebo funkéni odezva
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preddtora. Jak je patrné z rovnic 5.5, predchozi dva modely vychézeli taktéz z téchto
rovnic a pouzili exponencialni rist kofisti a jako trofickou funkei dy (X) = kX (t). Tato
definice trofické funkce se vSak neosvédcila, jak bylo konzultovano vyse, obzvlasté svoji
neohranicenosti. Pii velkém rozsifeni koristi dravec dosdhne nasyceni ulovenim urcitého
poctu jedinct kotisti a déle jiz nelovi. Je proto potfeba zavést néjaké dalsi pozadavky na
trofickou funkci:

e d1(0) = 0 - dravec nemiize nic ulovit, jestlize populace kofisti neexistuje

e limx .o di(X) =S - dravec ulovi pouze S kusiu kofisti a déle jiz nelovi i pfi neome-
zené populaci kotisti

e d; je neklesajici - pfi ristu populace koristi dravec lovi stejné nebo vice
Existuje nékolik typt trofickych funkci [9]:
Typ I Mnozstvi zabité kotisti je pfimo imérné mnozstvi dostupné kotisti az do hladiny

nasyceni. Pfi velkém mmnozstvi kofisti trofickd funkce nabyva hodnoty hladiny nasyceni.
Tuto funkci lze vyjadrit nasledovné:

aX X<
dl(X):{S X >

kde a je kladna konstanta. Tyto funkce jsou charakteristické pro zivocichy lovici pomoci
filtrovani vody napf. mékkysi.
Definice v Maple je nasledujici:

Que

> a := 10:
d := x->piecewise(x<S/a, a*x, S);
plotl := plot(d, 0..20, thickness=2, color=yellow):

display(plotl, limita);

Grafické Teseni je zobrazeno na obrazku 5.4.

Typ ITI Jednd se o aproximaci funkci typu I, kdy dochéazi k vyhlazeni prechodu mezi
nasycenym a skoro nasycenym stavem. Dravec tedy tento stav prisné nerozliSuje. Tyto
funkce jsou charakteristické pro bezobratlé zivocichy.

di(z) = S(1— e "), a € R+,k € (0,1]

Grafické feSeni je zobrazeno na obrazku 5.4 a definice v Maple vypada nasledovné:

>a := 0.1:
k := 0.9:
d := x -> S*(1-exp(1)~(-a*x"k));
plot2 := plot(d, 0..20, thickness=2, color=blue):

display(plot2, limita);

'Pro viechny typy uvazujeme limit S=100 a pii vykreslovani grafu v Maple nasledujici definici: limita
:= plot(x—S$, 0..20, color=black, linestyle=DOT)
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Obrézek 5.4: Trofickd funkce typu L. (vlevo) a typu II. (vpravo)

Typ III Jedna se o aproximaci funkci typu IV, kdy dochézi k vyhlazeni obou prechodo-
vych zlomi.

dl(x) = S(l —

Definice v Maple je nésledujici:

x -> S*x(l-exp(1)~(-a*x"k));

>a :=0
k =1
d :=
plot3

.08:
.3:

e*‘”k), kE>1

:= plot(d, 0..20, thickness=2);
display(plot3, limita);

Grafické Teseni je zobrazeno na obrazku 5.5

1D eeemseeeesmes e T ——

?5% ?5%

50% 50%

25% 25%
D:IIII|IIII|IIII|IIII| D:IIII|IIII|IIII|IIII|
] 5 10 15 20 ] 5 10 15 20

Obrazek 5.5: Troficka funkce typu III. (vlevo) a typu IV. (vpravo)



5.2. MODEL KONKURENCE MEZI DVEMA POPULACEMI 49

Typ IV Zde se projevuje problém pro dravce pii nedostatku koristi. Vyskyt tohoto jevu
miize byt zptsoben moznosti koristi skryt se, ignoraci kofisti dravcem pro jeji nedostateény
vyskyt pokud existuje jind dostupné strava atd. Funkce lze zapsat ve tvaru

0 x<g
di(X) =< az-b g <:x<:%
S > S+b

a

kde a, b jsou kladné konstanty. Tyto funkce jsou charakteristické pro zivocichy schopné

vvvvvv

Grafické Teseni je zobrazeno na obrazku 5.5 Definice v Maple je nasledujici:

> a := 10:
b := 40: \#dolni limit
d := x->piecewise(x < b/a, 0, b/a <= x and x<(S+b)/a, a*x-b, S);
plot4 := plot(d, 0..20, thickness=2, color=green):

display(plot4, limita);

Srovnani vSech funkei jsou uvedeny na obrazku 5.6.

L

75—
80—

254

K s s e Y N L L
a 5 10 15 20

Obrazek 5.6: Porovnani kiivek trofickych funkci.

5.2 Model konkurence mezi dvéma populacemi

Dalsim modelem koexistence dvou druhti je model soupeficich druhi, kde dvé a vice po-

pulaci souperi o omezené zdroje - napriklad prostor nebo potravu. Tento model je velmi

podobny modelu dravec-kofist, avSak musime o tomto systému uvazovat trochu jinak.
Predpoklady modelu

1. predpokladejme velikost populace dostatecné velkou, aby vypocet neovlivnil pfi-
padny ndhodny vykyv velikosti populace
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2. predpokladejme, Ze model odpovida systému dostateéné presné

3. predpoklddejme exponencialni rist populace pfi absenci ostatnich soupeticich popu-
laci

Uvazujme vstupné-vystupni diagram velikosti populace (obr 4.1) pro dvé populace.
Ozna¢me X (t) a Y (t) velikosti jednotlivych populaci v case ¢.

Rychlost riistu populace je ddna pouze jeji aktudlni velikosti a proto tento rtist repre-
zentuji kladné konstanty «q a ao pro populaci X resp. Y. Tyto konstanty opét obsahuji
prirozeny ubytek populaci, ktery se nevztahuje k soupefeni mezi populacemi.

Protoze oba druhy mezi sebou soupefi o stejny zdroj a tim se navzajem omezuji, ma
velikost jedné populace vliv na vymirani druhé. Kladné konstanty 31 a (35, urcujici rychlost
vymirani populace X resp. Y, budou tedy ovlivnény velikostmi obou populaci v aktualnim
okamziku.

Zformulujme nyni rovnice popisujici velikost jednotlivych populaci v case t:

d)é—,ft) — X () — BLX (DY (1) (5.6)
U — sy - mx Y () (5.7)

Rovnice 5.10 byvaji v literatuie obcas oznacovany jako Gausovy rovnice.
Prestoze tyto rovnice nevypadaji nikterak slozité, nemaji analytické feseni, a proto zde
uvadime pouze numerické FeSeni zavislé na ¢ase v Maple:

> competing_species := proc(alphal, alpha2, betal, beta2, inX, inY,

step)

local eql, eq2, init, opts, plotl, plot2;

eql := diff(X(t), t) = alphal*X(t) - betal*X(t)*Y(t);

eq2 := diff(Y(t), t) = alpha2*Y(t) - beta2*X(t)*Y(t);

init := [X(0) = inX, Y(0) = inY];

opts := method=rkf45, arrows=none:

plotl := DEplot([eql, eq2], [X, Y], t=0..step, [init], scene=[t, X],
linecolor=blue, opts):

plot2 := DEplot([eql, eq2], [X, Y], t=0..step, [init], scene=[t, Y],

linecolor=green, opts):
display(plotl, plot2, view=[0..3,0..20]);
end proc:

Vysledny graf je zobrazen na obrazku 5.7

Jak je z grafu 5.7 patrné jeden druh béhem casu vyhyne. Zménou pocateéni veli-
kosti prvni populace (X(0) = 5) lze docilit pfeziti tohoto druhu. Vysledek o vyhynuti
jednoho druhu, jenz odpovida predpokladim, je zndm jako Gause’s Principle of Com-
petitive Exclusion|[24] (pfekladany jako: princip kompetitivniho vylouceni) . Tento princip
byl ovéfen na mnoha vyzkumech v mikrobiologii a nedochazi zde (narozdil od modelu
dravec-kotist) k periodické oscilaci velikosti populace v ¢ase.

Stejné jako Lotka-Voltertiv model, je i tento model ovlivnén predpokladem exponenci-
alniho riustu populace pfi obsenci souperi. Opét provedeme jeho rozsifeni pomoci omezeni
maximalni velikosti populaci. I po této tpravé bude ale platit Gaustv princip kompetitiv-
niho vylouceni a jedna z populaci vyhyne.
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Obrézek 5.7: Reseni modelu soupeficich druhii
> competing_species(3.5, 2.25, 0.6, 0.1, 3.0, 1.5, 3.0);

Predpokladejme tedy omezeni ristu velikosti populace K; a K5 pro populaci X resp.
Y. Déale modifikujme rovnice 5.10

PO —axwa -3 - pxev 53)
T -~y -2 - mxyr o) 6:9)

Uprava feeni v Maple je snadné a proto ji ponechame étenafi na procviceni. Vysledny
graf je zobrazen na obrazku 5.8.

Priiklad: Model bitvy Pfedstavme si vySe zminéné dva soupefici druhy jako dvé ar-
médy [1] bojujici proti sobé. V dobéch pied vynalezenim stfelnych zbrani a zbrani hro-
madného niceni byla bitva soubojem muze proti muzi rué¢nimi zbranémi. Koeficient preziti
zde vSak zalezi i na mnoha dalsich faktorech: zkuSenost valecnikid a jejich vidcet, trénink
pred bojem a dalsi.

Nasgim cilem je vyvinout jednoduchy model, ktery bude poditat aktualni stav muzt v
jednotlivych armadach, pokud zname pocateéni stavy jednotlivych armad.

Nejprve si zadefinujeme nékolik dalSich predpokladi:

e Predpoklddejme dostateéné veliké armady, abychom vyloudili mozné anomalie.
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Obréazek 5.8: Reseni rozsifeného modelu soupefticich druhti (kapacity jsou 13 a 5.8, hodnoty
vychazi z Gausovych pokusi)
> competing_species2(0.21827, 0.06069, 0.05289, 0.00459, 13, 5.8, 0.5, 0.5,
360);

e Predpokladejme, ze armadam nepiichazi zadné posily ani neztraci své vojaky kvuli
dezerci.

e V redlném boji se stfili pfimo na nepiitele (cilena st¥elba) nebo do mist, kde by se
nepfitel mohl vyskytovat (ndhodna stielba). V nékterych bitvach muze jeden z téchto
druhi stfelby dominovat. My budeme uvazovat cilenou stfelbu pro obé armady.

Podobné jako v sekci o radioaktivnim rozpadu (4.2) mizeme uvazovat vstupné-vystupni
diagram velikosti populace z obrazku 4.1, ktery redukuje vstup a zistava tedy pouze vy-
stup, coz jsou zemfeli vojaci. Pii cilené stfelbé predpokladédme stfelbu ,na cil“. Pocet
zabitych vojakt tedy zavisi na poctu strilejicich nepratel a ne na poc¢tu vojaki. To povede
k zjisténi, ze v modelu budeme potfebovat konstantu urcujici tispésnost stielby jednot-
liviych armad. Narozdil pfi ndhodné stielbé je pocet zemielych vojaki zavisly pravé na
poctu vojakd v dané lokalité, kam se strili a proto zde se uvazuje pomér mezi poctem
strilicich vojakt a ostfelovanych nepfatel.

Na zéakladé predpokladi muzeme vytvorit nasledujici diferencidlni rovnice reprezentu-
jici nas systém:

dX(t)

XO o (5.10)
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DO 11

Pro Feseni pouzijeme data z bitvy o Iwo Jima (1945) v Tichém oceanu [1] mezi armadou
Japonska a USA. Ameri¢ené méli pfesnou statistiku o ztratach po dni, proto z téchto dat
byla vypocitany nésledujici tdaje:

e pocatecéni stavy: USA: X (0) = 66454, Japonsko: Y (0) = 18274.
e Ucinnost stielby: USA: a; = 0,0544, Japonsko: as = 0,0106.

Vytesme tento model numericky v Maple:

> battle:=proc(alphal, alpha2, initX, initY, steps)
local del, de2, init, opts, usa, jap:

del := diff(X(t), t) = -alphalx*xY(t):

de2 := diff(Y(t), t) = -alpha2*X(t):

init := [X(0) = initX, Y(0) = initY]:

opts := stepsize=0.1, dirgrid=[10,10], arrows=none:

usa := DEplot([del, de2], [X, Y], t=0..steps, [inits], scene=[t, X],

linecolor=blue, myopts):

jap := DEplot([del, de2], [X, Y], t=0..steps, [inits], scene=[t, Y],

linecolor=red, myopts):
display(usa, jap);
end proc:

A vysledny graf je na obrazku 5.9

5.3 Model symbiézy dvou populaci

Nasledujici model koexistence dvou druhi vychézi z predchoziho modelu soupeticich druhi.
V tomto modelu se narozdil od pfedchoziho jednotlivé druhy dopliuji misto toho aby spolu
souperili. Tedy pritomnost jednoho druhu podporuje riist druhu druhého. Model je mozné
jesté doplnit o podminky typy: ,,Prvni populace nemiize zit bez druhé populace“, ,Rust
zévislé populace se odviji pouze od velikosti populace hostitele“ atd.

Predpoklady modelu jsou viceméné totozné s predpoklady predchoziho modelu, pouze
predpokladejme mozny rist populace bez symbiotického druhu.

Uvazujme vstupné-vystupni diagram velikosti populace (obr 4.1) pro dvé populace.
Ozna¢me X (t) a Y (t) velikosti jednotlivych populaci v ¢ase ¢.

Rychlost ristu populace je dana pouze jeji aktudlni velikosti a proto tento rist repre-
zentuji kladné konstanty oy a ao pro populaci X resp. Y. Tyto konstanty opét obsahuji
prirozeny tubytek populaci. Rist bez symbiotického druhu by mél byt vyrazné pomalejsi
nez za pritomnosti symbiotického druhu.

Protoze se druhy vzadjemné podporuji ma velikost jedné populace vliv na dalsi rtst
dalsi populace. Kladné konstanty (31 a (32, urcujici rychlost rustu populace X resp. Y,
budou tedy ovlivnény velikostmi obou populaci v aktualnim okamziku.

Zformulujme nyni rovnice popisujici velikost jednotlivych populaci v ¢ase ¢ pro nejjed-
nodussi model dvou zavislych populaci:
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Obrézek 5.9: Reseni modelu bitvy
> battle(0.0544, 0.0106, 66, 18, 30);

PO _ x(0) + Brxmy ) (5.12)
T oy (t) + Bx @y ) (5.13)

Stejné jako v predchozim pripadé nemaji tyto rovnice analytické feseni, a proto zde
uvadime pouze numerické feSeni zavislé na case v Maple:

> symbiosis := proc(alphal, alpha2, betal, beta2, inX, inY,
step)
local eql, eq2, init, opts, plotl, plot2;
eql := diff(X(t), t) = alphal*X(t) + betal*X(t)*Y(t);
eq2 := diff(Y(t), t) = alpha2x*Y(t) + betal2*X(t)*Y(t);
init := [X(0) = inX, Y(0) = inY];
opts := method=rkf45, arrows=none:
plotl := DEplot([eql, eq2], [X, Y], t=0..step, [init], scene=[t, X],

linecolor=blue, opts):

plot2 := DEplot([eql, eq2], [X, Y], t=0..step, [init], scene=[t, Y],

linecolor=green, opts):
display(plotl, plot2, view=[0..3,0..20]);
end proc:
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Tento model je velmi idealizovany a proto je potfeba ho doplnit o podminky zminéné
na zacatku sekce.

5.4 Cviceni

1. Lotka-Volterruv model Upravte rozsifeny (o kapacitni omezeni) Lotka-Volterriv
model o dalsi populaci a feste v Maple.
a) Necht je tato populace dalsim dravcem a neovliviiuje se s druhou populaci dravc.
b) Necht je tato populace dalsi kofisti a neovliviiuje se s druhou populaci kofisti.

2. Model dravec-korist s konkurenci mezi dvéma druhy dravce Upravte roz-
sifeny (o kapacitni omezeni) Lotka-Volterriv model o dalsi populaci dravce, ktera bude
bojovat o zdroj (kofist) s pivodni populaci dravce a feste v Maple.

3. Trofické funkce Zkuste pomoci néjaké vam zndme metody vymyslet dalsi mozné
rovnice jednotlivych trofickych funkci. Své feSeni ovérte v Maple.

4. Model symbiézy dvou druhii Upravde model symbiézy dvou druhi nésledujicim
zpusobem:

a) MnozZeni prvniho druhu je zcela zavislé na existenci hostitelského druhu. Bez hos-
titele postupné vymira. Pfi rustu vsak nesmi prekrocit omezeni na velikost hostitelského
druhu. Hostitelsky druh neni zavisly na tomto druhu.

b) Stejné jako predchozi varianta avSak hostitelsky druh roste rychleji v zévislosti na
poctu symbiotické populace.
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Kapitola 6

Maple

Maple se fadi do tzv. CAS systémi (Computer Algebra System) a je vyuzivan nejen k
vyuce, ale své podstatné vyuziti nachézi téz v oblasti védy a vyzkumu. Patii mezi tech-
nologické Spicky ve své oblasti. Jeho posledni verze (Maple 10) se stala revoluéni, diky
svému pristupu k uzivateli, kdy jiz neni potieba znat nazpamét spousty internich piikaz,
samotny programovaci jazyk nebo zdlouhavé vyhledavat v napovédé. Systém uzivatele
navadi pomoci kontextovych menu, palet nastroji, Sablon béznych problémi (task tem-
plates), néastroji pro rozpoznavani symboli nebo interaktivnich privodci a vytvaii tak
interaktivni dokument. Nahled interaktivniho dokumentu je zobrazen na obrazku 6.1. N&-
stroje pro ulehceni prace uzivateli jsou ukdzany na obrazku 6.2.

Alternatively, we can estimate the expectation using Monte Carlo sirulation to compute the option price. The discrete-titne
version of the model s

2
5

where b = ;\7 and & is drawn from the lognormal distribution with parameters [r 5 ] hand aﬁ. “We catuse this

expression to generate a sample path for the price of our risky asset

Simulating Stock Prices

Sample Stock Prices
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Obrazek 6.1: Interaktivni dokument Maple 10

Maple nyni umoznuje jednoduse vytvaret kompletni prezentace nejen matematickych
problémt, které mohou slouzit nejen k vyfreseni problému, ale i jako dokumentace nebo k
vyukovym potfebdm. Dalsim rozsifenim klasickych worksheet jsou Maplety. Jednd se o

o7
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Obrazek 6.2: Nastroje Maple 10 (vlevo panel symboli, uprostfed kontextové menu, vpravo
rozpoznavani symboli)

grafické rozhrani podobné samostatnym aplikacim pfipadné webovym formularam, které
lze nyni jednoduse vytvaret pomoci Maplet builderu.

6.1 Zakladni popis Maple

6.1.1 Maple na webu

www.maplesoft.com na tomto webu se naléza prezentace firmy Maplesoft - vyrobce sys-
tému Maple. Kazdy uzivatel se zde muze zaregistrovat a ziskat tak pristup do Ap-
plication Center, které obsahuje Sirokou knihovnu piiklada vyuziti Maple.

beta.mapleprimes.com uzivatelské diskuzni férum.

www.maplesoft.cz webova prezentace vyhradniho distributora Maple pro Ceskou a Slo-
venskou republiku. Obsahuje informace v ¢estiné a déle spoustu zajimavych a uzi-
teénych odkazli na zdroje zabyvajicich se Maplem.

6.1.2 Prostredi

Prostfedi systému Maple (viz obr. 6.3) je velmi intuitivni, pfesto pro zadavani matema-
tickych vyraza je dobré znat zakladni ptikazy, coz vyrazné urychli praci.

Nejdulezitéjsi klavesové zkratky

e Dokument v Maple obsahuje dva typy textu - klasického textu a matematického
textu. Mezi témito mody lze prepinat tlacitkem F5.

e Vyhodnoceni zadaného matematického prikazu se provede stisknutim tlac¢itka Enter
nebo Ctrl4+= pro vysledek na stejné radce.
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Obrazek 6.3: Prostfedi Maple 10

e K dopliiovani vyrazt (napiiklad funkci) lze pouzit kombinaci klaves Ctrl a Space.
e Napovéda Maple se vyvola stisknutim tlac¢itek Ctrl4+F1

e Rychlou referenci na zvolené funkci lze vyvolat tlacitky Ctrl+F2

Symbolické vypodéty

Systém Maple uziva k interni reprezentaci veskerych objektd symboly, které mohou mit
jeden z téchto vyznamu:

¢isla celd, racionalni, realnéd a komplexni, pfipadné i algebraické

booleovské hodnoty pravda, nepravda, nevim

znaky pismena abecedy a dalsi symboly

matematické objekty proménné, matematické vyrazy, rovnice a identity, posloupnosti,
mnoziny, vektory, matice, polynomy a funkce jedné a vice proménnych a jejich de-
rivace a integraly, grafy funkci jedné a dvou proménnych a jejich animace, systémy
rovnic, nerovnic a algebraické struktury jako grupy, okruhy a algebry a jejich prvky,
orientované grafy, apod.

datové struktury tabulky a datové soubory

vykonavatelé procedury funkce, grafy, algoritmy, atd.
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Koneénym cilem feseni matematického problému v Maple je vyjadreni jeho feseni v
explicitnim analytickém tvaru nebo nalezeni jeho symbolické aproximace. Pojmem alge-
braicky se rozumi vypocty, které jsou provadény presné v souladu s pravidly algebry,
namisto pouziti priblizné aritmetiky v pohyblivé fadové ¢arce, ktera zpusobuje kvili zao-
krouhlovani nepiesnosti ve vypoctu. Dalo by se Tici, ze Maple je naprosto pfesny do doby
nez pouzijeme funkce z rodiny eval.

Prikladem téchto vypocta jsou zjednodusovani a Gpravy matematickych vyrazi, de-
rivovani, rozklad polynomt, integrovani funkci a rozvoj funkci v fady, analytické FeSeni
rovnic, analytické FeSeni obyCejnych i parcidlnich diferencidlnich a integralnich rovnic,
exaktni Teseni systémi rovnic i nerovnosti atd.

Ackoli mnoho standardnich algebraickych operaci s matematickymi vyrazy je moZno
provadét jen s papirem a tuzkou, tak u rozsahlejsich symbolickych vypoctt zacina byt
nevyhodou vétsi délka vzorct a tim zdlouhavejsi prace matematika, ktery vyrazy upravuje.
Dalsi nevyhodou téchto operaci je nutné neustale maximalni soustiedéni, aby se dosahlo
bezchybnosti algebraickych operaci a tim spréavnosti vysledku, zde tedy piichézi do hry
systémy pocitacové algebry.

Dalsi vlastnosti systému Maple je rozliSovani velikosti pismen (angl. case sensitive).
Maple tedy rozliSuje naptiklad mezi zapisem pi, PI a Pi. Zatimco prvni dva priklady
reprezentuji malé a velké pismeno fecké abecedy, tieti zapis reprezentuje konstantu 7 tedy
hodnotu 3.141592654.

6.1.3 Zakladni prikazy

Po spusténi systému Maple se nahraje pouze jeho jadro (angl. kernel), které obsahuje tii
¢asti: interpret jazyka Maple, algoritmy pro numerické vypocty a funkce a procedury pro
zobrazeni vysledki a vstupni a vystupni operace. Dal$i matematické funkce a operace jsou
dale umistény do knihoven, které délime na 3 zékladni skupiny:

hlavni obsahuje nejéastéjsi piikazy, které se nahravaji ihned pfi spusténi (nejsou ale sou-
¢asti jadra Maple)

packages balicky obsahujici skupinu ptikazi pro danou ¢ast matematiky (napi. Linea-
rAlgebra - pro vypocty a operace s maticemi, DEtools - pro praci s diferencialnimi
rovnicemi atd.). Pfed pouzitim jednotlivych pfikazi je potfeba nahrat bali¢ek do
paméti. To lze udélatjednim z nasledujicich piikazu:

e with(package); nahraje cely bali¢ek do paméti, pouziva se na zac¢atku doku-
mentu.
e with(package,cmd); nahraje piikaz cmd z package do paméti.

e package[cmd]|(parametry); nahraje pfikaz cmd z balicku package do paméti,
jednd se pfimo o pouziti piikazu.

uzivatelské jsou tvofeny méné frekventovanymi matematickymi piikazy. Nahrani téchto
prikazi se provadi timto piikazem: readlib(cmd);, kde cmd je ptikaz, ktery chceme
nahrat.
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Jméno proménné miize obsahovat libovolnou posloupnost malych a velkych pismen a
¢islic. Toto jméno nesmi zacinat ¢islici a obsahovat mezery. Nékterd jména jsou vyhrazena
pro uziti Maple (napf. signum, proc, end, if, atd.) Do proménné lze pfitadit jakykoliv ma-
tematicky objekt. Toto pfifazeni probiha operatorem :=. Rychlou napovédu k hledanému
vyrazu lze vyvolat pomoci operatortt 7 vyraz.

Vystup v Maple lze potlacit zadanim dvojtecky na konec ptikazové fadky. V opac¢ném
pfipadé mize byt typ vystupu jednou z téchto moznosti:

textovy tento vystup je nejbé&znégjsi. Je vysledkem klasickych operaci.
> delka := 10;

10

graficky vystup zpracovany formou grafu. (viz obr. 6.4)
> plot(x—x"2, -1..1)

0.5+

0.25

-
L I O B . I B B Y Y B B |

-1.0 0.5 0o 045 1.0

Obrazek 6.4: Graficky vystup Maple

interaktivni vystup, ktery se stava privodcem pro dalsi interaktivni praci (viz obr. 6.5).
> dsolve[interactive|(diff(x(t), t) = 3*x(t));

Méme-li vysledek v symbolickém tvaru jedna se sice o velmi pfesné feseni, ale obcas
je pro naSe ucely vhodné zobrazit tento vysledek jako ¢islo. K tomu slouzi funkce evalf.
Miuzeme si nechat vypsat napiiklad 7 s pfesnosti 50 mist:

> evalf[50](Pi);

3.1415926535897932384626433832795028841971693993751

pripadné vyhodnotit integral
> evalf(Int(tan(x),x=0..Pi/4));

0.3465735903
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Obrazek 6.5: Interaktivni vystup Maple

6.1.4 Definice funkci

Syntaxe pro definici funkce je nasledujici:

nazev := proc(parametry)
local [promenne]
[prikazy]

end proc:

Pokud nejsou uvedeny zadné parametry, Maple pouzije pro zadané parametry interni
oznaceni args|i], kde i je pozice parametru. Cislovani pozice probih4 od &islice 1 do nargs.

6.1.5 Ridici prikazy
if

Prikaz vyhodnoti podminku a podle vysledku provede jednu z moZnych vétvi. Pokud je
splnéna podminka 1 provedou se prikazy 1, jinak se provedou prikazy 3. V syntaxi je téz
povolen neomezeny pocet elif vétvi - neni-li splnéna zadna predchozi podminka a je splnéna
podminka za klicovym slovem elif provedou se prikazy nasledujici za ni a cely fidici prikaz
se ukondi. Ridici piikaz if ma nasledujici syntaxi:

if podminka 1 then prikazy 1 [ elif podminka 2 then prikazy 2] else prikazy 3 end if

Priklad

> signum := proc(a)
local c;
if (a < 0) then
c = -1,
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elif (a > 0) then
c := 1;

else
c := 0;

end if

return c;
end proc:

> signum(10);

signum (-23);
signum (0);

for

Syntaxe ptrikazu for je néasledujici:

63

for promeénna from odkud [by krok] to kam [while podminka] do [prikazy] end do;

nebo

for proménnd in struktura [while podminka] do [prikazy] end do;

Piikaz for je koneénym cyklem, kde jsou ptikazy provedeny tolikrat, kolikrat je spl-
néna podminka ,odkud - kam“ pfipadné pro kazdy prvek ze zadané struktury. Omezeni
prubéhu muzZe byt jesté dano za klicovym slovem while, které neni povinné.

Priklad
integral := proc(cislo)
local integral, tmp;
integral := 1;
for tmp from cislo by -1 to 1 do
integral = integral * tmp;
end do:
return integral;
end proc:

> integral (4);

while

24

Ptikaz while je hodné podobny predchozimu. Opét se jednd o cyklus, ale tentokrat s
presnéji neurcenym poctem kroktim a potencidlné nekoneénym. Syntaxe piikazu je tato:

while podminka do prikazy end do:

Dokud je splnéna podminka (vyhodnocuje se jako true) provadi se prikazy.
Jako piiklad uvedeme prevod cisla v desitkové soustavé do binarni:
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dec2bin := proc(par)
local binarmni, y, x:
binarni := "":
X := par;
while x > 0 do
y := x mod 2:
binarni := cat(y, binarni):
x := (x -y ) / 2:
end do:

return binarni;
end proc:
dec2bin(23);

10111

a pro ovéreni:
> convert(23, binary);

10111

6.1.6 ZjednoduSovani vyrazu
Pokud neprobéhne automatické zjednoduSeni vyrazu a jsme presvédcCeni, Ze by néjaké
zjednoduseni bylo jesté mozné (napiiklad u soucti), mizeme toto zjednoduseni vynutit
nékterym z nasledujicich prikazu:
simplify Slouzi pouze k zjednoduseni vyrazu. Jako druhy parametr mtizeme zadat zjed-
noduseni, které chceme provést, viz nasledujici priklad:

> simplify(sin(x) "2 4+ In(2*x) + cos(x)"2);

1 + In(2) + In(x)
> simplify(sin(x) "2 + In(2*x) 4+ cos(x)"2, trig);
1 4 In(2 x)
Dale lze k tomuto prikladu pridat jesté néjaky predpoklad pomoci slova assume:

> gi=sqrt(x"2);
> simplify(g, assume=real);

> simplify(g, assume=positive);
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collect Tato funkce upravi sviij prvni parametr jako polynom podle druhého parametru:
> collect(a”3*x-x+a"3+a, x);

(@®*-Dz+a+a

Funkce collect netfidi vystup, lze proto pouzit funkci sort a vysledek pak vypada
takto:
> sort(collect(a”3*x-x+a"3+a, x));

a®+a+(a® -1z

expand Tato funkce provede roznasobeni vyssich mocnin polynomt, rozklad goniomet-
rickych funkei atd.
> expand(sin(x+y));

sin(x) cos(y) + cos(x) sin(y)

combine Tato funkce aplikuje transformace integrali, sum, mocnin a dalsich vyrazi do
jednoho:
> combine(Int(x,x=a..b)-Int(x"2,x=a..b));

JP—a? 4 ade

normal Funkce normalizuje vyrazy - vétsinou zlomky:
> normal( (x"2-y"2)/(x-y)"3 );

_ytz
(—z+y)?

factor Funkce spocitd faktorizaci zadaného vyrazu. Pokud je zadén druhy parametr
provede rozklad na ¢tverec.
> factor(x"2-1);

(x-1) (x+1)

6.1.7 Grafy v Maple
Prikaz plot

Zakladnim piikazem pro zobrazovani grafu v systému Maple je prikaz plot. Jeho syntaxe
jer

> plot(vyraz, rozsah)

Vyhodou Maple 10 je moznost zapsat pouze vyraz do dokumentu a pomoci pravého
tlacitka rozbalime kontextové menu a v ném vybereme nabidku ,,Plots“. Zde si jiZ miuZzeme
zvolit z nabizenych moznosti (2D graf, 3D graf, graf pro implicitni vyjadfeni atd.)

Vytvoreny graf jiz muzeme editovat pomoci kontextového menu, avSak pokud chceme
takto upraveny graf vidét pii pfistim spusténi (pokud si upraveny graf neulozime pfimo do
dokumentu, coz ho podstatné zvétsi) je potfeba pouzit rozsifujici vlastnosti piikazu plot.
Tyto moznosti se zadavaji za rozsah a jsou tedy dalsim parametrem. Lze zadat néasledujici
vlastnosti:
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scaling=constraing ovlivni pomér jednotek na osach grafu, aby byly v poméru 1:1. Tuto
zménu je mozné vidét na obrazku 6.6
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Obrazek 6.6: Graf, jehoz osy nemaji (vlevo) a maji (vpravo) stejné méritko.

axes upravuje zobrazeni os

boxed zobrazi osy okolo grafu na vsech stranach
frame zobrazi osu x dole a osu y vlevo
none nezobrazi zadné osy

normal implicitni nastaveni
color nastavi barvu kfivky v grafu

discont hodnota ,true“ zpusobi nezobrazeni spojnic grafu v nespojité funkci. Pokud je
funkce nespojita Maple automaticky vytvari spojnici nejblizsich bodud vlevo a vpravo
od nespojitosti. Pfiklad pro funkci tan je zobrazen na obrazku 6.7

filled=true vyplni oblast ohrani¢enou krivkami zadanou barvou. Tato vlastnost je do-
stupna pouze u nékterych funkei (plot, contourplot, implicitplot, listcontplot, polar-
plot a semilogplot.)

gridlines povoluje (true) nebo zakazuje (false) zobrazeni miizky v grafu
labels nastavuje popisky os

labeldirections nastavuje smér zobrazeni popisku jednotlivych os. Povolené jsou hod-
noty ,horizontal, vertical®.

legend nastavuje legendu ke grafu. Pokud je zobrazeno vice kfivek, je nutné zadat tuto
legendu pro kazdou kfivku jako seznam popisii.
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Obrazek 6.7: Graf se spojnicemi (vlevo) a bez spojnic (vpravo) pro plot(tan, -Pi .. Pi,
-3 .. 3, discont = true)

linestyle zméni styl vykreslované kiivky (,,SOLID, DOT, DASH, DASHDOT* - nor-
malni, teckovana, ¢arkovand, cerchovand)

resolution nastavuje rozliSeni na ose X. Defaultni hodnota je 200. Vétsi ¢islo vede k
presnéjsi kiivce, ale zvysuje se vypocetni naro¢nost a ¢as spotfebovany pro vykresleni
grafu.

thickness zméni tloustku vykreslované kiivky.

title zobrazi nadpis grafu.

Grafy je mozné i sjednocovat (viz obr. 6.8. Lze toho docilit zaddnim seznamu nebo
mnoziny vyrazu misto vyrazu do definice funkce pfipadné opét zapsidnim pouze tohoto
seznamu nebo mnozZiny vyrazi a pouziti kontextového menu. Parametry pro jednotlivé
kiivky pak zadavame jako seznam parametri:

> plot([cos(x), sin(x)], x=0..Pi, color=[red, blue], thickness=[2, 3]);

Mnohem vice moznosti vSak nabizi prikaz display z baliku plots, ktery dovoluje vlo-
zeni libovolné grafové struktury (naptiklad textplot, implicitplot). Parametry grafu staci
zadat jednou a neni tfeba je zadévat nékolikrat v seznamech jako v pfedchozim ptipadé.
Jeslize jsou nékteré parametry specifické pro jednotlivé grafy, zadavaji se pfi vytvoreni
téchto grafi.

Pro vytvoreni trojrozmérnych grafa lze pouzit funkci plot3d, kterd ma velmi obdobné
parametry jako piikaz plot. Pfiklad vystupu této funkce je zobrazen na obrazku 6.9
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Obrazek 6.8: Graf oblasti plot([cos(x), 4-x"2], x = -2 .. 2, filled = true, color =
([white, blue]), scaling = constrained)

Balik plots

Tento balik obsahuje nékolik dalSich typtu grafu. Pomoci prikazu display je pak umi
vS8echny vykreslit do jednoho jediného grafu. Nasleduje vypis téchto funkci:

fieldplot vytvori graf z pole vektoru
complexplot vytvori graf v komplexnim oboru hodnot
contourplot vytvoii graf véetné jeho vrstevnic

coordplot vytvori graf v jiném systému soufadnic. Dostupné jsou nasledujici systémy:
bipolar, cardioid, cartesian, cassinian, elliptic, hyperbolic, invcassinian, invelliptic,
logarithmic, logcosh, maxwell, parabolic, polar, rose a tangent.

listdensityplot vytvori graf hustoty zadanych hodnot
implicitplot vytvori graf pro funkce zadané v implicitnim tvaru (napf. rovnice elipsy)
listplot vytvori graf ze zadanych bodu a ty spoji

matrixplot vytvori graf ze zadané matice, sloupce a fadky matice jsou povazovany za
jednotku na ose a hodnota v matici je vynesena na osu z.

odeplot vykresluje numerické feSeni funkce dsolve pro feSeni diferencidlnich rovnic
pointplot vytvori graf ze zadanych bodu
polarplot vytvori graf v polarnich souradnicich

polygonplot vytvoii mnohothelnik ze zadanych bodi
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Obrazek 6.9: 3D graf plot3d(sin(x*y), x =-2 .. 2,y = -2 .. 2)

polyhedraplot vytvori mnohostén ze zadanych bodu
spacecurve vytvori trojrozmérnou kfivku

sparsematrixplot vytvoii graf rozlozeni nenulovych hodnot v fidkych maticich. Radky
a sloupce jsou brany jako osy x a y.

surfdata vytvori plochu kfivky ze zadanych bodu
textplot vytvori textovy graf - pouziva se pro pridani textovych popiskd k jinym grafiim
tubeplot vytvofi trubicovy obal okolo zadané ktivky

Pro vétsinu z téchto funkci existuje i varianta pro trojrozmérné grafy - jméno tohoto
ptikazu lze odvodit ptfiddnim ,3d“ za uvedeny nézev.

6.1.8 ReSeni diferencialnich rovnic

Béhem modelovani biologickych problému mame casto potfebu fesit diferencialni rovnici
nebo systém diferencialnich rovnic. Maple poskytuje k feSeni diferencialnich rovnic ptikaz
dsolve a balic¢ek ptikazti DEtools. Ptikaz dsolve obsahuje mnoho volitelnych argumentt,
pomoci kterych vyfesSime rozliéné druhy diferencialnich rovnic. Nyni se omezime na jeho
zékladni pouziti pfi FeSeni jednoduchych diferencidlnich rovnic v obecném tvaru i s poca-
te¢nimi podminkami (Cauchyova poéateéniho problému).

Reseni nehomogenni linearni rovnice prvniho fadu obecné a s piedepsanou pocateéni
podminkou:

> linrov := sin(x)*diff(y(x),x)-cos(x)*y(x)=cos(x):

> dsolve(linrov);

{y(x) =-1 + _C1 sin(x) }
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> dsolve(linrov,y(Pi/2)=0);
y(x) = -1 + sin(x)

Reseni homogenni rovnice druhého ¥adu s piedepsanymi po¢ateénimi podminkami:
> difrov:=diff(y(x),x,x)+diff (y(x),x)-y(x) /x=0:
> dsolve({difrov,y(0)=0,D(y)(0)=1});

y(x) = x

Dalsi specifické mozZznosti a nastaveni parametri lze nalézt v napovédé. Diferencialni
rovnice je mozné fesit interaktivné pomoci piikazu dsolve[interactive].

7Z balicku DEtools jsou velmi uziteéné funkce DEplot, DEplot3d pro vykresleni
FeSeni diferencialni rovnice nebo jejich systému a piikaz odeadvisor pro klasifikaci typu
zadané rovnice, diky kterému mutizeme rozhodnout o metode€ jejitho numerického nebo sym-
bolického FeSeni. K ovéfeni spravného vypoctu slouzi prikaz odetest, jenz na zakladé dvou
parametru (feSeni, zadani) rozhodne, zda je feSeni spravné. Pokud ano, vraci nulovou hod-
notu a v opac¢ném pripadé nenulovou.

6.2 Novinky v Maple 10

6.2.1 Novy format dokumentu

Nova verze Maple 10 obsahuje zcela novy typ dokumentu (viz obr. 6.1), ktery je oznac¢ovan
jako tzv. Rich Technical Dokument (RTD). Systém Maple se stal velmi intuitivni a pomoci
interaktivni kontextové nabidky je uzivatel schopen jen s pomoci zédkladnich pocita¢ovych
dovednosti vytvaret plné interaktivni a komplexni dokumenty, které mohou slouzit do-
konce jako vystup technick§ch aplikaci, popi. jako dokumentace. Zadném obdobny CAS
systém (Mathematica, MathCad, Derive, atd.) takovouto vlastnost neobsahuje a proto je
tedy Maple v tomto ohledu zcela revolucni. Jeho inovace prinasi zlepseni moznosti vy-
uziti celého systému nejen pro pokrocilé uzivatele, ale zejména pro zacinajici studenty.
Tradiéni zapisnik je uzivateltim stale k dispozici, ale neumoznuje jednoduse vytvatret plné
interaktivni dokumenty.

6.2.2 Rozpoznavani symbolu

Dalsi uzite¢nou pomiickou je néstroj pro rozpoznévani symboli (viz obr. 6.2 vpravo). Na
pracovni plose Maple se implicitné zobrazuje v levém sloupci s nastroji. Pokud uzivatel
nemiize nalézt néktery specidlni znak nebo nezné-li jeho ptresny zapis, mize zkusit pomoci
mysi tento znak napsat a potom nechat Maple pokusit se rozpoznat tento znak. Mozné
varianty pak jsou zobrazeny v listé€ pod napsanym textem. Vybrany symbol lze ihned vlozit
do vytvareného dokumentu.

6.2.3 Kontextové menu

Maple provadi uzivatele na kazdém kroku prizpusobenym kontextovym menu. Toto menu
obsahuje vzdy aktualné dostupnou funkcionalitu k danému matematickému objektu. Grafy
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umoznuje upravovat, otacet, ménit souradnice nebo exportovat do ruznych grafickych for-
matht. Diferencidlni rovnice naopak umoznuje fesit symbolicky, interaktivné nebo nume-
ricky, zaroven nabizi export do rtiznych formati. Kontextové menu pro diferencialni rovnici
lze vidét na obrazku 6.2 uprostied.

6.2.4 Nové packages

AudioTools poskytuje nastroje pro ¢teni a zapis do audio formatu wave.

DocumentTools je kolekci ptikazti, které umoziuji programové pristupovat k interak-
tivnim komponentdm v dokumentu.

ImageTools poskytuji pfikazy pro préci s rastrovymi obrazky formatt *.jpeg, *.tiff,
* bmp a pomoci této knihovny lze provadét i zéakladni obrazové operace, jako napf. kon-
voluce apod.

IntegrationTools je balicek piikazii, které umoznuji ziskat jednotlivé ¢asti pocitanych
integrali:

> with(IntegrationTools):

> i:=Int(x*exp(x), x=-5..5);

ff5xe“”d:c
> GetIntegrand(i);
xe®
> GetRange(i);
—5..5

ProcessControl poskytuje piikazy pro tvorbu ruznych statistickych grafia vcéetné vy-
poctt meznich hodnot.

RegularChains Tento balicek je urcen pro feSeni algebraickych rovnic a studium jejich
feseni.

Statistics je vytvoren pro statistické vypocty a obsahuje pfes 35 pfikazti, nahrazuje
puvodni knihovnu stats, ale neni s ni kompatibilni. Tento bali¢ek obsahuje i interaktivni
pruvodce.

Student Tomuto baliku bude vénovana specialni ¢ast. Jedna se o balik pro podporu
vyuky.
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Units jsou urcéeny pro praci s jednotkami. Je mozné pouzivat jednotky SI a FPS. Balik
umi automaticky upravovat jednotky, jak uvadi nasledujici ptiklad:

> with(Units[Standard]):

> delka := 100 Unit(m):

> cas := 5 Unit(s):

> hmotnost := 20 Unit(kg):

> sila := (hmotnost*delka)/cas”2;

80 Unit(N)

Tolerances je urcen pro vypocty s tolerancemi.
> with(Tolerances):
> a:= 2 &+- 0.1;

a := (2.00) =+ (0.100)
> b := 3 &+- 0.05;

b := 3.00 £ 0.0500

> a-b;
5.00 = 0.150
> a*b;
6.00 £+ 0.400
> a"b;
8.13 + 1.48
> sin(a);
0.905 4+ 0.0415
> exp(1/b);

1.40 + 0.00776

Typesetting je urcen zejména pro ovlivnéni sazby v Maple pomoci piikazového radku
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6.3 Student

Systém Maple poskytuje Siroké moznosti pro podporu vyuky matematiky a dale na ni
navazujicich véd. Systém Maple je vhodny pro vyuku matematiky zejména proto, ze ob-
sahuje vizualni nastroje, pomoci kterych je mozné modelovat zakladni matematické pro-
blémy. Pro podporu vyuky je nové vytvoren balik, ktery se jmenuje Student. Obsahuje
nasledujici ¢asti

Calculusl funkce jedné proménné

LinearAlgebra linearni algebra

MultivariateCalculus funkce vice proménnych

Precalculus zakladni matematické problémy

VectorCalculus vektorovy pocet

Vsechny tyto jeho ¢asti obsahuji jak zakladni pfikazy pro znézornéni fundamentalnich
matematickych problémt, tak i interaktivni pruvodce a funkce pro grafické znazornovani
téchto problémii.Kazda tato ¢ast ma tedy nésledujici podcéasti:

vizualizace Piikazy urcené pro grafické znazornovani matematickych problémt, které
jsou urceny pro lepsi pochopeni dané problematiky, jsou zakladem této knihovny.
Tyto pfikazy maji obvykle graficky vystup, ale je mozné pomoci parametru output
tento vystup zménit (u nékterych prikazii toto nelze). Vice informaci je k dispozici
v napovédé systému Maple, kde 1ze nalézt také dokument s priklady pro tuto c¢ast
knihovny.

interaktivni pravodci KaZda knihovna jich obsahuje nékolik. Jsou postaveny na tech-
nologii Maplett. Jejich funkénost lze odvodit z jejich nazva, které vystizné popisuji
FeSeny problém.

vypoc¢ty krok za krokem Jde o systém, ktery je v uréitych pfipadech schopen poméhat
studenttim pri feseni jejich problémt. V napovédé je k dispozici ukazkovy soubor pro
aplikaci téchto prikaza: Clear, GetMessage, GetNumProblems, GetProblem, Hint,
Rule, Show, ShowIncomplete, ShowSteps, Understand, Undo, WhatProblem. Pokud
jde o jejich pouziti, je velmi jednoduché a staci se jen podivat do napovédy systému
Maple.

ostatni prikazy Dalsi ptikazy, které lze vyuzit v souvislosti s obsahem dané knihovny.

6.4 Priklad vyuziti Maple k odhadu parametri

Jako priklad pouzijeme odhad parametri pomoci metody nejmensich étvercii. Metoda
nejmensich ¢tverci (angl. Least squares) je jedna z ¢asto vyuzivanych metod pro nalezeni
aproximacni funkce pro dand empiricky zjisténa data. Naméfend data mohou obsahovat
chyby a proto nedokaZeme nalézt kiivku, ktera by presné kopirovala tato data a méla
nami pozadovany tvar!. Nagim cilem tedy je prolozit témito daty k¥ivku, kterd bude co

!Timto tvarem je myslena jednoducha kiivka. Kazdou mnozinou bodii lze prolozit kiivku, kterd prochézi
vSemi body - tato kiivka je interpola¢ni polynom.
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nejvérnéji kopirovat naméfend data a minimalizuje tak odchylku od nich.

Pro kazdy bod X = [z;,y;] uréime vzdélenost jeho funkéni hodnoty F'(z;) od hodnoty
y;- Tento diferencial by mohl nabyvat kladnych a zapornych hodnot a vysledna hodnota
by tak nebyla vypovidajici, proto se tento diferencidl umocnuje na druhou, ¢imz se zba-
vime tohoto nedostatku. Suma téchto druhych mocnin diferencidlu uréuje presnost ziskané
krivky. Jak je z ndazvu patrné budeme hledat minimalni hodnotu. Tuto metodu lze pouzit i
pro vicerozmérna data, my se vSak omezime pouze na dvourozmérny vypocet. Proklddana
ki¥ivka muzZe byt linedrni nebo nelinedrni. V pfipadé hledani linedrni kfivky (pfimky) je
realném prostiedi.

Obrézek 6.10 zobrazuje naméfena data a kfivku nalezenou pomoci metody nejmensich

¢tverc.
1.0% X 1.05 ..
D.?Eé ..... D.?Sé aaaaa
n.sé - 0.55 o
D.ES; ﬂﬂﬂﬂﬂﬂﬂﬂ D.25§
D.DE|,’|||||||||||||||||||||| U.Uf|+||||||||||||||||||||||
-_(' L 25 a0 75 100 '_E‘ L 25 a0 74 100

Obrazek 6.10: Vlevo: naméfend data, vpravo: kiivka ziskand pomoci metody nejmensich
Ctverct

Za ptredpokladu, kdy zname rovnici kfivky a potfebujeme znat pouze reseni parametra
se opét jednd o jednoduchy priklad. Co tedy délat pokud nezndme ani rovnici kiivky. V
tomto piipadé je vhodné uvazovat néjaky polynom. Z praktickych vypoctl se ukazalo, ze
nejvhodnéjsim polynomem je polynom stupné 6 pripadné 7. Polynom vyssich stupnt muize
vést k ziskani kiivky podobné interpola¢nimu polynomu, kterd neni vyhovujici.

Jak tedy postupovat v Maple si ukdzeme na nasledujicim ptikladu:

Nejprve ziskdme naméiena data. V nasem piipadé si vygenerujeme ,ndhodna“ data?
Tato data lze pozorovat na obrazku 6.10 vlevo.

> X:=[$0..120]:

> N:=nops(X):

> Y:=map(u — > evalf(sin(u/60)-+sin(35.7*u) /5, 4), X);

Y := [0., -.1652, .1844, .1064, -.1314, .1913, .2080, -0.815¢-1, .1891, .3006, -0.160e-1,
1821, .3807, 0.640e-1, .1746, .4454, .1556, .1711, .4934, .2554, .1758, .5247, .3589, .1919,
5403, .4614, 2219, .5427, .5584, .2671, .5353, .6773, .3085, .5421, .7318, .4815, .5460,

2Jak je patrné nejedné se o ndhodné data, ale o data vytvofend se zamérnou chybou ze zadané k¥ivky.
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7781, 5584, .5510, .8163, .6350, .5554, .8460, .7098, .5612, .8676, .7815, .5242, .8814,

8490, .5710, .8882, .9108, .6220, .6969, .9659, .6768, .6956, 1.013, .7342, .6968, 1.052,

7932, 7011, 1.083, .8525, .7091, .9929, .9111, .7215, .9781, .9673, .7383, .9594, 1.145,

7597, .9377, 1.164, .7854, .9143, 1.173, .8150, .8904, 1.173, .8478, .8672, 1.165, 1.074,

8459, 1.148, 1.110, .8273, 1.123, 1.140, .8408, 1.092, 1.163, .8641, 1.054, 1.178, .8894,

1.013, 1.184, .9160, .9680, 1.181, .9425, .7830, 1.168, .9676, .7627, 1.146, .9905, .7467,
19530, 1.009, .7353, .8977, 1.024, .7282]

Dale si musime vytvorit obecny tvar nami pozadovaného polynomu stupné 6.
> n:=6:
> F:=unapply(sum(a[i]*x"i, i=0..n), x);

F:=2x—a+ax+ a2x2 + a3x3 + a4:r34 + a5:r:5 + a6x6

A vytvofime si pole vSech proménnych sloZek:
> Var:={seq(a[j], j=0..n)};

Var := {ao,a1,a2,a3,a4,a5,a6}

Samotné feseni pak spociva v provedeni nasledujicich kroki, kdy provedeme tyto ope-
race:

Vypocitame si sumu druhych mocnin diferenciali:

> q:=expand(sum((Y[i]-F(X[i])) "2, i=1..N)):

Dale provedeme derivaci podle kazdé proménné:

> Eq:=map(u — > diff(q, u), Var):

A vyfteSime:

> Sol:=solve(Eq, Var);

Sol := {ag = 1.992299970 - 10712 a5 = —1.170662919 - 1072, a4 = 2.210692171 - 10~7, a3z =
—0.00001807107103, as = 0.0005584109188, a; = 0.01121230479, ay = 0.001485715047}

Na zavér provedeme pouze substituci vyfesenych parametrit do zvoleného polynomu:
> Fv:=subs(Sol, F(x));

Fv := 0.001485715047 + 0.01121230479 = + 0.0005584109188 22 — 0.00001807107103 z* +
0.0000002210692171 2* — 0.000000001170662919 z° + 1.992299970 x 1012 26

Kiivku ziskanou metodou nejmensich ¢tvercti pro vstupni data lze pozorovat na ob-
razku 6.10 vpravo.

Obrazek 6.11 ukazuje nékolik druht kiivek pro polynomy rizného stupné (7, 12, 14).
Jak je z obrazku patrné polynom stupné 14 jiz porusuje nasi predstavu tvaru prokladané
kiivky.
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0.5
1.6 — Folynom stupné ¢
i Folynom stupné 14
-2.4 . -
experimentalni data
— Faolynom stupné 12
-3.24 ! P

Obrazek 6.11: Porovnani nékolika ktivek ziskanych metodou nejmensich ¢tvercta



Priloha A

Elektronické zdroje

A.1 Ceské

A.1.1 Encyklopedie

http://cs.wikipedia.org/
http://www.mozek.cz/
http://www.vseved.cz/
http://www.cojeco.cz/
http://www.navajo.cz/
http://encyklopedie.seznam.cz/
http://www.cojeco.cz/
http://www.coto.je/

A.1.2 Vyhledavace

http://www.portalstm.cz/
http://www.medvik.cz/medvik/

A.1.3 Specializované weby o biologii a mediciné

http://www.gate2biotech.com/cz/
http://www.mediclub.cz/

A.2 Anglické

A.2.1 Encyklopedie
Obecné

http://www.wikipedia.org/
http://encarta.msn.com/
http://www.britannica.com/
http://www.answers.com/
http://www.thefreedictionary.com/

7
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http://acronyms.thefreedictionary.com/
http://www.encyclopedia.com/
http://www.about.com/
http://www.questia.com/

Technické

http://www.techweb.com/encyclopedia/
http://whatis.techtarget.com/

Matematické

http://www.mathacademy.com/pr/prime/index.asp
http://mathworld.wolfram.com/
http://planetmath.org/encyclopedia/
http://math.about.com/
http://www.math.com/

Specializované weby o biologii a medicinu

http://www.biology-online.org/
http://users.rcn.com/jkimball.ma.ultranet/BiologyPages/
http://biology.about.com/
http://mrb.niddk.nih.gov/sherman/gallery/ - galerie modelu
http://www.ncbi.nlm.nih.gov/entrez/

A.2.2 Vyhledavace a rozcestniky

http://scholar.google.com/
http://www.scirus.com/
http://www.sc.edu/library/science/sciref.html
http://www.healthlinks.net/

A.2.3 Vyhledani definice

http://www.google.com/search?q=define:
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