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Abstrakt prednasky

Abstrakt
V této kapitole sa seznamime s pojmem baze vektorového
prostoru.
To ndm umozni ve vektorovych prostorech zavést souradnice.

Dale budeme definovat dimenzi vektorového prostoru a
odvodime si nékteré jeho zakladni vlastnosti.

V nasledujici kapitole si potom mimo jiné dokazeme, ze
dimenze je zakladni strukturni invariant tzv. konecne
rozmernych vektorovych prostord.
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Steinitzova véta |

Véta (Steinitzova véeta)

Necht uy,...,u,, V1,...,Vym € V. Jsou-li vektory uy, ..., u,

linedrné nezévislé a vsechny patri do linedrniho obalu [v1, ..., vn],
pak n < m.
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Tvrzeni
Pro libovolny vektorovy prostor V' jsou nasledujici podminky
ekvivalentni:

(i) existuje kone¢nd mnozina X C V tak, ze [X] = V;

(ii) kazda linearné nezavisla mnozina Y C V je konecna.
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Rikame, Ze vektorovy prostor V' je konecné rozmérny (konecné
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Rikame, Ze vektorovy prostor V' je konecné rozmérny (konecné
dimenzionalni), pokud spliuje nékterou (tedy nutné obg)
z ekvivalentnich podminek (i), (ii) pravé dokazaného tvrzeni.

V opacném pripadé fikame, ze V je nekonecné rozmerny
(nekonecné dimenzionalni) vektorovy prostor.



Baze a dimenze |

Necht V je konecné rozmérny vektorovy prostor.



Baze a dimenze |

Necht V je konecné rozmérny vektorovy prostor.

Bazi prostoru V' nazyvame kazdou linearné nezavislou usporadanou
n-tici (ug,...,u,) vektort z V, ktera generuje cely prostor V.



Baze a dimenze |

Necht V je konecné rozmérny vektorovy prostor.

Bazi prostoru V nazyvame kazdou linearné nezavislou usporadanou
n-tici (ug,...,u,) vektort z V, ktera generuje cely prostor V.

Rikame pak, ze vektory uq, ..., u, tvofi bazi prostoru V.
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Nasledujici tvrzeni je disledkem véty 4.4.4.

Tvrzeni

Necht' V je koneéné rozmérny vektorovy prostor. Potom

(a) libovolnou linedrné nezavislou usporadanou k-tici (uy, ..., ux)
vektord z V. miizeme doplnit do néjaké baze
(ug,...,Ux,...,u,) prostoru V;

(b) z libovolné generujici usporadané m-tice (v1,...,vn) vektori

z V' miizeme vybrat néjakou bazi (vi,...,v;,) prostoru V.
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Baze a dimenze Il

Véta

Necht V je konecné rozmérny vektorovy prostor. Potom

(a) V ma alespon jednu bazi;

(b) libovolné dvé baze prostoru V' -maji stejny pocet prvki.
Pravé dokazana véta nam umoziuje korektné definovat dimenzi

nebo téz rozmer konecné rozmérného vektorového prostoru V jako
pocet prvkil jeho libovolné baze.

Dimenzi vektorového prostoru V' znaéime dimV/ .
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Baze a dimenze |V

Pokud dimV = n, fikame, ze V je n-rozmérny vektorovy prostor.
Pokud V je nekoneéné rozmérny prostor, klademe dimV = oc.

V pripadé, ze bude potfebné zdaraznit tlohu Eiselného télesa K,
budeme pouzivat podrobnéjsi oznaceni dimy V.

Tedy V je konecné rozmérny pravé tehdy, kdyz dimV < oc.
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Baze a dimenze V

Tvrzeni
Necht dimV = n, v1,...,v, € V. Potom libovolné dvé
z nasledujicich podminek implikuji treti:
(i) vektory vi,...,Vm jsou linedrné nezavislé;
(i) [vi,. . vm] = V;
(iii)) m = n.
To kromé jiného znamena, Ze na ovéreni, zda n vektorli vy, ...,v,

tvori bazi n-rozmérného vektorového prostoru V/, staci ovérit jen
jednu (a to libovolnou) z podminek (i), (ii).
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Nasledujici véta je specialnim pripadem véty z predchozi kapitoly o
linearni nezavislosti.

Véta

Vektory uy, ..., u, tvofi bazi vektorového prostoru V' pravé tehdy,
kdyz kazdy vektor x € V. mizeme jednoznacné vyjadrit ve tvaru
linearni kombinace x = ciuy + ... + cpu,.
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Souradnice vektoru |l

Existence aspon jednoho vyjadreni x = cju; + ...+ cyu, je
ekvivalentni s podminkou, ze vektory uy,...,u, generuji V.

Jednoznacnost tohoto vyjadreni je zase ekvivalentni s linearni
nezavislosti vektoréi uy, ..., u,.

Tedy o = (uy,...,u,) je bazi V tehdy a jen tehdy, kdyz pro kazdé
x € V existuje pravé jedno ¢ = (c1,...,c,) " € K" tak, ze

X=cu; +...+cpu, = -cC.
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Souradnice vektoru |1

Uvédomme si, ze

x=a-c=(ug,...

,U,—,)'

al

Cn



Souradnice vektoru IV

Tento jednoznacné urceny sloupcovy vektor c € K" budeme
nazyvat souradnice vektoru x vzhledem na bazi o



Souradnice vektoru IV

Tento jednoznacné urceny sloupcovy vektor c € K" budeme
nazyvat souradnice vektoru x vzhledem na bazi o a oznacovat

c = (X)a-

Tedy kazda baze a v n-rozmérném vektorovém prostoru V' definuje
souradnicové zobrazeni x — (x)o z V do sloupcového
vektorového prostoru K".
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Tvrzeni

Necht o« = (u1, ..., u,) je baze konecné rozmérného vektorového
prostoru V.

Potom prislusné souradnicové zobrazeni (—)q : V — K" je
bijektivni a zachovava linearni kombinace,

t.j. pro libovolna a, b € K, x,y € V plati

(ax + by)a = a(X)a + b(Y)a-



Souradnice vektoru V

Tvrzeni

Necht o« = (u1, ..., u,) je baze konecné rozmérného vektorového
prostoru V.

Potom prislusné souradnicové zobrazeni (—)q : V — K" je
bijektivni a zachovava linearni kombinace,

t.j. pro libovolna a, b € K, x,y € V plati
(ax + by)a = a(X)a + b(y)a-

K nému inverzni zobrazeni ()3t : K" — V je dané predpisem
C— a-C.
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Zejména tedy pro libovolné x € V, c € K" plati

X=a:(X)a, (a-c)a=c.

Prvni rovnost ukazuje, jak je mozno vektor x zrekonstruovat z dané
baze a a jeho soufadnic (x)q v této bazi;

druha, ze soufadnice linearni kombinace 7 ; ciui = a - ¢ v bazi
a = (uy,...,u,) tvoii pravé vektor (cp,...,c,)".
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Souradnice vektoru VII

Takto zavedené souradnice mizeme nazvat sloupcovymi
souradnicemi vzhledem k dané bazi.

Podobnym zpiisobem miizeme zavést i radkové souradnice a
dokazat pro né analogicka tvrzeni jako pro sloupcové.
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Priklad
Oznaéme egn) = s;(l,) € K" sloupcovy vektor skladajici ze samych
nul, mimo i-té slozky, ktera je 1.
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Priklad
Oznaéme egn) = s;(l,) € K" sloupcovy vektor skladajici ze samych
nul, mimo i-té slozky, ktera je 1.

Potom (M = (e(ln), - ,eg,")) Jje baze sloupcového vektorového

prostoru K".
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Priklad
Oznaéme ef") = s;(l,) € K" sloupcovy vektor skladajici ze samych
nul, mimo i-té slozky, ktera je 1.

Potom (M = (e(ln), - ,eg,")) Jje baze sloupcového vektorového
prostoru K".

Nazyvame ji kanonickou bazi tohoto prostoru. Miizeme ji
ztotoznit s jednotkovou matici l,,.
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Souradnice vektoru IX

Obcas budeme horni index (n) vynechavat a prislusnou bazi
oznacovat strucné € = (eq,...,ep).

Pro libovolny vektor x = (xi,...,x,)" € K" plati
X = x1€1 + ...+ Xp€n,

proto (x)e = X,

t.j. kazdy vektor x € K" splyva se svymi vlastnimi souradnicemi
v kanonické bazi.
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Kanonicka baze radkového vektorového prostoru K" je tvorena
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skladajici se ze samych nul, mimo i-té pozice, na které je 1.



Souradnice vektoru X

Kanonicka baze radkového vektorového prostoru K" je tvorena

radky jednotkové matice |, a znacime ji stejné jako v predchazejicim
piipadé (") = (eg"), . ,es,")) T hebo struéné e = (e1,...,en)7,
s tim rozdilem, ze (") = ¢ je sloupec vektorii a kazdé e; je Fadek

skladajici se ze samych nul, mimo i-té pozice, na které je 1.

Véta
Pro libovolné n € N plati dim K" = n.



Souradnice vektoru X

Priklad

Sloupce matice

= =
O = = =

[ RN
O O o

tvori bazi o sloupcového vektorového prostoru K*.



Souradnice vektoru XI|

Souradnice vektoru x = (x1, X2, x3,x3) " € K" v bazi a jsou dané
vztahem

(X = (xa,X3 — Xa, X2 — X3, X1 — X2) "



Souradnice vektoru XI|

Souradnice vektoru x = (x1, X2, x3,x3) " € K" v bazi a jsou dané

vztahem
(X = (xa,X3 — Xa, X2 — X3, X1 — X2) " .
Plati totiz
X1 1 1
X: 1 1
S Y B A C Rl I s
X4 1 0
1 1
(x2 — x3) é + (x1 — x2) 8
0 0



Souradnice vektoru XIlII

Priklad
Necht m,n € N. Pro libovolné 1 < k < m, 1 <[ < n oznaéme

ES(',”’") = Ey = (0jk6j1)mxn matici typu m x n nad télesem K, ktera

sestava ze samych nul, kromé pozice (k, 1), na které je 1.



Souradnice vektoru XIlII

Priklad

Necht m,n € N. Pro libovolné 1 < k < m, 1 <[ < n oznaéme
ES(',”’") = Ey = (0jk6j1)mxn matici typu m x n nad télesem K, ktera
sestava ze samych nul, kromé pozice (k, 1), na které je 1.

Zrejmé kazdou matici A = (ay) € K™*" lze jednoznacné vyjadrit

ve tvaru
m n

A= ZZ ak,Ek/.

k=1 I=1



Souradnice vektoru XIV

Z toho vyplyva, ze matice ES(',”’"), 1< k<m,1</<n, tvori bazi
vektorového prostoru K™*" vsech matic typu m x n nad télesem K.
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Souradnice vektoru XIV

Z toho vyplyva, ze matice ES(',”’"), 1< k<m,1</<n, tvori bazi

vektorového prostoru K™*" vsech matic typu m x n nad télesem K.
Specialnim pripadem je kanonicka baze (" v prostoru K”.

Dostavame tak vztah:

dim K™*" = mn.
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Dimenze souctu a soucinu |

Véta
Necht S, T C V jsou koneéné rozmérné linearni podprostory
vektorového prostoru V.

Potom

dim(S+ T) =dimS + dim7 — dim(SN T).
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Diisledek
Necht' S, T jsou koneéné rozmérné linedrni podprostory
vektorového prostoru V.



Dimenze souctu a soucinu |l

Diisledek
Necht' S, T jsou koneéné rozmérné linedrni podprostory
vektorového prostoru V.

Potom SN'T = {0}, t.j. soucet S+ T je direktni pravé tehdy, kdyz

dim(S + T) = dimS + dim T.



Dimenze souc¢tu a soucinu |l

Tvrzeni
Nech't V, W jsou konecné rozmérné vektorové prostory nad K.



Dimenze souctu a soucinu Il

Tvrzeni
Nech't V, W jsou konecné rozmérné vektorové prostory nad K.

Potom pro dimenzi jejich primého soucinu plati

dim(V x W) = dimV + dimW.
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