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Abstrakt prednasky

V této kapitole zavedeme determinanty Ctvercovych matic
libovolného rozmeéru n x n nad pevnym télesem K, fekneme si
jejich zakladni vlastnosti a nau¢ime se je vypocitat véetné
prikladu jejich aplikace.



Abstrakt prednasky

V této kapitole zavedeme determinanty Ctvercovych matic
libovolného rozmeéru n x n nad pevnym télesem K, fekneme si
jejich zakladni vlastnosti a nau¢ime se je vypocitat véetné
prikladu jejich aplikace.

V celé kapitole K oznacuje pevné téleso, m, n jsou pfirozena
Cisla.
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Permutace |

Necht X je libovolna mnozina. Permutaci mnoziny X
rozumime libovolné bijektivni zobrazeni o : X — X.

MnozZinu vSech permutaci mnoziny X znacime S(X).



Permutace Il

Je-li X kone¢na mnozina, tak pocet prvki mnoziny S(X) je
dany znamym vztahem
#S(X) = (#X)!,

kde n! =1-2-.... nje faktorial pfirozeného Cisla n (pfitom
ol =11=1).



Permutace Il

Transformace f : X — X konecné mnoziny X je injektivni
pravé tehdy, kdyz je surjektivni.
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praveé tehdy, kdyz je surjektivni.

Protoze sloZeni o o 7 dvou permutaci o, 7 € S(X) davéa opét
permutaci mnoziny X, kompozice o je asociativni binarni
operace na mnoziné S(X) a idx je jeji neutralni prvek.



Permutace Il

Transformace f : X — X konecné mnoziny X je injektivni
praveé tehdy, kdyz je surjektivni.

Protoze sloZeni o o 7 dvou permutaci o, 7 € S(X) davéa opét
permutaci mnoziny X, kompozice o je asociativni binarni
operace na mnoziné S(X) a idx je jeji neutralni prvek.

Snadno se muzeme presvédcit, ze — mimo pfipad, kdyz
# X < 2, — tato operace neni komutativni.



Permutace IV

Pro X ={1,2,...,n} misto S(X) piSeme S.



Permutace IV

Pro X ={1,2,...,n} misto S(X) piSeme S.

Permutaci ¢ € S, obvykle zapisujeme ve tvaru

“—(oa)aé)f:a&))



Permutace V

Prvky mnoziny S, t.j. permutace mnoziny {1,2, 3}, si mizeme
predstavit jako symetrie rovnostranného trojahelnika s vrcholy
oznacenymi Cisly 1, 2, 3.
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Permutace V

Prvky mnoziny S, t.j. permutace mnoziny {1,2, 3}, si mizeme
predstavit jako symetrie rovnostranného trojahelnika s vrcholy
oznacenymi Cisly 1, 2, 3.

Oznacme si identickou permutaci této mnoziny jako ¢,

v v v

otoCeni kolem tézisté trojuhelnika proti sméru resp. ve sméru
hodinovych ruci¢ek o uhel /3 jako o resp. o,

a osovou soumernost podle osy prochazejici i-tym vrcholem a
stfedem protilehlé strany jako o;, proi =1, 2, 3.



Permutace VI

Mnozina permutaci S3 se bude skladat z permutaci

(123 (123
L_<123>’ Q‘<231>’
4 (123 (123
¢ _<312>"’1_<132>’

12 3 (123
"2:<321>"’3_<213>‘



Permutace VII




Permutace VIlII

Multiplikativni tabulka binarni operace o na mnoziné S3 ma
nasledujici tvar:

0 0 |© 03 | 01 | 02
oo v | 0|02 03] oy
o1 |01 |02 | 03| L o o
o2 | oo os | a1 [0 ¢ 0




Permutace IX

Permutaci o € S(X) nazyvame transpozici, pokud existuji
x,ye Xtak,ze x #y,o(x)=y,0(y) =xao(z) =z pro
kazdé z € X ~ {x,y}.
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Permutace IX

Permutaci o € S(X) nazyvame transpozici, pokud existuji
x,ye Xtak,ze x #y,o(x)=y,0(y) =xao(z) =z pro
kazdé z € X ~ {x,y}.

Jinak fe€eno, transpozice je vyména dvou prvkd mnoziny X.
Ziejme o4, 02,03 € S3 jsou transpozice.

Z nazoru je zfejmé, ze kazdou permutaci o kone¢né mnoziny X
muzeme obdrzet postupnymi vyménami dvojic prvkd, je tedy
kazda takovato permutace je kompozici transpozic.



Permutace X

Tento rozklad na transpozice neni jednoznacny:



Permutace X

Tento rozklad na transpozice neni jednoznacny:
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Permutace X

Tento rozklad na transpozice neni jednoznacny:
napr. . € S3 mizeme vyjadrit jako ¢, t.j. kompozici 0 transpozic,
a rovnéz jakozto

L= 01001 = 02002 = 03003,

t.j. alespon tfemi dalSimi moznostmi jakozto kompozici dvou
transpozic.



Permutace XI

Délkou permutace o kone¢né mnoziny X nazveme nejmensi
pocCet transpozic, na jejichz kompozici mizeme o rozlozit, a
oznacime ji |o|.



Permutace XI

Délkou permutace o kone¢né mnoziny X nazveme nejmensi
pocCet transpozic, na jejichz kompozici mizeme o rozlozit, a
oznacime ji |o|.

Samotna délka |o| neni ve skuteCnosti dulezita, vyznam ma
pouze parita tohoto &isla, t.j. vlastné vyraz sgno = (—1)l°l,
ktery nazyvame znaménkem permutace o.



Permutace XlI

Permutace o kone¢né mnoziny X sa nazyva suda resp. licha,
je-li Cislo |o| sudé resp. liché, t.j. pokud jeji znak je 1 resp. —1.



Permutace XlI

Permutace o kone¢né mnoziny X sa nazyva suda resp. licha,
je-li Cislo |o| sudé resp. liché, t.j. pokud jeji znak je 1 resp. —1.

Z nasledujici véty vyplyva, ze pfi urCovani znaménka
permutace o muzeme pouzit jeji libovolny rozklad na
transpozice o = 11 o ... o 7x @ nemusime sa starat o to, zda
tento rozklad je skute¢né nejkratsi



Permutace XlI

Permutace o kone¢né mnoziny X sa nazyva suda resp. licha,
je-li Cislo |o| sudé resp. liché, t.j. pokud jeji znak je 1 resp. —1.
Z nasledujici véty vyplyva, ze pfi urCovani znaménka
permutace o muzeme pouzit jeji libovolny rozklad na

transpozice o = 71 o ... o 7¢ @ nemusime sa starat o to, zda
tento rozklad je skute¢né nejkratsi

— pro libovolny takovyto rozklad totiz plati

(=1} = (1)~



Permutace XllII

Véta
Necht X je kone¢na mnozina. Potom pro libovolné o, € S(X)
plati

(=1)leeml = (=1)lel. (=1)Il.



Permutace XllI

Véta
Necht X je kone¢na mnozina. Potom pro libovolné o, € S(X)
plati

(=1)leeml = (=1)lel. (=1)Il.

Clen o(j) — o (i) je zaporny pravé tehdy, kdyz i < ja o (i) > o(j),
— kazdou takovouto dvoijici (i, j) nazyvame inverzi permutace
o.



Orientovany objem a MAF |

Orientovany objem a multilinearni alternujici funkce

Otazka: Jak vypadaji vzorce pro plosny obsah rovnobézniku
v roviné v R?, jehoZ dvé sousedni strany tvofi vektory
u= (U17U2)T, vV =(w, V2)T?



Orientovany objem a MAF I

Otazka: Jak vypadaji vzorce pro objem rovnobéznosténu
v prostoru R3, jehoz tfi sousedni hrany tvofi vektory
u=(u, U, u3)7,v=_vi,v2,v3)", W= (wy, wp, w3)"?
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Otazka: Jak vypadaji vzorce pro objem rovnobéznosténu
v prostoru R3, jehoz tfi sousedni hrany tvofi vektory
u=(u, U, u3)7,v=_vi,v2,v3)", W= (wy, wp, w3)"?

Ujasnime si vlastnosti takovychto vzorcu. Uvidime, ze tyto
vlastnosti uz jednoznacné (az na volbu jednotkového obsahu Ci
objemu) urCuji hledané vzorce nejen v roviné Ci v tfirozmérném
prostoru.



Orientovany objem a MAF I

Otazka: Jak vypadaji vzorce pro objem rovnobéznosténu
v prostoru R3, jehoz tfi sousedni hrany tvofi vektory
u=(u, U, u3)7,v=_vi,v2,v3)", W= (wy, wp, w3)"?

Ujasnime si vlastnosti takovychto vzorcu. Uvidime, ze tyto
vlastnosti uz jednoznacné (az na volbu jednotkového obsahu Ci
objemu) urCuji hledané vzorce nejen v roviné Ci v tfirozmérném
prostoru.

Zobecnime je na n-rozmérné vektorové prostory K" nad
libovolnym télesem K.



Orientovany objem a MAF IlI

Oznacme P(X) obsah rovinného utvaru X.
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Oznacme P(X) obsah rovinného utvaru X.

Ziejmé P(X) je vzdy nezaporné redlné Cislo a pro shodné
atvary X, Y plati P(X) = P(Y).

Obsabh je navic aditivni funkce, t.j. pro Utvary X, Y takové, ze
P(XNY)=0, plati

P(XUY)=P(X)+ P(Y).



Orientovany objem a MAF Il

Oznacme P(X) obsah rovinného utvaru X.

Ziejmé P(X) je vzdy nezaporné redlné Cislo a pro shodné
atvary X, Y plati P(X) = P(Y).

Obsabh je navic aditivni funkce, t.j. pro Utvary X, Y takové, ze
P(XNY)=0, plati

P(XUY)=P(X)+ P(Y).

Konecéné, P(X) = 0 pro libovolnou UsecCku X.



Orientovany objem a MAF IV

Obsah rovnobéZnika {au + bv; a, b € (0, 1)} urCeného vektory
u,v € R? budeme znagdit P(u, v).



Orientovany objem a MAF IV

Obsah rovnobéZnika {au + bv; a, b € (0, 1)} urCeného vektory
u,v € R? budeme znagdit P(u, v).

Plati pak rovnosti
P(u,v) = P(v,u),  P(cu,v)=|c|P(u,v)

pro libovolné u,v € R?, ¢ € Z.



Orientovany objem a MAF V

Situace pro ¢ = 3 je znazornéna na nasledujicim obrazku.
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Situace pro ¢ = 3 je znazornéna na nasledujicim obrazku.




Orientovany objem a MAF V

Situace pro ¢ = 3 je znazornéna na nasledujicim obrazku.

u 3u

Platnost druhé rovnosti pro vSechna ¢ € Q plyne z platnosti pro
vSechna n € N a m € Z. Platnost pre vSechna ¢ € R plyne ze
spojitosti obsahu.



Orientovany objem a MAF VI

Uvazme nésledujici dva obrazky.



Orientovany objem a MAF VI

Uvazme nésledujici dva obrazky.




Orientovany objem a MAF VII

V prvnim pfipadé urcuji vektory x +y, v rov-
nobéznik OABC, vektory y, v rovnobéznik
ODEC a rovnobéznik vektort x, v je shodny
s rovnobéznikem DABE.




Orientovany objem a MAF VII

V prvnim pfipadé urcuji vektory x +y, v rov-
nobéznik OABC, vektory y, v rovnobéznik
ODEC a rovnobéznik vektort x, v je shodny
s rovnobéznikem DABE.

Ze shodnosti trojuhelniki OAD, CBE potom na zakladé
uvedenych vlastnosti obsahu vyplyva rovnost

P(x+y,v) = P(x,v) + P(y, V)



Orientovany objem a MAF VIII

V druhém ptipadé urcuji vektory x, v rovno-
béznik OABC, vektory X + Yy, Vv rovnobéznik
ODEC a rovnobéznik vektor( y, v je shodny
s rovnobéznikem DABE.




Orientovany objem a MAF VIII

V druhém ptipadé urcuji vektory x, v rovno-
béznik OABC, vektory X + Yy, Vv rovnobéznik
ODEC a rovnobéznik vektor( y, v je shodny
s rovnobéznikem DABE.

Ze shodnosti trojuhelniki ODA, CEB vyplyva
P(x,v) = P(x+y,v)+ P(y,v), tedy

P(x+vy,v) =P(x,v) — P(y,v),

coZ je nepfijemné prekvapeni, urcité bychome dali pfednost
stejnému vzorci.



Orientovany objem a MAF IX

VSimnéme si vSak, ze krat§i otoCeni vektoru y do vektoru v je
orientované proti krat§im otocenim vektort x i x +y do vektoru
V.



Orientovany objem a MAF IX

VSimnéme si vSak, ze krat§i otoCeni vektoru y do vektoru v je
orientované proti krat§im otocenim vektort x i x +y do vektoru
V.

V druhém pripadé by sa nam proto hodilo, aby obsah
rovnobéznika ur¢eného vektory y, v mél z tohoto divodu
opacné znaménko nez obsahy rovnobéznikl pfislusejicich
vektorim X, v resp. X + Y, V.



Orientovany objem a MAF X

Tento cil mizeme dosahnou, pokud misto ploSného obsahu
vektorovych rovnobézniki budeme uvazovat jejich orientovany
plosny obsah, ktery méni znaménko zaménou poradi dvou
vektoru, tedy muze nabyvat i zaporné hodnoty.
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plosny obsah, ktery méni znaménko zaménou poradi dvou
vektoru, tedy muze nabyvat i zaporné hodnoty.

Puvodni nezaporny plosny obsah potom dostaneme jako
absolutni hodnotu orientovaného obsahu.



Orientovany objem a MAF X

Tento cil mizeme dosahnou, pokud misto ploSného obsahu
vektorovych rovnobézniki budeme uvazovat jejich orientovany
plosny obsah, ktery méni znaménko zaménou poradi dvou
vektoru, tedy muze nabyvat i zaporné hodnoty.

Puvodni nezaporny plosny obsah potom dostaneme jako
absolutni hodnotu orientovaného obsahu.

Tento pfistup ndm navic umozni zbavit se absolutni hodnoty
v rovnosti P(cu, V) = |c|P(u, V).



Orientovany objem a MAF Xl

Pokud nahradime realna Cisla libovolnym télesem K,
provedené Uvahy nas pfivadi k nasledujicim definicim.
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(a) n-linearni nebo téz multilinearni,



Orientovany objem a MAF Xl

Pokud nahradime realna Cisla libovolnym télesem K,
provedené Uvahy nas privadi k nasledujicim definicim.

Necht V je vektorovy prostor nad télesem Ka1 < ne N.
Rikame, ze zobrazeni F : V" — K je
(a) n-linearni nebo téz multilinearni,

pokud pro kazdé 1 < j < n a libovolné vektory

U,...,Ui_1,Ujq,...,Uy € V pfitazeni

X— F(uq,...,uji_1,X, U q,...,Up)



Orientovany objem a MAF XII

definuje linearni zobrazeni V — K, t.j. pro v8echna
x,y eV, abe K plati

F(uy,...,uj_q,ax+ by, Uj q,...,Up)
=aF(uq,...,Uj_1,X,Ujq,...,Up)
+ bF(uy,...,Uji_1,Y,Uj4q,...,Up);



Orientovany objem a MAF XIllI

(b) antisymetrické, pokud pro vSechna1 <i<j<na
vSechny vektory u4,...,u, € V plati

F(uy,...,u;,...,uj,...,Up) =

—F(uq,... U U0, Up).



Orientovany objem a MAF XIV

(c) alternujici, pokud pro vSechna 1 < i < j < na vSechny
vektory uq,...,u, € V z podminky u; = u; vyplyva

F(uy,...,u;,...,u;...,up) =0.



Orientovany objem a MAF XV

Lemma
Necht F : V" — K je libovolné zobrazeni, K téleso, V
vektorovy prostor nad K.

(a) Je-licharK # 2 a F je antisymetrické, tak F je alternujici.
(b) Je-li F je multilinearni a alternujici, je F je antisymetricke.



Orientovany objem a MAF XVI

Lemma
Necht F : V" — K je funkce, K téleso, V' vektorovy prostor nad
K, uq,...,u, € V ao je libovolné zobrazeni mnoZiny {1, ..., n}

do sebe.
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Lemma
Necht F : V" — K je funkce, K téleso, V' vektorovy prostor nad
K, uq,...,u, € V ao je libovolné zobrazeni mnoZiny {1, ..., n}
do sebe.

(a) Je-lioc permutace a F je antisymetrické, tak
F(UJ(1), soog Ua(n)) = (—1)|U|F(U1 90009 Un),'



Orientovany objem a MAF XVI

Lemma
Necht F : V" — K je funkce, K téleso, V' vektorovy prostor nad
K, uq,...,u, € V ao je libovolné zobrazeni mnoZiny {1, ..., n}
do sebe.

(a) Je-lioc permutace a F je antisymetrické, tak
F(UJ(1), soog Ua(n)) = (—1)|U|F(U1 90009 Un),'

(b) Pokud o neni permutace a F je alternujici, tak

F(UU(1), o6 .,ua(n)) =0.



Orientovany objem a MAF XVII

Lemma
Necht F : V" — K je multilinearni alternujici funkce. Potom pro
libovolné v, ... ,v, € V plati:



Orientovany objem a MAF XVII

Lemma
Necht F : V" — K je multilinearni alternujici funkce. Potom pro
libovolné v, ... ,v, € V plati:

(a) PripoCtenim skalarniho nasobku néjakého z vektoru k
jinému vektoru se hodnota F(v4,...,Vn) nezméni, t.j. pro
libovolné c € K ai,j < n plati

F(Vi,...,Vj...,Vj+CVj,...,Vp)
=F(Vy,. ., Vi V), V).



Orientovany objem a MAF XVII

(b) Pokud jsou vektory vy, ..., v, linearné zavislé, tak
F(vy,...,vp) =0.



Orientovany objem a MAF XVII

(b) Pokud jsou vektory vy, ..., v, linearné zavislé, tak
F(vy,...,vp) =0.

Jak vypadaji vSechny bilinearni (1. j. 2-linearni) alternuijici
funkce F : K2 x K? — K? nad télesem K?



Orientovany objem a MAF XVIII

Zvolme libovolné vektory u = uieq + uses, V= vi€q + Voes
z K2
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Zvolme libovolné vektory u = uieq + uses, V= vi€q + Voes
z K2.

Pokud dvakrat po sobé vyuzijeme bilinearitu a na zaveér
alternaci a antisymetrii F, postupné dostaneme



Orientovany objem a MAF XVIII

Zvolme libovolné vektory u = uieq + uses, V= vi€q + Voes
z K2.

Pokud dvakrat po sobé vyuzijeme bilinearitu a na zaveér
alternaci a antisymetrii F, postupné dostaneme

F(u,v)=F(uieq + usep, v) = u F(e1,v) + u-F(ez,v)
=U F(e1, vieq + Vgeg) aF U2F(eg, Vieq + v2e2)
=uyviF(eq,eq) + uyvoF(eq,e2)

“+U>o V4 F(eg,e1) aF U2V2F(62,62)
u

=F(e1,€2) - (U1vo — Uovy) = F(eq,€2) .

)



Orientovany objem a MAF XIX

kde vyraz
Uy
U
je determinant matice
_ [ U
)= ( 4

Vi
Vo

Vi

) = K2><2.



Orientovany objem a MAF XX

Podobnym zplsobem mizeme odvodit tvar libovolné n-linearni
alternujici funkce F : K™ — K.



Orientovany objem a MAF XX

Podobnym zplsobem mizeme odvodit tvar libovolné n-linearni
alternujici funkce F : K™ — K.

Necht A = (g;) € K™ je matice se sloupci

n
Sj(A) = aijer + ...+ ayen = » _ aje;.

i=1



Orientovany objem a MAF XXI

S vyuzitim n-linearity F pro kazdy z n sloupct matice A
muUzeme vyraz F(A) postupné roznasobit, ¢imz dostaneme
soucet n" ¢lend tvaru

8y(1)1 - - Ao(n)nF (€51 - - - s €0(m));

z kterych kazdy odpovida pravé jednomu zobrazeni o mnoziny
{1,...,n} do sebe.



Orientovany objem a MAF XXII

Podle predchoziho lemmatu o nulové hodnoté alternujici funkce
sCitance pfislusejici zobrazenim o ¢ S, jsou vS8echny rovné 0



Orientovany objem a MAF XXII

Podle predchoziho lemmatu o nulové hodnoté alternujici funkce
sCitance pfislusejici zobrazenim o ¢ S, jsou vS8echny rovné 0

aproo € Sy plati

F(€,(1):---+€0(n) = (—1)/F(e1,...,en).



Orientovany objem a MAF XXII

Podle predchoziho lemmatu o nulové hodnoté alternujici funkce
sCitance pfislusejici zobrazenim o ¢ S, jsou vS8echny rovné 0

aproo € Sy plati

F(€,(1):---+€0(n) = (—1)/F(e1,...,en).

Na zaveér tak dostavame

F(A): F(e17 000 »en) ZO’GSn(_1 )‘U|a0(1)1 0o aa(n)n
= F(In) EUESH(_1 )|0|aa(1)1 000 aa(n) ns

kde pfislusna suma obsahuje n! s€itancu, jeden pro kazdou
permutaci o € Sp.



Zakladni vlastnosti determinantu |

Determinantem Ctvercové matice A = (a;) € K™ nazyvame
vyraz

a{ ... ain

detA = — Z(—1)“’|a0(1)1...aa(n)n.
an1 . e ann O'ESn



Zakladni vlastnosti determinantu Il

Pokud nehrozi zaména s absolutni hodnotou, pouzivame téz
oznaceni |A|.



Zakladni vlastnosti determinantu |l

Pokud nehrozi zaména s absolutni hodnotou, pouzivame téz
oznaceni |A|.

Determinant ¢tvercové matice fadu n budeme nazyvat
determinant radu n.



Zakladni vlastnosti determinantu |l

Pokud nehrozi zaména s absolutni hodnotou, pouzivame téz
oznaceni |A|.

Determinant ¢tvercové matice fadu n budeme nazyvat
determinant radu n.

Pro matici (a;) € K3*3 dostavame vzorec
a1 a2 a3
821 dgp a3 |= 811822833 + 821832413 + 831412423

a31 dsz2 ass
— dgq8ppdi3 — dp1d12d833 — d1148324a23,

znamy jako Sarrusovo pravidlo.



Zakladni vlastnosti determinantu IlI

Tvrzeni
Determinant transponované matice sa rovna determinantu
puvodni matice, t. j.

detA” = detA

pro libovolnou matici A € K",



Zakladni vlastnosti determinantu IlI

Tvrzeni
Determinant transponované matice sa rovna determinantu
puvodni matice, t. j.

detA” = detA

pro libovolnou matici A € K",
V8echny vysledky o determinantech matic si zachovaji svou

platnost, pokud v nich kazdy vyskyt slova "sloupec" nahradime
slovem "fadek" a naopak.



Zakladni vlastnosti determinantu IV

Tvrzeni
Necht1 < m< naA e K"™" je blokova matice tvaru

B C
A~(05):
kde B € Km<m C e Kmx(n—m) g p ¢ K(n—mx(n-m) Potom

det A = detB - detD.



Zakladni vlastnosti determinantu V

(1) Pokud Aq,..., Ak jsou Ctvercové matice, tak
detdiag(A1 9000 ,Ak) —detAq -...-detAg.
(2) Matice A € K™ se nazyva horni (dolni) trojuhelnikova
matice, pokud a; = 0 pro i < j (resp. pre i > j). Pro horni i
dolni trojuhelnikové matice (tedy i diagonalni) plati

detA: 311 ...ann,

t.j. determinant takové matice je soucinem jejich
diagonalnich prvkd.



Charakterizace determinantu |

Véta

Determinant fadu n je n-linearni alternujici funkce K"™" — K
sloupcu matice.

Navic, pro kazdy skalar c € K existuje jediné multilinearni
alternujici zobrazeni F : K™ " — K sloupcu matice tak, Ze
F(,) =c.

Toto F je dané predpisem

F(A) = cdetA.



Charakterizace determinantu Il

Determinant det : K™ — K je jednoznacné urceny jako
n-linearni alternujici funkce sloupcu matice tak, ze

detl, = det(eq,...,e,) = 1.



Charakterizace determinantu Il

Determinant det : K™ — K je jednoznacné urceny jako
n-linearni alternujici funkce sloupcu matice tak, ze

detl, = det(eq,...,e,) = 1.

Tato rovnost koresponduje s pfirozenou volbou jednotky
orientovaného n-rozmérného objemu v K" — je ji orientovany
objem rovnobéznosténu urc¢eného vektory ey, ..., e, (vtomto
poradi).



Charakterizace determinantu Il

Véta
(Cauchyho véta o determinantu soucinu matic)
Pro libovolné matice A, B € K"™" plati

det(A - B) = detA - detB;



Charakterizace determinantu Il

Véta
(Cauchyho véta o determinantu soucinu matic)
Pro libovolné matice A, B € K"™" plati

det(A - B) = detA - detB;

t.j. determinant soucinu matic se rovna soucinu jejich

determinantu.



Charakterizace determinantu IV

Véta
Ctvercova matice A € K™ " je reqularni pravé tehdy, kdy?
detA # 0. Vtomto



Charakterizace determinantu IV

Véta
Ctvercova matice A € K™ " je reqularni pravé tehdy, kdy?
det A # 0. V tomto pripadé

det(A~") = (detA)~".



Laplaceuv rozvoj determinantu |

Pro n = 0,1 neni co dokazovat. Budeme v dalSim
predpokladat, ze n > 2.

Duikaz véty o charakterizaci determinantu Nejprve
dokazeme, Ze determinant je alternujici funkce.
Necht A € K™ je takova matice, Ze

pro néjaké i < j.



Laplaceuv rozvoj determinantu |l

Oznacme 7 € S, transpozici, ktera zaméni prvky / a j (a ostatni
prvky ponecha na miste).



Laplaceuv rozvoj determinantu |l

Oznacme 7 € S, transpozici, ktera zaméni prvky / a j (a ostatni
prvky ponecha na miste).

Pro vSechna k, /| < n plati

agl = ar(k)l-



Laplaceuv rozvoj determinantu |l

Oznacme 7 € S, transpozici, ktera zaméni prvky / a j (a ostatni
prvky ponecha na miste).

Pro vSechna k, /| < n plati

agl = ar(k)l-

Mnozinu vSech sudych permutaci mnoziny {1, ..., n} budeme
oznacovat jako T € A,.



Laplaceuv rozvoj determinantu |l

Oznacme 7 € S, transpozici, ktera zaméni prvky / a j (a ostatni
prvky ponecha na miste).

Pro vSechna k, /| < n plati

agl = ar(k)l-

Mnozinu vSech sudych permutaci mnoziny {1, ..., n} budeme
oznacovat jako T € A,.

Ztejme prifazenim o — 7 o o je dana bijekce A, — Sp.



Laplaceuv rozvoj determinantu Il

Podle definice determinantu

detA= det(s{(A),...,sn(A))



Laplaceuv rozvoj determinantu Il

Podle definice determinantu

detA= det(s{(A),...,sn(A))
S oes, (=N asy1 - @smyn



Laplaceuv rozvoj determinantu Il

Podle definice determinantu

detA= det(s{(A),...,sn(A))
S oes, (=N asy1 - @smyn

Y oed, Bo(1)1 - Bo(nyn = DveSy— A, Bo(1)1

- 8s(n)n



Laplaceuv rozvoj determinantu Il

Podle definice determinantu

detA= det(s{(A),...,sn(A))
S oes, (=N asy1 - @smyn

Y oed, Bo(1)1 - Bo(nyn = DveSy— A, Bo(1)1

Y oed, Bo(1)1 -+ Ao(n)n — 2ved, Aroo)(1) 1

- 8s(n)n

<+ @(ro0)(n) n



Laplaceuv rozvoj determinantu Il

Podle definice determinantu

detA= det(s{(A),...,sn(A))
= Yoes,(=Nay 1)1 @s(nyn

Y oved, o(1)1 - Bo(n)n = Dves,— A, Bo(1)1 -+ - 8o(n)n
deAn As(1)1 -+ - 8o(n)n — deAn A(ro5)(1)1 - - - A(roc)(n) n

> ved, (Bs(1)1- -+ 8o(nyn — 8(roo)(1)1 - - - A(roc)(n)n)



Laplaceuv rozvoj determinantu Il

Podle definice determinantu

detA= det(s{(A),...,sn(A))
= Yoes,(=Nay 1)1 @s(nyn

= Doed, @o(1)1 - Bo(n)n ~ 2ogeSy—Ay Ao(1)1 -+ - 8o(n)n

— EUeAn a0(1)1 cee aa(n) n— ZUEAn a(TOO’)(1)1 e a(’TOO’)(n) n
= EgeAn (30(1)1 -+ 8y(nyn — Q(ro0)(1)1 - - - A(r00)(n) n)

= 0.



Laplaceuv rozvoj determinantu IV

DokaZeme, ze det A je linearni funkce j-tého sloupce
(31/', oo anj)T-



Laplaceuv rozvoj determinantu IV

DokaZeme, ze det A je linearni funkce j-tého sloupce
(a1ja 000 g anj)T-

Pro i < nozna¢me Sy(i,j) = {o € Sp; i = o(j)} a polozme

8 = Loes,(i) (=17 8o(1)1 -+ o(1)j-18o(1) 1 - - o)



Laplaceuv rozvoj determinantu IV

DokaZeme, ze det A je linearni funkce j-tého sloupce
(a1ja 000 g anj)T-

Pro i < noznacme Sy(i,j) = {0 € Sp; i = o(j)} a polozme

Bj = Y sesn(i) (=170 (1)1 -+ Bo(1)j-18o(i 1) 41 - - - Bo(m) -

Potom ziejmé
det A= 27:1 é,-,-a,-,- = (é”, e, énj) . (a1j, c, a,,j)T,

coz dokazuje linearitu.



Laplacelv rozvoj determinantu V

Determinant je rovnéz multilinearni alternujici funkce radku
matice a (protoze o € Sp(i,j) < o' € Sp(j, i) pro i-ty Fadek
(ajt,- .., ain) matice A jeji determinant ma rozvoj



Laplaceuv rozvoj determinantu V

Determinant je rovnéz multilinearni alternujici funkce radku
matice a (protoze o € Sp(i,j) < o' € Sp(j, i) pro i-ty Fadek
(ajt,- .., ain) matice A jeji determinant ma rozvoj

det A= 2721 a,'jé,'j
= (ait,---amn) - (3,.--,an)".

se stejné definovanymi koeficienty a;.



Laplaceuv rozvoj determinantu VI

Uvedeny prvek &; nazyvame algebraickym doplnkem prvku
a; v matici A.



Laplaceuv rozvoj determinantu VI

Uvedeny prvek &; nazyvame algebraickym doplnkem prvku
a; v matici A.

Matici A = (@jj)nxn Nazyvame matici algebraickych doplnku
k matici A.



Laplaceuv rozvoj determinantu VI

Uvedeny prvek &; nazyvame algebraickym doplnkem prvku
a; v matici A.

Matici A = (@jj)nxn Nazyvame matici algebraickych doplnku
k matici A.

Tvrzeni
Necht Aj; oznacuje matici fadu n — 1, ktera vznikne z matice
A € K™ yynechanim i-tého radku a j-tého sloupce.



Laplaceuv rozvoj determinantu VI

Uvedeny prvek &; nazyvame algebraickym doplnkem prvku
a; v matici A.

Matici A = (@jj)nxn Nazyvame matici algebraickych doplnku
k matici A.

Tvrzeni
Necht Aj; oznacuje matici fadu n — 1, ktera vznikne z matice
A € K™ yynechanim i-tého radku a j-tého sloupce.

Potom -
é,,- = (—1)’+fyA,-jy.



Laplaceuv rozvoj determinantu VII

Determinanty matic, které vzniknou vynechanim nékterych
radku a stejného poctu sloupct z matice A € K™ nazyvame
jejimi minory, pfipadné subdeterminanty determinantu |A|.



Laplaceuv rozvoj determinantu VIII

Véta
(Laplaceova véta o rozvoji determinantu)
Necht A € K™*" 1 < k,| < n. Potom

A= Zl 1(= )k+jak/ Al
=3 1( 1)*|A;| aj.



Laplaceuv rozvoj determinantu VIII

Véta
(Laplaceova véta o rozvoji determinantu)
Necht A € K™*" 1 < k,| < n. Potom

A= Zl 1(= )k+jak/ Al
=YL 1( 1) Ay ay.

Uvedené soucty nazyvame Laplaceovymi rozvoji
determinantu |A| — prvni podle k-tého fadku, druhy podle /-tého
sloupce.



Vypocet determinantu |

Kazdy determinant je multilinearni alternujici funkci jak radku
tak i sloupct matice.

Pravidla

(0) Determinant trojuhelnikové matice se rovna soucinu jejich
diagonalnich prvka.



Vypocet determinantu |l

(1) Vyménou poradi dvou fadku nebo sloupct matice se
hodnota jejiho determinantu zméni na opacnou.



Vypocet determinantu |l

(1) Vyménou poradi dvou fadku nebo sloupct matice se
hodnota jejiho determinantu zméni na opacnou.

(2) Vynasobenim néjakého radku nebo sloupce matice
nenulovym skalarem c¢ € K sa jeji determinant zméni na
c-nasobek plvodni hodnoty.



Vypocet determinantu |l

(1) Vyménou poradi dvou fadku nebo sloupct matice se
hodnota jejiho determinantu zméni na opacnou.

(2) Vynasobenim néjakého radku nebo sloupce matice
nenulovym skalarem c¢ € K sa jeji determinant zméni na
c-nasobek plvodni hodnoty.

(3) Pripoctenim skalarniho nasobku néjakého fadku matice
K jejimu jinému fadku, resp. nasobku néjakého jejiho
sloupce k jinému sloupci se hodnota jejiho determinantu
nezmeni.



Vypocet determinantu Ill

(4) Pokud matice obsahuje nulovy fadek nebo sloupec,
pripadné dva stejné fadky nebo sloupce, tak jeji
determinant je 0.



Vypocet determinantu Ill

(4) Pokud matice obsahuje nulovy fadek nebo sloupec,
pripadné dva stejné fadky nebo sloupce, tak jeji
determinant je 0.

(5) Necht v§echny prvky i-tého fadku pfipadné j-tého sloupce
matice A s vyjimkou prvku a; jsou rovné 0. Potom

A| = (—1)"a; |A;l.



Vypocet determinantu Ill

(4) Pokud matice obsahuje nulovy fadek nebo sloupec,
pripadné dva stejné fadky nebo sloupce, tak jeji
determinant je 0.

(5) Necht v§echny prvky i-tého fadku pfipadné j-tého sloupce
matice A s vyjimkou prvku a; jsou rovné 0. Potom

A| = (—1)"a; |A;l.

air a2
az{ do2

(6)

= ay1dx2 — az1ai2.




Vypocet determinantu IV

Vypocitame tzv. Vandermonduv determinant fadu n

2 n—1
1 x3 x5 ... x11

| X2 X o .. X
\/ 2 2
Dn(X ’X27"‘7Xn) o

2 =
1 X0 X5 ... Xp



Vypocet determinantu V

Odectenim prvniho fadku od vSech ostatnich fadku dostaneme

1 X1 X2 L X
0 Xo—Xx1 X5—x2
2 — X
VDn(X1, X0, ..., Xn)= : :

0 Xp—X1 Xa—x2 ... x5 '—x



Vypocet determinantu VI

Naslednym rozvojem podle prvniho sloupce dostaneme

Xo—Xx1 X8 —x¢ ... x§'—x!
VDn(X1, X0, ..., Xn) = : :
Xn—X1 X5—x2 ... xp ' —x"?



Vypocet determinantu VI

Naslednym rozvojem podle prvniho sloupce dostaneme

Xo—Xx1 X8 —x¢ ... x§'—x!
VDn(X1, X0, ..., Xn) = : :
Xn—X1 X5—x2 ... xp ' —x"?

Odectéme nyni od kazdého sloupce pocinaje druhym
X1-nasobek predchazejiciho sloupce.



Vypocet determinantu VII
V determinantu, ktery ziskdme, je na misté (/, k), kde
1<i<n—-1,1<k<n-—1,prvek

K K k=1 k—1 k—1
(X1 = x0) = xa(Xiiq — X7 ) = Xy (Xigr — 1)



Vypocet determinantu VII

V determinantu, ktery ziskame, je na misté (i, k), kde
1<i<n—-1,1<k<n-—1,prvek

k K k=1 k-1 k—1
(X —x0) = x (X — X7 ) = X (Xigt — X4).

Pokud vytkneme z i-tého fadku Cinitel x;, 1 — x1, postupné ndm
vyjde

Xo— X1 Xe(Xe—X1) ... X§2(%—xi)

VDn(X1, X2, ..., Xp) =



Vypocet determinantu VII

V determinantu, ktery ziskame, je na misté (i, k), kde
1<i<n—-1,1<k<n-—1,prvek

k K k=1 k-1 k—1
(X —x0) = x (X — X7 ) = X (Xigt — X4).

Pokud vytkneme z i-tého fadku Cinitel x;, 1 — x1, postupné ndm
vyjde

Xo— X1 Xe(Xe—X1) ... X§2(%—xi)

VDn(X1, X2, ..., Xp) =



Vypocet determinantu VII

V determinantu, ktery ziskame, je na misté (i, k), kde
1<i<n—-1,1<k<n-—1,prvek

k K k=1 k-1 k—1
(X —x0) = x (X — X7 ) = X (Xigt — X4).

Pokud vytkneme z i-tého fadku Cinitel x;, 1 — x1, postupné ndm
vyjde

Xo— X1 Xe(Xe—X1) ... X§2(%—xi)
VDn(X1, X2, ..., Xp) =

Xn— X1 Xp(Xn—X1) ... X,’77_2(Xn — Xq)



Vypocet determinantu VIII

VDp(X1, X2, ..., Xn) = (X2 —Xq1)...(Xn— X1)

Xo ...

n—2



Vypocet determinantu VIII

VDp(X1, X2, ..., Xn) = (X2 —Xq1)...(Xn— X1)

Xo ...

n—2



Vypocet determinantu VIII

VDp(X1, X2, ..., Xn) = (X2 —Xq1)...(Xn— X1)



Vypocet determinantu VIl

1 X X3
VDp(X1, X2, ..., Xn) = (X2 —Xq1)...(Xn— X1)
1 xp ek
= (x2—X1)...(Xn—x1) VDp_1(X2, ..., Xn)
Podobné
VDp 1(X2,...,Xn) = (X3 — X2) ... (Xn — X2) VDp_2(X3, ..., Xn),

atd.



Vypocet determinantu IX

Protoze zejména VD (x,) = 1, dostaneme vysledek

VDn(X1, X2, ..., Xn) = H (X — xi),

1<i<j<n

kde symbolom [] oznacujeme soucin prislusnych CinitelQ.



Inverzni matice a Cramerovo prav. |

Necht A € K™" a1 < i k < njsou rizné indexy. Oznacme B
matici, kterd vznikne z matice A nahrazenim jejiho k-tého
fadku i-tym radkem.

Potom matice B ma (aspon) dva radky stejné, a to i-ty a k-ty,
proto |B| = 0.

Na druhé strané se matice A a B li§i nanejvys v k-tém fadku,
proto Ay = By pro kazdée 1 < j < n.



Inverzni matice a Cramerovo prav. Il

Z tohoto duvodu jsou algebraické doplnky odpovidajicich si
prvkl k-tych fadkd obou matic stejné:

by = (— 1)k |By| = (—1) Ay = &



Inverzni matice a Cramerovo prav. Il

Z tohoto duvodu jsou algebraické doplnky odpovidajicich si
prvkl k-tych fadkd obou matic stejné:

bij = (—1)<|Byj| = (— 1)< |Ay| = &.

Rozvineme-li determinant matice B podle jejiho k-tého fadku,
dostaneme

detB = Zbk,bk, Za,,ak,fo
j=1



Inverzni matice a Cramerovo prav. ll|

Spojeni této rovnosti s Laplaceovym rozvojem determinantu
matice A podle k-tého fadku dava

2721 a,-,-ék,- = I‘,'(A) % (A) U



Inverzni matice a Cramerovo prav. ll|

Spojeni této rovnosti s Laplaceovym rozvojem determinantu
matice A podle k-tého fadku dava

P agay = ti(A)-r(A)T



Inverzni matice a Cramerovo prav. ll|

Spojeni této rovnosti s Laplaceovym rozvojem determinantu
matice A podle k-tého fadku dava

P agay = ti(A)-r(A)T

Jinak receno,



Inverzni matice a Cramerovo prav. IV

Inverzni matici k regularni ¢tvercové matici A potom dostaneme
tak, ze transponovanou matici jejich algebraickych doplnku
vydélime determinantem |A]|.



Inverzni matice a Cramerovo prav. IV

Inverzni matici k regularni ¢tvercové matici A potom dostaneme
tak, ze transponovanou matici jejich algebraickych doplnku
vydélime determinantem |A]|.

Véta
Necht A € K™" je regularni matice. Potom
1 =7

A= __A
A



Inverzni matice a Cramerovo prav. V

Priklad
Najdéme inverzni matici k realné matici

a=(s 5 )



Inverzni matice a Cramerovo prav. V

Priklad
Najdéme inverzni matici k realné matici

a=(s 5 )

Jeji determinant a matici algebraickych doplriku vypocteme
snadno:

A|=1-(=3)—5.(-2) =7, A:<_23 ‘15>.



Inverzni matice a Cramerovo prav. VI

Proto



Inverzni matice a Cramerovo prav. VIl

Véta

(Cramerovo pravidlo)

Necht A € K™" je regularni matice,b € K" apro1 <j<n
necht Ajb oznacuje matici, ktera vznikne z matice A
nahrazenim jejiho j-tého sloupce sloupcovym vektorem b.



Inverzni matice a Cramerovo prav. VIl

Véta

(Cramerovo pravidlo)

Necht A € K™" je regularni matice,b € K" apro1 <j<n
necht Ajb oznacuje matici, ktera vznikne z matice A
nahrazenim jejiho j-tého sloupce sloupcovym vektorem b.

Potom soustava A - x = b ma jediné reseni

)

AP AR 1AD

X = : e :
Al A A|
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