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Abstrakt prednasky

V této kapitole se pokusime o naplnéni linearni algebry
geometrickym obsahem ve vektorovych prostorech nad
Ciselnym télesem R.

P¥i naSich dosavadnich Uvahach o vektorovych prostorech jsme
pomoci operaci scitani vektorli a nasobeni Cisla s vektorem
vySettovali pojmy jako byla linearni zavislost a nezavislost
vektoru, generovatelnost, souradnice vektoru, atd.

Prozatim jsme v§ak neméli moznost ve vektorovych prostorech
"méfit", tzn. zjiStovat a porovnavat délky vektoru, resp. odchylky
(tj. velikosti Uhld), coz jsou pojmy, které hraji podstatnou roli
napf. v geometrii.

Ukazuje se, Ze celou zakladni geometrickou strukturu, véetné
délek a uhli, mizeme odvodit z pojmu skalarniho soucinu.



Skalarni soucin |
Skalarni soucin

Skalarni nebo téz vnitfinim soucinem na realném vektorovém
prostoru V rozumime binarni operaci V x V — R, ktera kazdé
dvojici (X, y) vektorl z V prifadi redlné Cislo (x,y), takové, ze
pro vSechny X, ¥, X1, Xo € V alibovolné ¢ € R plati:

<x1 + X2, y> = <X1 ) y> + <x27 y> (adlthIta),

(cx,y) = c(x,y) (homogenita),
(x,y) ={y,X) (symetrie),
Xx#0= (x,x) >0 (kladna

definitnost).
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Skalarni soucin Il

Spojeni aditivity a homogenity skalarniho soucinu nam dava
jeho linearitu jako funkci prvni proménné (pfi pevné druhé
proménng).

Ze symetrie plyne i linearita skalarniho soucinu jako funkce
druhé proménné (pfi pevné prvni promeénné), t. . rovnosti

(X, Y1 + ¥Y2)=(X,¥p) + (X, ¥2),
(x, cy)=c(x,y),

pro vSechna X,y,,Y, € Vac € R.

Z (bi)linearity plyne podminka kladné definitnosti
(X, X) > 0& ((x,x) =0 < x=0)

pro kazdé x € V.
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Skalarni soucin Il

Prvni ¢ast této podminky nam umoznuje definovat normu
neboli délku vektoru X rovnosti

X[l = v/ (x, %).

Euklidovskym prostorem nazyvame libovolny konecné
rozmérny realny vektorovy prostor se skalarnim soucinem.
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Priklad
Ze stredni skoly v ramci analytické geometrie, pfipadné v ramci
fyziky, jsme se potkali s skalarnim soucinem
(X,¥) = X1y1 + Xo¥2 Vv rovingé R? a se skaldrnim souc¢inem
(X,¥) = X1¥1 + Xo¥o + Xay3 V prostoru R3.
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Skalarni soucin IV
Priklad
Ze stredni skoly v ramci analytické geometrie, pfipadné v ramci
fyziky, jsme se potkali s skalarnim soucinem
(X,¥) = X1y1 + Xo¥2 Vv rovingé R? a se skaldrnim souc¢inem
(X,¥) = X1¥1 + Xo¥o + Xay3 V prostoru R3.

Lehce se miZeme presvédCit, Ze stejny vzorecek funguje pro
kazdé n, t.j. prox = (x1,.... %)), ¥y = (y1,....yn)" je
predpisem

n
xy) =xy=3 xy,
i=1

definovany skalarni soucin na sloupcovém vektorovém prostoru
R".



Skalarni soucin IV
Priklad
Ze stredni skoly v ramci analytické geometrie, pfipadné v ramci
fyziky, jsme se potkali s skalarnim soucinem
(X,¥) = X1y1 + Xo¥2 Vv rovingé R? a se skaldrnim souc¢inem
(X,¥) = X1¥1 + Xo¥o + Xay3 V prostoru R3.
Lehce se miZeme presvédCit, Ze stejny vzorecek funguje pro
kazdé n, t.j. prox = (x1,.... %)), ¥y = (y1,....yn)" je

predpisem
n
xy) =x"-y=>"xy,
i=1

definovany skalarni soucin na sloupcovém vektorovém prostoru
R". V pripadé radkového prostoru R" mame

x,y)=x-y’ Zx,y,
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Skalarni soucin V

Takovyto skalarni soucin budeme nazyvat standardni skalarni
soucin na R".

Standardni skalarni soucin vektort x,y € R" (at uz jde o
radkové nebo sloupcové vektory) se obvykle znaci x - y.

Délka vektoru x vzhledem ke standardnimu skalarnimu soucinu
je

i = vix= (34F)

i=1

V ramci analytické geometrie se pro nenulové vektory x, y
dokazuje znamy vztah

x -y = x|l [lyl[cos a,

ktery spojuje standardni skalarni souéin v R? &i v R® s délkou
prisluSnych vektort a jimi sevienym thlem a.



Skalarni soucin VI

Priklad
PolozZime-li

<U, V> =4u1vy + 2U1 Vo + 2Uo vy + 3Us Vs,

pak jsou opét spinény axiomy skalarniho soudinu, tzn. R?
s timto skalarnim soucinem je euklidovskym prostorem.



Skalarni soucin VI

Priklad
PolozZime-li

<U, V> =4u1vy + 2U1 Vo + 2Uo vy + 3Us Vs,

pak jsou opét spinény axiomy skalarniho soudinu, tzn. R?
s timto skalarnim soucinem je euklidovskym prostorem.

Srovname-li vyse uvedeny skalarni soucin se standardnim
skalarnim soucinem, je vidét, Ze i kdyZ se v obou pfipadech
jedné o tentyZ vektorovy prostor R?, jsou definované skalérni
souciny razné, a tedy ruzné jsou pak i pomoci nich ziskané
euklidovské prostory.



Skalarni soucin VII

Kazdy podprostor vektorového prostoru V nad T je sam
vektorovym prostorem nad T. Je-li specielné V euklidovskym
prostorem, tzn. je realny s definovanym skalarnim soucinem,
pak zfejmé axiomy skalarniho soucinu budou jisté splnény i
v jeho libovolném (vektorovém) podprostoru.



Skalarni soucin VII

Kazdy podprostor vektorového prostoru V nad T je sam
vektorovym prostorem nad T. Je-li specielné V euklidovskym
prostorem, tzn. je realny s definovanym skalarnim soucinem,
pak zfejmé axiomy skalarniho soucinu budou jisté splnény i
v jeho libovolném (vektorovém) podprostoru.

To znamena, Ze kazdy (vektorovy) podprostor euklidovského

prostoru V je sdm euklidovskym prostorem. Budeme jej
struné nazyvat podprostor euklidovského prostoru.



Skalarni soucin VIlI

Priklad
Necht' V = Ry[x] a necht f = f(x),g = g(x) € Ry[x] jsou
libovolné vektory — polynomy. PoloZime-li

(f,9) = [y f(x) - g(x)dx,

pak rozepsanim (uzitim zakladnich vét o integrovani znamych
z analyzy) se ovéri platnost axiomi skalarniho soucinu.



Skalarni soucin VIlI

Priklad
Necht' V = Ry[x] a necht f = f(x),g = g(x) € Ry[x] jsou
libovolné vektory — polynomy. PoloZime-li

(t.9) = Jy f(x) - g(x) dx,

pak rozepsanim (uzitim zakladnich vét o integrovani znamych
z analyzy) se ovéri platnost axiomi skalarniho soucinu.

Tedy Rp[x] s timto skalarnim soucinem je euklidovsky prostor.
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Véta
V kazdém realném vektorovém prostoru V Ize definovat
Skalarni soucin.



Skalarni soucin IX

Véta
V kazdém realném vektorovém prostoru V Ize definovat
Skalarni soucin.

Muzeme tedy prohlasit, Ze z kazdého realného vektorového
prostoru Ize utvofit euklidovsky prostor, obecné vSak nikoliv
jedinym zplGsobem.
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Véta

Necht'V je euklidovsky vektorovy prostor. Pak plati:
1. (u,v+w) = (u,v) + (u,w),
2. (u,r-v) =r-(u,v),

3. <<I§P/'Ui>,<ifj'vj>> ZZP/U (Ui, v)),

Sl=

. (0,u) = (u,0) =0,

SN



Skalarni soucin IX

Véta

Necht'V je euklidovsky vektorovy prostor. Pak plati:
1. (u,v+w) = (u,v) + (u,w),
2. (u,r-v)=r-{(uv),

o ((Spew). (£r-w)) = £ S wiv)

Sl=

SN
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Skalarni soucin IX

Véta

Necht'V je euklidovsky vektorovy prostor. Pak plati:
1. (u,v+w) = (u,v) + (u,w),
2. (u,r-v) =r-(u,v),

3. <<I§P/'Ui>,<ifj'vj>> ZZP/U (Ui, v)),

Sl=

4. (0,u) = (u,0) =0,
5 (uuu)=0<u=0
prou,v,w,u;, v, eV, r p; r € R libovolna.



Skalarni soucin X

Definice
Necht'V je euklidovsky prostor, u € V. Pak nezaporné realné
cislo:

lull = v/{u,u)

se nazyva délka nebo téz velikost ¢i norma vektoru u.



Skalarni soucin X

Definice
Necht'V je euklidovsky prostor, u € V. Pak nezaporné realné

cislo:
Jul] = v/(u,u)
se nazyva délka nebo téz velikost ¢i norma vektoru u.

Je-li |ju]| = 1, pak fikdme, Ze vektor u je normovany.
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Gramova matice a Cauchyho-Schwarzova nerovnost

Necht a = (uq,...,uk) je libovolnd usporéddana k-tice vektord
ve vektorovém prostoru V se skalarnim soucinem. Témeér
vSechny podstatné informace o téchto vektorech jsou ukryté
v tzv. Gramove matici

G(a) = G(uy,...,uk) = ((Ui U)o

vektorl uy, . .., Ug.



Gramova matice a Cauchyho-Schwarzova nerovnost |l

Determinant Gramovy matice

detG(a) = |G(uy,...,uy)|

(uj,ug) ... (uq,ug)

<Uk,.U1> (Uk;Uk>

se nazyva Gramovym determinantem vektor( uq, ..., U.



Gramova matice a Cauchyho-Schwarzova ner. Il|

Tvrzeni

Necht uy, . .., uk jsou libovolné vektory ve vektorovém prostoru
V se skalarnim soucinem. Potom

(a) G(uy,...,ux) je symetrickd matice tak, 2ec-G-¢c’ >0

pro libovolny vektor ¢ = (cy, ..., ck) € RX;
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Tvrzeni
Necht uy, . .., uk jsou libovolné vektory ve vektorovém prostoru
V se skalarnim soucinem. Potom
(a) G(uy,...,ux) je symetrickd matice tak, 2ec-G-¢c’ >0
pro libovolny vektor ¢ = (cy, ..., ck) € RX;

(b) vektory uy, ..., Uy jsou linearné nezavislé pravé tehdy,
kdyZ G(uy,...,ux) jec-G-c” > 0 pro libovolny nenulovy
vektor ¢ = (cy, ..., Cx) € RX.



Gramova matice a Cauchyho-Schwarzova ner. IV

Dikaz. Oznatme G = G(uy,...,U).
(a) Symetrie matice G je pfimym dusledkem symetrie
skalarniho soucinu.



Gramova matice a Cauchyho-Schwarzova ner. IV

Dikaz. Oznatme G = G(uy,...,U).

(a) Symetrie matice G je pfimym dusledkem symetrie
skalarniho soucinu.

Zbyva dokazat, Ze pro libovolny vektor ¢ = (¢, ..., ck) € RX
platic-G-c¢’ > 0.

PoloZme v = cjuq + ... + cxUuk. Potom z bilinearity a kladné
definitnosti skalarniho soucinu vyplyva

K k
c-G-c" = Y, >j—1 Cici(uj, u;)



Gramova matice a Cauchyho-Schwarzova ner. IV

Dikaz. Oznatme G = G(uy,...,U).

(a) Symetrie matice G je pfimym dusledkem symetrie
skalarniho soucinu.

Zbyva dokazat, Ze pro libovolny vektor ¢ = (¢, ..., ck) € RX
platic-G-c¢’ > 0.

PoloZme v = cjuq + ... + cxUuk. Potom z bilinearity a kladné
definitnosti skalarniho soucinu vyplyva

k k
c-G- CT = Z,‘T(1 Z/‘:1 CiC/{<Ui7 UI>
= (i cu, Yy gup) = (v,v) > 0.



Gramova matice a Cauchyho-Schwarzova ner. V

(b) Necht' uyq,...,uk jsou linearné nezavislé a predpokladejme,
Ze existuje nenulovy vektor ¢ = (cy,...,ck) € R¥ tak, ze
c-G-c"=0.



Gramova matice a Cauchyho-Schwarzova ner. V

(b) Necht w4, ..., u, jsou linearné nezavislé a predpokladejme,
Ze existuje nenulovy vektor ¢ = (cy,...,ck) € R¥ tak, ze
c-G-¢c’"=0.

Polozme v = cjuq + ... + ckug. Pak

P Z_;(:1 cicj(ui,uj) = (v,v) =0.



Gramova matice a Cauchyho-Schwarzova ner. V

(b) Necht w4, ..., u, jsou linearné nezavislé a predpokladejme,
Ze existuje nenulovy vektor ¢ = (cy,...,ck) € R¥ tak, ze
c-G-¢c’"=0.

Polozme v = cjuq + ... + ckug. Pak

P Z/"(=1 cicj(ui,uj) = (v,v) =0.

Protoze (—, —) je skalarni soucin, je nutné v = 0 tj. z linearni
nezavislosti vektord uy, ..., u, mame, ze ¢ = (¢y,...,cx) = 0.
Spor.
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Gramova matice a Cauchyho-Schwarzova ner. VI

Necht G(uy,...,ux)jec-G-c’ > 0 pro libovolny nenulovy
vektor ¢ = (cy,...,cx) € RX.
Jsou-liug, ..., uk linearné zavislé, tak v R" existuje vektor

c=(cy,...,ck) #0takovy, ze v=cius + ...+ cxux = 0.



Gramova matice a Cauchyho-Schwarzova ner. VI

Necht G(uy,...,ux)jec-G-c’ > 0 pro libovolny nenulovy
vektor ¢ = (cy,...,cx) € RX.

Jsou-liug, ..., uk linearné zavislé, tak v R" existuje vektor
c=(cy,...,ck) #0takovy, ze v=cius + ...+ cxux = 0.

Potom podle (a)

c-G-c’=(v,v) =(0,0) =0,

spor.



Gramova matice a Cauchyho-Schwarzova ner. VI

Dusledek
Pro libovolné uy, . .., u, € V plati

|G(U1,...,Uk)| > 0.

Pritom |G(uy, ..., ux)| = 0 prave tehdy, kdyZ vektory uy, ...

jsou linedarné zavislé.
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Dusledek
Pro libovolné uy, . .., u, € V plati

|G(U1,...,Uk)| > 0.

Pritom |G(uy, ..., ux)| = 0 prave tehdy, kdyZ vektory uy, ..., ux
jsou linedarné zavislé.

Dukaz. Kazda symetricka matice Ize zapsat ve tvaru
P™.D P, kde P je regularni matice a D je diagonalni matice.



Gramova matice a Cauchyho-Schwarzova ner. VI

Dusledek
Pro libovolné uy, . .., u, € V plati

|G(U1,...,Uk)| > 0.

Pritom |G(uy, ..., ux)| = 0 prave tehdy, kdyZ vektory uy, ..., ux
jsou linedarné zavislé.

Dukaz. Kazda symetricka matice Ize zapsat ve tvaru
P™.D P, kde P je regularni matice a D je diagonalni matice.

Protoze ¢-G-¢’ > 0 pro libovolny vektor ¢ = (¢, ..., cx) € RX,
ma matice D na diagondle nezdporné prvky.



Gramova matice a Cauchyho-Schwarzova ner. VIl

Jsou-li vektory uy, ..., uk linearné zavislé, jsou nutné i linearné
zavislé sloupce Gramovy matice a tedy |G(uy, ..., ux)| = 0.



Gramova matice a Cauchyho-Schwarzova ner. VIII

Jsou-li vektory uy, ..., uk linearné zavislé, jsou nutné i linearné
zavislé sloupce Gramovy matice a tedy |G(uy, ..., ux)| = 0.
Obréacené, je-li |G(uy,...,ux)| = 0, jsou nutné linearné zavislé

sloupce Gramovy matice. Necht napfiklad i-ty sloupec
Gramovy matice je linearni kombinaci ostatnich.



Gramova matice a Cauchyho-Schwarzova ner. VIII

Jsou-li vektory uy, ..., uk linearné zavislé, jsou nutné i linearné
zavislé sloupce Gramovy matice a tedy |G(uy, ..., ux)| = 0.
Obréacené, je-li |G(uy,...,ux)| = 0, jsou nutné linearné zavislé

sloupce Gramovy matice. Necht napfiklad i-ty sloupec
Gramovy matice je linearni kombinaci ostatnich.

Tedy si(G(a)) = >_;; ¢;8j(G(cx)) pro vhodné koeficienty ¢;, zde
ci=—1.



Gramova matice a Cauchyho-Schwarzova ner. VIII

Jsou-li vektory uy, ..., uk linearné zavislé, jsou nutné i linearné
zavislé sloupce Gramovy matice a tedy |G(uy, ..., ux)| = 0.

Obréacené, je-li |G(uy,...,ux)| = 0, jsou nutné linearné zavislé
sloupce Gramovy matice. Necht napfiklad i-ty sloupec
Gramovy matice je linearni kombinaci ostatnich.

Tedy si(G(a)) = >_;; ¢;8j(G(cx)) pro vhodné koeficienty ¢;, zde
Ci = —1.

Odtud

0=, ¢8i(G(a)) = (51(G(a)), .- ., Sk(G(x))) - (c1,. -, )



Gramova matice a Cauchyho-Schwarzova ner. VIII

Jsou-li vektory uy, ..., uk linearné zavislé, jsou nutné i linearné
zavislé sloupce Gramovy matice a tedy |G(uy, ..., ux)| = 0.
Obréacené, je-li |G(uy,...,ux)| = 0, jsou nutné linearné zavislé
sloupce Gramovy matice. Necht napfiklad i-ty sloupec
Gramovy matice je linearni kombinaci ostatnich.

Tedy s;(G(a)) = Z#,- ¢;sj(G(a)) pro vhodné koeficienty ¢;, zde
ci=—1.

Odtud

0=13",¢8(G(c)) = (51(G()), - .., 8k(G())) - (c1, .-, k)T
Celkem

0= (C1 50000 Ck) . (S1 (G(a)), 500 T Sk(G(a))) . (C1 So000¢ Ck)T, tj.
vektory Uy, ..., U, jsou linearné zavislé.
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Specialné pro libovolné dva vektory u,v € V plati

Guvl — |
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Specialné pro libovolné dva vektory u,v € V plati

Guvl — |

= (u,u){v,v) — (u,v)(v,u)



Gramova matice a Cauchyho-Schwarzova ner. IX

Specialné pro libovolné dva vektory u,v € V plati

Guvl — |

= (u,u){v,v) — (u,v)(v,u)
lulZ[[v]|® = (u,v)? >0,



Gramova matice a Cauchyho-Schwarzova ner. IX

Specialné pro libovolné dva vektory u,v € V plati

Gyl — |

= (u,u){v,v) — (u,v)(v,u)
lulZ[[v]|® = (u,v)? >0,

pricemz rovnost nastane prave tehdy, kdyz vektory U, Vv jsou
linearné zavislé.



Gramova matice a Cauchyho-Schwarzova ner. X

Tim je dokazand tzv. Cauchyho-Schwarzova nerovnost:

Tvrzeni
Pro libovolné vektory u,v € V v prostoruV se skalarnim
soucinem plati

[(u, V)| < Jluffiv]],

pricemZ rovnost nastane praveé tehdy, kdyZz vektory u, V jsou
linearné zavislé.



Gramova matice a Cauchyho-Schwarzova ner. Xl

Cauchyho-Schwarzovu nerovnost ¢asto zapisujeme
v ekvivalentnim tvaru:

((u, v))? < [lu® - [|v]|?.



Gramova matice a Cauchyho-Schwarzova ner. Xl

Cauchyho-Schwarzovu nerovnost ¢asto zapisujeme
v ekvivalentnim tvaru:

((u, )2 < [lul|- v,

Poznamenejme jesté, Ze pro tuto nerovnost se v literature
pouziva téz pojmenovani "Cauchyho nerovnost", resp.
"Cauchyho-Bunjakovského nerovnost", event. "Schwarzova
nerovnost".



Délka vektoru a uhel dvou vektoru |

Délka vektoru a uhel dvou vektoru

Normou na realném vektorovém prostoru V rozumime libovolné
zobrazeni || — || : V — R, které vektoru x € V pfifadi reélné Cislo
||x||, nazyvané normou nebo téz délkou vektoru X, takove, ze
pro v8echny X,y € V alibovolné ¢ € R plati

Ix+yll <|x|+ Iyl (trojuhelnikova
nerovnost),
lex|[ = lef [Ix] (pozitivni
homogenita),

IIx|=0 = x=0 (oddélitelnost).



Délka vektoru a uhel dvou vektort Il

Z uvedenych podminek vyplyva nezgpornost normy, t.j.
||x|| > 0 pro kazdé x € V.



Délka vektoru a uhel dvou vektort Il

Z uvedenych podminek vyplyva nezgpornost normy, t.j.
||x|| > 0 pro kazdé x € V.

Z pozitivni homogenity plati ||0|| = 0 a ||—x|| = ||x]|,



Délka vektoru a uhel dvou vektort Il

Z uvedenych podminek vyplyva nezgpornost normy, t.j.
||x|| > 0 pro kazdé x € V.

Z pozitivni homogenity plati ||0|| = 0 a ||—x|| = ||x]|,
s pouzitim trojuhelnikové nerovnosti dostaneme

1

1 1
1]} = 5 (Il + I=xI)) > 5 Ix — x| = 5 0]l =0.

N



Délka vektoru a uhel dvou vektort Il

Z uvedenych podminek vyplyva nezgpornost normy, t.j.
||x|| > 0 pro kazdé x € V.

Z pozitivni homogenity plati ||0|| = 0 a ||—x|| = ||x]|,
s pouzitim trojuhelnikové nerovnosti dostaneme

1

1 1
1]} = 5 (Il + I=xI)) > 5 Ix — x| = 5 0]l =0.

N

Z oddélitelnosti mame ||X|| > 0 pro kazdé 0 # x € V.



Délka vektoru a uhel dvou vektoru Il

Realny vektorovy prostor s normou nazyvame normovany
prostor.



Délka vektoru a uhel dvou vektoru Ill
Realny vektorovy prostor s normou nazyvame normovany
prostor.

Intuitivné sa na normovany prostor divame jako na vektorovy
prostor, ve kterém muzeme méfit délky vektora.



Délka vektoru a uhel dvou vektoru Il

Realny vektorovy prostor s normou nazyvame normovany
prostor.

Intuitivné sa na normovany prostor divame jako na vektorovy
prostor, ve kterém muzeme méfit délky vektoru.

Tti definujici podminky pro normu zarucCuji, ze takovéto méreni
délek, t.j. pfifazeni x — ||x||, m& rozumné vlastnosti, jaké od
délek oCekavame.



Délka vektoru a uhel dvou vektoru Il

Realny vektorovy prostor s normou nazyvame normovany
prostor.

Intuitivné sa na normovany prostor divame jako na vektorovy
prostor, ve kterém muzeme méfit délky vektoru.

Tti definujici podminky pro normu zarucCuji, ze takovéto méreni
délek, t.j. pfifazeni x — ||x||, m& rozumné vlastnosti, jaké od
délek oCekavame.

Vzdalenosti bodu X,y ve vektorovém prostoru V s normou || - ||
nazyvame délku vektoru x — vy, t.j. islo || x — y||.



Délka vektoru a uhel dvou vektoru Ill
Realny vektorovy prostor s normou nazyvame normovany
prostor.

Intuitivné sa na normovany prostor divame jako na vektorovy
prostor, ve kterém muzeme méfit délky vektoru.

Tti definujici podminky pro normu zarucCuji, ze takovéto méreni
délek, t.j. pfifazeni x — ||x||, m& rozumné vlastnosti, jaké od
délek oCekavame.

Vzdalenosti bodu X,y ve vektorovém prostoru V s normou || - ||
nazyvame délku vektoru x — vy, t.j. islo || x — y||.

Pomoci vzdalenosti bodi mazeme trojuhelnikovou nerovnost
vyjadfit jinym, ekvivalentnim zplsobem:

X =yl +1ly -2l =[x - 2|

pre vSechny x,y,z € V.



Délka vektoru a uhel dvou vektoru IV

Tvrzeni
Necht' V je realny vektorovy prostor se skalarnim soucinem.
Rovnosti

x|l = v/(x, %)

je definovana norma na V.



Délka vektoru a uhel dvou vektoru IV

Tvrzeni
Necht' V je realny vektorovy prostor se skalarnim soucinem.
Rovnosti

x|l = v/(x, %)

je definovana norma na V.

Diikaz. Zvolme x,y € V.



Délka vektoru a uhel dvou vektoru IV

Tvrzeni
Necht' V je realny vektorovy prostor se skalarnim soucinem.

Rovnosti
[1X[| = v/ {x,x)
je definovana norma na V.

Diikaz. Zvolme x,y € V.S pouzitim bilinearity a symetrie
skalarniho soucinu a Cauchyho-Schwarzovy nerovnosti

dostavame
IX+y|? =(x+y,x+y)



Délka vektoru a uhel dvou vektoru IV
Tvrzeni
Necht' V je realny vektorovy prostor se skalarnim soucinem.
Rovnosti
[1X[| = v/ {x,x)

je definovana norma na V.
Diikaz. Zvolme x,y € V.S pouzitim bilinearity a symetrie
skalarniho soucinu a Cauchyho-Schwarzovy nerovnosti
dostavame

% +y|[?

(X+Yy,x+Yy)
(%, %) + (X, y) + (¥, %) +(y,y)



Délka vektoru a uhel dvou vektora 1V
Tvrzeni
Necht' V je realny vektorovy prostor se skalarnim soucinem.
Rovnosti
x|l = v/(x, %)

je definovana norma na V.
Diikaz. Zvolme x,y € V.S pouzitim bilinearity a symetrie
skalarniho soucinu a Cauchyho-Schwarzovy nerovnosti
dostavame
Ix+y[? = (x+y,x+y)
= (X,X) + (X, ¥) + (¥, X) +(V,Y)

= x| +2(x,y) + [lyl[®



Délka vektoru a uhel dvou vektoru IV

Tvrzeni
Necht' V je realny vektorovy prostor se skalarnim soucinem.
Rovnosti

x|l = v/(x, %)

je definovana norma na V.

Diikaz. Zvolme x,y € V.S pouzitim bilinearity a symetrie
skalarniho soucinu a Cauchyho-Schwarzovy nerovnosti
dostavame
Ix+y[? = (x+y,x+y)
= (X,X) + (X, ¥) + (¥, X) +(V,Y)
= [Ix[I? +2(x,y) +[ly|[?

< [Ix]12 +2|Ix] {Iyll + Iyl



Délka vektoru a uhel dvou vektoru IV

Tvrzeni
Necht' V je realny vektorovy prostor se skalarnim soucinem.

Rovnosti
X[ = v/ (X, X)

je definovana norma na V.

Diikaz. Zvolme x,y € V.S pouzitim bilinearity a symetrie
skalarniho soucinu a Cauchyho-Schwarzovy nerovnosti

dostavame

Ix+y[Z = (x+y,x+y)
= <X,X> + <X,y> + <y,X> + <y7y>

= [IX]12 + 2(x, y) + ||y
<[] + 2 ||| [yll + Iy
= (IIxll + [yl



Délka vektoru a uhel dvou vektoru IV

Tvrzeni
Necht' V je realny vektorovy prostor se skalarnim soucinem.

Rovnosti
X[ = V/(x,X)

je definovana norma na V.

Diikaz. Zvolme x,y € V.S pouzitim bilinearity a symetrie
skalarniho soucinu a Cauchyho-Schwarzovy nerovnosti

dostavame

Ix+y[Z = (x+y,x+y)
= <X,X> + <X,y> + <y,X> + <y7y>

= [IX]12 + 2(x, y) + ||y
<[] + 2 ||| [yll + Iy
= (IIxll + [yl

To dokazuje trojuhelnikovou nerovnost. |



Délka vektoru a uhel dvou vektoru IV

Z Cauchyho-Schwarzovy nerovnosti vyplyva, Ze pro libovolné
nenulové vektory X,y ve vektorovém prostoru se skalarnim
soucinem plati

(x,y)

< ¥ <o,
1] {lyll



Délka vektoru a uhel dvou vektoru IV

Z Cauchyho-Schwarzovy nerovnosti vyplyva, Ze pro libovolné
nenulové vektory X,y ve vektorovém prostoru se skalarnim
soucinem plati
< XY
Iyl

Proto existuje jediné realné Cislo « takové, ze 0 < a < ma

k)
Iy




Délka vektoru a uhel dvou vektoru IV

Z Cauchyho-Schwarzovy nerovnosti vyplyva, Ze pro libovolné
nenulové vektory X,y ve vektorovém prostoru se skalarnim
soucinem plati

(x,y)

< ¥ <o,
1] {lyll

Proto existuje jediné realné Cislo « takové, ze 0 < a < ma

0o XY
I 1yl

Cislo o nazyvame dhlem nebo téZ odchylkou vektorti x, y a
znacime ho a = <(X,y).



Délka vektoru a uhel dvou vektoru IV

Z Cauchyho-Schwarzovy nerovnosti vyplyva, Ze pro libovolné
nenulové vektory X,y ve vektorovém prostoru se skalarnim
soucinem plati

(x,y)

< ¥ <o,
1] {lyll

Proto existuje jediné realné Cislo « takové, ze 0 < a < ma

0o XY
I 1yl

Cislo o nazyvame dhlem nebo téZ odchylkou vektorti x, y a
znacime ho a = <(X,y).

Ze symetrie skalarniho soucinu vyplyva <(x,y) = <(y, X), to
znamena, Ze se jedna o neorientovany uhel.



Délka vektoru a uhel dvou vektoru V

P¥i této definici Uhlu dvou nenulovych vektort zlistava vztah

(x,y) = [/ lyl cos <(x,y),

platny pro standardni skalarni sougin v R? a R3, zachovany
v libovolném prostoru se skalarnim soucinem.



Délka vektoru a uhel dvou vektoru V

Pfi této definici Uhlu dvou nenulovych vektord zlistava vztah

(x,y) = [/ lyl cos <(x,y),

platny pro standardni skalarni sougin v R? a R3, zachovany
v libovolném prostoru se skalarnim soucinem.

Rikame, ze vektory X,y € V jsou (navzajem) kolmé nebo téz
ortogonalni, piSeme X Ly, pokud (x,y) = 0.



Délka vektoru a uhel dvou vektoru VI

Tvrzeni
Necht' V je vektorovy prostor se skalarnim soucinem. Potom
pro libovolné nenulové vektory x,y € V plati:



Délka vektoru a uhel dvou vektoru VI

Tvrzeni
Necht' V je vektorovy prostor se skalarnim soucinem. Potom
pro libovolné nenulové vektory x,y € V plati:

(a) (kosinova véta)

1% + YHZZIIXIIE + IIVIIZ +2|x] [l cos <(x,y),
1% = ylI==Ix[I= + llylI= — 2 [Ix][ [ly[l cos <(x, y);



Délka vektoru a uhel dvou vektoru VI

Tvrzeni
Necht' V je vektorovy prostor se skalarnim soucinem. Potom
pro libovolné nenulové vektory x,y € V plati:

(a) (kosinova véta)
1+ y[2=1x[1> + [|yl|* + 2 [|x[| [ly]| cos <t(x. y),
I — yl2=[|x][* + [ly[|* — 2] [[y] cos <(x,y);
(b) (Pythagorova véta)

XLy =
1%+ yl[2=[x — y|[* = [[x][* + [yl



Délka vektoru a uhel dvou vektoru VII

(c) (pravidlo rovnobéznika)

X +y[12 -+ 11x = yl12 = 2(]Ix]* + [ly]I?);



Délka vektoru a uhel dvou vektoru VII

(c) (pravidlo rovnobéznika)

X +y[12 -+ 11x = yl12 = 2(]Ix]* + [ly]I?);

(d) (uhlopricky kosostvorce jsou na sebe kolmé)

X =1yl = x+y Lx-y.



Ortogonalni podprostory |

Ortogonalnost

Definice
Necht' V je euklidovsky prostor a necht’:

Uq,...,Ug (1)

Jje koneéna posloupnost vektorti z V. Rekneme, Ze:
» posloupnost (1) je ortogonalni (nebo strucnée, Ze vektory
uq,...,Ux jsou ortogonalni), jestlize je:
(uj,uj)) =0 prokazdei,j=1,...,k N i#],



Ortogonalni podprostory Il

» posloupnost (1) je ortonormalni (nebo strucné, ze vektory
Us,..., U, jsou ortonormalni), je-li ortogondlni a kazdy jeji
vektor je normovany,



Ortogonalni podprostory Il

» posloupnost (1) je ortonormalni (nebo strucné, ze vektory
Us,..., U, jsou ortonormalni), je-li ortogondlni a kazdy jeji
vektor je normovany,

» posloupnost 1 je ortogonalni baze (resp. ortonormalni
baze) euklidovského prostoru V, jestlize je ortogonalni
(resp. ortonormalni) a navic je bazi prostoru V.



Ortogonalni podprostory Il

Rozebereme-li si definici ortogonalnosti pro nejjednodussi
pripady, pak vidime, ze pro:

k = 1: Posloupnost sestavajici z jednoho vektoru je vzdy
ortogonalni (bez ohledu na to, zda napf. dany vektor je
nulovy €i nikoliv).



Ortogonalni podprostory 1V

k = 2: Vektory uy, U, jsou ortogonalni, pravé kdyz (uq,us) = 0.



Ortogonalni podprostory 1V

k = 2: Vektory uy, U, jsou ortogonalni, pravé kdyz (uq,us) = 0.

V tomto pfipadé budeme psat u; L us nebo u, | uy
(zfejmé zde nezéalezi na poradi vektoru).



Ortogonalni podprostory 1V

k = 2: Vektory uy, U, jsou ortogonalni, pravé kdyz (uq,us) = 0.
V tomto pfipadé budeme psat u; L us nebo u, | uy
(zfejmé zde nezéalezi na poradi vektoru).

Dale, jsou-li oba vektory uq, u, nenulové, pak ziejme jsou
ortogonalni, prave kdyz jejich odchylka je 5 (plyne
z definice odchylky).



Ortogonalni podprostory 1V

k = 2: Vektory uy, U, jsou ortogonalni, pravé kdyz (uq,us) = 0.

V tomto pfipadé budeme psat u; L us nebo u, | uy
(zfejmé zde nezéalezi na poradi vektoru).

Dale, jsou-li oba vektory uq, us nenulové, pak zfejmé jsou
ortogonalni, prave kdyz jejich odchylka je 5 (plyne

z definice odchylky).

Na druhé strané, dva vektory, z nichz alespon jeden je
nulovy, jsou vzdy ortogonalni (pfiCemz jejich odchylka
samozrfejmé neni definovana).



Ortogonalni podprostory V

Véta
Necht'V je euklidovsky prostor. Pak pro vektory z V plati:
. uLu<su=o0,

2. ulxprokazdéxeV < u=o,

k
B.ulw;proi=1,....k & ul <Zr,~-w,~) pro kazde
i=1

r € R.



Ortogonalni podprostory VI

Véta
Nenulové ortogonalni vektory euklidovského prostoru V jsou
linearné nezavislé.



Ortogonalni podprostory VI

Véta
Nenulové ortogonalni vektory euklidovského prostoru V jsou
linearné nezavislé.

Poznamenejme, Ze predpoklad nenulovosti vSech vektoru je
v predchozi vété podstatny a bez néj véta neplati. Jinak
feceno, jsou-li ortogonalni vektory z V linearné zavislé,
znamena to, ze alespon jeden z nich musi byt nulovy.



Ortogonalni podprostory VII

Véta

Necht' V je euklidovsky prostor, uq, . ..,ux € V libovolné. Pak
existuji ve V ortogonalni vektory e+, . . . , ek, které generuji
tentyZ podprostor jako vektory u, ..., Ug, tzn. plati:

[u1,...,uk]:[e1,...,ek].



Ortogonalni podprostory VII

Véta

Necht' V je euklidovsky prostor, uq, . ..,ux € V libovolné. Pak
existuji ve V ortogonalni vektory e+, . . . , ek, které generuji
tentyZ podprostor jako vektory u, ..., Ug, tzn. plati:

[u1,...,uk]:[e1,...,ek].

€ =P1-€1 + -+ Pk-1-©€k1+ U,



Ortogonalni podprostory VII

Véta
Necht' V je euklidovsky prostor, uq, . ..,ux € V libovolné. Pak
existuji ve V ortogonalni vektory e+, . . . , ek, které generuji
tentyZ podprostor jako vektory u, ..., Ug, tzn. plati:
[u1,...,uk] = [e1,...,ek].
€ =PpP1 €1+ -+ Pk1- €1+ U, (2)

(ex.e)) =0=p;-((ej,e))+ ((ux, &),



Ortogonalni podprostory VII

Véta
Necht' V je euklidovsky prostor, uq, . ..,ux € V libovolné. Pak
existuji ve V ortogonalni vektory e+, . . . , ek, které generuji
tentyZ podprostor jako vektory u, ..., Ug, tzn. plati:
[U1,...,Uk] = [e1,...,ek].
€ =PpP1 €1+ -+ Pk1- €1+ U, (2)

(ex.e)) =0=p;-((ej,e))+ ((ux, &),

o= 1 —ee)  jelie; # 0
-

libovolné je-lie; = o.




Ortogonalni podprostory VII

» Dukaz predchozi véty byl konstruktivni a jeho algoritmus
se nazyva Gram-Schmidtuv ortogonalizacni proces
(pouziva se pii feSeni konkrétnich prikladd!).



Ortogonalni podprostory VII

» Dukaz predchozi véty byl konstruktivni a jeho algoritmus
se nazyva Gram-Schmidtuv ortogonalizacni proces
(pouziva se pii feSeni konkrétnich prikladd!).

» V predchozi vété se nic nepredpoklada o linearni zavislosti
nebo nezavislosti vektort uy, . .., uk. Proto vysledné
ortogonalni vektory eq, ..., e, mohou, ale nemusi byt
vS§echny nenulové.



Ortogonalni podprostory VIII

Pfesnégji feceno, je-li dim[uq,. .., ux] = r (< k), pak tedy i
dim[eq,...,ex] = r, coz znamena, Ze prave (k — r) z vektorl
eq,...,€ex je nulovych a zbyvajicich r vektorl je nenulovych a
tvofi ortogonalni bazi podprostoru [uq, . .., Uk], tj. podprostoru
generovaného vektory uy, ..., Ugk.



Ortogonalni podprostory VIII

Pfesnégji feceno, je-li dim[uq,. .., ux] = r (< k), pak tedy i
dim[eq,...,ex] = r, coz znamena, Ze prave (k — r) z vektorl
eq,...,€ex je nulovych a zbyvajicich r vektorl je nenulovych a
tvofi ortogonalni bazi podprostoru [uq, . .., Uk], tj. podprostoru
generovaného vektory uy, ..., Ugk.

Specialné tedy, jsou-li vektory uy, ..., ugk linedrné nezavislé, tzn.
tvofi bazi podprostoru [uy, ..., uk], pak vektory ey, ..., e, tvofi
ortogonalni bazi tohoto podprostoru.






Ortogonalni podprostory X

Véta
V kazdém nenulovém euklidovském prostoru V existuje
ortogonalni baze (resp. ortonormalni baze).



Ortogonalni podprostory Xl

Priklad
V euklidovském prostoru R* se skalérnim souc¢inem
definovanym:

(X1, X2, X3, Xa), (V1, Y2, Y3, Ya)) = X1Y1 + XoYo + X3Y3 + Xa Y4

naleznéte ortogonalni bazi podprostoru W generovaného
vektory uq, U, Us. Pritom:

ur =(0,1,2,1), up =(-1,1,1,1), us3 = (1,0,1,0).



Ortogonalni podprostory XII

Reseni: Plati W = [uy, u, us], tzn. pouZijeme
Gram-Schmidtova ortogonaliza¢niho procesu:
e =Uy = (0,1,2,1).



Ortogonalni podprostory XII

Reseni: Plati W = [uy, u, us], tzn. pouZijeme
Gram-Schmidtova ortogonaliza¢niho procesu:
e =UuUy = (0,1,2 1)

eg_p e +up kdep=— %z—%.Tedy

=(-1.3,~3 3)-



Ortogonalni podprostory XII

Reseni: Plati W = [uy, u, us], tzn. pouZijeme
Gram-Schmidtova ortogonaliza¢niho procesu:
e =UuUy = (0,1,2 1)
eg_p e + Uz, kde p = — (@281 = 2 Tedy
==l =22
= P1-€1+ p2- €+ Ug, kde P1 :?7:3 =-1,
po = — %2 _ { Tedye; = —1-es+ex+usz=(0,0,0,0)=o.

<627e2>




Ortogonalni podprostory XII

Reseni: Plati W = [uy, u, us], tzn. pouZijeme
Gram-Schmidtova ortogonaliza¢niho procesu:
e =UuUy = (0,1,2 1)

eg_p e + Uy, kde p = — 281 — _2 Tedy

1 11 G
( 1737 §7§)

= P1-€1+ p2- €+ Ug, kde P1 :?7:3 =-1,
po=— 1322 —1.Tedy g = —} -1+ €z +ug = (0,0,0,0) = o.

Vysledek: ortogonalni bazi podprostoru W tvofi napf. vektory
e, eo.



Ortogonalni podprostory XllI

Definice
Necht A, B jsou libovolné podmnoZiny euklidovského prostoru

V. Je-li:
(a,b) =0 prokaZdéac A, b € B,

pak fikame, Ze A, B jsou ortogondlni mnoziny a piseme
A 1 Bnebo B 1 A.



Ortogonalni podprostory XllI

Definice
Necht A, B jsou libovolné podmnoZiny euklidovského prostoru

V. Je-li:

(a,b) =0 prokaZdéac A, b € B,
pak fikame, Ze A, B jsou ortogondlni mnoziny a piseme
A 1 Bnebo B 1 A.

Jinak feCeno, A, B jsou ortogonalni mnoziny, pravé kdyz a,b
jsou ortogonalni vektory pro kazdé a € A, b € B.



Ortogonalni podprostory XllI

Definice
Necht A, B jsou libovolné podmnoZiny euklidovského prostoru
V. Je-li:

(a,b) =0 prokaZdéac A, b € B,

pak fikame, Ze A, B jsou ortogondlni mnoziny a piseme

A 1 Bnebo B 1 A.

Jinak fec¢eno, A, B jsou ortogonalni mnoziny, pravé kdyz a,b
jsou ortogonalni vektory pro kazdé a € A, b € B.

Ve specialnich pfipadech: prazdna mnozina, resp. mnozina {o}
jsou zfejmé ortogonalni ke kazdé podmnoziné ve V. Dale z de-
finice plyne, ze:

Al B=— AnB=0nebo An B = {o}.



Ortogonalni podprostory XIV

Véta
Necht A, B jsou podmnoZiny euklidovského prostoru V. Pak
plati:

ALl B < [A LB

tzn. dvé mnoZiny jsou ortogonalni, pravé kdyZz jsou ortogonalni
podprostory generované témito mnoZzinami.



Ortogonalni podprostory XV

Definice
Necht W je podmnoZina (podprostor) euklidovského prostoru
V. Pak mnozina:

Wt ={xe V:(x,w) =0 prokazdéw c W}

se nazyva ortogonalni doplnék podmnoziny (podprostoru)
W (veV).



Ortogonalni podprostory XV

Definice
Necht W je podmnoZina (podprostor) euklidovského prostoru
V. Pak mnozina:

Wt ={xe V:(x,w) =0 prokazdéw c W}

se nazyva ortogonalni doplnék podmnoziny (podprostoru)
W (veV).

Zfejmé plati W L. W+ a ve specidlnich pfipadech pfimo
z definice dostavame, ze V+ = {o}, resp. {o}+ = V.



Ortogonalni podprostory XVI

Véta
Necht W je podmnoZina euklidovského prostoru V. Pak plati:
1. W je podprostor ve V,



Ortogonalni podprostory XVI

Véta
Necht W je podmnoZina euklidovského prostoru V. Pak plati:
1. W je podprostor ve V,

2. je-liW podprostorV, mame V = W & W=, tzn. prostor V je
pfimym souctem podprostorti W a W-.



Ortogonalni podprostory XVII

Je-li W libovolny podprostor ve V, pak (podle 2. ¢asti predchozi
veéty a podle definice pfimého souctu podprostortl) se libovolny
vektor u € V da napsat, a to jedinym zplisobem, ve tvaru:

Uu=x-+y,
kdex e W,y € W,



Ortogonalni podprostory XVII

Je-li W libovolny podprostor ve V, pak (podle 2. ¢asti predchozi
veéty a podle definice pfimého souctu podprostortl) se libovolny
vektor u € V da napsat, a to jedinym zpusobem, ve tvaru:

Uu=Xx+y,
kdex e W,y € W,

Poznamenejme, ze vektor x z tohoto vyjadfeni se nazyva
ortogonalni projekce vektoru u do podprostoru W.



Ortogonalni podprostory XVII

Je-li W libovolny podprostor ve V, pak (podle 2. ¢asti predchozi
veéty a podle definice pfimého souctu podprostortl) se libovolny
vektor u € V da napsat, a to jedinym zpusobem, ve tvaru:

Uu=Xx+y,
kdex e W,y € W,

Poznamenejme, ze vektor x z tohoto vyjadfeni se nazyva
ortogonalni projekce vektoru u do podprostoru W.

PiSeme x = uyy-



Ortogonalni podprostory XVIII

Véta
Necht' W je podprostor euklidovskeho prostoru V, necht' x

(resp. X') je ortogonalni projekce vektoru u (resp. u’) do
podprostoru W a necht' r € R libovolné. Pak plati:

1. (x + X') je ortogonalni projekce vektoru (u + u’) do W,



Ortogonalni podprostory XVIII

Véta
Necht' W je podprostor euklidovskeho prostoru V, necht' x

(resp. X') je ortogonalni projekce vektoru u (resp. u’) do
podprostoru W a necht' r € R libovolné. Pak plati:

1. (x + X') je ortogonalni projekce vektoru (u + u’) do W,
2. r - X je ortogonalni projekce vektorur -u do W.



Ortogonalni podprostory XIX

Véta
Necht' W, S jsou podprostory euklidovského prostoru V. Pak
plati:

T (WHt=w,



Ortogonalni podprostory XIX

Véta
Necht' W, S jsou podprostory euklidovského prostoru V. Pak
plati:

1. (WhHt =w,

2. (W+S)t =wtnst,



Ortogonalni podprostory XIX

Véta
Necht' W, S jsou podprostory euklidovského prostoru V. Pak
plati:

T (WHt=w,

2. (W+S)t =wtnst,

3. (WNS)t =w+ 48+,



Ortogonalni podprostory XX

Véta

Necht' V je vektorovy prostor se skalarnim soucinem, S je jeho
konecnérozmérny vektorovy podprostor s bazi o = (uy, ..., Ug)
axeV. Potomproc = (cy,...,cx)" € R¥ plati

Xs = CiUq + ... + CxUy praveé tehdy, kdyZ c je feseni soustavy
linearnich rovnic
G(a)-c= (x,a)",

kde (x, ) oznacuje fadkovy vektor ((X,uq), ..., (X, ux)) € R¥.



Ortogonalni podprostory XXI

Dukaz. Proc = (cy,...,cx)" € R¥ plati xg = cyuy + ... + CkUx
prave tehdy, kdyz pro vSechna i < k mame

0 = (X—CiUy+...+Ckl, U;) = (X,U;)—C1 (U, Uj)—. ..~ Ck (U, U;).



Ortogonalni podprostory XXI
Dukaz. Proc = (cy,...,cx)" € R¥ plati xg = cyuy + ... + CkUx
prave tehdy, kdyz pro vSechna i < k mame
0 = (X—CiUy+...+Ckl, U;) = (X,U;)—C1 (U, Uj)—. ..~ Ck (U, U;).

..., Cx)Si(G(a)) 1.



Ortogonalni podprostory XXI
Dukaz. Proc = (cy,...,cx)" € R¥ plati xg = cyuy + ... + CkUx
prave tehdy, kdyz pro vSechna i < k mame
0 = (X—CiUy+...+Ckl, U;) = (X,U;)—C1 (U, Uj)—. ..~ Ck (U, U;).

Tedy (x,si(a)) = (¢, .., C)Si(G()) 4.
(x,8i(a))” =ri(G(a)7) - c.

Jinak re¢eno, ¢ musi vyhovovat soustavé

G(a)" -c=(x,a)".



Ortogonalni podprostory XXI
Dukaz. Proc = (cy,...,cx)" € R¥ plati xg = cyuy + ... + CkUx
pravé tehdy, kdyz pro v§echna i < k mame
0 = (X—CiUy+...+Ckl, U;) = (X,U;)—C1 (U, Uj)—. ..~ Ck (U, U;).

Tedy (x,si(a)) = (¢, .., C)Si(G()) 4.
(x,8i(a))” =ri(G(a)7) - c.

Jinak re¢eno, ¢ musi vyhovovat soustavé
G(a)" -c=(x,a)".

Ale G(a)” = G(a) vzhledem na symetrii Gramovy matice.



Ortogonalni podprostory XXI

Dukaz. Proc = (cy,...,cx)" € R¥ plati xg = cyuy + ... + CkUx
pravé tehdy, kdyz pro v§echna i < k mame

0 = (X—CiUy+...+Ckl, U;) = (X,U;)—C1 (U, Uj)—. ..~ Ck (U, U;).

Tedy (x,si(a)) = (¢, .., C)Si(G()) 4.
(x,8i(a))” =ri(G(a)7) - c.

Jinak re¢eno, ¢ musi vyhovovat soustavé
G(a)" -c=(x,a)".

Ale G(a)” = G(a) vzhledem na symetrii Gramovy matice.
Protoze matice G(a) je regularni (« je baze S), ma tato
soustava jediné feseni.
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