Vzorova pisemka

M5120 Linearni statistické modely I

Pisemna c¢ast zkousky

Piiklad 1. Najdéte maximalné vérohodné odhady parametrtu a pro nahodny vybér
X = (Xy,...,X,) rozsahu n z Weibullova rozdéleni s hustotou

cpaP~texp{—ca’} x>0, p>0,¢c>0
fw) = tret}
0 jinak.
[15 bodi]
Reseni:
Vérohodnostni funkce:

n

L(c,p; X1,...,X,) = l_Ichf*1 exp{—cX!}

i=1
=c"p" l_IXZp_1 exp {—cZXf}
i=1 i=1
Logaritmus vérohodnostni funkce:

le,p; Xy, X)) =InLie,p; Xq, ..., X5)

=nlnc+nlnp+(p-1) ZlnXi—cZXf

i=1 i=1

Vérohodnostni rovnice:
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Priklad 2. Necht X = (X, X5, X3)’ je ndhodny vektor s varianéni matici DX =
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(a) Vypocitejte rozptyl pro X; — 2X5 + Xj.
(b) Najdéte varianéni matici ndhodného vektoru Y = (Y3, Y3)’, pro ktery plati

Y1 = Xi+X;
Yo = Xi+Xo+ X3

15 bodi]
Reseni:
X1
(a) Oznatme 2 =X;—2Xo+ X;3= (1 -2 1) X, | =b'X
X3
a pocitejme rozptyl
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(b) Polozime-li B = G 1 (1)) , muzeme psat Y = BX a pocitejme variancéni

matici
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Pifklad 3. Necht X = (X,...,X,)" je ndhodny vektor a A = (ajj)i=1
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n je symetricka
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matice realnych ¢isel. Dokazte ze plati
E(X'AX) =Tr(A DX) + (EX)" A EX,

kde Tr znaci stopu matice, tj. soucet diagonalnich prvki matice. [15 bodd]
Reseni:
Nejprve si vSimnéme, ze

B(XX)) = E {(X > (X, ,Xn)} — (B(XX))) i1,

Xn

Dale vime, ze

DX = E(XX') — (EX)(EX) = BE(XX')= DX+ (EX)(EX).
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—E(Tr(AXX')) =Tr(E(AXX'))

=Tr{A[DX + (EX)(EX)]} = Tr(A DX) + Tr(A EX(EX)")

—|Tr(A DX) + (EX)' A EX|

Priklad 4. Méjme n-rozmérny nahodny vektor X = (Xi,...,X,), ktery je tvofen neza-

vislymi nahodnymi veli¢inami se stejnou stiedni hodnotou u a rozptylem o?2.

S vyuzitim vztahu

E(X'AX) =Tr(A DX) + (EX)" A EX
vypocitejte stfedni hodnotu kvadratické formy

Q = (Xl - X2)2 +o (Xn—l - Xn)2

15 bodi]

Reseni:
Vzhledem k tomu, Ze ndhodny vektor je tvofen nezavislymi nahodnymi veli¢inami
se stejnou stiedni hodnotou a stejnym rozptylem, plati

X~ Ly, E), kde EX=p=(u,...,n) a DX=3=7,
Upravujme nejprve
Q=(X1—X)’+ -+ (Xo1 — X,,)?
— X2 —2X, Xy + X2+ X2 —2X, X3+ X2+ -+
+ Xi_z —2X, 2 X1+ Xi_l + X2—1 - 2X,1X,, + XZ
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a vyuzijme vzorec pro vypocet stiedni hodnoty kvadratické formy
EQ = E(X'AX) =Tr(A DX) + (EX)" A EX.
Postupné vyjadiujme
Tr(A DX) = o*Tr(A) = 0*[2(n — 2) + 2] = 2(n — 1)0?
(EX) A EX = p/'Ap

= (= —p+2p = fiy =+ 20—, —p+p) | ] =0pu=0

Celkové dostaneme | EQ = 2(n — 1)o?|.




