12. Rizené markovské Fetézce
12.1. Definice: Definice strategie a optimalni strategie.
12.2. Véta: Véta o hledani optimdlni strategie.

12.3. Piiklad: Je sledovana vyrobni linka, kterd se mize nachazet bud’ v provozu (stav 0) nebo
v opravé (stav 1). Ve stavu 0 je mozny provoz ,,bez kontroly agregatii (strategie 1) nebo

,,$ kontrolou agregati* (strategie 2). Ve stavu 1 je mozno rozlisit opravu ,,bez vyméeny
agregati” (strategie 1) nebo ,,s vyménou agregati (strategie 2). Matice prechodu a matice
vynost jsou nasledujici:
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Pro prvni tfi kroky najdéte maximalni sttedni hodnotu celkového vynosu a optimalni strategii.
Reseni:
1‘]ozlpoolroo'+'1pm lr01 =0,52+0,500= qul :lplo lr10'*'11311 lr11 =0,20+0,8({-5) =-0,2
? q, zzpoo 21”oo +2p01 21‘01 =0,403+0,60= la&qu :2p10 21‘10 +2p11 21‘11 =0,412+0,6(-2)=-0,4

(1Y, (18
q —0,2’q -0,4

v, (1) = max{1;1L.8} = 1,8 = d, (1) = 2, v, (1) = max{-0,2;-0,4} = -0,2 = d, (1) =1

vo(2) = max{' 4, +'pog Vo (D+' Py vy (057 +Pog Vo (D+7p v, (D} =

= max{1+0,50,8 +0,50{~0,2);1,8 +0.40,8+0,6 {-0,2)} = max{1,8;2,4} =2,4 = d, (2) =2
v,(2) = max{'q,+'pygvo (' Py v, (0520, +2, Vo (D+7p, v, (D} =

= max{-0,2+0,20,8+0,8 {-0,2),-0,4 + 0.4 0,8 + 0,6 [{~ 0,2)} = max{0;0,2} =0,2=d, (2) =2
v,(3) = max{l 9o +1p00V0 (2)+1p01V1 (2);2 o +2p00V0 (2)+2p01V1 (2)} =

= max{l +0,5[2,4 +0,5[0,2;1,8 + 0.4 [2,4 + 0,6 [0,2} = max{2,3;2,88} =2,88 = d, (3) =2

v,3) = max{'q, +'py vy ()+'pyyv, (2, +7Dyp Vo (047D, v, () =

= max{- 0,2 +0,2 2,4 + 0,8 [0,2;-0,4 + 0.4 (2,4 + 0,6 [0,2} = max{0,44;0,68} = 0,68 = d, (3) =2

2 2
Zaver: V prvnim kroku je vektor optimalnich strategii [J , ve druhém a tetim kroku (J .

12.4. Poznamka: Uvedena metoda hledani optimalnich strategii se nazyva rekurentni metoda.
Hodi se jen pro maly pocet krok. Pro vétsi pocet krokt je vhodnéjsi pouzit itera¢ni metodu.

12.5. Poznamka: Popis itera¢ni metody hledani optimalni strategie



Vytvotujici funkce posloupnosti vektoril {V(n)}:’=1 ma tvar: G, (z) = li (I - ZP)_I q. V teorii
-z

a
matic se dokazuje, ze matice (I - ZP)_1 obsahuje stacionarni slozku S = [M ,kde a je
a

staciondrni vektor matice P a tranzientni slozku T. Lze tedy psat
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W je vytvorujici funkce posloupnosti a, = n.
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Al_ je vytvorujici funkce posloupnosti a, = A (nezavisi tedy na n).
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je vytvorujici funkce posloupnosti a, = B 1(—] . Protoze c¢;> 1, budou vyrazy
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obsahujici (ij pro dostate¢né velkd n velmi malé. Pro dostatecné velka n tedy plati:
¢
v(n) =nSq + ATq. Oznacime-li Sq = g a ATq =, lze psat pro dostatecné velka n:

v(n) = ng + v neboli vi(n) =ng + v;,1=0, 1, ..., N. Dosadime-li toto vyjadieni do rekurentniho

N
vztahu v.(n) =q, + Zpijvj(n —1), dostaneme
=0

ng+v; =q; + ZN:pij [(n _1]) + Vj]. Upravime:

=0
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ng+v, =q; +ngY py =gy Pyt PV, =q g -gH D ppv; gV =g+ pyv,

=0 =0 =0 =0 =0
Dostali jsme systém N + 1 rovnic pro N + 2 neznamych g, vy, vy, ..., vn. Protoze neznamych je
o jednu vice nez rovnic, nelze urcit skutecné hodnoty nezndmych vy, vy, ..., v, kterym se tika
vahy. Howard navrhl polozit vy = 0. Tim se pocet nezndmych snizi a lze vypocitat relativni
vahy vy, v, ..., Vn-1, které se od skute¢nych vah budou lisit jenom o konstantu, tedy jejich
rozdily budou stejné jako u skute¢nych vah. Napt. rozdil vy — v; Ize interpretovat jako rozdil
mezi stfedni hodnotou vynosu procesu, ktery vysel ze stavu 0 a stfedni hodnotou vynosu

N
, . s < s , Kk k
procesu, ktery vySel ze stavu 1. Kritériem pro volbu strategie je vyraz “q; + Z Py, -
j=0
Algoritmus Howardova itera¢niho postupu:



N
1. krok: Pomoci veli€in pj, q; ur€ime veli¢iny g,v; zrovnic g+v, =q; + Zpijv i
i=0
pricemz vy = 0.
2. krok: Pro kazdy stav i [JJ najdeme strategii k , kterd maximalizuje vyraz

N
K K
q; *t E , PV -
=0

3. krok: Nalezena strategie K poskytne hodnoty *q,,* pj pro opakovani kroki 1 a 2.

Algoritmus kon¢i, jakmile vektor strategii je stejny ve dvou po sob¢ nasledujicich iteracich.
(Zpravidla staci provést jen n¢kolik malo iteraci.)

12.6. Priklad: Zavod produkuje néjaky spotiebni vyrobek, u néhoz Ize rozeznat dva stavy:
stav 0 — vyrobek je Uspésny s dobrym odbytem a cenou, stav 1 — vyrobek je neuspésny, odbyt
vazne a cena je nizka. Pfi 1. strategii vedeni zavodu neinvestuje ani do technického rozvoje
0,5 0,5

ani do reklamy. Pfi této strategii je matice prechodu 'P = (0 4 06

] a matice vynosi

9 3 : . ) . . o :
'R = (3 ] . Pi 2. strategii vedeni zavodu zajisti technicky rozvoj a investuje do reklamy.
0,8 0,2 4
0,7 03 1 -19
naklady promitnou do zisku, proto vynos “rop musi byt nizsi nez 'roo, stejné tak r;; musi byt
nizsi nez 'r;.) Pomoci iteraéni metody je tieba zjistit, jakou strategii doporuéit vedeni zavodu,
aby stfedni hodnota celkového vynosu byla maximalni.

Matice piechodu: *P = ( j , matice vynosii: R = ( j . (P¥i 2. strategii se vyssi

Reseni: Nejprve vypocitdme vektory 1q = (lqo, 1ql) a 2q = (2q0, 2q1).

1Clozlpoolroo"'lpm lr01 =050+0503= 6>1q1 =1p101r10+1p11 lr11 =0,43+0,6 [ﬂ_ 7) =-3
'q=(6,-3)

"q="Poo Tog* Poy Ty =08 +0,2[4=4,"q,="p,, "1,,+’p,, *1;, =0,70+0,3 [6_19) =5
‘q=(4,-5)

1. iterace: zvolime do(1) = 1, d;(1) = 1 a vyfeSime systém rovnic (pfitom polozime v; = 0)
g+ V,='qp+H Py Vo PV 18+ VY, =6+0,50,
gV, =q PVt v, 1g = 3+0,40,
Resenim tohoto systému obdrzime vo = 10, g = 1.
2. iterace:
i=0,k=1:"q,+ peVe+ PV, =6+0,500=11
k=2:7qy+ PeoVet PV, =4+0,800=12
max {11, 12} =12, tedy do(2) =2
i=1Lk=1:"q+p,v,+p,v, =-3+0400=1
k=2:7q,+’p,,v,+’p, v, =-5+0,700=2
max{l, 2} =2, tedy d;(2) =2
Vysledek 2. iterace dava vektor strategii (2, 2).

S timto vektorem vyfeSime systém rovnic (pfitom polozime v; = 0)



g+ Vo ="qu+ Py Vet Py Vi ig+V, =4+080,
g+v,=2q,+7p, v, +p, v, g = -5+0,7 0,
Resenim tohoto systému obdrzime vy = 10, g = 2.

3. iterace:

i=0,k=1:"q,+'pyVy+'pyv, =6+0500=11
k=2:7qy+ PeoVet PV, =4+0,800=12

max{11, 12} =12, tedy do(3) =2

i=1Lk=1:"q+p,v,+p,v, =-3+0400=1
k=2:2q,+’p,,Vo+’p, Vv, ==5+0,700=2

max{1, 2} =2, tedy d;(3) =2

Vysledek 3. iterace dava vektor strategii (2, 2).

Protoze ve dvou po sobé€ jdoucich iteracich jsme dostali stejny vektor strategii, vypocet konci.
Interpretace: Kromé pocateéniho kroku piinese vétsi zisk ta strategie, ktera zahrnuje naklady
na technicky rozvoj a reklamu vyrobku.



