3. Markovské retézce s diskrétnim ¢asem
3.1. Definice: Definice markovského fetézce s diskrétnim ¢asem

3.2. Véta: Véta o simultanni pravdépodobnostni funkci markovského fetézce s diskrétnim
casem

3.3. Piiklad: Necht Y, Y2, ... jsou stochasticky nezéavislé nahodné veli¢iny, které nabyvaji
hodnot z mnoziny {..., -2, -1, 0, 1, 2, ...} (jde o tzv. celociselné ndhodné veli¢iny). Polozme

X,=0,X, = ZYi ,n 21. Dokazte, ze stochasticky proces {Xn ;n [ No} Jje markovsky
i=1
fetczec.
Reseni: Dokazeme, zZe leva strana v markovské vlastnosti se rovna praveé stran¢.
Leva strana:
PX,=j, X, =), LK X,=0
P(Xn:jn /Xn—lzjn—l DK |j>(0:0): ( s :]n - Jn-_l ° ) :
P(Xn—1: .]n—l DXn—ZZ Jn—2 DK |:D(OZ 0)
Jevy zapsané pomoci ndhodnych veli¢in X, Xj, ..., X, se budeme snazit zapsat pomoci
nahodnych veli¢in Y, Yo, ..., Yy, které jsou stochasticky nezavislé.
X0=0, X=X+t Y1=2Y:=X1-Xp, Xo0=X1+t Yo = Y2, =X, - X, .., Xy =Xp1 t Yy =
Yn = Xn - Xn_]’ tedy
{Xn :jn |:)(n—l = jn—l [K |:)(l = jl |:)(0 :0} =
:{Yn = jn _jn—l |:|Yn—1 = jn—l _jn—2 DK DYI :jl}
Dale
{Xn—l =l EKEX, =5, BX = 0} :{Yn—l =Ja "l LKLY, = Jl}
Po dosazeni do levé¢ strany:
P(Xn: jn |:)(n—lz jn—l [K |:>(0: O) — P(Yn = jn _jn—l )P(Yn—l = jn—l - jn—Z)[K |:P(Yl = Jl) -
P(Xn—l: Joa X7 Jon UK EX = 0) P(Yn—l =Jpa T jn—Z)l:K [P(Yl = Jl)
= P(Yn = jn - jn—l)
Prav4 strana:

P(Xn =J. LXog :jn—l)
P(X,, =)

- P(Yn = Jn _jn—l)P(Yn—l = Jou _jn—Z) — P(Y - )

P(Yn—l = Jam _jn—Z) T e

Protoze leva strana se rovna pravé strané, je dany stochasticky proces {Xn;n [ NO}

P(Xn = jn /Xn—l = jn—l) =

markovsky fetézec.
Specialni ptipad — ndhodna prochézka na ptimce.

3.4. Priklad: Galtonliv — Watsonliv proces vétveni
3.5. Oznaceni
3.6. Véta: Véta o vlastnostech markovského fetézce s diskrétnim ¢asem

3.7. Poznamka: Zépis vlastnosti markovského fetézce s diskrétnim ¢asem v maticovém tvaru



3.8. Priklad: Necht je dan markovsky fetézec {Xn ;n NO} s mnozinou stavli J = {0,1}.

Pravdépodobnosti ptfechodu 1. fddu jsou dany matici P(n,n +1) = . Vektor

WK~
W =AW

11
absolutnich pravdépodobnosti v okamziku n je p(n) = (E EJ Jaka je pravdépodobnost, ze

po jednom kroku bude fetézec ve stavu 0 (resp. 1)?

Reseni: Podle zakona evoluce mame: p(n+1) = p(n) P(n,n+1) =

1 3
(1 1]4 4 :(lghl[-,%,llﬁ [—]1—) ( lj (11 13} (0,4583;0,5417)
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Po jednom kroku tedy bude fetézec ve stavu 0 s pravdépodobnosti 0,4583 a ve stavu 1
s pravdépodobnosti 0,5417.

3.9. Definice: Definice stochastického vektoru a stochastické matice



