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Seznam pouzitych symbola

{z: 7}
N

R

]RJr
RY
Rm
S'ITL
a,b

s Uyt

a,b,...

mnozina prvkl z, které spliuji podminku 7w
mnozina prirozenych ¢isel

mnozina realnych c¢isel

mnozina kladnych realnych cisel

mnozina nezapornych realnych cisel

realny m-rozmérny euklidovsky prostor
povrch jednotkové koule v R™

realna cisla

vektory redlngch ¢isel (sloupcové)

euklidovska norma vektoru a, tj. ||a| = va'a
matice

norma vektoru a vzhledem k dané pozitivné definitni
matici A, tj. ||a]la = va’Aa

jednotkova matice typu (n x n)

nulovy vektor nebo nulova matice
n-rozmérny sloupcovy vektor samych jednicek
hodnost matice

stopa matice

transponovana matice

inverzni matice

pseudoinverzni matice

determinant matice

Kroneckertiv souc¢in matic A a B

operator, ktery ze sloupci matice A vytvari vektor

blokova matice

Lebesguetiv integrél
Lebesgue-Stieltjesuv integral
gamma funkce

beta funkce

prirozeny logaritmus se zakladem e
prostor elementarnich jevi
o-algebra



borelovska o-algebra v m-rozmérném euklidovském
prostoru

funkce f : R™ — R je B™-méfitelna

indikdtor mnoziny A

sjednoceni mnozin

prunik mnozin

rozdil mnozin

prazdné mnozina

pravdépodobnost jevu A

pravdépodobnostni prostor

nahodné veli¢iny

realizace ndhodnych veli¢in

nahodny vektor

realizace ndhodnjch vektort

hustoty pravdépodobnosti

pravdépodobnostni funkce

distribuéni funkce

kvantilové funkce (inverzni distribuéni funkce)
stfedni hodnota

kovariance ndhodnych veli¢in X a Y

rozptyl ndhodné veli¢iny X

kovarian¢ni matice ndhodnych vektordt X a Y
varian¢ni matice ndhodného vektoru X

nahodna veli¢ina X se ¥idi normalnim rozdélenim
se stfedni hodnotou y a rozptylem o2

hustota pravdépodobnosti standardizovaného
normalniho rozdéleni N(0,1)

distribuéni funkce standardizovaného normalniho
rozdéleni N(0,1)

rozdéleni rovnomérné spojité na intervalu (a,b) (a < b)

rovnomeérné rozdéleni na povrchu m-rozmérné
jednotkové koule

Gamma rozdéleni s parametrem a

Beta rozdéleni s parametry a a b

x2-rozdéleni o n stupnich volnosti

m-rozmérné norméalni rozdéleni se stfedni hodnotou p

a kovariancéni matici 2



Kapitola 1

Nahodné procesy

Uvod

Pojem nahodného procesu je zobecnénim pojmu néhodné velid¢iny. Zatimco né-
hodna veli¢ina je redlna funkce jedné promeénné - elementdrniho jevu, je ndhodny
proces realnou funkci dvou proménnych - elementarniho jevu a jedné realné pro-
ménné. Tou obvykle byva cCas.

Je moZno uvést bezpocet piikladii ndhodnych procesi. Uvedme namétkou tyto

e Ve fyzikalnich a technickijch véddch:
seismicky zdznam v geofyzice,
fada nejvyssich dennich teplot v meterologii,
pribéh vystupniho signalu urcitého elektrického pristroje,
zmény v tloustce dratu v pribéhu jeho délky,
zmény v poctu vyzev na urcité telefonni lince, atd.

e V biologickych véddach:
sledovani riznych parametri znecisténi ovzdusi,
EEG, EKG zaznamy v medicing,
procesy mnoZeni (napf. bakterii), apod.

e Ve spolecenskych véddach:
zmény v poctu obyvatelstva,
procesy mortality a invalidity obyvatelstva, aj.

e V ekonomice
zmény poptavky po urcitém vyrobku,
analyza vyvoje kursu akcii na burze,
objem zemédélské produkce,
pocet Cekajicich v letecké dopravé, atd.

Tyto procesy, napohled rozmanité, 1ze jednotné popsat matematickym pojmem
nahodného (stochastického) procesu. Ta ¢ast matematické statistiky, kterd



se zminénymi procesy zabyva, se také nazyva statistickou dynamikou.

Matematicko-statistické metody zpracovani pozorovani téchto ndhodnych pro-
cestl maji velmi Siroké uplatnéni v praxi. Jsou zalozené na teorii pravdépodobnosti
nahodnjch procesii, kterou se nyni budeme zabyvat.

1.1 Definice nahodného procesu

Definice 1.1.1.
Necht  je ddn  pravdépodobnostni  prostor (2, A, P), indezovd

mnozina T C R a redalnd funkce ‘X:QXTHR‘ definovand
pro Yw € Q a YVt € T. Jestlize pro YVt € T je X(w,t)
borelovsky méfitelnd funkce vzhledem k A (tj. pro VB € B a pro ¥Vt € T
plati X 1(B) = {w € Q : X(w,t) € B} € A, kde B je o-algebra borelov-
skych podmnoZin), pak tuto funkci nazyvdme (n-rozmérnym) néhodngm
procesem. Néhodny proces X (w,t) pri pevném w € Q se nazyvd realizace
(trajektorie) procesu. Pravdépodobnostni miru Px(B) = P(X Y(B))
nazgvdme rozdéleni pravdépodobnosti nadhodného procesu X (w,t).

PozNAMKA 1.1.2.
Obdobné jako u ndhodnych veli€in, kdy misto X (w),w €  piSeme pouze X,
u ndhodnych procesti misto {X (w,t),w € Q,t € T} piseme {X;,t € T}.

Definice 1.1.3.

Pokud indexovd mnozina T = 7 = {0,£1,+2,...} nebo T C Z, mluvime
o procesu s diskrétnim casem nebo o casové Tadé ¢ nahodné po-
sloupnosti. Pokud indezovd mnozina T = (t1,t2), kde —oo < t1 < to < 400,
rikame, Ze {Xi,t € T} je ndhodny proces se spojitym casem. Duvojice
(S,S), kde S je mnoZina hodnot ndhodngch veli¢in X; a S je o-algebra pod-
mnozin S, se nazgvd stavovy prostor procesu {X;,t € T'}. Pokud ndhodné
veliciny Xz nabyvaji pouze diskrétnich hodnot, vikame, Ze jde o proces s dis-
krétnimi stavy. Nabyvd-li hodnot z néjakého intervalu, mluvime o procesu
se spojitymi stavy.

Rozdéleni pravdépodobnosti Py ndhodného procesu {X;,t € T} jednoznacéné de-
finuje rozdéleni kazdého n rozmérného ndhodného vektoru X = (X;,,..., X)),
kde t1,...,t, jsou libovolné body z mnoziny T'.

Definice 1.1.4.
Necht T™ je mnoZina vsech vektori

T ={t=(t1,...,tn) 1 t1 <ta < - <ty;t; €T;i=1,...,n}




Pak (konecné dimenziondlni) distribucéni funkci ndhodného procesu rozu-
mime funkci

Fe(x)=Fyy 4, (x1,. . an) = P(Xy, <@1,..., Xy, <)
= Px,((—o0,x1 >, ..., (—00,zp >)

pro ¥t = (t1,...,tp) € T" a Vx = (21,...,2,) € R™

Pro rfizna a pro riizné hodnoty dostavame cely systém dis-
tribuénich funkci, oznacme jej F, ktery nemuze byt iplné libovolny, ale ziejmé
musi splilovat tzv. Kolmogorovy podminky konzistence

(K1) Podminka symetrie: pro libovolnou permutaci i1, . . ., i, ¢isel 1,..., n plati

Ftil,...,t-;n (xila e 7xin) = Ftl,...,tn (xlv cee ,SCn)

(K2) Podminka konzistence:

Ft17-~~,tn7tn+1 (wla sy Ty OO) = Ftl,---,tn ($1, s axn)

Kazdému ndhodnému procesu lze tedy priradit konzistentni systém distribuc-
nich funkci. K danému konzistentnimu systému distribu¢nich funkci existuje vzdy
takovy ndhodny proces, Ze jeho systém distribuc¢nich funkci je totozny se zadanym
systémem, coz fika nasledujici véta.

Véta 1.1.5.

Kolmogorova véta

K systému distribucnich funkci, které spliuji Kolmogorovy podminky
konzistence, existuje pravdépodobnostni prostor (2, A, P) a ndhodny proces
{X:,t € T} tak, Ze F je jeho systémem distribucnich funkci.

DUKAzZ. Protoze jde v podstaté o problém z teorie miry, nebudeme dtikaz uvadét,
lze ho najit napf. v Neubrunn, T., Riecan, B.: Miera a integral, Bratislava. Veda

1981. [



1.2 Priklady nahodnych procesu

PRIKLAD 1.2.1.
SINUSOIDA S NAHODNOU FAZi A AMPLITUDOU. Necht A a 6 jsou nezavislé ndhodné
veli¢iny A > 0, § ~ Rs(0,27). Nahodny proces {X;,t € T} miZze byt definovian

‘Xt =r~1Acos(vt + ) ‘, v>0,r>0.

PRIKLAD 1.2.2.
BINARNI PROCES {X:,t = 1,2,...} je posloupnost nezavislych alternativnich na-
hodnych proménnjch:

x~A0)]

PRIKLAD 1.2.3.
NAHODNA PROCHAZKA {X;,t=1,2,...} je definovana takto

| Xo=0

\ ‘Xt:thlJFetv

kde e; jsou nezavislé stejné rozdélené ndhodné veli¢iny s nulovou stfedni hodnotou
a konstantnim rozptylem, tj. e; ~ £(0,02).

PRIKLAD 1.2.4.
MARKOVOVUV PROCES {X;,t =1,2,...} je definovan takto

P(G<Xt+1 §b|X1 :Jll,...,Xt:ZEt) :P(G<Xt+1 §b|Xt:£Et),

tj. chovani procesu v budoucnosti zavisi na jeho stavu v poslednim ¢asovém oka-
mziku, ale ne na cesté, kterou do tohoto stavu dospél.

1.3 Stochastické procesy druhého radu

1.3.1 Striktni a slaba stacionarita

Definice 1.3.1.
Rekneme, Ze ndhodny proces {X;,t € T} je striktné staciondrni, jestlize
pro¥Vt = (t1,...,tn) €ET™ apro¥VT = (t1 + h,...,t, + h) € T™ plat{

Rovnost lze interpretovat tak, ze zédkladni pravdépodobnostni charakteristiky pro-
cesu se nemeéni pfi posunuti v Case.



Definice 1.3.2.

Existuje-li pro ¥Vt € T stredni hodnota E Xz, pak nazgvame funkci

stredni hodnotu ndhodného procesu.

Definice 1.3.3.
Ndhodny proces {Xi,t € T} nazgvdime procesem druhého rTddu, jestlize

proVt €T plati a Tikdme, Ze ndhodny proces ma konecéné druhé

momenty.

PozNAMKA 1.3.4.
Pokud EX? < oo, pak ze Schwarzovy nerovnosti plyne

E|X| < (E1? - E|Xi[*)% = (E|X:[*)% < o0,

tj. existuje stfedni hodnota EX; =y
a rozptyl DX, = EX? — (EX;)? =0?.

Definice 1.3.5.
Ndhodny proces {X,t € T} nazgvdme staciondrni ve stredni hodnoté,

pokud pro ¥t € T je stredni hodnota konstantnt, tj. .

Pokud EX; = 0, ndhodny proces nazjvdme centrovanym.

Definice 1.3.6.

Uvazujme ndhodny proces {Xi,t € T}, ktery md konecné druhé momenty.
Pak funkci|~y(s,t) = C(Xs, X¢) = BE(Xs — EX)(X: — EXy) ‘ nazveme auto-
kovarianéni funkci.

Tato realna funkce dvou proménnych déava informaci o linearnim vztahu mezi
jakoukoliv dvojici ndhodnych veli¢in X a X;.

Definice 1.3.7.
Ndhodny proces {X;,t € T} se nazyvd kovarianéné staciondrni, pokud

pro Vt,s € T plati "}/(S,t) =(0,|s — t])

. coZ budeme také psdt ve formé

"y(s,t) =7(s—1t) ‘, tj. autokovariancéni funkce zdvisi ma sviych argumentech

pouze prostrednictvim jejich rozdili.




PozNAMKA 1.3.8.
Protoze C(X,, X:) = C(X¢, Xs), pak pro kovarian¢éné staciondrni procesy plati

v(—t) = v(t) | a vSechny ndhodné veli¢iny X; maji tentyZ koneény rozptyl
DX, = C(Xy, Xy) =~(t —t) =(0).

Ze Schwarzovy nerovnosti dale plyne

@)l |= |C(X07Xt)|\/ DXoDX: = -

Definice 1.3.9.
Ndéhodny proces {X:,t € T} se nazgvd (slabé) staciondrni, je-li kovari-
anéné staciondrni, tj.

"}/(S,t) =y(s—1t) ‘, pro Vt,seT

a navic stacionarni ve stredni hodnoté, tj.

pro YVteT.

PozNAMKA 1.3.10.
Privlastek slabé se vétsinou vynechava. Lze snadno ukazat, ze je-li proces striktné
stacionarni, je také stacionarni. Opac¢na implikace vSak neplati.

Definice 1.3.11.
Necht ndhodnyg proces {X;,t € T} je staciondrni. Oznacéme

7(0) = 0
a zavedme funkci
_ 20 _ o)
) ="02 =30

Tuto funkci nazveme autokorelacéni funkci staciondrniho ndahodného pro-
cesu

Definice 1.3.12.
Rekneme, Ze ndhodny proces {e;,t € T} je bilym Sumem (White Noise),
jestlize € jsou nekorelované ndahodné veliciny s nulovou stredni hodnotou, tj.

Ee; =0 Dep =0 COlegyes) =0 (s#t),




znacime

g; ~ WN(0,0%).

Pokud jsou navic nejen nekolerované, ale i nezavislé, znacime je symbolem
IID (independent identical defined), piseme

g¢ ~ 11D(0,0%).

Véta 1.3.13.
Ndhodné procesy e, ~ WN(0,02) a g, ~ IID(0,0?) jsou staciondrnimi nd-
hodnymi procesy.

DUKAzZ. Zfejmy.

Definice 1.3.14.
Ndhodny proces {Xi,t € T} se nazyvd gaussovskgm (normdlnim), jestlize
pro kazde prirozenén a libovolnd cislat; € T, j =1,...,n, je jeho n-rozmérnd
distribucni funkce Fy, . . (1,...,xp) distribucni funkei n-rozmérného nor-
malniho rozdélent.

Véta 1.3.15.
Gausstv ndhodny proces {X:,t € T} je staciondrni, pravé kdyZ je strikiné
staciondrni.

DUKAzZ. Je trividlni a plyne z vlastnosti norméalniho rozdéleni.

Definice 1.3.16.
Rekneme, e ndhodny proces {X;,t € T} spliiuje linedrni regresni model,
pokud pro jeho stredni hodnotu plati

VEeT: EXi=p=>» Bifit),
=0

kde fo,..., fm jsou zndmé funkce definované na T, 8 = (Bo,...,0m)" je ne-
zndamy vektor regresnich koeficienti.
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1.3.2 Piiklady

PRIKLAD 1.3.17.
Méjme nahodnou veli¢inu

a oznacme
Prot € T C R zavedme

=01

Vypocitejme distribuéni funkei Fi(z) = P(X; < z), v € R.

P(U<2)=3(2) t>0;zcR
0 t=0;2<0
Fi(z) = P(X; <2) =P(U-t<z) =% | t:O'i;O

PU>%)=1-®(F) t<0;zeR

PRIKLAD 1.3.18.
Méjme posloupnost nezavislych ndhodnych veli¢in, pro néz plati:

X N(1,1) je-lit liché
K Ez(1) jelit sudé

Proces je (slabé&) stacionérni, nebot
EX;=1, DX;=1 a ~(s,t)=0 pro s#t

(jsou nezévislé). Tento proces vSak neni strikné stacionarni, nebot pro liché a
sudé t je distribu¢ni funkce rozdilna.

PRIKLAD 1.3.19.
Necht staciondrni ndhodny proces {Y;,t € Z}. Definujme

X, — Y, je-li t liché
P71 Y41 jelit sudé

I kdy?
vx (t + h,t) = C(Xign, Xi) = C(Yign, Yi) =y (h),

tj. proces je kovarian¢éné staciondrni, pfesto neni (slabé) stacionarni, protoze
stfedni hodnota neni konstantni.
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PRIKLAD 1.3.20.
Mé&jme ndhodny proces {X;,t € Z}, ktery je definovan takto

‘Xt = Acosft + Bsin6t ‘,

kde A, B jsou nekorelované nahodné veli¢iny, pro néz
EA=FEB=0, DA=DB=1, 0¢€ (—m,m).

Zjistéme, zda je proces (slabé) staciondrni. Protoze ndhodné veli¢iny A a B jsou
nekolerované, pak
C(A,B) =E(A-B)=0.

Vypoditejme nejprve stFedni hodnotu procesu:
= FE(Acosft + Bsinft) = cosft - EA +sinft- EB = @
=0 =0
Autokovarianéni funkce:
Yt +h,t) | = C(Xitn, Xe) = E(Xeyn - Xt)
= E{[AcosO(t + h) + Bsin0(t + h)| - [Acos 0t + Bsin 6t]}
= E{A%cosf(t + h) cos Ot + AB cosf(t + h)sin Ot
+ ABsin6(t + h) cos 0t + B?sin0(t + h) sin 0t}

= . 2 1 .
=cosO(t + h)cosOt- EA® + cosO(t + h)sinbt - EAB

=1 =0
: . . oy 2
+sinf(t + h)cosbt - EAB +sinf(t + h)sinét - EB
=0 =1
= cosO(t + h) cos Ot + sin6(¢t 4 h) sin Ot
= cos[d(t + h) — 6]

= cosbh :

Tedy ~(t + h,t) nezavisi na t, proto proces je (slabé&) stacionarni.

.. NAHODNA PROCHAZKA.
PRIKLAD 1.3.21.

Necht

\ono

X=Xt 1+e

U U

kde &; jsou nezdvislé stejné rozdélené ndhodné veliciny e, ~ £(0, 02). Zjistéme, zda
je proces (slabé) stacionérni.
Vypoctéme nejprve stiedni hodnotu procesu:

t t
Ex- £ (3e) -3k -0
i=1 i:l\:’(;/
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tj. proces je konstantni ve stfedni hodnoté.

Dale pocitejme autokovarianéni funkci:
")/(t + h, t) = C(Xt+h,Xt) = E(Xt+h . Xt)

t+h t t
=F <Z€i> <251> = ZEE’LQ = t-a? ,
i=1 i=1 i=1

zavisi na t, tedy proces neni (slabé&) stacionarni.

MA(1) PROCES.
PRIKLAD 1.3.22.

Méjme

‘ Xt =& + 95}71 ‘, kde Et ~ WN(O, O'g)

Zjistéme, zda je proces (slabé) staciondrni. Vypoétéme nejprve stfedni hodnotu

procesu:
= E(Et + 98,5_1) = E&'t +9 EEt_l = @
~—~ ——

=0 =0
Autokovarianéni funkce
Yt + ht) | =t + h,t) = C(Xitn, Xi)

=E(Xiyn - Xt) = E(etqn + Ocppn_1)(er + O4—1)

=FEeipp e +0Eeiin—1 -6 +0Eeiyp - €0-1+ 92E5t+h71 CE¢—1
o2(1+6%) h=0

= o2 h =41 =|~(h)
0 jinak

Tedy MA(1) proces je (slabé&) stacionarni.
Autokorela¢ni funkce:

1 h=0
p(h) =% 1oz h==+1
0 jinak

» MARKOVOVUV SKOKOVY PROCES VZNIKU A ZANIKU.
PRIKLAD 1.3.23.

Méjme néhodny proces {X;,t € R}, pro ktery plati
P(X;=0)= x’i—#

P(X;=1)=x3 A>0,u>0

P(X: =2|Xs =y) = pya(t — 5) —00 < s<t< oo,
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pricemz
poo(t) =1 —po1(h) = _u_ + ﬁe*(ﬂru)h h>0
pn(t) =1 —pm(h) = >\+u 4 Au e~ (A+uh h>0.

Konstanty A a p se interpretuji jako intenzity vzniku a zaniku. Rozhodnéme, zda
je proces stacionarni.

Vypocet stiedni hodnoty
EX, = Z tP(X, =) = /\L
x=0,1 + H
a proces je tedy stacionarni ve stiedni hodnoté.

Vypocet autokovarianéni funkce: plati

V(S’t) = C(XsaXt) = E(Xth) - (EXS)(EXt)a

proto pro —oo < s <t < 0o nejprve pocitejme

B(X.X)= > > ayP(X,=2,X;=y)=1-1-P(X,=1,X, =1)
x=0,1y=0,1

=PX;=1)P(X;=1X;=1) = (Aﬂt)(tﬂ)}

A—i—u |:A+u + A—i—u

p11(t—s)

tudiz

+ N A —(AFp)(t—s) N
1s.0]= (335) + wigee - ()

= (_A% e~ AFmE=s) — |~ — 5|,

Protoze pro kazdou kovarian¢ni funkci plati

1(t) = (1),
dostavame pro —oo < t < 00
')/(t) _ ()\g 2 e—()\-‘ru)m ) Autocoreaton funciion p)=exp(-O-); A=2.5: 2.7

Proces je tedy kovarian¢né stacionarni a
celkové je slabé stacionarni.

Vypocet autokorelacni funkce:

p(t) = M — e~ (It

Korelace mezi ndhodnymi veli¢inami to-
hoto procesu pro [t| — co exponencidlné
klesa k nule.

02 04 06 08 1

Autokorelacni funkce
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1.4 Kanonické rozklady nahodnych procesu

1.4.1 Elementarni procesy a kanonické rozklady

Definice 1.4.1.

Necht je dan pravdépodobnostni prostor (2, A, P) a indexovd mnozina T C R.
Ndhodny proces {X,t € T} nazveme elementdrnim, pokud lze vyjadiit ve
tvary

Xt :Uf(t) ’

kde U je ndhodnd velicina definovand na (0, A, P) a f(t) je redlnd funkce
definovand na daném T C R.

Piiklady:
e X, ="Usint,
[ ] Xt == Uf2

Urceme charakteristiky elementarnich nahodnych procest s koneénymi druhymi
momenty (tj. EU? < o) a ozna¢me

EU = puy DU = o |.

Postupné pocitejme

= f(t) =|/()pu

C(Xt, Xoyn) = BE(Xy — EXy)(Xepn — EXiqn)
E(XtXt+h) EX:EX;n
EU?f(t)f(t+ h)) — (fF(&)EU)(f(t + h)EU)

EU? — f(t)f(t + h)(EU)?
(EU? — (EU)?%)
N———

DU

) f(t+

i h)
f@f(E+h)

= f®)f(t+h)DU
= f(O)f(t + h)aty
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Definice 1.4.2.
Necht je ddn pravdépodobnostni prostor (Q, A, P), indezovd mnozina T C R,
spocetné mnoho nahodnych velicin

U1,Us,... definovangch na (Q, A, P)
a spocetné mnoho redlngch funkci
fi(t), f2(t),... definovanych na daném T C R.

Kanonickym rozkladem ndéhodného procesu {X:,t € T} nazveme pak roz-

klad
t) + Z Uifi(t) |,
im1

kde Uy,Us, ... jsou vzdjemné nezdvislé centrované ndhodné veliciny s konec-

ngmi druhgmi momenty a | ux(t)| je redlnd funkce definovand na daném
T C R.

Oznacime-li proi=1,2,...
DUZ' = 0’(2]i,

pak 1ze snadno spocitat:

= E(ux(t) + ZUifi(t)) = px(t) + Zfi(f)ggg =|px(t)

=0

Yt t+h) | = O(Xs, Xeyn) = BE(Xy — EXy)(Xeyn — EXtqn)
— B(X:Xus1) — EX;EXpan

o0

—ZEUQfZ )fi(t + 1) = > (Hi(O)EU)(fit + h)EU;)

= Z[fi(t)fi(t +h)BU = f(t)f(t + h)(EU;)?]

= filt)fi(t + h) (EU} - (EU;)?)
—_—

i=1 3
DU,;:O’Ui

=D LW filt+h)ot;

i=1
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1.4.2 Priklady kanonickych rozkladu

PRIKLAD 1.4.3.
Méjme nezavislé ndhodné veli¢iny

U~ N(0,0%, i=1,2

a pro libovolné realné ¢islo A méjme

‘Xt = Ujcos A\t + Ussin At |.

Jaké vlastnosti ma tento ndhodny proces?

= E(Uy cos At + U sin At) = cos MEU; + sin Mt EU; = @

S|
H

v, t+h)|=C(Xt, Xegn) = E(Xy — EXy)(Xiqon — EXpyn) = BE(Xe Xeqn)

E(U; cos At + Uz sin At)(Uy cos A(t + h) + Uz sin A(t + h))
cos At cos A(t + h)EU; + sin At sin A\(t + h)EU,

= 0% [cos Mt cos \(t + h) +sin \tsin \(t + )] = 0% cos \h =

cos A(t+h—t)
1(0) =

p(h) = % = cos \h

Proces je slabé stacionarni.

. ROZSIRENY POISSONUV PROCES.
PRIKLAD 1.4.4.

Mé&jme ndhodny proces {X;,t € R}, ktery spliluje tyto vlastnosti
(i) Xo=0
(ii) pro Vs,t € T,s < t maji ndhodné veli¢iny X; — X, Poissonovo rozdéleni
s parametrem \(t — s), kde A > 0, tj. ‘Xt — X5~ Po(A(t — s)) ‘

Stp <...<Hy

y o ey

111 ‘ th th th71

sdruzené nezavislé nahodné veliéiny.

Z vlastnosti (i) a (i7) vyplyva, Ze pro Vt € T, ¢ > 0 ma ndhodné veli¢ina
Xt ~ PO()\t)
a pro Vt € Tt < 0 plati, ze ndhodné veli¢ina

Xt ~ PO(—)\t)7
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celkové
X ~ Po(\|t]).

Podle znamych vlastnosti Poissonova rozdéleni je stiedni hodnota tohoto nahod-

ného procesu rovna
EX; = Mt||,

tedy tento proces neni stacionarni ve stfedni hodnoté. Protoze rozptyl ndhodné
veli¢iny s Poissonovym rozdélenim je roven stiedni hodnoté, tedy tento proces mé

konec¢né druhé momenty a plati
DX, = At| |

Pro vypocet autokovariac¢ni funkce nejprve predpokladejme, ze 0 < s < t. Pak
plati
’Y(Svt) = C(X57Xt) = C( Xs—0, (Xt - Xs) + Xs)
=X,—Xo
— O(X — X0, Xi — Xo) +C(Xo, Xy) =

:0(nekorel.) =DX,

Za predpokladu, 7e s < 0,t > 0, pak z vlastnosti (i) a (i7) vyplyva, ze
v(s,t) = C(Xs, Xt) = 0.
Ostatni pfipady dostaneme obdobné. Celkové tedy

Amin(|s|, [t st >0

Tento proces druhého fadu neni stacionarnim procesem. V nasledujicim pifikladu
vsak ukazeme, Ze stochasticky proces, ktery vznikne z jeho jednokrokovych pfi-
rustkd, je uz staciondrnim procesem druhého radu.

PRIKLAD 1.4.5.
PROCES JEDNOKROKOVYCH PRIRUSTKU ROZSIRENEHO POISSONOVA PROCESU.

Necht {X;,t € T} je rozsifeny Poissoniiv proces z pfedchoziho pfikladu a necht

V=X - X, Vt € R.

Uréeme stiedn{ hodnotu a autokovaria¢ni funkci ndhodného procesu {Y;,t € R}.

Protoze

EX; = At] |, EY;|= E(X;p1 — Xi) = Mt +1) = At =[A],
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proces je stacionarni ve stfedni hodnoté.

Pro vypocet autokovariaéni funkce nejprve predpokladejme, ze |t — s| > 1. Pak
ndhodné veli¢iny Yy = X1 — X5 a ¥: = X1 — X; jsou podle (iii) stochasticky
nezavislé, proto plati

vy (s,t) =C(Ys, Y1) =0  pro |t —s| > 1.

Dale pfedpokladejme, ze s <t < s+ 1. Potom postupné dostaneme

C(Ya Vi) = C(Xatr — Xoo Xopr — X)
C((Xsy1 — Xi) + (X — Xs), (Xpg1 — Xop1) + (Xsp1 — Xi))
C(Xop1 — X, Xop1 — X)) + C(Xy — X, Xop1 — Xo1)
-0 =0
+CO(Xsy1— Xt, X1 — Xp) +C (Xt — X, Xop1 — X)) = AMs+1—1).

=0

v(s,t)

Pouzitim symetrie autokovarianéni funkce nakonec dostaneme

A1 —t—s]) Jt—s| <1
W(Svt){ 0 It—s|>1

Tento stochasticky proces je procesem druhého fadu se stfedni hodnotou
EY; = A

a autokorela¢ni funkeci

_J1=Inl <t
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1.5 Vlastnosti autokovariaéni funkce

Trebaze v praktickych situacich mame co €init jen s readlnymi ndhodnymi velici-
nami, v teorii byvé vyhodné pracovat nékdy s komplexnimi ndhodnymi veli-
C¢inami.

Komplexni veli¢inou rozumime veli¢inu

X=Y+iZ,

kde Y a Z jsou realné nahodné veliciny.

Komplexnim nidhodnym procesem nazveme systém komplexnich nédhod-
nych veli¢in

{X,t €T}.

Mnoho dalsich tivah se bude tykat pravé komplexnich procest. Slovo , komplexni®
se bude vynechévat, kdyz bude zfejmé ze souvislosti.

Existuji-li stfedni hodnoty EY a EZ, definuje se stfedni hodnota kom-
plexni ndhodné veliéiny X =Y +iZ

EX =FEY +1EZ |

Budeme se nyni zabyvat zadkladnimi vlastnostmi autokovarianéni funkce (s, t).
Pritom se samoziejmé predpoklada, ze jde o proces s kone¢nymi druhymi momenty.

Jelikoz autokovariancni funkce procesu zustava stejnd ptri zmeéné stfedni hod-
noty, budeme také pro jednoduchost predpokladat, Ze stfedni hodnota procesu je
rovna nule, tj. Ze proces je centrovan.

Nejprve uvedeme definici tzv. pozitivné semidefinitni funkce.

Definice 1.5.1.
Necht f(s,t) je funkce dvou proménnyjch definovand na T xT. Rikdme, Ze f je
pozitivné semidefinitni, plati-li pro jakékoli prirozené ¢islo n, pro libovolnd

komplexni ¢isla cq,...,c, a libovolné body tq,...,t, €T vztah
n n
SN ftite)eiar > 0] (1.1)
j=1 k=1

Funkce jedné proménné g(t), t € T se nazyvd pozitivné semidefinitni, plati-
li pro kazdné prirozené n, libovolnd komplexni ¢isla c1,. .., c, a libovolné body
ti,...,tpn €T at;—t, €T proj,k=1,...,n vztah

SN gty — te)eia = 0] (1.2)

j=1k=1
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Ze souvislosti bude vZzdy patrno, zda jde o definici ve smyslu (1.1) nebo (1.2).

Véta 1.5.2.
Autokovariancni funkce (s, t) je pozitivné semidefinitni.

DUKAZ. Necht {X;,t € T'} je centrovany proces s autokovarianéni funkei (s, t).
Pak ziejmé plati

2
0<ED ¢Xy| =E | Xy, > aXe,
J=1 j=1 k=1
= ZZC (X, X)) = ciCry(ts, tr) n
j=1k=1 j=1k=1

Véta 1.5.3.
Autokovariancni funkce v(s,t) je hermitovsky symetrickd, tj. pro s,t € T
plat?

7(5a t) = V(ta S)

DUKAZ. Snadno dokdzeme, protoze y(s,t) = E(X:X:) = BE(X: Xs) =~(t,s). =

Véta 1.5.4.

Je-li funkce v(s,t) pozitivné semidefinitni a hermitovsky symetrickd, existuje
takovy ndhodny proces (dokonce normdlni), Ze (s, t) je jeho autokovarianéni
funkct.

DUKAzZ. Viz Doob, J.L.: Stochastic processes. New York, Wiley 1953 - kap. 2, §3.m

Véta 1.5.5.
Pro autokovarianéni funkci v(s,t) plati nerovnosti

'7(575) >0 a |’7(57ﬁ)| < v ’Y(Sa )V W(tvt)'

DUKAZ. Prvni nerovnost plyne z definice autokovarianéni funkce a druha je di-
sledkem Schwarzovy nerovnosti. [
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Lemma 1.5.6.
Soucet dvou pozitivné semidefinitnich hermitovsky symetrickych funkci je opét
funkce pozitivné semidefinitni a hermitovsky symetrickd.

DUKAzZ. Necht f1(s,t) a fa(s,t) jsou pozitivné semidefinitni. Polozme

f(s,t) = fi(s,t) + fa(s, t).

Pro libovolna komplexni ¢isla ¢, ..., ¢, plati
n n n n n n
DD etef it = 3 Y esefiltiti) + ) eitefalts ).
j=1k=1 j=1k=1 j=1k=1

Kazdy z obou vyrazt na pravé strané je nezaporny. Musi byt tudiz nezaporny i
vyraz vlevo, ¢imz je zaruCena pozitivni semidefinitnost funkce f.

Jsou-li f1 a fo hermitovsky symetrické, je i funkce f hermitovsky symetrické;
to je ihned zfejmé. [

Véta 1.5.7.
Soucet dvou autokovariacnich funkci je opét autokovariancni funkct.

DUKkAz. Dukaz plyne z lemmatu 1.5.6 a z vét 1.5.2, 1.5.3 a 1.5.4. ]

Véta 1.5.8.
Redlnd édst autokovariancni funkce je téz autokovariancni funkci. Imagindrni
cast je autokovariancéni funkci jen tehdy, je-li rovna identicky nule.

DUKAzZ. Necht {Z;,t € T} je komplexni ndhodny proces s autokovariaéni funkci
v(s,t) =C(Zs,Zs) = E(Zs — EZ,)(Zy — EZy).

Bez Gjmy na obecnosti budeme predpoklddat, Ze ndhodny proces mé nulovou
stfedni hodnotu, t;j.

0=FEZ, = E(X:+1iY;) = EX; + EY;,
coz implikuje, ze
EX;=FEY; =0.
Pocitejme
vz(5,t) = EZZ; = B(Xs +iYs)( Xy — iY3)
— EX,X; + EY,Y; +i(EY, X, — EX,Y))
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Realna East v(s,t) je rovna
R@(Wz(s, t)) = EX Xy + EY.Y; = ’YX(Sa t) + ’YY(Sa t)

Je tedy rovna sou¢tu autokovaria¢ni funkce procesu {X;,t € T'} a autokovariac¢ni
funkce procesu {Y;,t € T'}. Podle véty 1.5.7 je autokovarianéi funkci.

Imaginarni ¢ast vz(s,t) je rovna
Im(vz(s,t)) = EY; X; — EX/Y;.

Pfipomenime, Ze pro libovolnou autokovarianéni funkce (s, t) musi platit:

(i) v(s,5) > 0 (1) 0 < [y(s, )] < V(s )V (tst).
V bodech s =t dostaneme
Im(vz(s,s)) = EY; X, — EX,Y; =0.

Druhé nerovnost vSak je splnéna jen tehdy, je-li stale rovna nule. Na druhé strané
funkce identicky rovné nule je autokovariacni funkci napft. procesu, ktery je stéle
roven nule. [

1.6 Spojitost, derivace a integral procesu
Budeme nyni predpokladat, ze
T = (a,b) CR.

Tam, kde budeme pojednavat o spojitosti a o derivaci procesu, pripustime i moz-
nost
a = —00 nebo b= 0.

V celé této kapitole budeme piedpokladat, ze proces je centrovan. Tento predpo-
klad je dosti podstatny, nebot jinak by rtizné nespojitosti apod. mohly byt zavinény
malo hladkym pribéhem stredni hodnoty. Samoziejmé budeme pfedpokladat, ze
proces ma koneéné druhé momenty. VSechny tGvahy se tykaji komplexnich
procesu.

1.6.1 Spojitost nahodného procesu

Pokud se zajimédme o spojitost procesu {X;,t € T} v bodé t; € T, budeme
studovat chovani nahodnych veli¢in X; pii t — to.

Jestlize X; konverguji v néjakém smyslu k X;,, je mozno mluvit o spojitosti
procesu X; v bodeé ty. Z riznych typu konvergenci se ukazuje v tomto ptripadé jako

N
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Definice 1.6.1.
Rekneme, Ze ndhodny proces {X;,t € T} je spojity podle stredu v bodé
, jestlize pri t — to konverguji X k Xy, podle kvadratického stredu,
ty. kdyz

E|X: — X4]? — 0 pro t — to.

V tom pripadé piseme

Xto = Lim. Xt

t—>t0

(zkratka z anglického ”limit in the mean”).
Je-li proces {X;,t € T} spojity v kazdém bodé mnoZiny [T, iikime
strucné, Ze je spojity.

PozNAMKA 1.6.2.
Z teorie pravdépodobnosti je znamo, ze konvergence podle kvadratického stiedu
implikuje konvergenci podle pravdépodobnosti.

Véta 1.6.3 (kritérium spojitosti procesu).
Proces {X:,t € T'} je spojity prdvé tehdy, kdyZ je jeho autokovariancni funkce
v(s,t) spojitd v bodech (s,t), pro néz s =t.

DUKAZ. Bez Gijmy na obecnosti miizeme predpokladat, Ze proces je centrovany.
= Je-li proces {X;,t € T} spojity, pak plati pro Vs, t, sg,to € T
0 §|'Y(S, t) - ’7(505 t0)| = |EX&Xt - EXSoXt0| =
= | E(XS - XSO)(Xt - Xto) +EX50(X15 - Xto) +E(XS - XSO)Xto |
1) (2) (3)

trojuhel.ner.

< |E(X57X50)(Xt7Xt0)|+|EXSO(Xt7Xt0)|
+ |E(XS - XSU)Xt0|

™|
N

Schwarz.ner.

E|X57X50|2E|Xt7Xt0|2 + E|XSO|2E|X157X$0|2

—0 —0

+ E|X57XSU|2E|X%|2

—0

pro s — Sg, t = 1o

(vyuzili jsme vlastnosti spojitosti skaldrniho souéinu). Funkce (s, ¢, ) je tudiz
spojita vsude, a tedy také na diagonéle s = ¢.
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< Pfedpoklddejme nyni, Ze v(s,t,) je spojitd na diagonéle s = t. Méme
E|Xs = Xo|* = B(Xs — Xo)(Xs — Xo)
— EX,X.,— EX. X, — EX,X.+ EX,X,
=7(s,8) =(s,t) = (t,5) + (¢, 1)
P1i pevném t a pii s — ¢t z naseho predpokladu vyplyva
V(s 8) = (t1),  A(st) =A(t1), At s) = (E1),

takze
E|l X, X*—0 pro s —t,

tj. konverguje podle kvadratického stfedu. ]

1.6.2 Derivace nahodného procesu

Derivaci ndhodného procesu budeme definovat obdobné, jako se definuje derivace
funkce.

Definice 1.6.}.
Rekneme, Ze ndhodnyj proces {X;,t € T} ma v bodé derivaci| X{ |
jestlize plati

Lim, Stoth = Xto

i - =X pro  to+heT.

Mad-li ndhodny proces {Xi,t € T} derivaci ve vech bodech t € T, fikime
strucné, Ze ma derivaci.

Véty, které davaji nutnou a postacujici podminku pro existenci derivace né-
hodného procesu, lze najit v knize Andél, J.: Statistickd analyza Casovych fad.
Praha. SNTL 1976

1.6.3 Integral nahodného procesu

Definice 1.6.5.
Necht T = (a,b) je konecny nedegenerovany interval. Necht [T'1,T2] C T, kde
Ty < Ty. Pomoci déleni Dy, intervalu [T1,T2] takového, Ze

Ty =ty <t1 < - <ty ="T5,

utvorime soucet
n—1

I, = Zth(tkH —tg).
k=0
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Oznacme
A, = t -1
n = o, (e — 1)
normu deleni D,,. Jestlize posloupnost I, konverguje podle kvadratického
stredu k nahodné velicine I pro n — oo pri kazZdé takové posloupnosti dé-
lent Dy, zZe A, — 0, ndhodnd velicina I se nazgvd Riemannuv integral
procesu {X;,t € T} na intervalu [T'1,T2]. Piseme pak
Ts

I = X, dt.
T

Véta 1.6.6 (kritérium existence integrdlu procesu).
Mad-li centrovany ndhodny proces {Xi,t € T} s konednymi druhymi momenty

autokovarianéni funkci ~(s,t), pak Riemanniv integrdl fTTf X; dt existuje
pravé tehdy, kdyZ existuje Riemannuv integrdl

Ts T>
/ / ~v(s,t) ds dt.
T T

DUKAzZ. Lze najit v knize Andél, J.: Statistickd analyza c¢asovych fad. Praha.
SNTL 1976. =
V praxi samoziejmé neni nutno poécitat fTTf f;l > ~(s,t) ds dt, abychom se piesvéd-

cili, ze existuje fTTf X; dt. Staci napf¥. zjistit, Ze y(s,t) je spojitd, protoze pak uz

Riemanniv integral fTTf TTf ~v(s,t) ds dt musi existovat vzhledem k omezenosti

uzaviené mnoziny [T71,72] x [T1,T2].

PozNAMKA 1.6.7.

Neékdy je tfeba uzivat integrél procesu v jiném smyslu. Chapeme-li proces X (w,t)
jako funkci dvou proménnych, muzeme pro kazdé w € 2 definovat Lebesgueuv

integral
T

X (w,t) dt.
T
Musime mit ovSem zaruceno, ze tento integral viibec existuje. V definici ndhodného
procesu jsme totiz necinili zadné predpoklady o chovéani funkci

X(wv')v

tj. o chovani mnoziny funkci proménné ¢ pfi pevném w, takze ani nemame zaru-
¢eno, 7e tyto funkce jsou vibec méfitelné. Pokud se stane, ze pfi kazdém w je
X (w, -) spojitou funkci promeénné ¢, pak je samoziejmé existence Lebesgueuva
integralu zarucena.
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1.7 Spektralni rozklad autokovarianc¢nich funkci
stacionarnich procesi

1.7.1 Herglotzova a Bochnerova véta

V celém tomto odstavci budeme predpokladat, ze ndhodny proces {X;,t € T} je
stacionarni, centrovany a druhého fadu (tj. s koneénymi druhymi momenty).

Vyznamnou vlastnosti stacionarnich ndhodnych procesi je vlastnost, ze jeho
autokovaria¢ni funkci lze vyjadfit jako (nespocetny) souéet harmonickych funkci
s riznymi frekvencemi a amplitudami.

Véta 1.7.1 (Herglotzova véta).
Je-li {X,t € Z} staciondrni posloupnost, pak se jeji autokovarianéni funkce
~(t) dd vyjadrit ve tvaru

y(t) = /w e dE(N),

kde F()\) je takovd neklesajici, zprava spojitd funkce, Ze
F(-m)=0 a F(m) = ~(0).

Pritom F()\) je jedind.

DUKAZ. Protoze v(t) je pozitivné semidefinitni funkce, plati pro kazdé pifirozené
n, libovolnad komplexni ¢isla ¢1,...,¢, € C a libovolné body ti1,...,t, € T a
tj—tre€T j,k=1,...,n vztah

n n
> At — te)ejer > 0. (1.3)
j=1k=1
Polozme
& 2 & 2%
_ PN -
t] =17 s / v &
i 5 N N N o
c; =e "V, kde -1 <A< Qrkpe e (¥
— — : oL Vs s /o >
: ?// [ A R @/
. . e L/ . N g
Deﬁnmme 4@ ....... TOIETPPIPS Oennns £ Lo, 0 &
: VA VS »
7 T A A
1 n n Bd/ 07 /OQ’ Ly & x
_ _ SO e e e Ol <
fa(X) = DD G = k)emrR AN S B A
27n / N A ’
j=1k=1 2. 7 iy N
Fevennnn evvnnnnn Gevvnnnn Yoy Je)
, 7 7 v
Vzhledem k (1.3) plati L PR 4
feeennnn Hoeerennn AT S &
1 2 3 4 5
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Po substituci
j—k=s, kde se{-n+1,...,n—1}

dostavame vyjadieni (viz obrazek)

n—1
1 .
B =5 3 s As)e ™
s=—n+1
a celkové
1 n—1 |s] —i\s
= 1-= —7T <A<
Fu(N) = {% S (15 96 pro mm=Asm (1.4)

0 jinak.

Uvédomime-li si, ze plati

T 2n k=
/ ekt gy =" 0 (1.5)
. 0 keZk+#0,

coz lze ovérit tieba i rozkladem
e — coskx + isinkz,

pocitejme pro t € Z

n—1
T LN | || e
it _ it . iAs
/ e fn(N) d/\f/ e o g (1 _n) ~(s)e d\

- - s=—n+1

1 = Is| i
- et iA(t—s)
=5 Z <1 n> ~v(s) [We d\

s=—n+1
=27 pro t=s; =0 jinak

_[o(=7) <n

0 [t| > n.

Oznac¢me \
F,(\) = fn(z) de. (1.6)

-7

Protoze f,(x) je nezdpornd, je F, () neklesajici funkce. Je jasné, ze
F,(-m) =0.

Daéle s vyuzitim vztahu (1.5) poéitejme

o= rovan= [ 2 S bl —ids g
o] = [ R /5_2( 5 se
1 n—1 T )
=5 Z (1 — %) ~(s) / e dx  =|~(0)|
s=—n+1 N ,

=27 pro s=0; =0 jinak



28

Polozme

F,(A\) =0 pro A< —m,

F,(A\) =~(0) pro A>m.
Podle 1. Hellyho véty lze z posloupnosti funkci {F,,(A)} vybrat podposloupnost
{F., (N}, kterd konverguje k néjaké neklesajici zprava spojité funkei F'(\) ve viech
bodech spojitosti této limitni funkce (jde o tzv. konvergenci v podstaté). Pro F'(\)
musi zfejmé platit

F(—-m—0)=0 a F(m+0) =~(0);
ovSem vzhledem ke spojitosti zprava musi dokonce platit
F(m) =~(0).

Podle 2. Hellyho véty (vzhledem k ohrani¢enosti funkce e*) plati pro kazdé celé

t
im " dF,, (\) = /_ e ().

Dale plati

()| = lim ~(t) (1—ﬂ) ~ tm [ e fa () dA

ng— 00 Nk np—oo J_

:niigloo : "™ dF,, (\) = [ e F(N) |.

Ma-li funkce F(\) skok v bodé
A=,
pozménime ji tak, ze velikost tohoto skoku ddme odtud do bodu
A= —m.
Tim se hodnota integralu nezmeéni a docilili jsme vSak toho, ze

() =~(0).

Véta 1.7.2 (Bochnerova véta).
Je-li {X,t € R} staciondrni proces spojity podle stiedu, pak se jeho autoko-
varianéni funkce v(t) dd vyjddrit ve tvaru

A= [ earo),
kde F()\) je takovd neklesajici, zprava spojitd funkce, Ze
F(=00)=0 a  F(oo) =~(0).

Pritom F()\) je jedind.
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DUkAZ. Opét vyjdeme z pozitivné semidefinitni funkce (), tj. pro kazdé pfiro-
zené n, libovolnd komplexni ¢isla

C1,y...,cp, €C
a libovolné body
tiyootn €T a tj—tyeT jk=1,....n

plati vztah

ii’y(ﬁj — tk)CjEk >0. (1.7)

j=1k=1
Dosadime-li do (1.7)
t; = % kde N €N
cj:e_i’\j, kde —n7<A<m,

dostaneme (opét s vyuzitim substituce j — k = s, viz pfedchozi véta), ze funkce

n n . n—1

1 I—=k\ _ii_ 1 SN\ _;

N _ J N iNG—k) — _~ . (_) i\s
A
&) 2mz ZV<N)e 2 (1l (5)e

j=1 k=1 s=—n+1
n—1

1 [s] SN\ _ix

~or 1 T n (_) o
2 s:—zn-l-l < n > ! N ‘

je pro kazdé A\ € (—m, w) nezdporné. Proto kazd4 funkce
A
EYN) = [ f(x)de
—T
je neklesajici a zfejmé

S vyuzitim vztahu (1.5) plati

FN(r) |= Wf,QV(A)dA:/F % ni 1<1%> (%) e ax

—T —T

LR Lo [

s=—n+1

=27 pro s=0; =0 jinak

Podle 1. Hellyho véty lze z posloupnosti funkci F{¥(\), F{¥()), ... vybrat podpo-
sloupnost {F (\)}, ktera konverguje k néjaké neklesajici zprava spojité funkei
FN()), pro kterou plati

FN(—m—0)=0 a  FN(r40)=FN(r) =~(0).
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Polozme
N ) A
(1) :/ e aFN (—) (1.8)
—N7 N
7 2. Hellyho véty plyne, ze pro kazdé celé k plati
k Nm ik N A subst. 4 ikx N
() = Lo () = 2% |- oo
. : T 1kx N . " ikx ¢ N
= n]thoo . e dF, (x) njhinoo » e fo, (x)da (1.9)

Jmo () -] = (%)

Ke kazdému ¢t € R a kazdému pfirozenému N existuje celé k (zévislé na ¢t a N)
tak, ze plati

k 1
0<t— =< —. 1.1
St-N <% (1.10)
Pr1i této volbé plati
N —t pro N — oo.
Ze spojitosti procesu { X¢,t € T'} plyne spojistost funkce v(t). Proto s ptihlédnutim
k (1.9) mame
@) = lim 7 (<) = i i (1.11
v o N—»oo,y N o Ngnoo N N ' ’ )
Ze ziejmé rovnosti
k k
t) = -~ ) — -
IN() =N (N) + [VN( ) = (N)}
plyne vzhledem k (1.10)
I () =~ (t) + li (t k (1.12
Ngnoo,YN =7 Ngnoo e ) e N ' )

Dosadime-li z (1.8) a z prvni ¢asti (1.9), mame

e~ () = [ e [oteern ) arv ()

Necht

Z (1.10) plyne
0<N<1.
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Ze Schwarzovy nerovnosti plyne

k 2 N .k)\Z N A N
N Y
’ () N —Nm N —Nm

=FN(r)=(0)

Prvni integral na pravé strané je roven v(0). Protoze

‘ewA _ 1’2 _ (ewA ~1) (671'9A —1) =2—2cosbA,
mame
B2 N N[ A subst.
_ - < - ~ /=
‘VW) w <N> =20 [Nﬁ (1= cosfA ar <N> T=5

= 2v(0) /7r (1 — cos NOx) dF™N ().

-7

7, nerovnosti

cosba > cos o pro —rm<a<mwm 0<b<1,
plyne
1—cos N0 x <1—cosx,
~~
<1
takze
k| T N
N (t) — N N < 2v(0) (1 —cos NOz)dF*™ (x)
< 2v(0) / (1 — cosz) dFN ()
= 27(0) [v(0) — readlnd ¢ast v (+)],
nebot

v(%)=w (%) = /7T edFN () = /7T (cos + i sinx)dFN (z).

—T —T

ei(t—%))\ _ 1‘2 dFN (

7

A

¥)

Vzhledem ke spojitosti y(¢) a k tomu, Ze v(0) je nezdporné (a tudiz realné) ¢islo,

Je

N—o0

. k
lim ”yN(t) — N (N)‘ =0.
Podle (1.12) tedy plati

v(t) = lim ~yn(2).

N—o0

(1.13)
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Polozme
0 pro A< —Nm
Fy(A)={ FN(%) pro —Nr<A<Nr
~(0) pro A > Nr.

Je-li v(0) = 0, je tvrzeni véty zfejmé (staci vzit F'(A) = 0). Necht tedy v(0) > 0.
Pak mtzeme bez Gjmy na obecnosti predpokladat

7(0) =1,

nebot jinak bychom misto +(t) mohli vySetfovat

Vztah (1.8) mtZeme napsat jako
N (t) = / " dFN ().

JelikoZ F(\) mé vSechny vlastnosti distribuéni funkee, je {yx(¢)} posloupnost
charakteristickych funkci, kterd ve vSech bodech ¢ podle (1.13) konverguje ke spo-
jité funkci (). Podle zndmé véty o vztahu mezi charakteristickymi a distribu¢nimi
funkcemi je ~(t) také charakteristickd funkce, kterd odpovida néjaké distribuéni
funkci F(\) takové, ze Fy — F v podstaté. Tudiz

0= [ TR (),

— 00

coz je vztah, ktery bylo tfeba dokazat. Jelikoz F' je distribuc¢ni funkce, plati

F(—c0)=0 a F(o0) =1 =~(0).

Vzorci

~(t) = /F e dF(\) resp. ~(t) = /OO e dF(N)

—T — 00

se Tik4 spektralni rozklad kovarianéni funkce. Funkce F'()\) se nazyva spek-
tralni distribuc¢ni funkce.

Je-li F(\) absolutné spojita, pak existuje takova funkce f(\), Ze pro ndhodné
stacionarni posloupnosti, resp. pro stacionarni nahodné procesy plati

A A
F(\) = 3 f(x)dx resp. F\) = /_ f(z)dx. (1.14)
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Jelikoz F'()) je neklesajici, je f(\) skoro vSude nezaporna. Je-li t¥eba, pozménime
ji na mnoziné miry nula tak, aby byla v§ude nezdporna. Tim se integral (1.14) ne-
zméni. Funkce f()) se nazyva spektralni hustota. Existuje-li spektrélni hustota,
pak mizeme psat

7(15):/7r e F(N)dA resp. ’y(t):/oo e F(N)dN | (1.15)

—T — 00

Vsimnéme si jesté, zda a jak se da na zakladé néjaké jednoduché vlastnosti kova-
rian¢ni funkce ~(t) poznat, zda vibec spektralni hustota existuje.

Véta 1.7.3.
K existenci spektrdlni hustoty staciondrni ndhodné posloupnosti staci, aby
pro jeji kovariancni funkci platilo

Y )l <oo

K existenci spektrdlni hustoty spojitého staciondrni ndhodného procesu stact,
aby pro jeji kovariancéni funkci platilo

/00 |v()]|dt < oo.

— 00

DUKAzZ. Viz Gichman, I.I., Skorochod, A.V.: Teorija slué¢ajnych processov. Moskva.
Nauka 1971. ]
V nésledujicich dvou vétach je zodpovézena otazka, jak vypocitat spektralni hus-
totu z kovarian¢ni funkce.

Véta 1.7.4.
Ezistuje-li spektrdlni hustota f(\) staciondrni posloupnosti a md-li variaci

koneénou na (—m, ), pak plati

oo

1

2r
t=—o00

ey e (1) (1.16)

ve vSech bodech spojitosti funkce f(\), coZ je skoro vsude vzhledem k Lebe-
squeoveé mire.

DUKAZ. Ze vzorce (1.15) vidime, Ze aZ na normujici konstantu 5 jsou (t) Fou-
rierovy koeficienty funkce f(\) vzhledem k ortogonalnimu systému funkci {e = }.
Zbytek tvrzeni plyne z faktu, Ze funkce s koneCnou variaci ma nejvyse spocetné
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bodii  nespojitosti  (Pfipomerime, Ze variace je difinovdna  takto

b n
V(f) = slljlpkz |f(zg) — f(xk-1)], kde Dy, = {a = 290 < 1 < -++ < x, = b}
n k=1

a

je déleni intervalu (a,b).) L]

Véta 1.7.5.
Ezistuje-li spektrdlni hustota f(\) spojitého staciondrniho procesu a je-li auto-

kovariancéni funkce absolutné integrovatelnd, tj.

[ ol <.

pak
f) = % /m e~y (t) dt. (1.17)

DUKAZ. Ze vzorce (1.15) vidime, Z%e az na normujici konstantu % je mezi (t) a
f(X\) stejny vztah jako mezi charakteristickou funkei a hustotou rozdéleni. Proto
Ize pfimo prevzit vzorec pro vypocet hustoty z charakteristické funkce. [

Véta 1.7.6.
Spektrdlni hustota f(\) redlného spojitého staciondrniho procesu nebo redlné

staciondrni posloupnosti je sudd funkce v tom smyslu, Ze pro ni plati

f) = f(=X) (1.18)

skoro vsude vzhledem k Lebesqueové mire.

DUkAZ. Necht {X;,t € T} je spojity staciondrni proces. Jelikoz je redlny, plati
pro kazdé t € T, zZe y(t) = y(—t). Proto vzhledem k (1.15)

0= [ T e F(A)dA = / T e (A = 5(—1).

— 00

Substituci se snadno zjisti, Ze prava strana je rovna
o .
/ e F(=N)dA
— 00

takze

/OO e F(N)dA = /OO e F(=N)dA. (1.19)
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Je-li f(A\) =0 skoro vSude, je tvrzeni véty zfejmé. Predpokladejme tedy, Ze

/Oo FO)dA=C > 0.

Bez Gjmy na obecnosti mizeme polozit C' = 1 (jinak sta¢i misto f(A\) uvazovat
%) Pak vzorec (1.19) ukazuje, Ze charakteristické funkce p¥islusejici hustotam
f(A) a f(=X) jsou totozné. Vzhledem k vzajemné jednoznainému vztahu mezi
rozdélenim pravdépodobnosti a charakteristickou funkci odtud vyplyva tvrzeni
véty.

Pro stacionarni posloupnosti je diikaz obdobny. [

1.7.2 Piiklady

PRIKLAD 1.7.7.
Méjme ndhodny proces

‘ Y: = r cos(twg + 6) |, kde

r € R...amplituda, wo € [0, 7] ... frekvence

0 ~ Rs(—m,m) ... ndhodnd fdze s hustotou fy(z) = 2 7€ [-mm]

s A 0 jinak

Neni tézké ukazat, ze

EY;=0a

autokovarianéni funkce y(h) = C(Yy, Yiqn) = 372 cos hwy,
tedy rozptyl je roven D(Y;) = 12
Ekvivalentné l1ze psat

Y; = U costwy + Vsintwg,| kde

U=rcosf@ V =—rsinf ndhodné amplitudy s vlastnostmi

EU=EV =0, C(UYV)=0,
DU =DV = %r2 = o2,

PRIKLAD 1.7.8.
Zobecnime-li pfedchazejici ndhodny proces pro néjaké prirozené ¢islo k

Y: = Zle rj cos(tw; + 6;) = Z;C:l Uj costw; + Vjsintw;, | kde

Uj =rjcosl; V;=—r;sinf; ndhodne amplitudy s vlastnostmi

EU; = EV; =0, C(U;,V;) =0,

DU; = DV; = 3r? = o3,

pak dostaneme

EY, =0,

k
v(h) = C(Ye, Yiin) = 25, 372 cos hwj,
k k
DY, =%, %7’]2 D 3.
Na zavér tohoto odstavce ukazeme graf s nékolika priklady autokovariancnich

funkci a jim odpovidajicich spektralnich hustot.
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Example: Y =1cos(1t/6+8,) + 5cos(1t/3+6,) + 3cos(n/2+8,) 9J ~R(mm j=1,2.3

10 14 14
ob=12.5
8
12 12
6
10 10

N s s
AUMMIMAOM .
2_
2 ai=4.5
4 4
-4
. 2 2 o125
- 2
0‘)—05 o’=a5
-8 o * . - i
5 -0 s 0 5 10 15 05238 10472 18708 obzas 10472 15708
V(O=cov(Y,.Y,,) pw)=0? j=1,2,3 l(@)=0?/bw, j=1,2,3

Obréazek 1.1: Harmonicky proces: autokovarianéni funkce a diskrétni spektrum
definované vztahem p(w;) = F(w;) — F(wj—1) = 03, j = 1,2,... vyjadfené pomoci
¢arkového a sloupcového grafu.

Autocovariance and spectral density

White noise & ~WN(0,0°) =0, 1,#2,... White noise & ~WN(0,0%) =0 1,42,..
12 02
5 018
ozl 2 —
1 o016 02/(2m)=0.15915
014
08
012
06 01
0.08
04
0.06
004
02
002
o o
o5 o [ 6 4 2 o 2 4 3
YO=C(Y,.Y,,) spectral density f(w)=0%/(2m)l[-Tt 1]
25 07
06
2
o5
i 04
. 03
02
05
01
0 )
4 s 2 1 o 1 2 3 4 -1s -10 - o B 10 15
YO=C(Y,Y,,) spectral density f(w)=2(1-cosax /()
2 15
15
1
1
" /\ /\
AN A PV ANIAN
\V4 V v v V vV
05
os
B
15
-2 o
6 4 ) o 6 2 3 4 B 3 7
YO=C(Y,, Y, )=(sina,t-sinw, 1 /[t(,~w,)] spectral density f(w)=I[w,,w,] ©,=Tt @,=210

Obrézek 1.2: Piiklady autokovarianéni funkce a spektralni hustoty.
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1.8 Hilbertovy prostory spjaté s procesy druhého
radu

1.8.1 Zakladni metrické a topologické pojmy

Pfipomernime si z funkcionalni analyzy nasledujici pojmy a vlastnosti:

UNITARNI PROSTORY. Komplexni line4rni prostor H se nazjva unitarni,
jestlize pro kazdé dva prvky = a y z H existuje komplexni ¢islo (z,y), na-
zyvané skalarni ¢i vnitfni soudin, tak Ze pro kazdé z,y,z € Ha a € C

plati

(a) (z,y) = (y, );

(b) (z+y,2) = (z,2) + (y, 2);
(c) (om,y) = alz,y);

(d) (z,z) > 0;

(e) (z,z) =0 & x=0

NORMA. V unitdrnim prostoru H definujeme normu vztahem ||z|| = /(z, z).

CAUCHY-SCHWARZOVA NEROVNOST. V unitdrnim prostoru plati
(o) < lalllyl  a  lew)l=lzllyl < «=Edy

ORTOGONALITA. Rekneme, 7e x a y z unitarniho prostoru H jsou ortogo-
nalni, pokud plati (x,y) = 0 a znacime z_Ly.

ORTOGONALNI A ORTONORMALNI MNOZINY. Rekneme, Ze mno-
zina M C H je ortogonalni, jestlize pro kazdé ruzné prvky z,y € M plati

xLy. Jestlize navic pro Vo € M plati ||z|| = 1, pak mnoZina M se nazyva
ortonormalni.

Poznédmka: Je-li M ortogonalni mnozina, pak mnozina {”T””” cx € M} je
ortonormalni.

VLASTNOSTI NORMY. Méjme unitarni prostor H s normou definovanou
vztahem

|z]| = /{=z, x). Pak pro kazdé x,y € H a pro kazdé a € C plati

—~

a) [z +yl? = ll=lI* + lyl* + (z,9) + {y, z);

(b) llz+yll < ll=ll + llyll (tzv. trojihelnikové nerovnost);
(©) [low]| = |afl[=]];

(d) llzll = 0;

(e) [[z]| =0z =0;

) |z +yl?+ ||z — yl|* = 2||z||* + 2||y||> (tzv. rovnobéznikova rovnost);
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KONVERGENCE PODLE NORMY. Rekneme Ze posloupnost prvki {z,}
z unitarniho prostoru H konverguje podle normy k =z € H, jestlize
|zn —2|| =0 pro n— oco.

SPOJITOST SKALARNIHO SOUCINU. Jestlize {x,} a {y,} jsou prvky
z unitarniho prostoru H takové, ze ||z, —z|| — 0 a ||y, —y|| — 0 pro n — oo,
pak plati

@) llzall — [l
(b) <$n7yn> — (z,y> pro n — oo.
CAUCHYOVSKA POSLOUPNOST. Rekneme, Ze posloupnost prvka {z,}

z unitdrnfho prostoru H je cauchyovska, pokud ||z, — 2| — 0  pro
n,m — oo.

HILBERTOVY PROSTORY. Hilbertv prostor je iplny unitarni prostor,
tj. takovy, ve kterém kazda cauchyovskd posloupnost {x,} konverguje podle
normy k néjakému prvku z € H, tj.

|zn — zm] ——— = JzxeH: ||x,—z| —— 0.
n,m—0o0 n—oo

UZAVRENY PODPROSTOR. Rekneme, e linedrni podprostor Hilber-
tova prostoru H je uzavienym podprostorem 7, jestlize M obsahuje
v8echny limitni body, tj. jestlize plati, Ze ||z, — x| — 0, pak € M.

ORTOGONALNI KOMPLEMENT. Ortogonalni komplement mnoziny M
je mnozina | M= | viech prvki H, které jsou ortogonalni ke kazdému prvku

zM. Tedy |M*t={yecH:(x,y)=0,tj.zLly, =€ M}|

PROJEKCNI VETA. Jestlize M je uzavieny podprostor Hilbertova pro-
storu
ax € H, pak

(a) existuje jediny prvek & € M, takovy, ze |z — 2| = in}\c/t |l — yl|
ye
(D) 2eM a Jr—i|= inf |z -y|eieMale-1)eM"
ye

Prvek & se nazyva ortogonalni projekci prvku x z H do M a znaéime
m a zobrazeni se nazyva projekci ‘H do M.

VLASTNOSTI PROJEKCE. Necht H je Hilberttv prostor a P je projekci
‘H do M. Pak pro kazdé z,y,z, € H a pro kazdé a, 8 € C plati

(a) Kazdy prvek x € H m4 jedinou reprezentaci jako soucet prvku z M a
prvkuz ML tj. = Puy(z) + (I — Ppm)(z), kde I znadi identické
zobrazeni

(b) Pm(ax + By) = aPm(z) + BPm(y)
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©) lzl* = lIPm@)|* + (T = Pam) ()]
@) ||z —2]| —— 0 = Pum(zn) — Pp(x)

n—oo

f) ze Mt & Py(z) =0

(g) jestlize M1 a My jsou dva podprostory H takové, ze My C Ma, pak
PMl (PMQ (l’)) = PM1($)

UZAVER. Necht M je podprostor Hilbertova prostoru H. Uzavérem M (také
budeme znacit sp(M), anglicky ,,closed span*) mnoZiny M nazveme nejmensi
uzavienou mnozinu obsahujici M.

Poznédmka: Plati M = sp(M) = {z € H : ||z,, — 2| —— 0,2, € L(M)},
kde £(M) je mnozina vSech lineadrnich kombinaci prvkia mnoziny M, tzv.
linearni obal mnoziny M.

)

)
() zeM & Py(z) ==
(f)

)

PROJEKCE NA KONECNE ORTONORMALNI MNOZINE. Jestlize
{e1,...,en} je ortonormalni podmnozina Hilbertova prostoru H a
M =3p{ey,...,en}, pak pro kazdé x € H plati

[P (@)1 = 320, [z, eq)

lz = >0 (@ eel* < llz— Y, ae? pro Vaq,...,a, €C
le=3" 1 (@ edeil” = o =301  cwei|® & i =(z,e) i=1,....n
(e) Sor, Hzen)* < |z (tzv. Besselova nerovnost)
Poznamka: koeficienty m se nazyvaji Fourierovy koeficienty
vzhledem k mnoziné {ey,...,e,}.

SEPARABILITA. Hilbertiv prostor H nazveme separabilnim, pravé kdyz
|1 =5ple,teT)

, kde T je spocetna indexova mnozina.

ORTONORMALNI REPREZENTACE V SEPARABILNIM HILBERTOVE
PROSTORU. Necht H = 3p{ey, ez, .. .} je separabilni Hilbertv prostor, kde
{e:}52, je ortonormaélni mnozina. Pak pro kazdé x,y € H plati

(a) Mnozina vSech kone¢nych linedrnich kombinaci {eq,...,e,} je husté,
tj. proVx € HaVe >0 3dn € Naay,...,a, € C takovd, Ze plati
ll =305y cueil| <.

(b) =37 (z,e;)e; proVe € H,  tj. ||z — > i (z, e)e| — 0

2] = >y [{z, €:)]? (tzv. Parsevalova identita)

)=t ei){eisy)
() z=0 & (z,e;)=0 i=1,2,...
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1.8.2 Hilbertiv prostor nahodnych veli¢in druhého radu

Zavedme néasledujici prostory nahodnych veli¢in:

e Oznacme | L*(Q, A, P)|, resp. | L2(, A, P) | mnozinu vSech realnych, resp.

komplexnich nédhodnych veli¢in definovanych nad tymz pravdépodobnost-
nim prostorem (€2, A, P), které maji kone¢né druhé momenty, tj. plati EX? <
o0, resp. E|X|? < oco.

Do tohoto prostoru zahrnujeme také vSechny konstanty z R, resp. z C, které
povazujeme za nadhodné veli¢iny s nulovym rozptylem.

V tomto prostoru vytvofime t¥idy ekvivalentnich nahodnych veli¢in
takto: fekneme, Ze dvé ndhodné veli¢iny jsou ekvivalentni, pokud se lisi jen
na mnoziné miry nula. Zrejmé X a Y jsou ekvivalentni prave tehdy, plati-li

E|X -Y]*=0.
V takto definovaném prostoru t¥id ekvivalentnich ndhodnych velic¢in defi-

nujeme pro kazdé X,Y € L?*(Q, A, P), resp. X,Y € LZ(2, A, P), skalarni
soucin predpisem

(X,)Y)=E(XY) resp. (X,Y)=E(XY)
a odpovidajici normu

1X]| = V(X,X) = VEX2, resp. | X| = (X, X) = /E(XX) = /E|X]2.

Prechod ke tiidam je nutny proto, abychom zarucili platnost pozadavku

(z,2) =0 < x=0.

Véta 1.8.1.
Prostory L*(Q, A, P) a L3(Q, A, P) jsou Hilbertovy prostory.

DUKAz. Viz Brockwell, P.J. a Davis, R.A.: Theory and methods, 2-nd ed., Springer-
Verlag, New York, 1991, §2.10. ]

Jiz dfive jsme definovali pojem spojitosti podle stfedu v bodé takto
B\ X — X4, |2 — 0 pro t — to.

coz jsme znacili

Xto = Lim. Xt

t—to

(zkratka z anglického ”limit in the mean”) a je-li proces { X;,t € T'} spojity v kaz-
dém bodé mnoziny , fikali jsme struéné, Ze je spojity.
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Tutéz spojitost muzeme definovat i pomoci vyse uvedené normy takto
X — Xiol> = BIX: — X4 =0 pro  t—t

a pro kazdy uzavieny podprostor M C L(Q, A, P) diky projekéni vété mizeme
definovat nejlepsi stfedni kvadratickou predikci prvku Y € L%(Q,A, P) pomoci
M.

Definice 1.8.2.

Jestlize M je wzavieny podprostor H, kde H = L?*(Q,A, P), resp.
H = LZ(Q, A, P), pak nejlepsi stredni kvadratickd predikce Y € H v M
je prvek Y eM takovy, Ze

Y —Y|2= inf |V - Z||? = inf E|Y — Z|? t. Y = Py (Y).
|y =¥IP = jnf Y - 2|*= inf EY -2P 4 M(Y)

Nyni definujme

Definice 1.8.3.

Jestlize M je uzavreny podprostor H, kde H = L?(Q, A, P), resp.
H = Li(Q,A,P), a X € H, pak definujme podminénou stredni hodnotu
pri dané M predpisem

Dale definujme

Definice 1.8.4.

Necht X, Z1,...,Zy, € H, kde H = L*(Q0, A, P), resp. H = L4(Q, A, P). Pak
podminénd stredni hodnota X pri daném ndhodném vektoru Z =
(Z1,...,Z,) je dana vztahem

E(X|Z) = Epm@z)X = E(X]Y € M(Z)),

kde M(Z) je uzavieny podprostor vech ndhodnyjch velicin ¢(Z) zH, které jsou
borelovskou funkci nahodného vektoru Z, tj. ¢ : R™ — C, resp. ¢ : C* — R.

Vypocet podminénych stfednich hodnot byva vsak velmi obtizny. Z téchto
divodi se omezujeme vétSinou na jednodussi podprostor, a to

M=5p{1,21,..., 20} = {1, 21, Zn}.
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Ptipomenime vlastnost predikce & € M prvku x € ‘H. Plati
t=Puylz)eMsiecMA (z—1)e Mt
tj. pro kazdé y € M plati
(z—&,y) = (z,y) = (Z,y) =0
a odtud dostaneme tzv. projekéni rovnice
(2,y) = (z,y) |

Dale jiz uvazujme Hilberttv prostor

H = L*Q, A, P)

a jeho podprostor
M=3sp{l,Z1,....Z,} ={1,Z1, ..., Z,},

kde Z1,...,Z, € L*(Q, A, P).
Pak projekce je dana vztahem

X =Pu(X)=EuX = arg inf [X - Y%= arg inf B(X — Y)?

a projekéni rovnice jsou tvaru

|E(Y - EuX)=E(Y - X)]

Pro kazdy prvek z M (tedy i pro 1, Z1,...,Z,) plati tyto rovnice, tj. pro Y =1
mame

E(l-EpmX)=E(1-X)

i=0
i=0
aproY =Z7;,j =1,...,n dostaneme

E(Z;  EmX)=E(Z; - X)

=0

=0



43

Celkem dostavame systém n + 1 rovnic.
Definujme proto nyni nejlepsi linearni predikci pomoci obecnéjsich systému
ndhodnych veli¢in druhého fadu {Z;, ¢t € T'}.

Definice 1.8.5.

Necht X € H a pro kazdé t € T také Z, € H, kde T je indexovd mnoZina,
H = L*(Q,A, P), resp. H=L4(Q, A, P).

Pak nejlepsi linedrni predikci nahodné veliciny X pomoci {Z;,t € T}
rozumime

P@{Zt,teT} (X) .

Vidime, ze pfi hledani nejlepsi linearni predikce vystacime se znalosti kovari-
an¢ni funkce a neni tfeba znat ani momenty vyssich radu.

1.8.3 Predikce v pripadé normalné rozdélenych nahodnych

velic¢in.
Je-1i sdruzené rozdéleni nahodnych veli¢in X, 71, ..., Z,, normalni, tj.
/
‘(X,Zl,...,Zn) NN”+1(/J’52) 5
kde
nx
Ktz
I‘I’ = IU’Z2 = MX
. nz
lu’Zn
a
ﬁ | oxz s 1 O0XZ,
oxz, | 0%  0z2, - 0z2,
2 o2 X
s>=|oxz | oznz oz 0 0zz, | = (X ZXxz
| ) Yxz Yzz
O'XZTL | DY DRI DRI O—2Zn

Pak rozdéleni ndhodné veli¢iny X pfi daném Z méa opét normalni rozdéleni

X|Z~N (umz,ai‘z) ,

kde
px)z = pix + SxzY75(Z — pg)
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2 _ 2 I =1
0x|z = Ox + XxzYzzYzx
Odtud vidime, ze podminéna stfedni hodnota je linedrni funkci ndhodného

vektoru
Z=(Z1,....7Z).

To znamen4, Ze v tomto p¥ipadé je nejlepsi linearni predikce totoZna s op-
timalni predikci (ve smyslu minimélni stfedni kvadratické odchylky) zaloZzenou
na podminénych stfednich hodnotach.

1.9 Odhady strednich hodnot a autokovarianci

Stochasticky proces je matematickym modelem realného déje ndhodného charak-
teru, ktery probiha nepretrzité v ¢ase. Mzeme jej vSak pozorovat jen v kone¢nych
Casovych intervalech a na zdkladé téchto pozorovani urcit odhady hodnot charak-
teristik tohoto procesu - stfedni hodnoty, rozptylu, autokovarian¢ni funkce, atd.

Jestlize mame k dispozici dostatecny pocet pozorovani realizaci ndhodného pro-
cesu, muzeme

1. Piiblizné urcit charakteristiky kazdé realizace nahodného procesu.
2. Priblizné celkové charakteristiky lze ziskat zprimeérovanim ptredchozich.

Tato metoda zpracovani je vSak pomérné slozitd a vznikd otazka, ¢i by nebylo
mozZné pro stacionarni ndhodny proces zaménit tento slozity pfistup za mnohem
jednodussi, ktery se zaklada na predpokladu, Ze stfedni hodnota nezavisi na case
a korela¢ni funkce na zacatku vypoctu. Kromé toho vzniké otazka, zda pii zpra-
covani pozorovani stacionarniho ndhodného procesu je tfeba disponovat nékolika
jejich realizacemi. Protoze ndhodny proces je stacionarni a homogenni v case, je
prirozené predpokladat, ze jedna jedina realizace s dostatecnou délkou je postacu-
jicim materidlem na ziskani charakteristik ndhodného procesu. Pii podrobnéjsim
zkoumani této otazky se ukazalo, ze existuje takovato moznost, ale ne pro vSechny
stacionarni ndhodné procesy.

Tedy jestlize jedina realizace ndhodného procesu pozorovand v dostateéné
dlouhém c¢ase muze byt povazovana za urcitého reprezentanta vSech moznych re-
alizaci, fikdme, Ze takovéto stacionarni stochastické procesy maji ergodickou
vlastnost.

Jestlize urcity ndhodny proces nema tuto vlastnost ergodicnosti, i kdyz je sta-
cionarni, potom jeho ruzné realizace, které se vyskytuji s uréitymi pravdépodob-
nostmi, maji rizny charakter pribéht. V tomto duchu, jako by Slo o realizace
ruznych jednodussich stacionarnich procest, které maji svoje individualni charak-
teristiky.

V nékterych pfipadech na neergodi¢nost stacionarniho procesu mize ptisobit uz
jen vyskyt jediného ndhodného séitance (tj. ndhodné proménné nezavislé na case).
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PRIKLAD 1.9.1.

Necht [{Y(¢t) = X(¢t) + Z,t € R} ‘ je ndhodny proces, kde {X (¢),t € R} je ergo-
dicky staciondrni proces definovany na pravdépodobnostnim prostoru (2,4, P) a
Z nahodné veli¢ina definovana na témze pravdépodobnostnim prostoru se stiedni
hodnotou pz, rozptylem 0% a pro niz pro kazdé t € R plati

C(X (%), Z) = 0.
Potom

py (t) = px + pz

w(it)=CY(s),Y(s+1t)=C(X(s)+ Z,X(s+t)+ Z) =
=C(X(s),X(s+t)+C(X(s+1),2)+C(Z,X(s+t)+C(Z,7Z)
vx (t) =0 =0 o2
= yx(t) + 0%

Tedy ndhodny proces {Y(t),t € R} je stacionarni proces, ale nemutzeme ho povazo-
vat za ergodicky, nebot se d4 oc¢ekavat, ze kazd4 jeho realizace se bude charakterem
svého priibéhu lisit od jinych - v zavislosti od toho jakou hodnotu pti dané realizaci
nabyla ndhodné veli¢ina 7.

Autokovarianéni funkce stacionarniho procesu Y'(¢),t € R se od autokovari-
an¢ni funkce stacionarniho ergodického procesu { X (¢), ¢ € R} 1is{ o kladnou slozku
02, TakZe pro t — oo se hodnoty 7y (t) nezmensuji k nule, ale od ur¢itého ¢asu
tm zlstévaji konstantni (= 0%).

Nyni budeme definovat ergodi¢nost stacionarnich procest presnéji matematicky
v souvislosti s konstrukci odhadd nékterych charakteristik stacionarnich procest.

1.9.1 Odhady stfedni hodnoty

Necht {Y(t),t € R} je stochasticky proces 2. fadu, ktery pozorujeme v ¢asovém
intervalu [0, T']. Necht jeho konstantn{ stfedni hodnota p je nezndmaé a je tieba ji
odhadnout.

Definice 1.9.2.
Odhad stredni hodnoty [i staciondrniho ndhodného procesu {Y (t),t € [0,T]}
pomoci metody nejmensich ctverct (MNC) je definovdn vztahem:

T
i = arg min/ (Y (t) — p)? dt.
HER Jq

PozNAMKA 1.9.3.
Stale budeme predpokladat, ze integraly vystupujici v jednotlivych vztazich exis-
tuji a daji se v nich zaménit potfadi integrovani a stfedni hodnoty F.
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Snadno lze odvodit, ze odhad st¥edni hodnoty pomoci MNC je roven

=
I

1 (T
?/0 Y (t)dt (1.20)

nebot

T
o= [ -2y o) a=2

0

T
= 2Tu—2/ Y (t) dt |
0

Véta 1.9.4.
Odhad stredni hodnoty pomoci metody nejmensich ctverci je mestranny a
jeho stredni kvadraticka chyba je rovna

MSE(ji) = %/OT (1 - 3) vy () du. (1.21)

DUkAz. Nestrannost:

1 T 1 T 1 T
Ej=E —/ Y (t)dt :—/ EY (1) dt = —/ dt = pu.
fi <T0 ()) T ), (t) A I
——

=p(stac.
(stac.) ~

Stifedni kvadraticka chyba v piipadé nestranného odhadu je rozptylem tohoto
odhadu



47

Pocitejme

1 T T
T—E{ | [ oe-wro-m dsdt}

~g2 | [ B0 w0 - w) as

vy (t—s)(stac.)
1 T T
ﬁ/ / vy (t —s) ds dt
0 0

u=t—s

Uvazujme transformaci

v=t

s Jakobidnem |J| = 1. Protoze s,t € [0, T], pak plati

-T < U < T

0 < v=t < T
a tudiz

u<lv=s+u<T+u,
tedy

max{0,u} < v <min{T,T + u}.

Tak dostaneme

) T min{T,T+u}
MSE((j1) = ﬁ/ / Yy (u) dv | du
-T
max{0,u}
1 0 T+u T T
=T / ’yy(u)/ dv dqu/ ’yy(u)/ dv | du
=T 0 0 u

/ oy ()T 4 ) du + / D (T — ) du}

= %/ Yy (u)(T — |ul) du = %/0 (T — u)yy (u) du
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Pro dalsi studium ergodickych procest je vhodné vyslovit nasledujici definici:

Definice 1.9.5.
Rekneme, Ze staciondrni proces {Y (t),t € R} je ergodicky ve stredni hod-

noté, pokud plati
1 /7
lim D |= Y(t)dt| =0. 1.22
% lT /0 0 (1.22)

Véta 1.9.6.
Necht pro staciondrni proces {Y(t),t € R} s autokovariancni funkci ~y (t)

plati
. 1 /7 U
[ (2w

Potom je nahodny proces {Y (t),t € R} ergodicky ve stiedni hodnoté.

DUKAZ. Tvrzeni véty plyne ze vztahi (1.21), (1.22) a nerovnosti

/ (1 - %) vy (u)du| < /OT (1 - %) [vy (w)] du.

Disledek 1.9.7.
Necht tlim vy (t) = 0. Pak staciondrni proces s autokovariancni funkct vy (t)
—00

je ergodicky ve stredni hodnoté.

DUKAZ. Jestlize

tlim vy (t) =0,
pak také
Jim [y (£)] = 0.

Pak pro libovolné malé £ > 0 existuji dostateéné velkd T',Tp € R (Tp < T) takova,
ze pro kazdé t > Ty, plati

[ (@) <e.
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Pak
, 1 [T o2 (7 u
E&DFA’WW%E&fA(liﬁwwwu
2 (T U
< lim = i
—TILIQOT/O (1= 7) by ()] du
2 T
< lim —
_#&Té|wwnm

2 To T
:Hm—./IW@NM+/IWWNW
T—00 T 0 N—— To ——

< v (0) <e
. To To
< lim 2 |— 1—-— =
=0 {TW(OH( T>€] (o]
ergodicita ve stfedni hodnoté. ]

Poznamenejme, zZe jestlize plati
lim vy (t) =0,
t—oo

pak také pro autokorela¢ni funkci plati

t
tlim py (t) = lim v ()

—0,
t—o0 7y (0)

coz znamena, ze sila linearnich vazeb mezi jednotlivymi ndhodnymi veli¢inami,
které tvori dany staciondrni proces {Y'(¢),t € R}, jakmile se tyto od sebe neustéle
vzdaluji, postupné slabne, tj. jejich korela¢ni koeficient — 0.

DISKRETNI NAHODNE PROCESY

Pfi pozorovani staciondrnich procest {Y(t),t € R} druhého fadu se spojitym
Casem nejcastéji pozorujeme jen urcitou jejich konecnou diskrétni ¢ast, tj. pron €
N v diskrétnich ¢asovych okamzicich t1, ..., t, € R pozorujeme jen ndhodny vektor

Y= (Y, Y,) =Y. ),

ktery nazyviame diskrétnim pozorovanim nahodného procesu {Y (¢),t € R}
(anebo diskretizaci ndhodného procesu {Y'(t),t € R} se spojitym ¢asem), kde jsme
polozili

ti:’i, i=1,...,n.
Pak 1ze snadno ukézat, Ze obdobnym diskrétnim ekvivalentem odhadu stfedni
hodnoty je odhad

N T 1 & T
Y:T; Yo :gt:ZIYt kde At = —.

L titAt/2
~f AR Y (bt
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1.9.2 Odhady autokovarian¢ni a autokorela¢ni funkce

Odhad autokovarianéni funkce 1ze analogicky jako v pfipadé stiedni hodnoty nalézt

ve tvaru
1

()= [ 00 - e+ ) - e

Podobné jak jsme vyse definovali ergodi¢nost ve stfedni hodnoté pro stacionarni
proces
{Y(t),t € R}, mtizeme definovat i jeho ergodi¢nost v rozptylu, pokud plati

T
Jim D [%/0 (Y(t) —M)Qdﬁ] =0

a jeho ergodi¢nost v autokovarian¢ni funkci, jestlize plati

T—o00

T—1
lim D [%/0 V(7 +1) — 1) (Y () — ) dt] 0.

Snadno lze ukazat, Ze obdobnymi diskrétnimi ekvivalenty jsou nasledujici od-
hady

Odhad autokovarianéni funkce

n—Fk

1 _ _

N V)V - T)
t=1

Cp =

prok=0,1,...,n—1.
Odhad autokorela¢ni funkce ACF

Ck
ry = —
Co

prok=0,1,...,n—1.

Aby tyto odhady mély prakticky vyznam, pozaduje se obvykle n > 50 a k < 7,
nebot odhady {c;}7Z,, resp. {ri}7Zy, nejsou linedrné nezévislé a s rostoucim k
roste i jejich rozptyl.
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Kapitola 2

Analyza casovych rad

V dalsich budeme u ndhodného procesu {X;,¢ € T'} indexovou mnozinu T inter-
pretovat jako ¢éas a pokud T' = Z, budeme tento proces nazyvat ¢asovou radou.

2.1 Zakladni pristupy k analyze Casovych rad
V analyze casovych fad se setkavame s nasledujicimi zédkladnimi pfistupy:
1. V Easové doméné:

a) klasickd dekompozice casovych Tad je zaloZena na regresni analjze;

b) neoklasickd dekompozice casovych tad, tzv. Boz-Jenkinsonova metodolo-
gie, je zaloZzena na korela¢ni analyze;

2. Ve spektralni doméné: je spektrdini analyza casovych tad zaloZena na Fou-
rierové analyze.

2.1.1 Klasicka dekompozice

Klasicka dekompozice ¢asovych fad vychazi z predpokladu, Ze ndhodny proces,
ktery generuje ¢asovou fadu, je zavisly pouze na ¢ase. Snazi se pak ¢asovou fadu
rozdélit na

e deterministikou a

e nahodnou slozku.
Deterministickou slozku dale rozklada na trend a sezdnni slozku.
Jednotlivé slozky

) trend odrazi dlouhodobé zmény v chovani ¢asovych fad;
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. sezénni slozka popisuje periodické zmény (kratstho rdzu) napf. vliv
stfidani ro¢nich obdobi;

° nahodné fluktuace modeluji drobné a v jednotlivostech nepostizitelné
priciny kolisani ¢asovych rad.

Pri klasické dekompozici ¢asovych fad se pouzivaji predevsim
e aditivni modely: Y; = Tr; + Sz + &

e multipikativni modely Y; = T'r; - Sz; - €4, které se transformuji logaritmo-
vanim na aditivni modely.

Klicovym nastrojem klasické dekompozice Casovych fad je regresni analyza, kde
jednotliva pozorovéni se obvykle berou jako navzdjem nekorelovand, tj. {e;,¢ € Z}
se chape jako bily Sum.

2.1.2 Box-Jenkinsonova metodologie

Box-Jenkinsonova metodologie na rozdil od klasické dekompozice predpoklada, ze
vS8echny slozky Casové rady, tj. trend i cyklicka slozka, maji nahodny charakter.
vych prvki fady s rliznym zpozdénim a zavislost na rizné zpozdéném (ndhodném)
vstupu.

2.1.3 Spektralni analyza casovych rad

Spektréalni analyza ¢asovych fad (Fourierovskd analyza) povazuje ¢asovou fadu za
”smés” sinusovek a kosinovek o rozliénych amplitudach a frekvencich.

Tato koncepce pak umozni provést explicitni popis periodického chovéani casové
fady a predevS8im vystopovat ty vyznamné slozky periodicity, které se podileji na
vécnych vlastnostech zkoumaného procesu. V této koncepci neni stézejnim fakto-
rem Casova promeénnad, ale pravé faktor frekvencni.

Spektralni analyza je také vhodnd p¥i srovnavani chovani nékolika fad, nebot
umoznuje nalézt pripadné casové zpozdéni mezi dvéma Fadami, ale také dovoli
porovnat fady v ramci jednotlivych frekvenci.

2.1.4 Linearni dynamické modely

V praxi se Casto setkdvame s tim, ze hodnoty urcité casové fady evidentné nejsou
jen funkci ¢asu, ¢i predchozich pozorovani, ale jsou vysvétlovany pomoci dalsich
casovych fad, kterym fikame faktorové ¢asové rady a mluvime o tzv. pricinngch
(kauzdlnich, faktorovgch) modelech. Modely se konstruuji na zakladé teoretickych
predpokladi.
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2.2 Klasicka dekompozice ¢asovych rad

Dekompozici ¢asové Fady rozumime rozklad ¢asové fady na deterministickou
a ndhodnou slozku, kterd ma v ptripadé

aditivniho modelu tvar Y, =Tr + Sz + ey,

multiplikativniho modelu Y =Try- Sz - &4.

Jednotlivé slozky

Try, Sz trend a sezonni slozka maji deterministicky charakter
€t nahodné fluktuace maji stochasticky charakter,

pricemz | {e;,t € Z} | je bily Sum s nulovou stfedni hodnotou Ee; = 0, ktery je

nekorelovany, tj.

0 s #1t, i
C(et,e5) = Eeres = ) 7 Znadime |e ~ £,(0,0°1,)|,
Dey =0° s=t.
kde pro n € N,t € Z je n-rozmérny vektor € tvaru € = (&¢,€¢41,...,Et4n-1),
pfiéemz vzdy Ee=0=(0,...,0)" a varian¢ni matice De = (C'(e;, Ej))?jzl =021,

kde I,, je jednotkova matice. Pokud navic budeme predpoklddat normalitu, bu-
deme znacit |e; ~ N(0,02) |, popt. | € ~ N, (0,0°L,) ‘

2.2.1 Obecné linearni regresni modely a metoda nejmensich
¢tverca

M¢jme regresni model plné hodnosti:

Y=XB+e A WX)=hXX)=p+1=k An>p+t1Ae~L,(0,0°L,) |

vektorem zavisle proménnych Y = (Y3,...,Y,)
s matici planu X=(zy) i=1,....,n; j=0,....,p
vektorem chyb e=(¢1,...,6n) Fe=0; De=oc%l,.

Tento model se také nazyva regresni model plné hodnosti s pevnym

planem, nebot regresory z;; (i =1,...,n,j = 1,...,k) jsou nendhodné, tj. pevné
dané.
Podminka De = o021, znamend, Ze ndhodné veli¢iny Yi,...,Y,, maji rizné

stFfedni hodnoty (které jsou zndmou funkei regresorti) a stejné rozptyly - mlu-
vime o homogenité rozptylu.
Odhad neznadmych parametra B provedeny metodou nejmensich étverca
je feSenim normélnich rovnic
X'XB=XY
a plati:
B=XX)"XY.
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Oznacme
e Y =X3=X(XX)"'X'Y=HY

¢e=Y-Y=(I-HY=MY=MZXB+¢))=MXf+Me=(I-He

o >=S55E — 1 _(YY)(YY)= L &e="L V(I HY=_1 (I He

Pak plati (viz napt. Zvéra, K.: Regresni analyza. Praha. Academia. 1989):

« EB =5,
o [s? = % = 02, tj. 52 je nestrannym odhadem rozptylu,

e DB =c%(X'X)" L.

Plati-li navic‘ e ~ N, (0,021,) | pak

o Y ~ N, (XB,0%I,)
o &~ Ny (0, 0%(I - H))
//8\ ~ Np+1(ﬁ70’2(X/X)71)

S5~ x3(n—p—1)

e 3 a s? jsou stochasticky nezavislé

Tj = \B/J% ~ t(n - p— ].), kde (X/X)il = (Uij)i,jzo vvvvv p

F = 22(By = Bo) W(By = Ba) ~ Flg,n—p—1),
kde (X’X)1<¥ VIVJ )ﬁ< 521 >ﬁ< gl >ah(W)q
2

o T = % ~t(n—p—1), kde ¢ = (co,c1,...,¢,) a B(c'B) =B

e Oznalme i-ty fadek matice planu X jako x; = (20, ..., Zip), pak
Y; :X;/G—’—Ei ~ N(X;ﬁ70’2)7
Y =x|8 ~  NxB,0*x(X'X)"'x;)

Y, —Yi=x(B-B)+e ~  N(0,0%(1+x(XX)"'x)).
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V nésledujici tabulce uvadime horni a dolni meze pfislusnych intervald spo-
lehlivosti:

I INTERVALY SPOLEHLIVOSTI |

pro parametry 3; dolni mez Bj —ti-a (n—p—1)s,/vj;
(j=0,...,p) horni mez ﬁj—l—ﬁl_%(n—p—l)s V)
pro stfedni hodnotu predikce || dolni mez x\B - tig (n—p—1)s/x(X'X) " 1x;
E}Z:Ex;fi:xgﬁ (i=1,...,n) horni mez x;ﬁthl,%(nfpfl)s\/m
pro predikci dolni mez x\B—t_ g(n—p- 1)s/1+x}(X'X) " 1x;
Vi=x!B (i=1,...,n) horni mez xB +ta(n—p=1)sy/1+x(X'X) " Ix;

kde t1-g (n—p—1) je 1—§ kvantil Studentova rozdéleni o n—p—1 stupnich volnosti

PRIKLAD 2.2.1.

REGRESNI PRIMKA V KLASICKEM LINEARNIM REGRESNIM MODELU
Klasickym specidlnim pfipadem linear-
niho modelu je jednoducha linearni
regrese, kdy predpokladame, Ze neza-
vislé ndhodné veli¢iny Y; (i = 1,...,n)
maji normélni rozdéleni

Y; ~ N(wi = Bo + Bizs, %) |,

kde x; jsou dané konstanty, které nejsou
vSechny stejné. Rozptyly Y; jsou stejné,
X kdezto stredni hodnoty lze vyjadrit jako
Obréazek 2.1: Ukazka klasického regres- linearni funkci zndmjch konstant z; po-
niho modelu s homogennim rozptylem. moci neznamych parametrii By, Bi.

V tomto pfipadé
i 1 = €1
Y = matice planu: X = [ 1 1 [, e= | : | ~N,(O0, o?1,).

)

Y, 1 z, En

2.2.2 Rozsifeny linearni regresni model a vaZzena metoda
nejmensich ¢tverca

Nasledujici véta ukazuje, jakym zptisobem lze linedrni regresni model rozsitit i
na pripad, kdy rozptyl neni homogenni.

Véta 2.2.2.

Mé&jme regresni model, ve kterem Y = XB + €, € ~ L,(0,02V),
V > 0, a hodnost matice h(X) = k (tj. V je pozitivné definitni), pak od-
had pomoci metody neymensich ctverci je roven

B=(XV1X)IX'V-1y|
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DUKAz. Jelikoz jsme predpokladali, ze V > 0, tj. V je pozitivné definitni, takze
. . 1 ;. . , / ’
existuje V™2, kterd je symetrickd a regularni. Proto

AV™2X)=h(X)=k=hX'V1X)=h(X'V 2V :X)
takze X'V ~!X je regularni. Polozme

1 1

Z=V:Y, F=V:X, 1p=V e

Pak z
Y =XB+¢
plyne, Ze
V7Y =V iXB + Vie,
tj.
Z=Fp+n
Pak
En=EV 2=V 2 Fe =0
=0
a

Dn=D(V 2e) =02V :VV 2 =¢?V 3V3iV:V 2 =%,

a tento model jiz splnuje predpoklady klasického regresniho modelu, ve kterém
odhad vektoru neznamych parametri metodou nejmensich ¢tverct je roven

B=(FF) 'FzZ=(XV VX)XV iV iy = (X'V X)XV Y.

PozNAMKA 2.2.3.
Nejcastéji se matice V uvazuje ve tvaru
V = diag{v1, ..., v},
tj. jde o diagonalni matici. Polozime-li
W=vV1!l= diag{v—l17 e i} = diag{w1, ..., wn},
pfiéemz prvky wi,...,w, se nazyvaji vahami (tedy ¢im je rozptyl vétsi, tim je

vaha pozorovani mensi). Pak odhad nezndmych parametri metodou nejmensich
¢tverci:

B=XWX) ' XWY

se nazyva VAZENA METODA NEJMENSICH CTVERCU.
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2.2.3 Modelovani trendu

Klasicka dekompozice ¢asovych fad deterministickou slozku trend modeluje po-
moci regresnich modelu. Do trendu se obvykle zahrnuji i cyklické slozky s dlou-
hou periodou.

Ke stanoveni trendu lze v zavislosti na jejich typu a charakteru ndhodnych
fluktuaci v dané ¢asové Ffadé pouzit rizné pfistupy:

e parametricky pristup, ktery pfedpoklada urcity typ rozdéleni, obvykle
normalni rozdéleni bilého Sumu;

e neparametricky pfristup, kam patfi rtizné metody zaloZené na jadrovych
odhadech, vyhlazovacich splajnech, waveletech apod.

Regresni modely miizeme déle rozdélit na
e modely globalniho trendu a

e modely postupného nebo lokalniho trendu.

MODELY GLOBALNIHO TRENDU
Méjme casovou Fadu {Y;,t € T} a n pozorovéni této fady v ¢asovych okamzicich

1 <ty <...<ty.

Oznacme: . Predpokladejme, ze pozorovani Y; vyhovuji modelu:

kde

f(®)| je nezndmé trendova funkce vybrand z pfedem dané t¥idy funkei

jsou ndhodné fluktuace nevykazujici systematickou odchylku,

2

tj. Fe; = 0, s konstantnim rozptylem De; = 0° a nekolerované,

t.j. C(ei,ej) =0proi # j

REGRESNf MODEL TRENDU

Parametricky pristup k odhadu trendové funkce vede na regresni modely trendu.
Piedpokladédme, ze trendova funkce f(t) patii do t¥idy funkci, které jsou uréeny
koneénym poctem parametri, pricemz

f@) = Bo+ Brpi(t) + -+ Bppp(t) kde [Bo,fB1,...,0, nezndmé parametry
©0,¥1,--.,¢p znamé funkce

Nejprve uvazujme linearni regresni model:

Y=XB+e AhX)=h(XX)=k=p+1 An>p+1 A e~ N,(0,0°1,)
(2.2)

pricemz
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vektor zavisle proménnych Y = (Y1,...,Y,)
matice planu X = (245) = (@i (ti))i=1,... m,j=0,...p; Po(ti) =1
vektor chyb €= (c1,...,6), BEe = 0; De = 0%I,,;

Odhad neznamych parametri 3 provedeny metodou nejmensich ctverci je feSenim
normélnich rovnic X’X3 = X'Y a plati:

B=(XX)"XY (2.3)
Oznac¢me rezidualni rozptyl
SSE 1
2l=s2 = = Y -XB)(Y—-X3) kdek=p+1 2.4
=T =, (Y XA (Y - XB) kdek=pt1 (24)

Z velkého okruhu trendovych funkei, které vedou k linedrnimu regresnimu
modelu, se zaméfime na

e polynomicky trend: f(t) = By + fit + - - - + Gpt?
o periodicky trend: f(t) = p+ 3°7_, (ajcos\;t + BjsinA;t)

V piipadé polynomického trendu, matice plinu je tvaru

1t 2 ty
X=|: 1 z
1 t, t2 - tP
Kromé neznamych parametri 8 = (0o, ..., 0p)" zbyva uréit vhodny stupeii poly-

nomu . Pro odhad stupné polynomu se nabizi 2 intuitivni metody

stupné stupeinl zvysSujeme a testujeme hypotézu
Hy: B, =0 proti alternativée H;: 3, #0
pomoci statistiky (viz Andél)

Bp - ﬂp / —1
T,=—"=—= ~ tln—p-—1), kde (X'X) " = (v;)._,.
p \/Slchpp ( ) ( ) ( ZJ)Z,]_O
Jestlize Hy zamitneme = zvySujeme stuperi polynomu.
(2) ,0d maximalniho stupné doli“: zvolme . Testujeme opé&t
Hy: B, =0 proti alternativée H;: 3, #0

pomoci T},. Jestlize Hy nezamitneme = sniZujeme stupenl polynomu.

Obé metody nedévaji uspokojivé vysledky (viz Anderson(1971)).
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Penaliza¢ni metoda odhadu poctu regresnich koeficientu

Predpokladejme, ze je skuteény pocet regresnich parametru. Lze ukazat,
Ze plati

E(s 2
E(s

2)>0? pro k<ko
%) = O’2 k Z k?()
Zustava problém, jak z grafu hodnot si urc¢it pravé tu hodnotu kg, od niz poci-
naje jiz graf dostavd vodorovny charakter. Tento problém se fesi zavedenim tzv.
penalizaéni funkce a napf. Andél navrhuje misto hodnot s? pouzit jeji modifikaci

‘ Ap = si(1+ kwy,) ‘

Penaliza¢ni funkce w,,
e nesmi byt prili§ velké - aby nezkreslila klesajici charakter s? pro k < ko;

e nesmi byt piflis mala - aby z hodnot s? oscilujicich kolem o2 vytvofila pro
k > 0 rostouci posloupnost;

Za odhad se bere hodnota k € {0,1,...,kmnaz}, pro kterou Ay nabyva
svého minima. Konstanta k,,,4, je maximalni pocet parametri, které jsme ochotni
uvazovat a o némz jsme si jisti, ze splnuje podminku kg < kppaz-

Za dosti obecnych podminek tykajicich se rozumné volby hodnot ¢; Ize ukazat
(Geweke a Meese(1981), Andél a kol.(1981)), ze

pokud w, >0Aw, — 0 A nw,, —— 0 = ];’ — ko podle pravdépodobnosti.

n—oo n—oo

V praxi se osvédcilo volit

tj.
k
_ 2
Dalsi kriteria pro uréeni poétu regresnich koeficientu

Akaikeovo infor. kritérium (1972) AIC) = Insj + 2% nadhodnocuje ko
Swarz (1978) a Rissanen (1978) SRy =Insi + o
Hannan a Quinn (1979) HQr=1Ins? + @ ¢ > 1; obvykle ¢ = 2 nebo 3.
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Poéty zemfeljch osob po dopravnim tirazu v CR v letech 1980 - 2005
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Obréazek 2.2: Vstupni data spolu s polynomickym trendem 6. ¥adu.
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PRIKLAD 2.: SR, HQ,(c=2) HQ,(c=3)
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Obrazek 2.3: Penalizaéni kritéria pro odhad stupné polynomu.

al ¥ T ‘ ‘ 10,9627 |
I 1 I p=0.0000
AT t ?=0.9576 ]
s 1 T p=0.0000
oL < s 1%=0.9520 i
2l 5T T p=0.0000 ]
E4l i i 12=0.8883 |
S 1 p=0.0000
g A i =0.8792 ]
gl T 5 p=0.0000 ]
sk + 1%=0.7479 |
I 1 p=0.0000
oL 1 1%=0.4673 i
p=0.0007
. 12=0.4086 |
‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ p=00004

1 2 3 4 5 6 7 8
coef. [3‘

Obrazek 2.4: Intervaly spolehlivosti pro parametry 8; (i = 1...,k) pro jednotlivé
stupné polynomu. (Teckovana ¢ara znaci polohu nuly)
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PERIODICKY TREND

Je-li f(t) periodickd funkce s periodou T, pak frekvenci rozumime veli¢inu | A = = |

Uvazujme model:
Yi = f(t:) + e Ee;=0; De; =0 Cleiej)=0;i#54;i,j=1,...,n
kde (a) f(ti) = p+ 278 (ajcosAjti + BsinA;ti)
nebo (b) ft:)=p+ Z;’:l vicos(Ajti + wj) v = ,/a? + ﬁ?, w; = arctan %L
Jde o nelinearni regresni model vzhledem k (3p + 1) nezndmych parametri:

(a) a17"'7aP /817"'7617 lu‘ A17"'7)‘17
(b) Yiy -5 Yp m Aly .oy Ap Wiy ..., Wp

Odhad vektoru neznamych parametra pomoci metody nejmensich ¢tvercti minimali-
zuje vyraz

(a) S(H7a17.. '7ap7ﬁ17" -7ﬁp7)\17~~~7/\17) = Z?:l (1/Z - f(t’b))2
(b) S(M7’Yl7'"772)7"-}17“‘7(“)177)‘17“‘7)‘2)) = E:’lzl (Y; _f(tl))2

Numericky lze systém nelinedrnich rovnic fesit napf. pomoci Gauss-Newtonovy metody.

Linearni model pro znamé frekvence

Situace se zjednodusi, pokud frekvence jsou znamé.

Pak model (a) je linedrni a matice planu je tvaru:

1 ci1 s12 -+ cp1 Sp1
. . . . . cji = cos Ajt; ji=1,...,p
X =1: : : - : : k 7 Nt . E
nx (2p+1) o : © D] kde s =sin\t; PO i=1,...,n
1 Cin Sin e Cpn Spn
n = 2m+1
Pokud| ¢ = 1 pocitejme postupné
A; = 2= pro nékterd j € {1,...,m}
(1) Pro k = +1,+£2,... plati
n n ik ik
ikt - eI (1 — e
Ze it= Z(cosk‘/\jtJrzsmk)\jt) T va—
t=1 t=1
., 271y
ezk—J

]

Protoze tedy

Z coskAjt +1 Z sin kAt =0,
t=1 t=1
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pak plati

Zcos kXt = Zcos k2Zlt = Zsin kXt = Zsin k2Zlt=0| (k=+1,42,...)
t=1 t=1 t=1 t=1

(2.5)

S vyuzitim vztahu ‘ sinacosa = 1 sin 2« ‘ a (2.5) dostaneme

n n n

— tsin M\t = L i -
E cjtSjt | = E cos \jtsin \jt = 3 E s1n2ajt_@.
t=1 t=1 t=1

Protoze ‘ cos” o = (1 + cos 2a) |, pak

n n n

2 2 1 n
E cit | = E cos” \jt = = E 1+ cos2a)=|—=|
t=1 o t=1 ! 2 ( )

t=1

Obdobné, protoze ‘ sin® a = (1 — sin 2a)

, pak

n ) n .y 1n ) n
S5 |= sin” \jt = = 1—sin2a) =|—=|
> |~ 2= 43 ) = 5]

t=1

Pouzijeme-li vztah ‘ 1 (cos 2ar + cos 23) = cos(a + B) cos(a — 3) ‘, pak pro

n n

. _ 27j 2mh
E CjtCht = E cos thos Tt
t=1

t=1

nejprve vypocteme « a (3 ze vztaht

a+ 8= %t N 200 = Mt (se¢tenim rovnic)
a—f3 =2y 28 = 2U=M¢  (odedtenim rovnic)
n n

takze pro j # h plati

n n n
E cjtcne | = % E cos —QW(JnJrh)t +1 E cos —2”(];h)t = @
t=1 t=1

t=1

=0 =0

Protoze | 3 (cos 2ac — cos 20) = sin(a + 3) sin(8 — «) ‘, pak pro

n n

. _ i 27j 4 i 27h
E SjtSht = E sin = tsin - t
t=1 t=1
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nejprve vypocteme « a (3 ze vztaht

a+ B = 2—th N 203 = wt (se¢tenim rovnic)
B— o= 2kt 200 = ﬂi_—hlt (odec¢tenim rovnic)

takze pro j # h plati

n n n

2 j— 2 j
E SjtSht :%E Cosﬂi—hltfég cos ”ifh)t:@.
t=1

t=1 t=1

=0 =0

(7) Analogicky, protoze

%(sin 2a + sin 23) = sin(a + 3) cos(a — B) ‘, pak pro j # h plati

n n n
E SjtCht | = % E sin Wt+% E sin My;h)t:@.
t=1 t=1

t=1

=0 =0

Nyni, jestlize vyuzijeme pfedchozich vztahd, miazeme spocitat matici

n 0 --- 0
/ 0 3
X X (2p+1)x(2p+1) =
: 0
0 0 5

a odtud velmi snadno z normalnich rovnic dostaneme odhady nezndmych parametra ve
tvaru

n
p=gd oV
t=1
dj:%ZY,gcos)\jt i=1...,p.
t=1
n
B = %ZYtsin)\jt
t=1

Nezndmé parametry modelu (b) ziskdme ze vztahti

&; = arctan 5L
j &;

Pokud ¢asova fada vykazuje (po odeéteni napf. linedrniho trendu) pfiblizné periodické
chovani, je tfeba rozhodnout, které frekvence se na tvorbé periodického trendu vyrazné
uplatiiuji. Pro nalezeni vyznamnych period je vyhodné uzit metod spektrdlni analyzy
casovych tad.
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PRIKLAD 2.2.5.

Primérné ro¢ni prutoky vody v fece Nigeru v Coulicouro (Mali)
v letech 1907 az 1957
(pfevzato z knihy Andél, J.: Statistickd analyza ¢asovych fad, Praha SNTL 1976)

90

80

n0r

60

]

50

40

30

20 I I I
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Obréazek 2.5: Vstupni data spolu s linearnim a trigonomickym trendem (s periodou délky 25.5
rokit). Data jsou uvedena v kubickych stopach za sekundu (krat 10~3).

Pro znamou frekvenci (ziskanou pomoci metody skrytych period, viz odstavec 3.3)

)\22%:225—7?—5:042464
budeme uvazovat regresni model tvaru
‘Yt = a+ bt + acos(At) + Bsin(At) + & |, e: ~ N(0,0°)
nebo ekvivalentni model
‘Yt:aertJrfycos()\ter)Jrst‘, er ~ N(0,0°)

s matici planu
1 t1 cos(At1) sin(Ar)
X=1: : : a vektorem neznadmych parametra g =

1 tn cos(Atn) sin(Aty)

R o e

Pomoci metody nejmensich ¢tvercii obdrzime odhady

a=0542645 a=90107 7 =2.4084
b =0.2101 B=-81678 ©=-1277"

pfitom prvni pozorovani konané v roce 1907 odpovida ¢ = 1.
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MODELY LOKALNIHO POSTUPNEHO TRENDU

Hlavni myslenka lokalni (vaZené) metody nejmensich ¢tvercu spociva v tom, ze
provedeme odhad trendu polynomem na lokalnim intervalu

[t —s,t+ 5]

na rozdil od klasické (vazené) metody nejmensich ¢tvercl, kdy trend odhadujeme poly-
nomem na celém intervalu moznych hodnot parametru ¢, ktery oznacime [T'1,T2].

Parametr s > 0 se nazyva Sifka vyhlazovaciho okénka. Interval [t — s,t + ]
vyhlazovaci okénko.

I kdyZ vyhlazovaci funkce, se kterou pracujeme, neni polynomicka funkce, mtze byt
za predpokladu, ze je lokdlné hladkd (tj. existuji jeji spojité derivace az do néjakého
vhodné zvoleného fadu), lokdlné rozvedena do Taylorovy Fady kolem bodu ¢. Proto
miize byt dobfe aproximovana lokalnim polynomem, coz lze provést metodou nejmensich
Ctverci, pripadné vazenou metodou nejmensich ¢tvercu.

Popsana lokalni (vaZena) metoda nejmensich ¢tvercti se nékdy téz nazyva klouzava
polynomicka metoda, protoze kolem bodu ¢, v némz méa byt trend odhadnut, je umis-
téno vyhlazovaci okénko [t — s,t + s] a odhad trendu T'r se ,,pohybuje“ spolu s t.

Zvolme tento pFistup: uvnit¥ vyhlazovaciho okénka [t — s, t + s] aproximujme neznamy
trend polynomem stupné m

pla) = > Bi(t) (@~ ) |

Koeficienty £;(t) (j = 0,1,...,m) uvadime jakozto funkci bodu ¢, (ktery je stfedem
okénka [t — s,t + s]), abychom zduraznili, Ze tyto koeficienty budou pro kazdé ¢ jiné.

Neznamé koeficienty (;(t) polynomu p(z) odhadneme (vaZenou) metodou
nejmensich ¢tvercn, kde matice planu X je tvofena prvky

@iy = (ti —t)’,
pficemz j = 0,1,...,m a index ¢ nabyva pouze téch hodnot, pro které plati
|ti — t| <s.

Je ziejmé, ze plati

Volba sifky vyhlazovaciho okénka

S rostoucim pracujeme s vétsim poctem pozorovani ve vyhlazovacim okénku
[t — s,t + s], proto bude klesat rozptyl odhadu trendu, coz vSak bude mit za nasledek
nartst jeho vychyleni od skuteéné hodnoty. Vychyleni odhadu zélezi na derivaci trendové
funkce a projevuje se tak, ze odhad Tr: méa tendenci podhodnocovat velikost lokalnich
extrému trendové funkce, mluvime o pfehlazeni. Pokud naopak budeme pouzivat tzké
vyhlazovaci okénko, odhad trendu bude méné vychylen, ale na tukor velké variability
odhadu. V tomto pfipadé mluvime o podhlazeni trendové funkce.
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V dalsim budeme pfedpokladat, ze posloupnost Casovych okamzikt t1,t2,...,tn
je ekvidistantni, tj. polozime-li proi=1,...,n —1
A =tiy1 — ti,
pak

ti=t1+ (i —1)A
. ti—th
'TTA

+1
a polozime-li proi=1,...,n

« _ti—t
mizeme bez Gjmy na obecnosti uvazovat pouze o ¢asovych fadach, pro néz plati

+1,

ti =1 1=1,...,n.

KLOUZAVE PRUMERY

Pokud zvolime symetrické vyhlazovaci okénko kolem bodu | ¢ | tak, Ze obsahuje tisek
casové fady s lichym poctem ¢lend r a poloZime
r—1
2 )

pak (pro jednoduchost misto 3;(t) piSme S3;)
p(z) = Zﬂj(x—t)j pro xz €[t—s,t+s].
j=0
Zavedme substituci

T=x—1.

Potom

pa)=pt+7)=Y B | T€l-ss] = |pt)="Do|

Mame tedy model

Ew:ZﬂjTjJrEHT , kde 7€ [—s,s]; Feyr=0; Deyr =0 Cletpr, Expr)=0; T # 7.
=0

Méme-li k dispozici ¢asovou fadu délky n, pak pro kazdé | t=s+1,....n—s |zv1é§ﬁ

dostavame klasicky linearni regresni model

Y =XB+¢e;Ee =0,De = 0 Ipas1

.
Yi_s 1 —s (—s)? (—s)™ t_s x} i
: Bo : Bo
vo=| v |=|1 o o oo || e == || |4 =
' © | \Bm : C [ \Bm
Yits L s s° s Et+s x/25.+1 Etts
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Odhad neznadmych parametrt 8 provedeny metodou nejmensich c¢tverct je feSenim nor-
malnich rovnic X'X3 = XY 4) a plati
P -1 S -1
Bu = (X’X) XYy = Yu=X (X’X) X' Y =HY(,
—_———

projekéni matice H

pricemz v tomto piipadé

25 +1 0 S 72 0 S ot S o

T=—5 T=—5 T=—5
0 > o7t 0 St 0 S 78
T=—5 T=—5 T=—s5
> o2 0 S ot 0 DA 0
) ~ T=—35 s \ T=—35 s T=—35 s .
X'X = 0 S o7 0 > 0 > T g
s T=—s5 s T=—s s T=—s5
St 0 S 7t 0 S 78 0
S S ' S
o 0 S o2 0 S orm
S
Z K«‘f‘r R
T?—S @O
—_— T_Z_STY;H-T . o B T3
@ = a tudiz odhady |Y; |=x.1184 = (1,0,..., )| . =| 5o
s B
E Tm)/;H—T "
T=—5
h}
Ozna¢me H = ‘+1 |. Prvky projekéni matice se nazyvaji vdhy.
h/25+1

Pak odhad | Y = hl, Yy

Pro prvnich s hodnot, tj. pro vytvafime spoleny linedrni regresni

model:
Yi xi 1
Y, X, B Es N
Yir) = | Yen [= Xi41 . ] Es+1 = Y= hllY(F)
YSJFQ xls+2 : Es+2 :
ﬂm YS = h;Y(F)

/
st+1 X2s+1 €25+1
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Obdobné pro poslednich s hodnot, tj. pro| t=n—s+1,...,n | vytvifime spo-

leény linearni regresni model:

Yn—23

Ynfs—l

Yoy=| Yns | =

Yn—s—H

Yo

!
X2t

Bo
51

B

En-2s

En—s—1

En—stl

En

Pak predchozi ivahy muzeme shrnout takto:

pro prvnich s hodnot,

pro tzv. ”stfedové” hodnoty, tj. prot=s+1,...,n—s Vs :h.ls+1Y(t)

a pro poslednich s hodnot,

PRIKLAD 2.2.6.
Uvazujme nejprve

matice planu X =

a projekéni matice

h} 3
hj =
H=|h; [=| 3
h) 32
hj =

PRIKLAD 2.2.7.

tj. prot =1,...,s dostavame Yt:h;Y(p) A

tj. prot=n—s+1,...,n Yt:h;,nﬁsﬂY(L)

Y =X (X'X)"'X'Y)=HY (1

= Yaeen=hipY

Vo=hby Y (1)

m=2s=2r=2s+1=5 | pak

/
X1
X5
x5

/
X4
X5

=3
35
12
35
17
35
12
35

35

= = e

=5
35

35
12
35
13
35

35

o= o |
== O

5 0 10
, informac¢ni matice X’X = 0 10 0
10 0 34

vahy pro prvni bod (asymetrické vahy)

vahy pro druhy bod (asymetrické vahy)

vahy pro ”stiedové” body (symetrické vahy)
vahy pro predposledni bod (asymetrické vahy)

vahy pro posledni bod (asymetrické vahy)

Uvazujme jesté | m = 3, s

=2,r=2s+1=>5 |, pak matice planu

!/
X1
/
X2
!
X = X3 =

!
X4

[

/
X5

—2
1

N = O

= O =

-8

-1
0
1
8

, informaéni matice X'X =

0 10 0 34
10 0 34 O
0 34 0 130
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projekéni matice

hll % % g—s % ;—01 vahy pro prvni bod (asymetrické vahy)
h/2 % % % 5—58 % vahy pro druhy bod (asymetrické vahy)

H= hé = g—g’ % é—; % g—g vahy pro ”stfedové” body (symetrické vahy)
hi; % g—s % % % vahy pro predposledni bod (asymetrické vahy)
hg ;—01 % g—s % % vahy pro posledni bod (asymetrické vahy)

Vidime, ze

e Soucet vah v jednom fadku je roven jedné (jde o prvky projekéni matice s jednot-
kovou normou).

e Stredové vahy jsou symetrické kolem prostfedni hodnoty.

e Je-li m sudé, pak ”sttedové” vahy fddu m a m + 1 pro stejnou délku r = 2s + 1
jsou totozné.

Jednoduché klouzavé praméry

I. Uvazujme nejprve:

‘m:O7 r=2s+1

Spoctéme postupné

XY = Z Yitr,

T=—5

Xost1 = (1,...,1), X'X =2s+1,

normalni rovnice:

S

(25 +1)30 = Ti_:s Yier = |Bo= 231 1 T;s Yigr |
Prot=s+1,...,n — s mame
)= = o =| =2 3" i |
25 +1 =,
Pro prvnich s hodnot, tj. prot =1,...,s dostavame

2s5+1

- 1
Y, = Y,
K 25—}—1;

a pro poslednich s hodnot, tj. prot =n—s+1,...,n jsou odhady ve tvary

2s5+1

Y, = Yooi—r |
t 23"’1; n+1
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II.

PRIKLAD 2.2.8.
Méjme‘ m=1,s=2,r=2s+1=5 |, pak

x] 1
X5 1
matice planu X = | x4 | = | 1 |, informaéni matice X'X = (5) a projekcni matice
x) 1
x5 1
/1 1/5 1/5 1/5 1/5 1/5 vahy pro prvni bod
2 1/5 1/5 1/5 1/5 1/5 véahy pro druhy bod
H=|h}| = 1/5 1/5 1/5 1/5 1/5 vahy pro ”stfedové” body
hzl 1/5 1/5 1/5 1/5 1/5 vahy pro predposledni bod
5 1/5 1/5 1/5 1/5 1/5 véhy pro posledni bod

Dale uvazujme:

‘mzl,r:Qs—&—l‘

Spoc¢téme pomocny vzorec:

i 7’ :22# :2%3(3+1)(2s+1) _ s+ D@s+ 1)

3
T=—5
Normalni rovnice
s R s
2s+1 0 Bo > Yigr ﬁo:ﬁ > Yigr
s T=—35 T=—5
0 72 < ) = S = . s
T;S ’61 _z: TY;+7— ﬁlzm _2: TY'tJf‘r
Prot=s+1,...,n— s mame
Zﬁ(t)z/éo: ! XS:YHT
2s+1 =,
coz je stejné jako v pro m = 0.
Pro prvnich s hodnot, tj. prot = 1,...,s dostavame
1 2s+1 3 s
AF AF
= Y:, = Ysqr
Bo %5 11 ; B s(s+1)(2s+1) T;sT +r+1
a ~ ~ ~ ~ ~ ~ A~ ~ ~
Vi=f —spi, Ya=Pg —(s=DB, ... Yo=p7 -5

Pro poslednich s hodnot, tj. prot =n — s+ 1,...,n jsou odhady ve tvary

2s5+1 s
AL 1 AL 3
= Ynfq— 5 Y N Ynf s+717—
o 25—|—sz +1 B1 8(8+1)(28+1)ZT 2571

=1 T=-—38

Voosr1 =00 + B0, Yosr2 =00 +200, ... Yo=/[0 +spr
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PRIKLAD 2.2.9.
Necht | m=1,s =2,r =2s+ 1 =5 |, pak matice planu

/

X1 1 -2
X5 1 -1 5 0
X=|x5[=|1 0 |, informaéni matice X'X = (O 10) a projek¢ni matice
x) 1 1
X5 1 2
/ 3 2 1 0 —1 P . LA oz
1 5 3 5 = vahy pro prvni bod (asymetrické vahy)
h/2 % % % 1—10 0 vahy pro druhy bod (asymetrické vahy)
H= hé = é é % é é vahy pro ”stiedové” body (symetrické vahy)
hzl 0 %0 % % % vahy pro predposledni bod (asymetrické vahy)
h/5 _Tl 0 % % % vahy pro posledni bod (asymetrické vahy)

Centrované klouzavé pruméry

Casto dochazi k situaci, kdy chceme priimérovat hodnoty pres sudy pocet obdobi (napf.
pro vyrovnavani sezénnich fluktuaci), nap¥. o délce 12 p¥i naméfenych mésicnich pozo-
rovanich nebo o délce 4 pfi ¢tvrtletnich pozorovanich. Klouzavy prameér délky 12 by sice
vyrovnal z velké Casti sezénni fluktuace v fadé, pfitom vsak napf. aritmeticky prameér
lednové az prosincové hodnoty by padl mezi body ¢erven a ¢ervenec. Proto se zavedl jiny
postup:

1

e V 1. kroku se vypoc¢tou p1 = 15 (Yi—6 + -+ + Yiqs5) a p2 = % (Yies + -+ + Yiye)
e V 2. kroku ps = 2 (p1 + p2) = 555 (Yi—6 +2Yi—5- - + 2Yiq5 + Yige)

2-12

Obecné centrovany jednoduchy klouzavy primeér délky 2s+1 je tvaru

~ 1
Y = E (Y;f—s + 2Yt—s+1 R 2Y;H—s—1 + Yt+s)

Volba fadu klouzavych praméru
Budeme se snazit najit néjaké objektivni kritérium. Pfedpokladejme, ze
Yi=Tri+ei=Po+Pit+ -+ Bmt™ +e & ~WN(0,0%).

Zavedme obecné diference:

Ayt = Yt —Yt-1
Ay, = Ay — Ay =y — 2yi—1 + Y2
Ay = y— Oycr + Gye—z — -+ = DFyes

Polynom
Bo+ Bt + -+ Bmt™
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bude pri kazdé nésledujici diferenci snizovat sviij fad o jednicku. Konec¢né pii diferenci
fadu m + 1 se tento polynom vynuluje. Bily Sum vytvari pfi k -té diferenci

k k
Akst =€ — <1> Et—1 + <2> Et—2 — -+ (_1)’95)5716

Spoctéme stiedni hodnotu a rozptyl této k -té diference:

EAkEt = E {St — (?)&}_1 + (I;
DA*e, = D{er— (H)era+ (§5)er2— -+ (—D¥es}
2 2
{1+ () + () 4+ 1]

Vyraz ve slozenych zavorkach je ziejmé koeficient ¢lenu 2* ve vyrazu (14 z)*(1+2)* a
je tedy s vyuzitim binomické véty roven (2:)

DAkat = <2:> a2

Provedme standardizaci k -té diference bilého sumu

Takze

AFe,—0

(%)

Uk,t =

’

Polozme S; =3, Ui, Pak ES;=(n—k)o’

Zavedeme-li pro k > m + 1 veli¢inu

S (AFY)°
V Y A ——)
G-k

pak Vi je pro k > m + 1 odhadem rozptylu bilého Sumu. Pocitejme Vi, Va,... dokud
nezaznamename, ze tyto hodnoty zacinaji konvergovat k néjaké konstanté.



74

PRIKLAD 2.2.10.

100

KLOUZAVE PROUMERY RUZNYCH RADU A DELEK
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Obréazek 2.6: Ilustrace vlivu fadu a délky klouzavych priméré na vyhlazovani casové fady
pro data ,,Daily morning temperature of a cow“. (Makridakis, Wheelwright and Hyndman (1998)
Forecasting: methods and applications, John Wiley & Sons: New York. Exercises 2.3 and 2.4.)
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PRIKLAD 2.2.11.
KLOUZAVE PROUMERY RUZNYCH RADU A DELEK

1. 1. 18
16
14
12

1
08f |

0.6
m=0, r=3 m=0, r=13 m=0, r=25

.4 .4 0.4
2001 2002 2003 2004 2005 2006 2007 2001 2002 2003 2004 2005 2006 2007 2001 2002 2003 2004 2005 2006 2007

x10° x10° x10°

m=1, r=3 m=1, r=11 m=1, r=21

.4 .4 0.4
2001 2002 2003 2004 2005 2006 2007 2001 2002 2003 2004 2005 2006 2007 2001 2002 2003 2004 2005 2006 2007

x 10° x 10° x10°

m=2, r=5 m=2, r=11 m=2, r=21

.4 .4 0.4
2001 2002 2003 2004 2005 2006 2007 2001 2002 2003 2004 2005 2006 2007 2001 2002 2003 2004 2005 2006 2007

x 10° x 10° x10°

m=3, r=5 m=3, r=11 m=3, r=21

04 2001 2002 2003 2004 2005 2006 2007 04 2001 2002 2003 2004 2005 2006 2007 04 2001 2002 2003 2004 2005 2006 2007
Obrazek 2.7: Tlustrace vlivu fadu a délky klouzavych primért na vyhlazovani casové fady
pro data ,, Ndvstévnost v hromadnych ubytovacich zatizenich v CR - podet hosti“. Udaje o na-
v§tévnosti v hromadnych ubytovacich zafizenich vychazeji z pravidelného Setfeni organizovaného
CSU. Host v ubytovacim zafizeni je kazda osoba (nezahrnuje se personal a majitelé ubytovaciho
zaFizeni, ktefi v ubytovacim zafizeni bydli), kterd pouzila sluzeb zafizeni k pfechodnému ubyto-
vani véetné déti.
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PRIKLAD 2.2.12.
KLOUZAVE PROUMERY RUZNYCH RADU A DELEK

1700 1700 1700
1600 1600 1600
1500 1500 1500
1400 1400 1400
1300 1300 1300
1200 1200 1200
1100 1100 1100
1000 1000 1000
900 900 900
o m=0, r=3 o m=0, r=7 500 m=0, r=11
1980 1985 1990 1995 2000 2005 1980 1985 1990 1995 2000 2005 1980 1985 1990 1995 2000 2005
1700 1700 1700
1600 1600 1600
1500 1500 1500
1400 1400 1400
1300 1300 1300
1200 X 1200 1200
1100 1100 1100
1000 1000 1000
900 900 900
o m=1, r=3 o m=1, r=7 500 m=1, r=11
1980 1985 1990 1995 2000 2005 1980 1985 1990 1995 2000 2005 1980 1985 1990 1995 2000 2005
1700 1700 1700
1600 1600 1600
1500 1500 1500
1400 1400 1400
1300 1300 1300
1200r \ 1200 1200
1100 1100 1100
1000 1000 1000
900 900 900
o m=2, r=5 o m=2, r=11 500 m=2, r=15
1980 1985 1990 1995 2000 2005 1980 1985 1990 1995 2000 2005 1980 1985 1990 1995 2000 2005
1700 1700 1700
1600 1600 1600
1500 1500 1500
1400 1400 1400
1300 1300 1300
1200 1200 1200
1100 1100 1100
1000 1000 1000
900 900 900
m=3, r=5 m=3, r=11 m=3, r=15

B%QSD 1985 1990 1995 2000 2005 BCiQSD 1985 1990 1995 2000 2005 E%.%EO 1985 1990 1995 2000 2005
Obréazek 2.8: Ilustrace vlivu fadu a délky klouzavych priméré na vyhlazovani casové fady
pro data ,,Pocty zemrelijch osob po dopravnim trazu v CR v letech 1980 - 2005“ (viz ptiklad
2.2.4).
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PRIKLAD 2.2.13.
KLOUZAVE PROUMERY RUZNYCH RADU A DELEK
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Obrazek 2.9: Tlustrace vlivu fadu a délky klouzavych pramért na vyhlazovani casové fady
pro data Primérné rocéni pritoky vody v fece Nigeru v Coulicouro (Mali) v letech 1907 az 1957
(viz priklad 2.2.5).
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EXPONENCIALNI VYROVNAVANI

Zaklady polozili Holt (1957), Winters (1960) a Brown (1961). Na rozdil od klouzavych
pruméra vychéazi z polynomiélni lokalni vaZené metody nejmensich étverct, kde vahy
jednotlivych ¢tvercid se smérem do minulosti exponencialné snizuji — odtud nazev metody.

Uvazujeme-li vyhlazovaci okno pouze smérem do minulosti, pak pro kazdé t,7 =

0,1,... méme nésledujici regresni model (pro lepsi pfehlednost misto 3;(t) opét budeme
psat ;)
Yi_r = Z(*T)jﬁj +éet—r|, Pei—r =0; Feqes =0, q# 8; Der—r = a 7o ae (0,1).
j=0

Pouzijeme-li maticovy zapis, dostaneme
Y=XB+e Ec=0 De=0"W ' ac(0,1)

kde

Yio 1 0 0 0
Yia L (-t (-»)* - (=p™
Y=| vio | X=|1 (-2 (27 - (2"
a
OéO 0 0 Et
0 o' o0 Et—1
W= 0 0 a? €= Et—2

Odhad parametri 3 metodou nejmensich vazenych étvercu (nebot rozptyly nejsou
konstantni) je ddn vzorcem:

B=XWX)"'X'WY

kde - - -
> af > (=7)'a” > (=m)"a”
oo7':0 TO:OO C)7—0:0
> (-n)'a” Y (-7)7 > (=) a”
X/WX — =0 =0 =0
X (=1)MaT X (=) T > (=7)*"aT
=0 T=0 7=0
a =)
a’Yir
=0
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JEDNODUCHE EXPONENCIALNI VYROVNAVANI

Vyjadfime-li explicitné normdlni rovnice X’'WX3 = X’'WY pro m = 0, pfidemz pouzi-
jeme oznaceni By = bp, dostaneme

bo i Oé‘r = i aTS/th
=0

7=0

Pomocné vztahy 2.2.14.
ProtoZe plati a € (0,1), pak S o =L

Protoze 1},5 = by, dostavame

=

=b=(1-a)X,aYir=(1-a)Yi+(1-a) T2, a Y, "=

= (- )Y+ (L—a) T, a1V 1 g =

=1l-a)Yi+a(l-a) ZakY}_l_k =(1-a)Yi+aYi

k=0

Yia

Dostévame tedy jednoduchy rekurentni vzorec:

Yt:(l_a)Yt"'aYt—l-

Lze snadno ridit adaptivnost metody:

1. pfi malém @« = metoda rychle reaguje na zmény v charakteru dat, nebot se
prosadi vliv prvniho séitance

2. pii vétsim @ = zesili se vyrovnavaci schopnost.
Predpovidani (predikce)

Chceme-li pouzit metodu jednoduchého exponencialniho vyrovnavani pro pfedpovidani,
pak klademe

f’HT(t) —-Y, pro libovolné 7 > 0.

Pritom f/t.H(t) oznacuje pfedpovéd hodnoty Y4, konstruované v ¢ase t na zakladé hod-
not Yy, Yio1,....

Specialné v koncovém bodé

I
3

Yn+7' (n)
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Vysvétleni rekurentniho vzorce jinym zpusobem

Upravujme postupné

Vi=(1-a)Y,+aYi
=(1-a)Y:+ aYt—l + 5}15—1 — Yt—l
=Yi1+ (1—a)(Y: — 171571)

Podivejme se na odhad Y;_1, kterou hodnotu predpovidé, povazujeme-li t — 1 za posledni
znamou hodnotu, tj.

Vi1 = Y/t(t —-1)

a odtud Yi_1 je predpovéd pro ¢as t zkonstruovand v ¢asovém okamziku t — 1 (tj. z do-
stupnych hodnot ¢t — 1,¢t —2,...).

Pak

Vo= Vit (1=a) (= Vi) =Via+ (1-a) (i = Vit = 1))

chyba predikce

Jinymi slovy:

e pro opravu predchozi vyrovnané hodnoty pouzijeme (jakmile dostaneme pozorovani
Y:) vhodné diskontovanou chybu predpovédi Y:(¢ — 1) konstruované v ¢ase t — 1.

Predpovédni intervaly na hladiné vyznamnosti «

Podle Bowerman,B.L., OConnell, R.T.: Time series and forecasting. North Scituate,
Massachusetts, Duxbury Press (1979) maji tvar

Yotr(n) —ui—gad-A(n) , Yoir(n) + ui-gd-A(n)

kde A(n) = L 37 | |[V; — Yi(t — 1) a d = 1.25 pro libovolné 7 > 0.

Vyhodou predpovédnich intervali konstruovanych v ramci exponencialniho vyrovna-
vani je jejich snadné pfizpusobeni pii dodani dalSich pozorovéani ¢asové rady.
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Hledani optimalniho parametru «

Na zakladé bohatych praktickych zkusenosti s danou metodou je mozné se pro vétsinu
aplikaci omezit pfi vybéru « na interval [0.7,1). Vybér a z tohoto intervalu lze napiiklad
provést pomoci simulaci: a volime postupné rovno 0.70,0.72,0.74,...,0,98. Pak vybe-
reme tu hodnotu «, kterd v dané fadé poskytuje nejlepsi predpovédi.

PozNAMKA 2.2.15.

Nékdy se vsak neklade pozadavek, aby a bylo z intervalu [0.7,1). Jakmile vSak optimAlni
nalezena hodnota lezi vné tohoto intervalu, je to indikaci toho, Ze s pouzitou metodou
neni néco v poradku, tj. napf. vhodnéjsi by byla metoda dvojitého exponencialniho vy-
rovnavani.

Pri feSeni konkrétniho prikladu se setkdvame s témito problémy:
1. chceme-li pouzit rekurentni vzorec, potfebujeme Yo.

2. potfebujeme uréit a.
Proto se algoritmus rozpadé do dvou fazi:

1. volba konstanty a.

(a) spocteme Yy jako aritmeticky primér prvnich ni clent (doporucuje se volit
n1 = 6 < n nebo n1 = %). Nebereme n1 = n z toho divodu, Ze nej-
prve chceme simula¢né uréit hodnotu « pro 0.70,0.72,0.74, ...,0,98 a pokud
bychom vzali aritmeticky pramér ze vSech hodnot, nemohli bychom posoudit
kvalitu vyrovnavani v historickych datech, nebot by se vSechny ucastnily na
odhadu pocatecniho Yo.

(b) Pro a; € [0.7,1) se spoctou

odhady Yl = (1 — Oél')Yl —+ CX»L’YO

1A/—n = (1 - az)Yn + a'LYnfl
predpovédi }A’t(t -1)= Vi1

n ~
a parametr o se uréi ze vztahu o = argmin SSE=argmin 3 (Y; —Y;_1)?
(23 @ =1

1

2. Nejprve se ur¢i Yo = s Zfﬁl Y. Vétsinou se bere ny = n. Pro a zvolené v 1. fazi

se spoctou odhady )717 e ,)A/m pak predpovédi

Yn+1(n) = Yn = (1 — Oé)Yn + ai)}n_y

Pokud chceme vypocitat ?n+17 musime si pockat, az dostaneme hodnotu Y, 41,
jinak musime vystacit se vzorcem Y, 1-(n) =Y, pro 7 > 0.
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Adaptivni Fidici proces - tj. zména a béhem vypocétu

Adaptivni Fidici proces béhem vypoc¢tu pomoci jistého indikatoru poruchy signalizuje,
Ze vyrovnavani prestava byt pro pfislusnou vyrovnavaci konstantu o adekvatni (nékdy
dokonce tuto hodnotu podle potfeby automaticky méni).

Jako indikator poruchy se casto pouziva velicina

o0 =| pag)

kde oznacime-li

ej(a) =Y; = Y;(j - 1),

pak

Y(a,t) = Zej(a)

Dlast) = 3 3 les(@)l.

Zvedne-li se I(a, t) nad jistou kontrolni mez K, je to signal ke zméné hodnoty a nebo
dokonce prestavd vyhovovat uvazovany typ trendu (a je napf. nutné prejit na dvojité
exponencialni vyrovndvéni). Mez K se obvykle voli mezi 4 az 6.

Dalsi metoda:

Soubézné se provadi 3 procedury pro
a—0.05 «@ a+ 0.05.

Pokud
e napriklad
D(a,t) < min (D(a — 0.05,¢), D(a + 0.05, 1)),
pokracuje se,

e pokud
D(a+0.05,t) < D(a,t)

« se zméni na o + 0.05

a pokracuje se pro

« a+ 0.05 a—+0.1.
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DVOJITE EXPONENCIALNI VYROVNAVANI
Vyjadfime-li explicitné normalni rovnice
X'WX3 =X'WY

pro 7 dostaneme

a’ ( ﬁO ) i::o aTYtiT

OCT

o0 o0
o =T
T7=0 =0
=) =)
- 7a” Y1
=0 7=0

Pomocné vztahy 2.2.16.

Pro a € (0,1) plati i r___«
7o = ————

&=
Yo
gk
Q
3
N———
I
gk
\]
Q
;
L
|
=
I =
L
[ V]

=0 =0
d (e~ -1\ _v a2
T ZT@ —ZT(T—l)Oc =R
=0 =0
Diky predchozim vztahtim dostaneme
oo oo o
T __ T—1 _
Zra —aZTa TESE
7=0 7=0
ZT2OLT = T(T*l)OLT+ZT(X‘r ZOLQZT(Tfl)OLT72+ 7 e 5
7=0 7=0 =0 =0 ( - OC)
27 e _ol+a .
S (1-a)p (1-a)? (1-a)
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Pokracujme v feseni systému normalnich rovnic

< e ) < Po > Lo Ve
a(l+a) = oo
TTe? 0o B -2 Ta’Yir
=0

Pokud postupné prvni a druhou rovnici vynasobime vyrazem (1 — ), resp. —(1 — a)?,

dostaneme:
( 1 _ﬁ ) < /80 ) B (1 ) OC) Tgoa n_T
« « - o0
a —HE A B (1-a) 3 ra"Y -
=0

-

Pomocné vztahy 2.2.17.
Jestlize definujeme tzv. vyrovndvaci statistiky 1. a 2. Tadu

Sy = (l—a)ZaTYt_T a St[Q] = (l—a)ZocTSt—T,
7=0 T=0

pak plati
St =(1-a)Y+aSi—1
S = (1- )8 +ast?,

a také -
(1-a)? ZT@TYt_T =S —(1-aws.

=0

DUkKAZ. Upravujme postupné

[Bi]=(-a)> a™Vi, = (1-a)Yi+ (1-a) 3 a7y, "

7=0 T=1

=1l-a)Yi+a(l-—a) ZakY}_l_k
k=0

St—1

:‘ (1-a)Y: +aSi— ‘
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S =(1-a) Z a’'Sir=(1-a)Si+(1-a) ZaTSt,T subst. k=7—1

=0 T7=1

=1-a)Si+(1-0a) ZakHSt,l,k

l1-a)Si+a(l—a Zakst,kk
=0

2
s

={(1-a)S+ ozSEl .

Vsimnéme si opét St[Q]. Protoze

Si—rk=01—-a) ZOCTthkfn

7=0

Stp] (1-«w) Za Si—k=01-0a) i iaTY},k,T
k=0 k=0 1=0

=(1-a) Za [0%Yik+ Y1+’ Yipa+ 1]

8

=(1- a) Z s 7 +(1— Oé)2{ [Oélytq +a*Yi o+ a’Y s+ - } +
k

=0

prvni fada =(1—«)Sy
[062Yt—2 +a’Y, s+ a'Yiia + - ]+ [OCSYt—S +a'Yi_s+a’Yios + - JHed
=(1-a)Si+ (1 —a){aYi1 +20°Yi2 +3a°Y; 3 +---}

= (1-a)Si+(1—a) Z 7Y~

=0

A odtud plyne
1-a)? > raV =57 - (1-a)S..

7=0

Pokracujme opét v feseni systému normalnich rovnic, pficemz pouzijeme oznaceni

bo— —2 =S8 = bo=S+ -1
1—« —«

aby — 0‘(11720‘)1)1 =5 _(1-ws
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Dosadme za by do druhé rovnice:

2
aSi+ -2y 2AEA), gl g o
1—« 11—«
17
2 =sP_s = b =2 -5
1—«
Dopocitejme bg
b0:8t+1f‘ b1:5t+1f‘a1’0‘(sﬁstm)zzsﬁstm.

Protoze )A/t = bg, dostavame celkové

Y: =28, — s
Se=(1—-a)Ye+ aSt—1

S = (1- )8 +as?,

PRIKLAD 2.2.18.
EXPONENCIALNI VYROVNAVANI RUZNYVCH

2000

RADU: ADAPTIVNI A NEADAPTIVN{ PRISTUP

1800

1600

1400

1200

1000

2000

1800 1

1600

1400

1200

1000

L —0.7
600 adaptivni procedurg 600 a=0.70|
5 10 15 20 25 5 10 15 20 25
2000 2000
1800+ 4 1800t 1
1600 1600

1400

1200

1000

adaptivni procedurg

600

1400

1200

1000

800 1

a=0.70|

10 15 20 25

5 10 15 20 25

Obrézek 2.10: 11

ustrace vlivu fadu a zplsobu vybéru parametru a (adaptivni a neadaptivni)

pii exponencidlnim vyrovnani casové fady pro data ,,Pocty zemrelych osob po dopravnim urazu
v CR v letech 1980 - 2005 (viz piiklad 2.2.4).
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PRIKLAD 2.2.19.
EXPONENCIALNf VYROVNAVANI RUZNYCH RADU: ADAPTIVNI A NEADAPTIVN{ PRISTUP

110 T T T T T 110

100+ 4 100 B
90t 1 oot 1
80 80

70 70

60 60
50 50K/

40 40

30 30

20+ 41 =20

10 adaptivni procedurg 10
10 20 30 40 50

110 110

100+ 41 100

90 4 90

70 70

60 60
50 | 50

40 40

30 30

201 1 201 -

adaptivni procedurg 10 a=0.74
10 20 30 40 50 10 20 30 40 50

10
Obréazek 2.11: Tlustrace vlivu fadu a zptsobu vybéru parametru o (adaptivni a neadaptivni)
pii exponencidlnim vyrovnani casové fady pro data ,,Prumérné roéni prutoky vody v Tece Nigeru
v Coulicouro (Mali) v letech 1907 aZ 1957¢.



88

PRIKLAD 2.2.20.
EXPONENCIALNf VYROVNAVANI RUZNYCH RADU: ADAPTIVNI A NEADAPTIVN{ PRISTUP

100 T T T T T T T 100

90 90

80 80
70 70
60 60

50 50

40 40

301 1 30

adaptivni procedurg
10 20 30 40 50 60 70

80 80

70 70
60 60

50 50

40 40

301 1 301 -

adaptivni procedurg 20 a=0.86|
10 20 30 40 50 60 70 10 20 30 40 50 60 70

Obréazek 2.12: Tlustrace vlivu fadu a zptsobu vybéru parametru o (adaptivni a neadaptivni)
pfi exponencidlnim vyrovnani ¢asové fady pro data ,Daily morning temperature of a cow®.

20
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2.2.4 Sezonnost

Sezdnni slozka je periodicka slozka, jejiz délka periody je krats$i. Délku periody lze zpra-
vidla rozpoznat uz na zékladé intuitivni ivahy, nebot pravidelnost oscilaci v sezénnich
fadach se velmi Casto pripisuje ptisobeni slunecni soustavy na prubéh téchto déju. Vliv
obéhu Zemé kolem Slunce se promita bud pfimo (klimatické podminky), anebo ve zpro-
stfedkovanych, nepfimych souvislostech (napf. ukazatele cestovniho ruchu).

Metoda malého trendu

Uvazujme regresni model ve tvaru:

Y: = Tri 4 Sz + & ge ~ WN(0,0%).
Preindexujme Y1,...,Y, na Y, i=1...,r r ... poCet sezén
E1,...,En ks k=1,...,d d... délka sezdny.
Predpokladejme, ze trend je konstantni pro j-tou sezdénu, tj. Tr; =m;

a rovnéz sezénni hodnota je konstantni pro k-tou sezénni slozku, tj. Szp = sk.
Regresni model mizeme napsat ve tvaru
Y = my + s, + €4 g ~WN(0,0%), j=1,...,r; k=1,...,d.

Maticové, lze tento model rozepsat takto

Yiu 10 -+ -+ v . 0 | 1 0 - 0 el
| 0 1

: L S 0

Yiq 10 - v 20 200 2 001 €1d

You 01 0 0] 1 0 0 o1
| 0 1 my

: Do | 0 :

Yog || Q01 0O - & o 0| 0 -2 0 1 mr || €2

]l ]1 00 o0 0 1 0 | 1 o0 0 s1 T
| 0 1

: : | 0 Sd

: o0 0 :» - 1 0] 0 - 0 1

Y 0 0 0 0 1 | 1 0 0 &1
| 0 1

. Do : : : : S . . :

Yra 00 0 -~ -~ 0 1] 0 -+ 0 1 Erd

Matice planu v8ak neni plné hodnosti, nebot kdyz seéteme prvnich r sloupcti, dostaneme
vektor samych jednicek, coz je rovno také souctu poslednich d sloupci. Proto ptridejme
jesté jednu podminku, a to
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Potom
d 0 0| 1 1
0 d D Y1
z 0| 5 5
~w_| 0 =~ 0 4 | 1 - - 1 ~ _ | Yr
XX=13 1 | r o0 0 a XY=|y |
| 0 r :
. . Ya
Do N
1 ««« «« 1 ] 0 -+ 0 r
kde vyuzivame tzv. teckové notace Y;. = 2?21 Yji, Yo = >.._, Yir. Normalni rovnice
X'X3 = X'Y miizeme piepsat (pro j =1,...,7, k=1,...,d) do tvaru
d
dmj + ZSi =Y, =
i=1
——
=0
ZmiJrTSkZY-k = Tsk:Yk*Zmi:Z(Y—ik*mi)
i=1 i=1 i=1

= SkI%Z(Yz —mi)

Model: polynomicky trend za celé obdobi spolu se sezénnosti

Uvazujme regresni model ve tvaru:

Yi=Tri+ Sz + & er ~ WN(0,0%).
Preindexujme Y1,...,Y, na Y, j=1...,r r... pocet sezén
€1,---,En €jks k=1,...,d d... délka sezdny.

Predpokladejme, Ze trend je polynomicky za celé obdobi, tj. Tri=FBo+Bit+- -+ FBmt™
a sezénni hodnota je konstantni pro k-tou sezénni slozku, tj. Szi = sg.

Regresni model mizeme napsat ve tvaru:

Yie = Bo+ Bit + -+ Bmt™ + sk + €k j=1,...,7
k=1,....d
= (= d+k
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Matice planu je pak tvaru

1 1 m | 1.0 0 0
1 2m | 1 0 0
: | 0 0 0

: : | L0
1 d (R a | 00 .- 0 1
1 d+1 (d+1)" | 10 0 - 0
1 d+2 (d+2)" | 01 0 0
: : | 0 0 0

: | L0

1 2d R (2d)™ | 00 - 0 1
X" = | 1.0 0 0
| 01 0 0

| 0 0 0

| 0

: : : : | 00 o 0 1
1 (r—1)d+1 - [r—=1d+1™ | 1 0 0 --- 0
1 (r=1)d+2 - [(r=1)d+2™ | 0 1 0 0
: : : | 00 0

: | : 0

1 rd (rd)™ | 0 0 0 1

Matice planu vSak neni plné hodnosti, nebot kdyz se¢teme poslednich d sloupct, do-
staneme vektor samych jednicek. Proto pouzijeme tvz. metodu horniho rohu a polozime
prvni sezénu rovnu nule

81:0.
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Za téchto predpokladi lze model maticové napsat ve tvaru

Yu 1 1 m | 0 0 - 0 e11
1 2 om | 1.0 - 0 :
| o 0
: : : | o0
Yig 1 d [ ar | 0 - 0 1 5.
Voo 1 d+1 (d+1)™ | o0 0 - 0 =l
2 1 d+2 e (d+2)™ | 1 0 - 0 21
: : : ) 0
. . . Bo
: | = = .0 B1
: 1 2d s (2d)™ | 0 = 0 1 :
24 = | : : : | 0 0 - 0 Bm |+] 224
59 .
| 1 0 0 .
| 0 Sd
| o 0
= : : : : | 0 = 0 1 -
r 1 (r—=1d+1 --- [(r=Dd+1™ | 0 0 --- 0 ri
1 (r—1d+2 --- [(r—=D1d+2]™ | 1 0 0
: : : : | 0 0
: : : : | .
: “ e m e
Yoy 1 rd (rd) | 0 0 1 Erd

Odhad vektoru neznamych parametri metodou nejmensich ¢tverct je dan vztahem
b
B1

@
Il

g*m = (X'X)"'X'Y

$2

~

Sd

Srovnani obou modela na konkrétnich prikladech

Zéavérem provedme jednoduché srovnani obou pfedchozich modeli. Jak je vidét z nésle-
dujicich obrazku i velice jednoduchy model s konstantnim trendem po celou dobu sezény
dava u obou casovych fad lepsi vysledky nez komplikovanéjsi a vypocetné narocnéjsi
druhy model, viz napf. hodnota

SSE =Y (Vi - Y))*.
i=1
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1100
1000

1100

1000

Y, TBotB s tAs e, =18 k=112 t=(-1)dk

Metoda konstantniho trendu v jednotlivych sezonach-aditivni model

— /
Aval v
avain Y4 ?

5 10 15 20 25 30 35

k
=-74.9444

=6.7222
=-16.9444
=-55.6111
=-180.2778
=-182.9444
=-45.9444
s.=97.7222
5.=183.3889
s, =137.7222
s,,=-43.9444
s,,=175.0556

S

B @ N o 6 N

Y. =m +S, e =1,

Zaznamy okr.spravy o mesicnich poctech deti ve skolach v prirode(1980-1982).

200

k=1,...,12
m, =330.5833
m,=567.6667 .
m_=801.5833

Tk
150

12)

=1,

50

-100

sezonni slozky sk(k
|
g

-150

SSE=52446.611111

l
N
S
S}

Metoda polynomickeho trendu za cele obdobi+sezonnost-aditivni model

5 10 15 20 25 30 35
Zaznamy okr.spravy o mesicnich poctech deti ve skolach v prirode(1980-1982).

= 62.04167
= 18.75
=-39.54167
=-183.8333
=-206.125
= -88.75
= 35.29167
s,=101.3333
s, =36.04167

0
s,,= ~165.25
s,,= 34125

B O o N o G B W N

150

=
o
3

B,=236.5417
B,=19.6250

=1,...,12)
o 8

!
@
S

-150

sezonni slozky sk(k
N
8

-200
SSE=52466.666667

-250
1
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11500

Metoda konstantniho trendu v jednotlivych sezonach-aditivni model

11000
10500
10000
9500
9000
8500
8000
7500

7000
6500 | | | | | | |
10 20 30 40 50 60 70
Monthly accidental deaths in the USA, 1973 - 1978
2000
le<:er$|<+$k = k=1,...,12
|=-743.7361 m,=9651.7500 g 1s00
,=-1503.9028 m,=8718.5000 C oo
=-723.9028 m_=8585.8333 U
,=-522.9028 m,=8396.7500 =
$,=338.4306 m,_=8576.8333 > 0
2
s =807.5972 m_=8796.7500 N
6 6 S 500
$,71665.0972 °
5,=961.4306 g -1000
,=-87.4028 8 -1500
$1,=196.9306 SSE=3955160.263889 00
$,,=-320.5694 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 1

s,,=~67.0694

11500

11000
10500
10000
9500
9000
8500
8000
7500
7000

6500

Metoda polynomickeho trendu za cele obdobi+sezonnost-aditivni model
T T T T T

10 20 30 40 50 60 70

- 2
ij7B0+Blt+B2t *St

=-740.26057
=57.992433
= 275.59236
=1151.8725
= 1634.333

= 2503.4736
= 1809.7946
= 769.29573
1= 1060.3105
s,,= 547.83883
S~ 804.71409

S

© @ N oG s W N

Monthly accidental deaths in the USA, 1973 - 1978

. ) 3000
.+sd+sjk =1,... A2 t=(-1)d+k s
133.8707 Sy 0
B,=-71.9782 H 2000
=0.8265
I32 % 1500
—
> 1000
=
]
> 500
E o
=}
N
3 -500
SSE=4400371.750159 1000
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 1
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Metoda konstantniho trendu v jednotlivych sezonach-aditivni model
200 T T T

30
ij=ml+sk+1’:Jk =1,...,7 k=1,...,12

|=-14.5972 m,=145.8700 g 2
,=-33.4972 m,=147.3833 {
,=-37.4790 m_=143.6250 U 10

=-37.0076 m =151.7833 =
4 4 2]
=-1.5790 m_=137.0833 >
5,721.0638 m=123.7500 N -10
$_=25.0638 m_=117.6583 =

U 7 ' -20
$,27.6210 g
5,=16.1924 5 -0
$,4712.0495 SSE=6168.987177 o
S11_4‘3352 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 1
s,,=10.9638

Metoda polynomickeho trendu za cele obdobi+sezonnost-aditivni model

60 | | | | | | | |
10 20 30 40 50 60 70 80

Monthly housing starts, construction contracts and average new home mortgate rates. Jan 83 — Oct 89.

70
Y =B +B t+B P+s +..+s +e  j=1,...,7 12 t=(-1)@+k
K Po PPt T d ik —~
s,=0.746834 B,=99.2011 Y e
=36.4787 B.=0.7714 :
3 1 — 50
= 59.4528 B,=-0.0140 7
s,= 63.812 540
= 66.7562 >
6 B4
= 55.7426 o
= 52.0426 2
= 44.7991 £
9 o
s =51.9264 S 10
10_ 7]
s;,= 20.6894 SSE=6407.767450 .

s,,= 2.17645
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Metoda konstantniho trendu v jednotlivych sezonach-aditivni model

A

10
Monthly housing starts, construction contracts and average new home mortgate rates. Jan 83 — Oct 89.

=m+s, +
Yk mJ S, ejk

1:—2.4461
2:—3.4113
3:*4.8158
4:—4.7619
5520.3358
56:1.1881
$,72.7885
58:3.4471
59:1.9625
510:2.4702
$,,71.1171
512:1.2892

28

= 2
Ylk_[30+[slt+[321 +S,%..4S

=1....

7

k=1,...,12

m 1=16.4329
mZ
m3:19.0226
m4=20.4023
m5=21‘3367
m 6:21‘5169
m,=21.1252

SSE=73.522167

12)

=1,.

sezonni slozky sk(k

50 60

70 80

w

N
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!
~

|
w

!
IS

|
@

p
~
©
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&
>
<

Y

Metoda polynomickeho trendu za cele obdobi+sezonnost-aditivhi model

= 4.979
= 5.749
= 7.2698
= 7.8515
= 6.2928
= 6.729
= 5.307
s 5.413
s = 2.3544
s = 1.3124

d

+E.
I}

k

20
Monthly housing starts, construction contracts and average new home mortgate rates. Jan

=1,...

7 k=1,..12 t=(-1)d+k
B,=10.4319
B,=0.1885
B,=-0.0013

SSE=80.231739

40

12)

=1,.

sezonni slozky Sk(k

50 60

83 — Oct 89.
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2.2.5 Analyza rezidualni (ndhodné) slozky

Neékdy se stane, ze Casova fada predlozena k analyze nevykazuje pfi zbézné prohlidce
nebo grafickém znazornéni vyskyt zadné systematické slozky, takze se zda, Ze je tvorena
pouze bilym Sumem. Pro jistotu vSak je vhodné provést néjaky objektivni statisticky
test, ktery by tuto hypotézu potvrdil.

Testy nahodnosti se také nékdy pouzivaji v situaci, kdy je nutné po provedeni de-
kompozice urcité rady ovéfit, zda jsme skuteéné vSechny systematické slozky z rady
eliminovali tak, ze zbytek po eliminaci jsou opravdu uz jen ndhodné fluktuace ve tvaru
bilého Ssumu. Takové pouZiti testt z této kapitoly vsak neni z Cisté teoretického hlediska
korektni, nebot testované ¢asové rady jsou pak jiz zatiZeny urcitymi odhadovymi chybami
a Casto ani nejsou tvoreny nekorelovanymi veli¢inami.

vzestupna tendence sestupna tendence
10 10 Y
® .
8 8
.
6 e o © 6
.
.
4 ° ° ° 4
. ° .
2 ° 2 L[]
* o o
0 [
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
odpuzovani sousedu zmena podminek
10 10
° . . ° ® oo .
8 8 L]
°
6 6
4 2 ° ° L4
°
° .
2 ° 2
° ° .
0 ]
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
odlehle pozorovani periodicita
10 ° 10
8 8 L4 'Y
6 6
° ° . °
4 4
.
2 ° 2
e %o © e ® o o . ° o
0 ]

Obrézek 2.13: Typy poruseni nahodnosti.

TESTY NAHODNOSTI

Testy nahodnosti jsou testy statistické hypotézy, Ze Yi,...,Y, jsou nahodnym vybé-
rem z néjakého rozdéleni s distribu¢ni funkci F. Jinymi slovy test nahodnosti je test
nulové hypotézy, ktera tvrdi, ze sdruzena distribuc¢ni funkce je soucinem marginalnich,
tj. plati

n

P(Yi<yi,.... Yo <wn) =] Flwo).
i=1
Ve vsech testech budeme testovat tuto nulovou hypotézu:

Hy : casova Fada je realizaci vzajemné nezavislych stejné rozdélenych
nahodnych velidin
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Jestlize ¢asova fada ma nenulovou stfedni hodnotu p, budeme vysetfovat centrovanou
c¢asovou Fadu Z; = Y; — p.

TEST ZALOZENY NA ZNAMENKACH PRVNICH DIFERENCI
(The Difference-Sign Test)

Oznaéme poéet kladnych prvnich diferenci posloupnosti Yi,...,Y,. Jsou-li
nékteré sousedni hodnoty stejné, vyskrtnéme je kromé té prvni.

Véta 2.2.21.
Za platnosti Hy md statistika Sa tyto vlastnosti:
- F
ESa=121  DSy=ml o pa=2278% 4 gy
DSa

DUKAZ. Tento test poprvé zavedli Moore, G.H., Wallis, W.A.: Time Series Significance
Tests Based on Signs of Differences, Journal of the American Statistical Association, Vol.
38, Issue 222, (Jun., 1943), 153-164.

1 Yy >V EV, =
t+1 t N VtNA(%) N t
0 Y1 <Y, DV, =

=

Polozme V; = {

—
—
\
[N
~—
[N
I
=

1
2

Pomoci V; vyjadieme Sa = 37" Vi = ‘ ESa=(n-1)

DSa =37 DVi+23 0! C(Vi, Vs).

tys=1,t<s
Kovarince C(V4, V5) jsou nenulové pouze pro sousedni diference, proto pocitejme
C(Vie1,Vi) = E(Viea - Vi) = EV,_1 - EV,.
Abychom mohli spocitat

E(Vi1-V;) = Z vi—1 - v; - P(Vici=vi—1, Vi=v;)
(vi—1,v;)€{0,1}2

= Z Vi—1 - Vi - p(Vie1, ;)

(vi—1,v:)€{0,1}2

musime odvodit sdruzenou pravdépodobnostni funkci p(vi—1,v;).
Vime, ze pouze kovarince C(V;_1, V;) spocitané pro n — 2 trojic

(YL'—17YZ'7)/Z'+1)

jsou nenulové. Pokud plati Y;—1 < Y; < Y;41, oznaéme si tuto skutecnost trojici (1 2 3).
Nasledujici tabulka uvadi pro vSechny mozné piipady uspotfddani (kterych je 3! = 6)
odpovidajici hodnoty proménnych V;_1, V.

Plati-li nulova hypotéza, pak vSech 6 moznosti je stejné pravdépodobnych, tj. plati
P(Vici=vi—1,Vi=v;) = % a odtud dostaneme
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Yio1 Y Vi1 |Vicr Vs 1 1
1 2 3]0 o0 E(Vici-Vi) = 1-1-5=35
1 3 2 0 1 C(Viﬂ,Vi) — %,%_%:,%
2 1 3|1 o
3 1 2|1 o0 DSa = Y5 DVi+2305) C(Vie1, Vi)
2 3 1|0 1 _ 1 1 _ ngl
3 2 1 101 = (h=1D3-20n-2)5 =45

K odvozeni asymptotického rozdéleni se vyuzije centralni limitni véta pro korelované
posloupnosti (viz Stuart, A.: The Power of Two Difference-Sign Tests, Vol. 47, Issue
259, Sep. 1952, 416-424). m

Hypotézu Hy zamitame, pokud pocet kladnych prvnich diferenci je pfilis velky nebo
maly, tj. pokud |Ua| > u,_a.
2

TEST ZALOZENY NA BODECH ZVRATU (The Turning Point Test)

Oznacme . .. po€et hornich a dolnich bodu zvratu
tj. Y je horni bod zvratu, pokud Yic1 <Y >Yia
a Y: je dolni bod zvratu, pokud Yic1 > Y <Y

jsou-li nékteré sousedni hodnoty stejné = vyskrtnout az na prvni.

Véta 2.2.22.
Za platnosti Hy md statistika Sz tyto vlastnosti:
2(n — 2) 16n — 29 Sz —ESz A
ESz; = —= DSz = ——— = Uz =——+—~ ~ N(0,1
z 3 z 90 z DS, 0,1)

DUKAz. viz Moore, G.H., Wallis, W.A.: A Significance Test for Time Series Analysis,
Journal of the American Statistical Association, Vol. 36, Issue 215, (Sep., 1941), 401-409m

Hypotézu Hp zamitame, pokud pocet boda zvratu je prfilis velky nebo maly,
tj. pokud |Uz| > u,_a.
2

TEST ZALOZENY NA KENDALOVE KOEFICIENTU 7

Oznac¢me ... pocet takovych dvojic Y; a Ys, ze prot <s.

jsou-li nékteré hodnoty stejné = vyskrtnou se az na prvni.
Protoze dvojic (Yz,Ys), kde t # s, je (g) = @ a moznosti Y; < Ys a Y: > Y, maji
za platnosti nulové hypotézy stejnou pravdépodobnost, pak

_ n(n=1) 1 _ n(n—=-1)
ES, = s

2

proto Castéji se pouziva tzv. Kendaluv koeficient pofadové korelace 7 definovany

_ 45
7-_n(nfl) '
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Véta 2.2.23.
Za platnosti Hy md statistika T tyto vlastnosti:
2(2 —F
Br—0 D= 22n+5) U, =2"=T & N(0,1)
9n(n — 1) Nz

DUKAZ. viz Mann, H.B.: Non-parametric tests against trend, Econometrica, 13, (1945),
245-259. ]

Hypotézu Hyp zamitame, pokud pocet definovanych dvojic je pfili§ velky nebo maly,
tj. pokud [U-| > u, a.
2

TEST ZALOZENY NA SPEARMANOVE KOEFICIENTU p

Necht ndhodné veli¢iny Ry, ..., R, oznacuji pofadi hodnot ndhodnych veli¢in ve vy-
béru Y, ...,Y,. Spearmanuv koeficient poradové korelace p je definovany takto:

Véta 2.2.24.
Za platnosti Hy md statistika T tyto vlastnosti:
1 - F
Ep=0 Dp= = U, === 2 N(,1)

DUKAZ. viz Daniels,H.E.: Rank correlation and population models, J. R. Statist. Soc.,
B, 12 (1950), 171-181. .

Hypotézu Ho zamitame, pokud |Uy| > u, o«
2

TEST ZALOZENY NA POCTU ITERACI DVOU PRVKU

Méjme posloupnost n prvki, kde je prvku prvniho druhu a prvki druhého
druhu: n = n1+ng. Vybirejme ndhodné z tohoto souboru postupné prvky (bez vraceni) az
do tuplného vybrani. VSech takto vybiranych n-tic je (:1) = (:2) a vSechny maji stejnou
pravdépodobnost ﬁ = ﬁ Iteraci (sérii) rozumime kazdou ¢éstecnou posloupnost
této posloupnosti o?)lsahujic?pouze prvky jednoho druhu a ohranicenou z kazdé strany
prvkem druhého druhu, nebo zac¢atkem, nebo koncem posloupnosti.

Piiklad iterace (série):

aa bb a bbb aa bb aaaa
N N N~
1 2 3 4 5 6 7
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Necht je pocet iteraci.

Pak plati
ES, — 2nins ‘1 a DSy — 2n1n2(2ning2 —n)
n2(n—1)
Pokud
ny — 00, Nz — 00 a E—>c€(0,1)7
na

pak

—-F

Uy = S ES A N,
DSy

Iterace se pouzivaji pravé k ovéfovani hypotézy, ze dand posloupnost prvka dvojiho
druhu je uspofddana nahodné, tj. ze pfi jejim vzniku mélo kazdé z moznych uspotadani
stejnou pravdépodobnost. Jako alternativni hypotézy prichazeji v itvahu 3 moznosti:

prvky stejného druhu maji tendenci sdruzovat se ve skupiny, takze posloupnosti
s malym poc¢tem iteraci maji vétsi pravdépodobnost, nez ostatni. Hypotézu Hy,
zamitame proti alternativé Hi, jestlize

GrZw)

prvky stejného druhu tvoii zfidkakdy veétsi skupiny, takze posloupnosti s vétsSim
poctem iteraci maji vétsi pravdépodobnost, nez ostatni. Hypotézu Hy zamitame

proti alternativé Ho, jestlize
Gz

spojuje obé predchozi. Hypotézu Hy zamitame proti alternativé Hs, jestlize

|Ur| > u17% .

MEDIANOVY TEST

Mediadnovy test pro testovani hypotézy, ze Yi,...,Y, je posloupnost nezavislych po-
zorovéni, voli vybérovy median

5 (Vg +Y(giy) noudé

kde Y(1),...,Y(y) je uspofddanim Y7,...,Ys.

Y; >Y nahradime jej prvkem
Y; <Y nahradime jej prvkem b’

IS]

Je-li proit=1,...,n.
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Median rozd€li n prvkd presné na dvé skupiny n = 2m.

Oznac¢me podet iteraci (sérii) v posloupnosti vytvorené podle pfedchoziho pravidla.

Véta 2.2.25.
Za platnosti Hy md statistika Sy, tyto vlastnosti:
1 Sm — ESm A
ES,=m+1 DS, = 7?2(;:71)) = Us,, = Dism ~ N(0,1).

Alternativa je citlivd vic¢i vzestupné ¢i sestupné tendenci, dlouhym periodam,
néhlé zméné podminek.
Alternativa je citliva vudi kratké periodé, odpuzovani soused.
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YI Suteu =2; € OWN(0,1)
5 T T T

0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200

HO: Test hypothesis of data being white noise(1=not rejected; O=rejected):

Test based on sign differences: 1 0.122169444 100
Testbased onruns up and down: 1 1.0108213 138
Test based on Kendall coefficient: 1~ 1.20890794 10522
Test based on Spearman coefficient: 1~ 1.204696 0.085398635
Median test: 1 0.141778031 102

Yt =p + asin(4mt/n) + & n=200; 4 =2; a=5; & OWN(0,1)
10 T T T T

-10 I I I I I I I I I
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200

HO: Test hypothesis of data being white noise(1=not rejected; O=rejected):
Test based on sign differences: 1 1.3438639 105

Test based on runs up and down: 1 0.84235108 127

Test based on Kendall coefficient: 0 5.499263 7348

Test based on Spearman coefficient: 0 5.6226341 -0.39857796

Median test: 0 13.185357 8

Obrézek 2.14: Demonstrace citlivosti testi nahodnosti na simulovanych
datech.
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Ex 3.5: plastics.dat
1800 - T T T T

1600
H_: Test hypothesis of data being white noise(1=not rejected; O=rejected)
400 Test based on sign differences: 0  5.5441595 42
Test based on runs up and down: 0~ 4.5601364 24
Test based on Kendall coefficient: 0 4.2221884 1216
1200 Test based on Speaman coeffcient 0. 38574334 0.50219505
Median test:
1000
800

600 " " " " "
50

Monthly sales of product A for a plastics manufacturer

Ex 7.5: condmilk.dat

100
e H,: Test hypothesis of data being white noise(1=not rejected; O=rejected)
120 Test based on sign differences: 0  2.3618875 52
Test based onruns upand down: 0 "1192609 24
Test based on Kendall coefficient: 1 _0.317553
100 Testbased on Spearman coeficient: 1 0 24887228 —ooamb14084
Median test: 9671546
w
w0
w0

) W 0 80 100 120
Stocks of evaporated and sweetened condensed milk.

Ex 8.8: schizo.dat

©
o H,: Test hypothesis of data being white noise(1=not rejected; O=rejected)
o Test based on sign differences: 1 0.95668921 55
Test based on runs up and down: 1 0.29464381 78
Test based on Kendall cceﬂlmenl 0 7.1177388 2001
60 Test based on Spearman coeﬂncnenl 0 7.0656999 -0.64771165
Median test: 366 21
s0
w0
s

2 " " " " "
0 0 100 120

Daily perceptual speed scores for a schizophrenic patient.

writing.dat

1100

1000

a00
H,: Test hypothesis of data being white noise(1=not rejected; O=rejected)

o0 Test based on sign differences: 1 1.7320508 65
Test based on runs up and down: ~ 0 27633623 66

700 Test based on Kendall coefficient: 0 9.0275973 5560
Test based on Spearman coefficient; 0 7.814135 0.71632058

800 Median test: 0 6.7838084 24

s00

400

200

200 L

E ) o0 ) 100 120

Industry sales for printing and writing paper Jan 1963 - Dec 1972(in Thousands of french francs).

Obrézek 2.15: Demonstrace citlivosti testii nahodnosti na realnych datech.
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Kapitola 3

Spektralni analyza
jednorozmeérnych c¢asovych

rad

3.1 Uvod

Pojem spektra se vyskytuje nejen v teorii ndhodnych procesti, ale také v matematice,
fyzice a technice. Jestlize néjaky proces vlnéni je soué¢tem harmonickych vinéni (tzv. har-
monik), tak spektrum procesu vlnéni se nazyva funkce, kterd popisuje rozdéleni amplitud
podle jednotlivych frekvenci. Spektrum ukazuje, ktera vinéni prevladaji v daném procesu
a jaka je jeho vnitini struktura. Spektrum v pfipadé staciondrniho ndhodného procesu
dava rozdéleni rozptyld ndhodnych amplitud podle riznych frekvenci vinéni.

V celém tomto odstavci proto budeme predpokladat, ze ndhodny proces {Y;,t € T'}
je stacionarni, centrovany a druhého Fadu (tj. s koneénymi druhymi momenty).

Vyznamnou vlastnosti staciondrnich ndhodnych procestu je vlastnost, Ze jeho auto-
kovariaén{ funkci lze vyjadrit jako (nespocetny) soucet harmonickych funkci s riznymi
frekvencemi a amplitudami.

(a) Podle Herglotzovy véty plati: je-li {Y;,t € Z} stacionarni posloupnost, pak se jeji
autokovarian¢ni funkce (t) da vyjadiit ve tvaru | y(t) = [ _e"*dF(X) |, kde F()) je

takova neklesajici, zprava spojitd funkce, ze F(—7w) = 0 a F(7) = ~(0). Pfitom F(X)
je jedina.

(b) Podle Bochnerovy véty plati: je-li {Y:,t € R} staciondrni proces spojity
podle stiedu, pak se jeho autokovarianéni funkce ~v(t) da vyjadrit ve tvaru

oo

v(t) = [Z_e"dF(\) | kde F()) je takova neklesajici, zprava spojitd funkce, ze
F(—oc0) =0 a F(co) = ~v(0). Pritom F(A) je jedina.

Vzorci | v(t) :/ e"™dF()\) | resp. | v(t) :/ e dF()\) | se tika spektralni rozklad

autokovarianéni funkce. Funkce F'(\) se nazyva spektralni distribuéni funkce.
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Piipomenme:
o Je-li F(X) absolutné spojitd, pak existuje takova funkce f(\), ze pro ndhodné sta-
cionarni posloupnosti, resp. pro stacionarni ndhodné procesy plati

F(\) = /_ f(z)dz resp. F(\) = /_ f(z)dz. (3.1)

o K existenci spektralni hustoty stacionarni ndhodné posloupnosti, resp. spojitého
stacionarni ndhodného procesu, staci, aby pro jeji kovarianéni funkci platilo

Z [v(t)] < o0 resp. /Oo [v(®)|dt < oo.

t=—o00 —o0

o Existuje-li spektralni hustota f()\) stacionarni posloupnosti a ma-li variaci koneé-
nou na (—m, ), pak plati

[e')

DI () (3.2)

t=—o0

)

ve vSech bodech spojitosti funkce f(X), coz je skoro v§ude vzhledem k Lebesqueové
mife.

o Existuje-li spektralni hustota f(X) spojitého staciondrniho procesu a je-li autoko-
varian¢ni funkce absolutné integrovatelna, tj.

|t <,
pak

FO) = 2 /jo e~y (1) dt. (3.3)

o

o Spektralni hustota f()\) redlného spojitého stacionarniho procesu nebo realné sta-
cionarni posloupnosti je suda funkce v tom smyslu, Ze pro ni plati

fF) = f(=X) (34)

skoro vsude vzhledem k Lebesqueové mire.

3.2 Periodogram

V dalsim budeme predpokladat, ze {Y;,t € Z} je centrovana stacionarni nidhodna
posloupnost.

Definice 3.2.1.
Necht Y1, ...,Y, jsou pozorovdni ndhodné posloupnosti {Y;,t € Z}. Pak periodo-
gram definujeme vztahem

In(w) = 5%

T w € [—m, 7.

n
Z thefitw
t=1
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Lemma 3.2.2.
Polozme
[2 & [2 o, .
Ap(w) = EZthostw B,(w) = EZYtsmtw,
t=1 t=1
pak plati
12 2
1) = 2= [42(0) + B2 ()]
0
DUKAZ.
_ —itw s . _
In(w) = o ;Yte =5 ;thostw zZYtsmtw

t=1
1

(S (S]] s

PozNAMKA 3.2.3.

Nékteri autofi definuji periodogram ponékud jinak:

9 2
L(w) =~

n

2 : Y, e—itw
t

t=1

= [Ai(w) + Bi(w)} = 4nl, (w).

Lemma 3.2.4.

Pokud oznacime pro k=10,1,...,n—1

1 n—k
Cy Z YiYirw
n—=k —

i =15 v
[
pak plati
1 n—1 1 n—1
I,(w) = o C’o+2; (1- %)C’kcosk:w:| =5 (o +2;C’;cosk:w




1 .
I,(w) = o [(Zl@costw) + <ZYtsmtw> :|
t=1 t=1
= ﬁ [(;thos tw) (s_zl Y cos sw) + <;Ytsintw> (s_zl Y, sin sw>:|

1 n n
=5 Z Z Y. Y (cos tw cos sw + sin tw sin sw)
™
t=1 s=1

= ﬁiil@}fscosw(sft)

t=1 s=1

Zavedeme-li dale substituci | k=s—1t | pak ‘ —n+1<k<n-1 ‘ a

1 < < n tyka se kladnych k
1 < s=t+k < n = max(1,1—-k) <t < min(n,n—k).
1-k < < n—k e
tyka se zapornych k
a pak plati
1 n—1 min(n,n—k)
I,(w) = om Z cos kw Z YiYiik.
k=—n+1 t=max(1,1—k)

Nyni vezméme zvlast ptipady, kdy k& = 0 a ostatni, pficemz vyuZijme faktu, Ze funkce
cos je sudou funkci. Dostaneme proto

—1

I Ixg~go, 1 n — |kl 1 <
I = — — Y +— k Y. Y;
") 2m n; ' +27T kfg-u no wn7|k| t;k e
———
Co C_,=Cy,
n—1 n—k

n—k

1
+§Z

1
coskw ——— }Zl t Ytk

Ck
n—1 n—1
:% Z (17%)C;€coskw:% C’o+22<1%)6’kcoskw:|
k=—(n—1) k=1
1 1<, 1 — 1 &
[n(w):%EZY} +% Z Coskwg Z YiYiik
t=1 k=—n+1 t=1—k
=) Cr,=Cy
1 n—1 1 n—k 1 n—1
+2_ZCOSkwEZYth+k:2_<C(§+QZCZCOS]€W>A =
™ T
k=1 =1 k=1

<
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POZNAMKA 3.2.5.
K numerickému vypoétu hodnot periodogramu se ¢asto pouzivaji pravé predchozi
vzorce.

POzZNAMKA 3.2.6.
Pro teoretické ti€ely byva vyhodnéjsi tato varianta

n—1 n—1
1 1 *
In(w) = o E (1 — ‘—ﬁ‘) Crcoskw = o E Cy. coskw.
k=—(n—-1) k=—(n—-1)

Pro ndhodnou posloupnost {Y;,t € T C Z} plati

oo

flw)=— Z ~(t) cos tw.

Veli¢iny (1 — %) Cp, (resp. C}) miizeme povazovat za jakysi odhad (k) a periodogram
se tudiz d& povazovat za empiricky odhad spektralni hustoty.

Vlastnosti tohoto odhadu udava nasledujici véta.

Véta 3.2.7.
Jestlize {Yi,t € T C Z} je staciondrni ndhodnd posloupnost s nulovou stredni hod-
notou a se spojitou spektrdlni hustotou f(w), pak md periodogram I,(w) ndsledujici
vlastnosti:

nan;o El,(w) = f(w) w € (—m,m).

fPlw) w#0,we (—m,m),

lim DIn(w) = {sz(w) w=0,%+m.

n— oo

DUKAZ. Nejprve pripomenme nasledujici vztahy:

(1)

iy 1 PEL) iy
S itw iw einw -1 iwe ? 2 (6 P ? ) in—+1w sin %w
E e =e - =e =le 2 pro w # 2km
etw —1 itw1 [ ite  —ite sin 1w
t=1 e2" = e'2" —e "2 2
21

n

E eltv =n pro w = 2km
t=1

t=1 t=1 s=1 t=1s=1
;ntl, sin Jw sin® 2w » i
= le — =| =73 ...tzv. Fejérovo jadro pro w # 2kmw
sin zw sin® =
2 2
n 2
Zeztw — 2 pro w = 2kw
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(3) Necht funkce g(w) je integrovatelnd na (—m,w), pak pro kazdy bod w € (—m, ),
v némz je g(w) spojité, plati:

™ sin? 2(\ — w)
lim -1 2 (N dN =
s /_7r sin? 1 (A —w) 9 9()

Jde o zndmou vlastnost Fejérova jadra (viz napf. Andél, J.: Statistickd analyza ca-
sovych tad, Praha 1976, str. 97).

Nyni pocitejme stfedni hodnotu
2

Xn:yte—itw _ Eﬁ Zn:zn:ytyse—i(t—s)w
t=1 t=1 s=1
_ ﬁ Zzefi(tfs)w E(.Y.tYS)

t=1 s=1

ElL(w) = E5=

(t,8)="(t—s)

:ﬁiie—i(t—s)w /7r 1N F(2) dA

t=1 s=1 -7

=7(t—s)

:ﬁ/ﬂ'iiefi(tfs)wei(tfs))\f(A) )\

—T =1 s=1

:ﬁ/ﬂ Zn:zn:eit(/\—w)e—is(/\—w) FOV da

T =1 s=1

=|Z{‘:1 eit(xfw)|2

2 n
_ 1 [T sin F(A—w) viz (3)
S ) sin? 1\ —w) ) d n—oo J(w)

Tim jsme dokézali prvni vlastnost.

Dtikaz druhé vlastnosti provedeme pouze pro Y; ~ I1D(0, 02), pricemz budeme pred-
pokladat, Ze pro Vt € Z navic plati

EY! = s < 0.

Vice lze najit napt. v knize Andél. J.: Statistickd analyza ¢asovych tad, Praha 1976, str.
100-110.

Pro bily sum plati

2 2
o s=1 o h=0
E(Y:Ys) =~(t—s) = ’ tj. h) = ’
(¥i¥a) =~(t =) {o jinak U {o jinak.
Proto
n n . n >
BlL(w)|= 55> > eI EWY) = 52 Y T EY? = shno’ =| £ |
t=1 s=1 t=1
Dale pomoci autokovarian¢ni funkce pocitejme spektralni hustotu o?/2n
oo 2
1 itw & we (-mm), o?
w)|=— e t)y=1< 2"
3 - {F
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Nez budeme pokracovat ddle, poznamenejme, ze pro Y: ~ I1D(0, 02) plati

Ha t=s=u=wv,
ot t=s#u=wv,
ot t=u#s=v,
ot t=v#s=u,
0

jinak.

E(Y,Y.Y.,Y,) =

Pak pro wi,ws € {(—m, ) pocitejme
Zn:yte—itwl ’ Xn:ne—itwg
=3 nz {ZZ —itwy zswlYY ZZ —iuwsg szzy Y }

t=1 s=1 u=1v=1

— ﬁ Xn: Xn: Zn: Xn: ei(s—t)wl ei(v—u)ng (Y;YSYqu)

t=1 s=1u=1v=1

:ﬁ ZEY; +Z Z EY;Y2+Z Z Z(S t)wy Z(s thEYYQ

t=1 u=1,t#u t=1 s=1,s#t

+Z Z i(u— f)Wl i(t— u)w2EY2Y'u2

t=1 u=1,u#t

= {nm tn(n—1)o! 40133 Dt gt

2

E [[n((,dl)ln((UQ)] =F

2mn 21n

t=1 s=1
n n
_ +U4zzei(57t)(wlfuj2) - TLO’4}
t=1 s=1
2
_ 1 Ha — 30 it(wi+ws2) it(wy —wa)
] > It

Pro w1 # w2 a w1 £ wy # 2kw (k= 0,£1) plati

1 o4 [sin? 2(w; + we sin? 2 (w1 — wo
EIn(wi)in(w2)] = —5 (0o 44 s n3<7 +—5 = 2i( ) : i( _ )
47 n? | sin 2(w1 + w2) sin 2(w1 w2)
Pro w1 = wp = w # 2kw (k = 0,+1) plati
1 — 30 4 Tsin? nw
BIw) = oy {ot + M T[T 2]
am n n sin® w
_ 1 25t n g — 304 n i sif122nw .
472 n n? sin?w

Pro w1 = w2 = w = 2kw (k = 0,+£1) plati

2 1 4 pa—30t ot 4 21|l _ 1 Ha — 30t
Eln(w)—p{a +T+ﬁ[n +n’] =13 30" A
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Odtud diky vztahu

DI, (w) = EIL(w) — (El.(w))?, kde  El.(w) =%

dostaneme
L 04+“47304+“—45i“2"“’ cr—4*]”2(w) row # 0,w € (—m, )
Dln(w) _ 472 n . n? sinZ w n—oo 47'ri - p ’ L
-3
#{204+7;¢4n0 } — 275 = 2f2(w) prow = 0, %m.

PozNAMKA 3.2.8.
7 piedchozi véty vyplyva

1. Periodogram I, (w) je asymptoticky nestrannym odhadem spektralni hustoty.

2. Periodogram I,(w) neni konzistentnim odhadem spektrélni hustoty, nebot jeho
rozptyl nekonverguje k nule, vzrusta-li neomezené délka posloupnosti n.
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Y, = sin(2mB0t /n) + sin(2m@25t /n) + € &~ WN(0,1); n=1001

Obrazek 3.1: Simulovana ¢asova rada.
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Periodogram 'n(“’,) mJ:j O2mn/m) j=1,..m

0 05 1 15 2 25 3
m=125 n=251
5
— o h
=
=
=3
o
5 4
“10 1 1 1 1 1 1
0 05 1 15 2 25 3
m=250 n=501
5
—~ o h
3
=
=
o
5 i
10 I I I I I I
0 05 1 15 2 25 3
m=375 n=751
5
|
1
—~ 0 h
3
=
b=
o
-5
~10 I I I I I I
0 05 1 15 2 25 3

m=500 n=1001

Obrazek 3.2: Ukazka nekonzistentnosti periodogramu, nebot jeho varia-
bilita se nesniZuje se vzrustajicim poc¢tem pozorovani.
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Periodogram z prvni casti dat
T T

5
£
o
AL
E o
E
N
g
T
-
= -5
3
g
T o ! ! ! ! ! !
0 05 1 15 2 25 3
m=125 n=250
Redukce rozptylu zprumerovanim 4 periodogramu bez prekryvani dat
5
E, T T T T T
B
AL
E o ]
=
N
g
T
-
a2 °r b
5
g
T o ! ! ! ! ! !
0 05 1 15 2 25 3
m=125 n=250
Redukce rozptylu zprumerovanim 7 periodogramu s prekryvani dat delky 125
5
E_ T T T T T
o
L
E o ]
E
N
g
T
3
~ 51 b
5
=
g
- ~10 1 1 1 1 1 1
0 05 1 15 2 25 3
m=125 n=250
Redukce rozptylu zprumerovanim 12 periodogramu s prekryvani dat delky 187
5
E_ T T T T T
o
L
E o 4
E
N
g
T
3
2751 7
5
=
g
- “10 1 1 1 1 1 1
0 05 1 15 2 25 3
m=125 n=250

Obrazek 3.3: Na obrazku je demonstrovan tzv. Welchtuv pfistup, ktery vychézel
ze zmensovani variability primérovanim periodogramu pfes nepfekryvajici, resp.
prekryvajici podaseky dat. Periodogram lze jesté vice vyhladit pouzitim rtznych
vah (viz. Neparametrické odhady spektralni hustoty)
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3.3 Metoda skrytych period.

3.3.1 Regresni model s periodickym trendem

UvaZujme nyni takové casové fady, které muzeme rozlozit na soucet harmonickych
frekvenci, jejichz délky period lze vyjadrit jako podil , kde n je pocet namé-
fenych hodnot a 0 < k < n.

Oznacme dale = Tik = % k-té frekvence
=2rfy =2rL k-t4 hlové frekvence.

Maximalni délka periody, kterou jsme schopni uréit, je rovna poctu pozorovani,

tj. , tedy k£ = 1 a minimalni frekvence ma velikost m

Nejkratsi zjistitelna perioda je . Této délce odpovida frekvence
, tzv. Nyquistova frekvence.

1,2,...,% pro n sudé
Z ptedchozich tvah vyplyva, ze k mtze nabyvat hodnot: £ = L

1,2,..., %5~ pron liché.
Model ¢asové fady pak muzeme zapsat ve tvaru

kde ¢t oznacuje ekvidistatni ¢asové okamziky méfeni
(pro jednoduchost pfedpoklddame, ze intervaly maji jednotkovou velikost),

n je pocet namérenych hodnot,
e je bily sum: g, ~ WN(0,02), tj. Ee, = 0; Dey = 0?; Cleg,e5) =0; t # s,

st je periodicka funkce tvaru

>0 _1(aj costw; + B sintw;) pro n liché
Sy =
! > —1(aj costw; + B sintw;) + az (—=1)*  pro n sudé

kde  «aj,8; € R,p € N jsou dana ¢isla a nazyvame je parametry modelu.

Pokud [n | je sudé éislo,

miize byt mezi vybranymi periodami i perioda délky ,
coz odpovida frekvenci . Vzhledem k tomu, Ze plati
sinnm =0 a cosnm = (1),
proto zapisujeme koeficient odpovidajici této frekvenci zv1ast.
Ekvivalentné muzeme s; napsat ve tvaru:
o 20— pjcos(tw; — 05) pro n liché
>y pjcos(tw; —0;) + a%(fl)t pro n sudé

kde  pr = /02 + (7 je amplituda k-té harmonické slozky

arctan 5—i ar >0

0, = je fazovy posun k-té harm. slozk
k {arctanﬁl+7r ar <0 J yp Y

g
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Pokud zahrneme do poc¢tu frekvenci i frekvenci nulovou (kdy k = 0), pak

ptibude ¢len, ktery oznac¢ime <2, pfitom Gy = 0.

V dalsim pro jednoduchost piedpokladejme, ze n je liché é&islo. Pouzijeme-li trigonome-
trické vyjadieni komplexniho ¢isla:

a+ bi =r(cosp + isinyp) a vztahi

sinkx = o (e””” 67”“”)
pak dostaneme Fourierovu fadu konecné délky
(671 P
st = - + Z(ak cos twy, + B sin twy,)
k=1
(671 P
_ 1 itw —itw 1 itw —itw
S e ()

P
a _ . _ iy
= 70 + E (ak —iBe) € + 2 (an +iBk) ek
~~ k=1 N~ g

co C Cr

p
itwy,
_ 2 : ckel wk7
k=—p

pricemz pro k = 1 p plati ar = ¢+ = 2Re(ck)
ey B = i(Ck —Ek) = —2[m(ck)4

Vypocitejme stfedni hodnotu tohoto modelu
E}ft = St,

autokovarianéni funkce je tvaru

0 k>0,teR
k) = C(Ys, Ys = ’
7k) = O, Yer) {02 k=0,teR
a spektralni hustota
o?2m
1 < ; 2 we (—m,m)
_ —itw _ o b} Pl
w)|l=— e t) = 2
I)]= 5 t;oo "M=10" jinak d
-t m

Vsimnéme si periodogramu této ndhodné posloupnosti

n P
2 : z : itw ; —it
cjel wj Tele itw

t=1 \j=-p

2
1
 2mn

In(w)

1 1 - - it(w;—w) 1 - —itw
= o ﬁ; D e +ﬁzst€

j=-p t=1

19 (W) 182 (W)
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Upravujme dale

[(1) L Z Z it(wj—w) _ L Z ¢ e,(wj_w) ein(wj—w) _ 1
\/_ ] \/_ 1(w] —w) _ 1
j=-p t=1 j=-p
—_———
soucet geom.fady gn (wj—w)
Je-li w rizné od vSech wi, ..., wyp, pak plati ziejmé

lim [,(Ll)(w) =0.

n— oo

Existuje-li takové k, Ze plati w = wy, pak

1 - L 3
) =nft—= > galwj—w)=vac+—= > gulw;—w)
\/_ \/_J——PJ?HC —o0 \/ﬁj:_p’j#k

—0

a pro n — oo vzrista jeho absolutni hodnota nade vSechny meze.
Druhy clen 17(12)(1‘.)) je ndhodna veli¢ina s nulovou stfedni hodnotou a s rozptylem

" 2 n n
% theﬂm _ %E <Z &eitw) <Z stel’%)
— t=1 s=1
1 ZZ —i(t—s)w EStE — %Z":ng = %no'2 — 0-2
t=1

tlsl

DIP(w)=FE

19| =&

nekorel

Pokud bude platit, ze ndhodné posloupnost spliiuje model

P
Yi=st+e = % + Z(aj costw; + B sintw;) + €4 er ~ WN(0,0°),

j=1

bude mit periodogram pro velkd n v bodech

W=A,. 5 Ap vyrazné velké hodnoty (¥adu n),

jinde jeho hodnoty budou relativné malé, budou kolisat kolem hodnoty | — |. Periodo-

2w

gram je tedy dobrym ukazatelem periodicit.

Z uvedeného prikladu vyplyva, Zze vyznamna lokalni maxima v prubéhu periodogramu
by méla identifikovat periodickou strukturu uvazovaného modelu tak, Ze vyznaci neznamé

frekvence wq, ..., wp.

Néjaky vhodny statisticky test by pak mél rozhodnout, jaké hodnoty periodogramu

mizeme opravdu povazovat za vyznamné velké ve srovnani s hodnotami ostatnimi.

3.3.2 Test R. A. Fishera

R. A. Fisher odvodil test, kterym se da zjistit vyznamnost nejvyssich hodnot periodo-

gramu. Uvazujme posloupnost nezéavislych ndhodnych veli¢in Yi,...,Y,.
Budeme testovat hypotézu:

Ho:Yt:Et StNWN(O,O'2) ‘
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Pfedpokladejme, ze n = 2m + 1 je liché éislo. (Je-li n sudé, obvykle se vyneché prvni
¢len jakozto ¢asové nejvzdalendjsi od soucasnosti).
Uvazujme hodnoty periodogramu v bodech

o,

wr = k=1,...,m.

n

Vypocitejme hodnoty periodogramu
I (we) k=1,...,m,
srovnejme je podle velikosti a oznacme
Vi,..., V.
Polozme (tzv. Fisherova statistika)

1

W=———2*
Vit o+ Vi

ktera nabyva hodnot mezi nulou a jednickou.
Budou-li vSechny veli¢iny témér stejné,

bude hodnota W blizka ¢islu .

Bude-li naopak velié¢ina nabyvat velmi vysokych hodnot ve srovnani s ostat-
nimi veli¢inami V3, ..., V;,,

bude hodnota W blizka ¢islu .

Je tedy vidét, ze velké hodnoty (které jsou blizké 1) budou tvotit kriticky obor nasi
hypotézy proti alternativé

Hy: Yy =37"_ pjcos(tw; —0;) +er e~ WN(O, a?)

R. A. Fisher odvodil (viz Andél, J.: Statistickd analyza casovych Tad, Praha 1976,
str. 79-86) distribu¢ni funkci statistiky W za platnosti hypotézy Ho : (za predpokladu,
Ze uvazujeme gaussovsky bily Sum)

1— Fwa,(x) = P(W > z|Ho) =m(1 — )™ — <7;> 1—22)" 4.

kde 0 < x < 1 a na pravé strané s¢itdme tak dlouho, dokud jsou ¢leny (1 — kz) kladné,
coz lze také zapsat takto

m m— m m—
P(W >z|Ho)= Y <k> (max(0,1 — kz)]" ' = Y <k> (1= kx)4 )™ .
k=1,2,... k=1,2,...

Pak hypotézu H, zamitame (na hladiné vyznamnosti «), pokud

1-— FW\HO(w) = P(W > ’u)|H0) = QW |H, < a,
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kde w je skutecna hodnota Fisherovy statistiky pfi danych hodnotach konkrétni casové
fady a aw g, je tzv p-value.

V ptipadé, ze pomoci Fisherova testu zjistime signifikantni periodicitu urcité frek-
vence, je na misté otazka, jak statisticky testovat pfipadné dalsi periodicity o jinych
frekvencich.

Whittle doporucil, aby se v pripadé vyznamnosti nejvétsi hodnoty periodogramu Vi
tato hodnota vynechala. Dale pak na zédkladé veli¢in V3, ..., V,, polozime

V2

w® —
Vot oo+ Vi

a stanovime P(W® > w®) podle stejného vzorce, kde misto m dosadime m — 1.
Vyjde-li i tato druhé nejvétsi hodnota vyznamna, opét se vynechd a m se zmensi o
dalsi jednicku.
Kdyz takto stanovime frekvence wi,...,wp, ziskdme model se zndmymi frekvencemi
a zbylé neznamé koeficienty odhadneme metodou nejmensich ¢tvercu.

3.3.3 Siegeluv test

V praxi se ukdzalo, Ze pfi platnosti alternativni hypotézy s p > 1 (tzn., ze se uplat-
fiuje vice nez jedna periodicita) nezamitd Fishertv test nulovou hypotézu s ptilis velkou
pravdépodobnosti.

Jinymi slovy lze Fici, ze Fisheruv test nemd pfi alternativni hypotéze pro p > 1
takovou silu jako v p¥ipadé, kdy p = 1. (Tehdy je jeho sila pfijatelnd a dokonce v jistém
smyslu optimalni).

Proto byly hledany modifikace, které tento nedostatek odstranuji. Uvedeme tzv. Sie-
geluv test. Zde se misto statistiky W pouziva statistika T tvaru

=3 7mn(%) —Agr |
=1\ > In(ws)
i=1 n
kde
(2)+ = max(z,0),
je 100(1—a)% kriticka hodnota Fisherova testu (tj. P(W > gr|Ho) =a)a0 <A <1
je pfedem zvolena konstanta (doporucuje se volit A = 0.6).
Nulovou hypotézu pak zamitame, pokud

T\ > ta,

kde je kritickd hodnota tohoto testu.

Kritické hodnoty byvaji tabelovany pro rizna A a m. Jako vyznamné jsou uznany
pouze ty periodicity, jejichz odpovidajici s¢itance pfispély do celkové hodnoty testovaci
statistiky 7).
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¥, =+ blll+ Cloos(wE-¢(w)) + &; w=2mT; Q)=2n(a+BIT)=2T(a(T+p); € ~ WN(0,0%)
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Realne Fourierovy koeficienty a,

! lf'T*‘Ul"‘1l'l'*I“-W'"”lmf’JT'T"ﬂi‘l’U'l‘lv"T’TT*'Tl'ﬂlm"WTfl'q""lU‘*kll ;

100 120

AMPLITUDOVE SPEKTRUM A:2|Zk|; Zk:ak+i.bk

20 40 60 80 100 120
stredova symetrie

stupen

25

15

05

200

150

100

-100

-150

=200

« PERIODOGRAM I, =(2/n)jz,|%; z,=a, +i.b,

x 10
$40.0
t It faalle
10 20 30 40 50 60

Fisher's test

Imaginarni Fourierovy koeficienty bk

m M i |1

<.
—

i

20 40 60 80
stredova antisymetrie

100 120

Obrézek 3.4: Priklad periodické ¢asové fady.
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¥, =+ blll+ Cloos(wE-¢(w)) + &; w=2mT; Q)=2n(a+BIT)=2T(a(T+p); € ~ WN(0,0%)
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Obrézek 3.5: Piiklad periodické ¢asové rady spolu s trendem. Na obrazku
periodogramu je vidét, jak pritomnost trendu ovlivni velikost nizkych frekvenci.
Proto se doporucuje u nestacionarnich ¢asovych fad trend z fady nejprve odstranit.
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3.3.4 Odhady neznamych parametri modelu a periodogram

Jestlize jsme pomoci pfedchozich test nalezli vyznamné frekvence wi,...,wp, muzeme
uvazovat regresni model

, e ~WN(0,0%) (napi. gaussovsky bily sum)
kde

P P
St =p+ Z(aj costw; + B sintw;) = p + Z Aj cos(twj + ;)

Jj=1 j=1

Aj =[5+ 67 @j:arctang—?

Uvazujeme-li regresni model v maticovém zapisu

Y =X3+e,
ve kterém
o
a1
Y1 €1
B
Y = : , €= s B = .
Y. En '
Qp
Bp
s matici planu
1 c1 s12 -+ 1 Sp1
. . . . . Cji = COSw;t; =1,...
X=1: : - : ], kde . lero‘? b
: : : ’ : : Sj; = sinw;t; i=1,...,n
1 cin Sin - Cpn  Spn

pak, jak jiz bylo ukdzano na strané 62

n 0 0
X'X = 0 3

: 0

0 0 5

Z normaélnich rovnic X’X3 = XY dostaneme odhady nezndmych parametrt ve tvaru
n
A1
IDIRC
t=1

OZj:%ZYtCOS(th j=1...,p.
t=1

=
\

S
|

n
2 .
==z E Y;sinw;t
t=1
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Piipomenme, ze
2

= o [A2) + B2 )]

n

Z Yte—itw

t=1

An(w) = \/%il’tcostw B, (w) = \/gilft sin tw.

7 predchoziho dostavame ) )
&y = \/%An(%')

B = /2 Bu(w))

N = a7+ B2 = \[242(0) + 2B2(w)) = 2V W) + BA(w)

R Bn(wj)
: ¢
$; = arctan An(wy)’

1
In(w) = 2mn

kde

takze, pokud spocitame periodogram, jeho hodnoty pro vyznamné frekvence w; mizeme
pouzit i pro odhady neznamych parametru.
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PRIKLAD 3.3.1.

Primérné ro¢ni prutoky vody v fece Nigeru v Coulicouro (Mali)

v letech 1907 az 1957
(pfevzato z knihy Andél, J.: Statistickd analyza ¢asovych fad, Praha SNTL 1976)

90

80

70

60

50

40

30

20 1 1 1 1
1907 1917 1927 1937 1947 1957

Obrazek 3.6: Vstupni data spolu s linearnim a trigonomickym trendem (s periodou délky 25.5
rokil). Data jsou uvedena v kubickych stopach za sekundu (krat 10~3).

350

Vyznamné hodnota periodogramu byla po-

s00f 12550 1 moci Fisherova testu uréena pro frekvenci
~ _27r _ 2m _
a WOp = ﬁ = 5= = 0.2464
Pomoci iterativni Damsleth-Spotvoll me-
200 |  tody ziskdme
~ _ 2r _ 2% _
wp = ?% = 575 = 0.2252

150 v V. ’
pfitom uvazujeme regresni model tvaru

100

‘ Y: = a+ bt + acos(wt) + Bsin(wt) + &

U

50

kde & ~ N(0,0?).

Pomoci metody nejmensich ¢tvercii obdrzime odhady

ar = 54.2645 ar = 9.0107
br = 0.2101 Br = —8.1678
a
ap = 54.2645 ap = 3.7386

bp = 0.2101 Bp = —11.9439 °
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3.4 Odhady spektralni hustoty

3.4.1 Neparametrické odhady spektralni hustoty (Window
Spectral Estimation)

Neparametrické odhady spektralni hustoty centrované stacionarni nadhodné po-
sloupnosti
{Y%,t € Z} jsou zalozeny na zlepSeni vlastnosti periodogramu.

Periodogram je empirickym odhadem spektralni hustoty, ktery je asymptoticky ne-
stranny, avSak nekonzistentni. P¥ipometime, Ze plati (viz lemma 3.2.4)

2

1 ~ —itw 1 * — *
In(w):% ;Yte =50 C’0+2;Ckcoskw

Vyuzijme dale vztaht

n—k
ZYtYHk pro k=0,41,+2,...,+(n—1)

t=1

1

n

Cr=Cr), kde Cj =

ik —ik
cosk:w:%(eZ “Yyre ! “’).

Upravujme postupné

In(w)|=

n—1 n—1

ik —ik

cg;+§ Cige“’+§ Cre ™
k=1 k=1

-1 n—1

—i —ik

=L |G+ Y crete Y Cret
k=1

s=—(n—1)

n—1
_| 1 * —ikw
i E Cke .

k=—(n—1)

Uvédomime-li si, Ze periodogram jakozto odhad spektralni hustoty, je zaloZen na vSech
moznych odhadech autokovariaéni funkce v bodech k = 0, £1,42,...,+(n — 1), tj.
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1
Co=—(V'+ - +Y))
N————

n ¢lent

* * 1
Ci=C., = p MYe + -+ Y, 1Y, +Y3Y,)

n—1 ¢lenu

1

0;;73 = Ci(n_g) = E (YIYn—2 + Y2Yn—1 + YSYn)

3 ¢leny

* * 1
Crno=Clpn_2) = > (Y1Yn—1 + Y2Y5)
(S ——

2 Cleny

* * 1
Cho1= C—(n—l) = E vy,

1 ¢len

a tedy je zalozen i na velmi mélo kvalitnich odhadech. K uréitému zlepSeni jisté dojde,
pokud budeme pouzivat jen m < n nejkvalitnéjsich odhadi. Mluvime pak o prostém
useknutém periodogramu

; 1 <~ Lo ik
fn(w):%k;ka COSszﬂk; Cre ™,
coz lze také zapsat takto
1 n—1 1 n—1 )
fa(w) = o Z w(k)Cy, cos kw = o Z w(k)Cre ™,

k=—(n—1) k=—(n—-1)

kde
w(k):{ 1|k <m

0 |k|>m
Ozna¢me Fourierovu transformaci funkce w(k)

oo m

1 —ikw 1 —ikw
W(w):g Z w(k)e k =5 Z ek

k=—oc k=—m

a fadu preindexujeme tak, aby indexy $ly od 1 do 2m + 1, tj. polozme s = k + m + 1,
pak k=s—m—1a
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() pro

]
W(w)|= o Z e Hsmm—1w
s=1
1 i(m+1)w2m+1 —isw

=5-¢ ; e
1 1 — e i@mtbe

27 1—e

.2m—+41 .2m—+1 2m—+1
e T2 W elTa W ettt oW

1 1 1
672214) 612141_67220.)

1 imw

2w

1 sin(m + YHw
— _(712) :Dm(w)7
21 sin sw

kde Dy, (w) je tzv. Dirichletovo jadro a

(i) pro

Vzhledem k tomu, ze 1ze psat

W (w) =2m+ 1.

n—1
1 * —ikw
Ii(w) = o E Cre ™,

k=—(n—1)

vidime, Ze I,(w) je Fourierovou transformaci Cj, takZze naopak lze pomoci inverzni
Fourierovy transformace psat

™

Cr = /[n(e)e““ed 0.

-

Pocitejme postupné

n—1
r 1 * —ikw
fo(w)|= o Z w(k)Cre
k=—(n—1)
1 n—1 s
ko —ikw
> w(k)/]n(e)e d fe
k=—(n—1) r
:/In(e)i "i w(k)e * @~ g0
2r k= tm—1)

W(w—0)

_ /In(Q)W(w —0)da|

-7
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Jde o tzv. vyhlazeny periodogram (smoothed periodogram). Funkce W (w) se nazyva
spektralni okénko (spectral window). Tato funkce mé do jisté miry aproximovat Dira-
covu 0 funkci a plati pro ni

]W(w)dw —1.

Takto poé¢itat odhad spektralni hustoty by vSak bylo (vzhledem k méalo hladkému pribéhu
periodogramu) nepohodlné, proto se obvykle odhad po¢ita podle vzorce
1 n—1
£ _ = * —ikw
@) =5 3wk,

7S
k=—(n—1)

pricemz inverzni Fourierova transformace
w(k) = /W(H)e““gdé? E=0,+1,42,... 4 (n—1)

se nazyva korelaéni okénko (covariance lag window, nebo time-domaing window).

Typickymi korela¢nimi okénky jsou tzv. useknuta okénka, pro kterd existuje takové
prirozené ¢islo m (bod useknuti, truncation point) tak, ze w(k) = 0 pro |k| > m (m se
obvykle voli v rozmezi od & do £).

PRIKLADY KORELACNICH A SPEKTRALNICH OKENEK

Prosty useknuty odhad

L 0<[kl<m 1 sin(m+ 3w
(k) = W(w) = 5= ——52—
0 |k|>m 2 sinjw
Lag window w(k) Spectral window W(w)—-Dirichlet kernel
1 1 1
0.8 1 0.8
0.6 1 0.6
0.4 1 0.4
0.2 1 0.2
0 0 - 417 [ 0 3 47
—02 1 02 =617 =2n7 27/ b7
-6 -4 -2 0 2 4 6 -2 0 2

Obrazek 3.7: Korela¢ni a spektralni okénko v pripadé prostého useknutého perio-
dogramu.
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Bartletovo okénko

1-— & 0 < inZme
wy = { (75 o<hism ) L tms
0 |k|>m 2mm  sin 5

W (w) je v tomto ptipadé Fejérovym jadrem.

Lag window w(k) Spectral window W(w)-Fejer kernel

0.8

1
0.6

0.8
0.6 1 0.4

0.4
0.2

0.2
0 0

-10 -5 0 5 10 -4 -2 0 2 4

Obrazek 3.8: Bartletovo korela¢ni a spektralni okénko.

Parzenovo okénko

w(k) = 2(17%)3 =<k < m
0 |k| >m

W (w) = 3 (smm%>4(1gsm2£)
8mm3 \ 1sin ¥ 3 2

kde m je néjaké sudé cislo.

Lag window w(k) Spectral window W(w)

12
1 10
0.8 1 8
0.6 1 6
0.4 1 4
0.2 / \ 1 2

(o] . . - 0 - -

-10 -5 0 5 10 -4 -2 0 2 4

Obrézek 3.9: Parzenovo korela¢ni a spektralni okénko.
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Obecné Tukeovo okénko

1—2a+2acos =& |k| <m
w(k) = "
0 |k| >m

W(w) = aDum (w — =) + (1 — 2a) D (w) + aDy, (w+ )

kde a € (0, i) Pokud a = %7 pak se nazyva Tukey-Hanningovo okénko.

Lag window w(k) Spectral window W(w)

0.8

l 4
/ 0.6

0.8 1
0.6 1 0.4

0.4 |
0.2

0.2 |
0 0

-10 -5 0 5 10 -4 -2 0 2 4

Obrazek 3.10: Tukey-Hanningovo korelacni a spektralni okénko.

Tukey-Hammingovo okénko.

m

0.54 +0.46 cos 28 |k| <m
w(k) =
0 |k| >m

W (w) = 023Dy, (w — Z) 4 0.54Dy (w) + 0.23Dpy (w + =)

Lag window w(k) Spectral window W(w)
1 0.8
0.8 1 0.6
0.6
0.4
0.4
0.2
0.2
0 0
-10 -5 0 5 10 -4 -2 0 2 4

Obrazek 3.11: Tukey-Hammingovo korela¢ni a spektralni okénko.
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Daniellovo okénko. Na zavér jesté uvedeme jedno neuseknuté korelaéni okénko.
Mé&jme pro § € (0, ) nasledujici spektralni okénko

L <4
W(w):{ % |l ,

0 J|w|>9¢

které je vlastné hustotou ndhodné veli¢iny s rovnomérné spojitym rozdélenim na
intervalu (—4,d). Pro k = £1,42,... & (n — 1) pocitejme nejprve odpovidajici

korela¢ni okénko:
T )
ikw _ L ikw
/W(w)e dwf/%e dw

-5
_ L eikw s _ L
26 | ik | 5, k6

Pro k = 0 je zifejmé rovno jedné, celkové tedy

w(k)

|»—A

N

(eiké B e—ik&) _ sinkd
v k6
—_——

sin k&

{ 1 k=0
Wk =9 ginks _
kS = 41,42,

Lag window w(k) Spectral window W(w)

0.25

1
0.2

0.8
0.6 0.15
0.4 01

0.2
0 A~ A m ﬁ\ A ey 0.05

AV an s \U W AVER YR AR
-0.2 0
-10 -5 0 5 10 -4 -2 0 2 4

Obrazek 3.12: Daniellovo korela¢ni a spektralni okénko.
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