3. ABSTRAKTNI POPIS SPOJITYCH SYSTEMU
3.1. VNEJSI (VSTUPNI/VYSTUPNI) POPIS

3.1.1. Diferencialni rovnice a operatorova prenosova funkce linearniho systému

Ureme matematicky popis proudovych a
napétovych vztahd v elektrickém RLC obvodu R L

zobrazeném na obr.3-1 (viz téz kap.1 a obr.1-5). 3
—_—
Podle Kirchhoffova zakona Ize pro napéti v obvodu ""q: W .
Ug (1) +uy (1) +ug(t) = us(t). (3.1) L

Obr.3-1 Seriovy pasivni RLC obvod
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Pak Ize psat
Ri+Li"+ug =u,. (3.4)

Po zaméné poradi ¢lenu na levé strané a po dosazeni za proud i a jeho derivaci ze vztahu mezi
proudem a napétim na kapacité je

LCuc"(t)+RCuc'(t) +us(t) =u,(t) (3.5)
a protoze napéti na kapacité je sou€asné i vystupnim napétim, tj. uc(t) = uy(t) Ize psat matematicky
vztah mezi vystupnim u; (t) a vstupnim u, (t) napétim obvodu

LCu," (1) +RCuu, " (t) +u,(t) = u,(t). (3.6)

Pocet akumulaénich prvkl systému uréuje fad diferencialni rovnice — v zadaném prikladu ma obvod

Protoze uvedena diferencialni rovnice popisuje pouze vztah mezi vystupem a vstupem (bez znalosti
struktury ¢i hodnot veli€in popisujicich chovani jednotlivych prvkd obvodu) povaZujeme ji za jednu
z variant tzv. vstupniho/vystupniho popisu systému.

Vyjadfeme nyni tuto rovnici pomoci Laplacovych obraz(i obou veli¢in. Za predpokladu nulovych
pocatecnich podminek pro Laplacllv obraz n-té derivace funkce y(t) je

y™(t)=p"Y(p). (3.7)
a proto je
LCp®U,(p) +RC.pU,(p) +U,(p) = U,(p)

2 (3.8)
(LCp” +RCp +1).U,(p) = Us(p)
a pro pomér obrazll vystupni a vstupni veli€iny mizeme psat
U, (p) 1 1 1
F(p)=—%"—= =
U,(p) LCp?+RCp+1 LC o’ +FL<p +|_1c (3.9)

Takto definovanou funkci za nulovych pocateénich podminek oznacujeme jako obrazovou
prenosovou funkci daného systému. Obecné je pfenosova funkce definovana pomérem



Y(p) _anP" +an P +a,,p" " ... +ap+ag

F = 3.10
® X(p)  p"+b,p" " +b,,p "+ . +bp+b, 319

Ji odpovida diferencialni rovnice
yO(R) + bray™ V(1) + baay™A(t) + ...+ bay'(t) + boy(t) = (3.41)

= amX™(t) + amX™I(t) + ...+ axi(t) + agx(t)

Pro n > m ma systém popsany touto diferencialni rovnici derivacni charakter, pro n < m, integracni
charakter. Protoze idealni derivaéni systémy nejsou prakticky realizovatelné musi byt u realnych
systémdi n <m.

Polynom ve jmenovateli pfenosové funkce
p" +b, .p" " +b, L, p"?+...+bp+b, (3.12)
nazyvame charakteristickym polynomem systému. Jeho stuper ur€uje fad systému. Rovnici
p" +b,_p"" +b,,p"? +...+bp+b, =0 (3.13)
oznacujeme jako charakteristickou rovnici systému.
Jsou-li parametry systému aq, ..., am, by, ..., by.1 konstantni je systém linearni.
Linearni systém je takovy systém, pro né&jz plati princip superpozice.
Podle principu superpozice pro linearni systémy s prevodni funkci y = f(x) plati:
1. f(xq) + f(x2) = f(x1+x2)

(3.14)
2. c.f(x) = f(c.x)
X Y.
ol f(x,) 1 X @ f{c.x) ]
+ OYEY Y,
X5 y, T+ X y=c.f(x)
O f(xg) O—=» f(x) —)@—)ﬁ

Obr.3-2 Princip superpozice
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Ovérte linearitu systému s prfevodnimi funkcemi podle obr.3-3.
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Obr.3-3 Priklady prevodnich charakteristik systému
a)
Vi+ = KXq + KXo = K(X1+X2) = Y+ (3.15)
Vic = k.(€.X) = c.k.X = y)¢
Systém s prevodni funkci podle obr.3-3a splfiuje princip superpozice, je tedy linearni.
b)
yir = KX1-q + K.X2-q = K.(X1+X2) -2q # K.(X1+X2)-q = Yji+ (3.16)

Yic = k.(c.x)-g=ckx-qZc.(kx-q) =ckx-cq =y

Systém s prevodni funkci podle obr.3-3b nesplfiuje princip superpozice, tedy linearni neni, pfestoze
jeho pfevodni funkce ma linearni charakter.

3.1.2. Vnéjsi popis nelinearniho systému

Pfedpokladejme nyni, Ze kapacita C neni konstantni, ale zavisi na napéti na kondenzatoru, je tedy
C = C(uc) = C(u2).(Tento stav mizeme povazovat za realny a bézny v pfipadé, ze uvedeny model
charakterizuje poméry v useku cévy - objemova kapacita pruzné cévy zavisi na tlaku krve, ktera ji
proudi.) Za tohoto pfedpokladu stale plati

Ug(t) +up (t) +uc(t) =uy(t), (3.17)
ale
1 1|
Us =—— |icdt a i, =— |u.dt 3.18
c C(Uc)_'[,c L L_'[o L (3.18)
a
di di 1
u =L—=L—' atedy i, =—u,. (3.19)
T dt T dt yohern
Po dosazeni do rovnice (3.17) dostavame
Ri; +Li'y +uc =uy, (3.20)

Vypocet proudu iy se ale ponékud komplikuje. Z prvniho vztahu z dvojice (3.18) mame

t
jiodr = C(ug ) Ug, (3.21)

—00
a derivaci obou stran tohoto vztahu ziskavame

ic =[Cluc)uc]=C'(ug)u'c.uc +Clug ) u'c. (3.22)



Pro zjednodu$eni dalSich vypoctl predpokladejme, Ze je zavislost C na u; linearni, tj. C(u) = k.u; a
tedy C(uz) = k. Potom

iy =ic =kU'c.ug +Kug.u'c =2kuc.U's

a (3.23)
i =i = [2kucu'e = 2k (U g +ugu's ) = 2k.(u'g ) + 2kuu's.
Po dosazeni za iy a iy do vztahu (3.20) dostaneme
2kRuU.U o +2k L(U' ) + 2k Lug.u''s +ug = u, (3.24)
a protozZe predpokladame, ze C(u,) = k.u,, mizeme psat
2RC(ug )U'c+2L.C'(ug )u'cu' o +2L.C(ug )u'' s +ue =uy;
2L.C(ug ) u" o +{2R.C(ug ) +2L.C' (ug ).U'g Ju'g +ue = U, (3:29)
pfipadné
. (2R.C(u02) |_+ S(IL-S')(UC ).U'c)_u.C s = 2L.(l;2uc) ' (3.26)
Zobecnime-li vysledek odvozovani reprezentovany vztahem (3.26), plati
Y 4+ ba(2)y "+ L+ bo(e).y = am(®) X™ + @m(e) XMV + L+ ag(e) X, (3.27)

kde symbol (+) vyjadfuje komplexni zavislost nejen na poZzadované veli€ing, tj. v naSem pfipadé napéti

Uc, ale jejim prostfednictvim i na dalSich veli¢inach popisujicich stav systému, napf. i vstupnim napéti,

jak je dano vztahem (3.17).

Z toho plynou zavéry pro popis nelinearnich systému:

(1) Vlastnosti nelinearniho systému nezavisi jen na systému samém, nybrz mohou byt
ovlivnény i jeho vstupem (buzenim)

(2) Laplacovu transformaci souc€inu funkce a derivace proménné lze pocitat (zda-li) jen pro
konkrétni pripad a tedy nelze obecné stanovit tvar operatorové prenosové funkce
nelinearniho systému tak, jak tomu je v pfipadé linearnich systému.

3.1.4. Frekvenéni charakteristiky

Laplacova proménna p ma obecné komplexni charakter, tedy nabyva tvaru p=0+jw, kde O je
koeficient tlumeni a w= 211 je kruhova frekvence. Budeme-Ili pfedpokladat nulovy koeficient tlumeni,
tj. 0 = 0, pak po dosazeni za p = jw do vztahu (3.10) pro operatorovou pfenosovou funkci mame

Y(i6) _ 8- (j0)" + 8 1.(j60)™ + 85 (j00)" 7 + ... +ay.(j) + 8

F(jw) =
e X(jo) (o)™ +b,_1.(j)" +b,,.(j)"? +... +b,.(jw) + b,

= [F(joo)™*® . (3.28)

Funkce F(jw) je funkci komplexni proménné w frekvenéni prenosovou funkci systému. Pro
jednoduchost budeme v jejim argumentu ale budeme vynechavat komplexni jednotku j, takze nadale
budeme psat
_ Y(w) _ jo(w)
F(w) = m = |F(oo)|.e : (3.29)

Grafické vyjadreni frekvenéni pfenosové funkce systému (geometrické misto koncovych bodu vektoru
pfenosu pro frekvence, prakticky z intervalu 0 < w < ) nazyvame frekvenéni charakteristikou
systému. Frekvencni charakteristiky zpravidla znazorfiujeme dvéma zpusoby:

a) frekvencni charakteristika v komplexni roviné
F(w) = Re [F(w)] + j.Im [F(w)]. (3.30)

b) modulova (amplitudova) a fazova frekvencéni charakteristika



F(w) = |F(w)|.e*@ (3.31)
ad a)

V tomto pfipadé kreslime frekvencni charakteristiku v komplexni roviné, do které vynasime realnou a
imaginarni slozku pfenosu; frekvenéni vlastnosti systému vyjadfuje kfivka v komplexni roviné, jejimz
parametrem je kruhova frekvence w (obr.3-4 pravy sloupec).

ad b)

Frekvencni vlastnosti systému urcuji dvé funkce - zavislost modulu frekvenéniho prenosu na frekvenci
a zavislost faze frekvenéniho pfenosu na frekvenci (obr.3-5).

Fru() = [F(W)] a Fy(w) =¥ (3.32)
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Obr.3-4 Frekvencni charakteristiky vybranych Obr.3-5 Modulova a fazova frekvenéni charakteristika
systémi v komplexni roviné systému

V nékterych pfipadech se vyuziva pro znazornéni téchto modulové a fazové frekvenéni charakteristiky
logaritmické méfitko — amplitudu pak vyjadfujeme v decibelech

[F(w)|gs = 20.log |F(w)| (3.33)

Tento zplsob popisu je vyhodny v pFipadech, kdy je pfenosova funkce systému uréena soucinem
dil€ich pfenosovych funkci

F(w) = F1(w). Fa(w). ... . Fx(w); (3.34)
pak plati
IF(0)]. € = |F3(0)]. [F()].... [Fi(w)]. €™ #2779 (3.35)
Charakteristiky tohoto typu nazyvdame Bodeho charakteristiky.
Priklad:
Urcete Bodeho charakteristiky systému s pfenosovou funkci
Fp) =+ JP*+T (3.36)
p Tp+1
Reseni:

Podle tvaru modulové frekvenéni charakteristiky rozdélujeme systémy na Ctyfi zakladni typy:

e dolni propust (obr.3-6) - systém pfenasi nizkofrekvenéni slozky signalu, zatimco vysoké
frekvence potlacuje; (a - frekvencni charakteristika, b - puvodni signal, c- vyfiltrovany signal)



« horni propust (obr.3-7) - systém tohoto typu prenasi slozky signalu s vyssimi frekvencemi, slozky
nizkofrekvenéni potlacuje;

e pasmova propust (obr.3-8) - systémem jsou pfenaseny pouze frekvence z urcitého frekvenéniho
pasma; sloZky signalu s frekvencemi niz§imi i vy$8imi nez je pfenadené pasmo jsou potlateny

e pasmova zadrz (obr.3-9) - systém potlacuje frekvencni slozky signalu z urcitého, ¢asto relativné
uzkého kmitoctového pasma; frekvenéni slozky signalu, které nespadaji do tohoto pasma systém
prenasi.

Frekvenéni charakteristiky mizeme experimentalné stanovit pomoci buzeni systému harmonickymi

signaly o riznych frekvencich a zkoumat vliv systému na prdbéh vystupniho signalu, tj. jakym

zplsobem se zménila amplituda a faze vystupu ve srovnani se vstupnim signalem.

3.1.4. Reprezentace linearniho systému pomoci rozlozeni nul a polu

Re$enim charakteristické rovnice (3.13)
p" +b, P +b,,p"? +...+bp+b, =0

dostaneme n jejich obecné komplexnich kofenu p;, i =1,...,n, které nazyvame poly operatorové
prenosové funkce. Podobné feSenim rovnice, ktera vznikne polozenim polynomu v Citateli pfenosové
funkce nule, {j.

anp" +a, P +a, P . tap+a, =0 (3-37)

ziskame m obecné komplexnich kofen( n;, i = 1,...,m, které nazyvame nuly operatorové prenosové
funkce systému. Nuly i poly pfenosové funkce nabyvaji bud realnych nebo komplexné sdruzenych
hodnot.

Za tohoto prfedpokladu miizeme psat pfenosovou funkci systému ve tvaru
Y -n -ny)...(p—ng,
F(p) = (P) _ a_. (P-n)P-ny)...(P =N ) 338)
X(p) (P=P)P=Pz)...(P~P,)

Ze vztahu (3.38) plyne, Ze pouze ze znalosti rozlozeni vSech nul a péld pfenosové funkce nemuzeme
urcit pfenosovou funkci beze zbytku, schazi znalost zesileni systému, definovaného koeficientem a,.

3.1.5. Reprezentace linearniho systému pomoci éasovych charakteristik
Impulsni charakteristika

Obrazova prenosova funkce systému F(p) je podle vztahu (3.10) definovana jako pomér obrazl
vystupniho a vstupniho signalu

D)=

za predpokladu nulovych poc¢ateénich podminek. Z toho plyne, ze obraz vystupniho signalu mazeme
spodcitat za pfedpokladu, Ze zname pfenosovou funkci a obraz vstupniho signalu, jako jejich soucin, tj.

Y(p) =F(p)-X(p)- (3.39)

Dale, v kap.2.3.4 jsme zavedli pojem konvoluce, ktery vyjadfoval vztah mezi dvéma funkcemi (signaly)
téhoz argumentu. Podle vztahu (2.44) plati pro funkce x4(t) a x,(t), Ze

00

X, () Ox () = jx1(r).x2(t—r).dr = jx1(t—r).x2(r).dr,

pfi€emz bylo dale uvedeno, Ze v Laplacové i Fourierové doméné plati (vztah (2.48))
L (x1(t) ™ x2(t)) = X4(p)-X2(P);
resp.

F (X1(1) * Xa(t)) = X1(w)-X2(w),



tedy, ze Laplaclv, resp. Fourierv obraz konvoluce je roven soucinu obraz(i obou funkci, které do
konvoluce vstupuiji.

Jestlize vztah (3.39) fika, ze obraz Y(p) vystupniho signalu y(t) systému je dan soucinem pfenosové
funkce systému s obrazem vstupniho signalu, pak musi platit, Ze ¢asovy prabéh vystupniho signalu
muzeme urcit pomoci konvoluce vstupniho signalu s néjakou ¢asovou funkci, ktera by dokazala
charakterizovat vlastnosti systému. Otazkou je, jaka je to Casova funkce?

Pfedpokladejme, Ze obrazem vstupniho signalu X(p) = 1. V tom pfipadé je
Y(p) =F(p).X(p) =F(p).1=F(p).

Z toho vyplyva, ze pfenosova funkce se rovna obrazu vystupniho signalu systému, ktery je vybuzen
signalem s jednotkovym Laplacovym obrazem (pfipadné ekvivalentné Fourierovym obrazem). Takovy
signal je jednotkovy skok. Tedy obrazova prenosova funkce spojitého systému je rovna Laplacovy
transformace odezvy systému na jednotkovy impuls g(t),

F(p) = L(9(t))

(3.40)

(3.41)
pfipadné naopak

a(t) = y(t) = L (F(p)). (3.42)

Systém tedy mGzZzeme charakterizovat odezvou na jednotkovy impuls g(t), ktera je uréena zpétnou
Laplacovou transformaci obrazové pfenosové funkce (zpétnou Fourierovou transformaci frekvenéni
pfenosové funkce). Protoze tato odezva charakterizuje vlastnosti systému nazyvame ji impulsni
charakteristikou systému. Na rozdil od vSech dfive uvedenych zplsobu popisu linearniho systému
ma impulsni charakteristika vlastnosti Casové funkce.

Z uvedeného také dale vyplyva, Ze odezvu systému na buzeni libovolnym vstupnim signalem muzeme
pocitat jako konvoluci asového prabéhu vstupniho signalu s impulsni charakteristikou systému. Je
proto

y(t) = g(t) Ox(t) = (3.43)

O t—

g(n)x(t-1)dt = Ig(t -1).x(1).dT,
0

Jednotkovy impuls ma nekonecné Siroké konstantni spektrum, tedy pfivedeni tohoto signalu na vstup
systému se rovna pfivedeni Uplné smési
harmonickych signald o frekvencich do 0 do
o Hz se stejnymi amplitudami. Takovy
signal ovSem neni zadny realny systém
schopen prevést bez deformace. Impulsni
charakteristiku  tedy  vnimame  jako
systémem zdeformovany Diraclv impuls a
podle prGbéhu ¢&i vlastnosti takto
zdeformovaného signalu mizeme usuzovat

diferencialni
rovnice

na vlastnosti systému.
Prechodova charakteristika

Podobné jak je impulsni charakteristika
odezvou systému na jednotkovy impuls, je
mozné popsat vlastnosti i pomoci odezvy
na druhy zakladni jednorazovy signal, tj. na
jednotkovy skok. Tuto odezvu nazyvame
pfechodovou charakteristikou systému a
oznaCujeme ji h(t). Protoze Laplacovym

obrazem jednotkového skoku je
= i - rozloZeni
Loty =1p.je chorsentothy nul  pld
h(t) = £(F(p).1/p). (3.42) i Pj

obrazova
pfenosova
funkce F(p)

frekvenéni
pfenosova
funkce F(@)

Obr.3-10 Vzajemné prevody riznych forem vnéjsiho popisu

linearnich systému

impulsni
charakteristika g(t)

pfechodova
charakteristika h(t)




3.1.5. Vzajemné vztahy mezi rtiznymi formami vnéjSiho popisu linearniho
systému

Na obr.3-10 je zobrazeno vSech sedm zpusobl vnéjSiho popisu linearnich systému. Pouzivané
vzajemné prevody jsou v obrazku vyznaceny spojnicemi mezi jednotlivymi zpUsoby popisu, ¢im
jednodusSi a pouzivanéjsi prevod, tim je spojnice mezi popisy silngji vyznacena. Obecné lIze
konstatovat, ze vSechny zpUsoby vnéjSiho popisu linearnich systému jsou si vzajemné ekvivalentni
(kromé rozloZeni nul a poll), je jen otdzka jak potfeba, jak praktické a jak obtizné jsou vzajemné
prevody.

Mnohé z téchto prevodl jsme uvedli v kapitolach pojednavajicich o jednotlivych formach popisu.
Elementarni a velice €asto pouZivany je pfevod mezi diferencialni rovnici a obrazovou pfenosovou
funkci, vychazejici z Laplacova obrazu derivace. Podobna situace je pfevodem obrazové pfenosové
funkce na frekvencni pfenosovou funkci a naopak, resp. dale na frekvencni charakteristiky. Obtiznéjsi
je ur€eni analytické prenosové funkce (frekvencni, obrazové) z naméfenych hodnot frekvencnich
charakteristik, vétSinou se tak dé&je pfibliznou aproximaci, je-li zadan pfedpokladany i znamy fad
systému nebo alespor poZzadavek na presnost aproximace. Jednoduchy je i pfevod mezi ¢asovymi
charakteristikami (impulsni charakteristika je derivaci pfechodové charakteristiky) a pfevod meazi
C¢asovymi charakteristikami a pfenosovymi funkcemi. Vztahy mezi frekvencni a ¢asovou oblasti jiz tak
jednoduché nejsou.

3.2. VNITRNI (STAVOVY) POPIS

Nyni pouzijme veliginy, které popisuji integraéni (akumulacni) charakter obou prvkd, tj. napéti na
kapacité uc(t) a proud indukénosti i (t), k popisu déji uvnitf obvodu (stavového popisu).

Z definice napéti na kapacité je

u'c :%.ic =%.i (3.12)
a z rovnice
Ri+Li"+ug =u, (3.13)
dostavame po normalizaci a separaci derivace proudu
i'=—%.uc —%.i+u1. (3.14)

Vytvofime-li vektor veli€in s = [ug, i]T a jejich derivaci s = [u'c, i‘]T, pak muzeme zapsat obé vyse
uvedené rovnice v maticové tvaru

ﬁc} - [— 10 /L —15/1}'[“;:} * [(1)}[”1] | (519

Vektor s = [ug, i]" je stavovy vektor systému.

Obecné Ize vySe uvedenou rovnici zapsat jako soustavu n diferencialnich rovnic 1. fadu (n je pocCet
stavovych akumulacnich proménnych, n je fad celého systému) jako

s'y Ay gy ot 8y || Sy By by o by || X4
s’ _|821 822 v @[Sz Doy by o Doy || X2
. . . : . - : L (3.16)
s'n Qn @y o @py [ Sk bn1 bn2 bnm Xm
s'= As +B.x
kde [s] = [s1, Sz, ..., Sn]' je stavovy vektor (vektor stavovych veligin), matice A je matice dynamiky

systému (matice vnitinich vazeb, matice zpétnych vazeb, matice systému) a matice B je matice
vstupnich vazeb systému (vstupni matice). Tento zapis definuje tzv. prvni stavovou rovnici systému.



Druha stavova rovnice definuje vztah mezi vystupnimi veliC¢inami systému a jeho stavovymi a
vstupnimi veli¢Ginami. Tedy

Y1 Cit Cip =+ Cyy || 84 dyy dyp 0 diy || Xy

Yo |_|C21 Cop -+ Cop || S + dyy dyp 0 dyy || X
=l = I : = Tl (3.17)
1

Y, Ci Cp -+ Cyp|[Sh dr1 dr2 drm Xm

y =C.s +D.x

kde [y] = [y1, Y2 ..., ¥i] je vektor vystupnich veli€in, matice C je matice vazeb stavu systému na vystup
(vystupni matice systému) a matice D je matice pfimych vstupné-vystupnich vazeb.

ProtoZze v zadaném pfikladu je vystupni napéti u, definovano pomoci stavovych a vstupnich veli¢in
jednoduchym vztahem

Uz = Uc, (3.18)

ma druha (vystupni) stavova rovnice zadaného elektrického obvodu tvar

u,]= [ o].{“io} e[ollu,]. 319)



