Ndstraha céturta:
Dynamika krivocarého pohybu
aneb Jak se vyhnout tradiécnim omylim?

Pokud jsme se tuspésné vyporadali s prvni trojici Ndstrah, muze se zdat, Ze nas jiz nic
nemuze zaskocit. K oblibené a t¢inné kontrole, zda tomu tak skutecné je, slouzi tlohy z dy-
namiky krivocarého pohybu. Co v sobé maji v porovnani s jinym typem tuloh tak zvlastniho?

Podivejme se na cervené zaramovany obrazek,
jehoz rizné varianty se jiz tradi¢né objevuji na
strankach stfedoskolskych ucebnic ([1.]). Znazornuje
sily piisobici na kulicku zavésenou na napnutém vlakné
pri pohybu ve svislé roviné. Kulicka se — soudé po-
dle zakreslené casti trajektorie — mnachézi v obecné
(nikoli tedy v krajni nebo v rovnovdiné) poloze.
Ponechme stranou skutec¢nost, Ze vyslednice tihové
sily a tahové sily vlakna je zde nevhodné vyznacena
stejnym grafickym stylem jako jednotlivé sily!. Pod-
statnéjsi je, Ze tato vyslednice ma na obrazku smér
tecny(!) k trajektorii ([18.]). Potom by ovSem méla
tahové sila vldkna v poloze popsané thlem 6 velikost
T = mgcosf, pri prichodu rovnovaznou polohou
(0 = 0) pak T = mg, tedy stejnou, jako kdyby v ni
kyvadlo v klidu viselo! To je ale v rozporu se zkusenost-
mi kazdého, kdo se nékdy houpal na houpacce...!!!
Tento typicky a ne zcela ojedinély omyl je jednim
z mnoha vnéjsich projevi nastrahy, kterd se v dyna-
mice kfivo¢arého pohybu skryva ([14.]). K jejimu odhaleni ndm opét pomohou fesené tlohy.

Uloha 1.:

Na nepruzném vlakné délky [ a zanedbatelné hmotnosti je zavésena malé kulicka o hmotnosti m.
Napnuté vlakno vychylime o thel 6, < 90° a uvolnime. Odpor vzduchu i tfeni v bodé zavésu
zanedbavame.

(a) Kvalitativné popiste pohyb kulicky.
(b) V obecné poloze kyvadla popsané thlem 6 urcete velikost tahové sily vldkna.

(c) V aproximaci malych kmiti (tj. siné ~ 6, dosazovano v radianech) urcete periodu ky-
vadla.

(d) Schematicky zakreslete smér vyslednice sil pusobicich na kulicku pfi prichodu krajni,
obecnou a rovnovaznou polohou.

Reseni:
Ulohu budeme fesit v inercialni vztazné soustavé spojené se Zemi.

(a) Napnuté vlakno s kulickou kona kmitavy pohyb ve svislé roviné s maximalni thlovou
vychylkou 6y (tzv. rovinné nebo také matematické kyvadlo).

!Nebezpedi, k nimz tento "zvyk" miize vést, jsou popsédna v Ndstraze druhé.



(b), (c) Na kulicku pisobi dva objekty: Zemé tihovou silou Fg; a vlédkno tahovou silou 7.
Druhy Newtontiv zékon pro kulicku méa tedy tvar?

Soustavu soufadnic
Oxy zvolme s ohle-
dem na dalsi postup
tak, ze jeji pocatek O
je ztotoznén se stie-
dem kulicky, osa x
ma smér tecény k tra-
jektorii a je orien-
tovana stejné jako
okamzita rychlost ku-
licky, osa y ma smér
normaly k trajek-
torii a je oriento-
Obrazek 1: Matematické kyvadlo vana do bodu zéveésu
(viz prvni ¢ast Obra-
zku 1, v némz orientace osy x odpovida situaci, kdy thel 0 roste). Jednotlivé vektory v ni maji
slozky

Fp = (—Fgsind, —Fgcosb) T = 0,7), a=(a,,ay),
kde a, oznacuje tetnou a a,, normélovou slozku (okamzitého) zrychleni kulicky.

Poznamka:

I kdyz se soustava soutfadnic Oxy pohybuje spolu s kulickou, popisujeme pohyb kulicky stale
z hlediska inercidlni vztazné soustavy spojené se Zemi. V pohyblivé soustavé souradnic urc¢ujeme
v kazdém okamziku pouze priuméty jednotlivych vektort do dvou vyznac¢nych navzajem kolmych
sméri: do sméru tecny a do sméru normdly k trajektorii kulicky.

Druhy Newtontv zakon pro kulicku zapsany ve slozkach

T ma, = —Fgsiné,

ma, = 1 — Fgcost

dv

doplnime silovym zédkonem pro velikost tthové sily Fg = mg a zndmymi vztahy a, = 3,

ap = %, v nichz v je velikost (okamzité) rychlosti kulicky:
dv 0
x: m— = —mgsin
dt g Y
02
Y m— = T —mgcosf.

[

Abychom mohli z druhé rovnice uréit velikost tahové sily vldkna, potfebujeme odvodit vztah pro
velikost rychlosti kulicky v dané dhlové poloze. K tomu poslouzi zdkon zachovani mechanické

2Protoze se lze Gasto setkat s tendenci zafazovat do druhého Newtonova zakona pro kulicku i setrvaé-
nou/odst¥edivou silu ([14.]), pfipominame, Ze tlohu fesime v inercidlni vztazné soustaveé spojené se Zemi, v niz
setrvacné sily nemaji misto (srv. téz s Ndstrahou pdtou).



energie®: zvolime-li hladinou nulové potencialni energie tthové vodorovnou rovinu prochazejici
rovnovéaznou polohou a ozna¢ime-li h vzdalenost kulicky od této roviny v poloze urc¢ené ithlem 6,
dostéavame porovnanim celkové mechanické energie kulicky v obecné poloze (6, h, v) a v krajni
poloze (6 = 6y, h = hy, v = vy = 0)

1
mgh+§m02:mghg+0.

Pro pravouhly trojihelnik vyznaceny ve druhé ¢asti Obréazku 1 modfe plati

[—h
COS@ZT = h=1(1—cosb),

podobné hg =1 (1 — cos b)), tedy

v = \/le (cos @ — cosby) ,

po dosazeni a tpravé potom

T =mg (3cosh —2cosby) .

Diskuze vysledku:

V krajni poloze (6 = 60y) plati T = mg cos 6, pti prichodu rovnovaznou polohou (6 = 0) pak
T = mg (3 —2cosby) > mg. V souladu se zkuSenostmi z houpacek je tedy tahova sila vldkna
(resp. tlakova sila sedacky) pfi prichodu rovnovaznou polohou vétsi nez tihova sila. Vzdy je
proto nutné disledné rozliSovat mezi situaci, kdy kyvadlo v rovnovazné poloze v klidu wvist
(T = myg) a situaci, kdy ji prochdzi (T > myg).

Vratme se nyni k prvni rovnici slozkového zapisu druhého Newtonova zdkona a dosadme

e 2 . v s . . L. . L. ey .
do ni vztah %’ =1 ‘é—‘: =1 % vyjadiujici souvislost mezi obvodovymi a thlovymi veli¢inami. Po

tpravé dostaneme diferencidln{ rovnici pro zavislost hlové vychylky 6(t) kyvadla na case?
d?0 ¢
— + = sinf =0.
dez 1

Tuto rovnici lze explicitné vytesit (tj. zapsat FeSeni formou kone¢ného souctu elementarnich
funkei) pouze pro malé thlové vychylky, takové, Ze v ramci pozadované piesnosti plati sin 6 = 6
(v obecném piipadé je nutno pristoupit k FeSeni numerickému). Potom

d20 ¢
@‘f‘je—o.

ReSeni ziskané diferencialni rovnice lze zapsat napiiklad ve tvaru (viz [20.], [21.] a [22.])
0(t) = Asin (wt) + Bcos (wt) , kde W= \/?,

konstanty A a B urc¢ime z pocateénich podminek (provedte, vyjde A = 0,B = 6y). Z né;
ziskavame vztah pro periodu malych kmiti kyvadla
2m [7] [

3Dodejme, 7ze zdkon zachovani mechanické energie zde plati proto, Ze jednak zanedbavdame ztraty (odpor
vzduchu a t¥eni v bodé zavésu), jednak je tahova sila vlakna v kazdém okamziku kolma k trajektorii kulicky,
a proto nekoné praci.

4Jako uZitetné cviceni miuzete tuto diferencialni rovnici odvodit i pro zbyvajici pripady, tj. # > 0 a kyvadlo
klesé, 8 < 0 a kyvadlo stoupa, nebo 6 < 0 a kyvadlo klesa.



(d) Pro vyslednici sil piisobicich na
kulicku plati

F,=Fg+T=ma.
(A) (B)
S ohledem na diive uvedeny slozkovy
zépis pravé ¢asti tohoto vztahu (str. 2)
jiz snadno schematicky zakreslime smér

vyslednice (viz Obrazek 2):

© e v krajni poloze (A, E) je okamzita
rychlost kulicky nulova, nor-
malové zrychleni kulicky je proto
nulové, zatimco tecné zrychleni je
nenulové, vysledna sila ma tedy smér tecény k trajektorii;

Obrazek 2: Schematické znazornéni vyslednice sil pi-
sobicich na kulicku

e pii prichodu rovnovaznou polohou (C) je te¢né zrychleni nulové, ale kulicka mé nenulovou
rychlost, proto je jeji normalové zrychleni nenulové a sméfuje vzhiru, vysledna sila tedy
smeéruje také vzhiru,

e v obecné poloze (B, D) mé zrychleni kulicky nenulovou jak te¢nou, tak norméalovou slozku,
nenulovou te¢nou i normalovou slozku ma proto také vysledna sila. &

Situaci na houpa¢ce mame zvladnutou, prejdéme tedy k jinému specialnimu typu pohybu
téliska zavéseného na vlakné — k modelu fetizkového kolotoce.

Uloha 2.:
Na nepruzném vlakné délky [ a zanedbatelné hmotnosti je zavésena malé kulicka o hmotnosti m.
Napnuté vldkno vychylime o thel 6y a uvedeme do pohybu tak, ze kulicka se pohybuje stale
v téze vodorovné roviné. Odpor vzduchu i tfeni v bodé zavésu zanedbavame.

(a) Kvalitativné popiste pohyb kulicky.

(b) Urcete rychlost kulicky a periodu jejiho pohybu.

(c) Urcete zrychleni kulicky.

(d) Urcete velikost vSech sil, které na kulicku pusobi.

Reseni:

Ulohu budeme opét Fesit v inercialni vztazné soustavé spojené se Zemi.

(a) Vlakno se pohybuje po povrchu rotac¢niho kuzele, v kazdém okamziku lezi v nékteré jeho
povrchové piimce (tzv. kdnické kyvadlo). Trajektorii kulicky je kruznice ve vodorovné roviné.
Vzhledem k tomu, Ze se potencialni energie tihova kulicky béhem pohybu neméni, neméni se
podle zakona zachovani mechanické energie ani velikost jeji rychlosti. Kulicka se tedy po kruznici
pohybuje rovnomeérné.

(b) Na kulicku pusobi dva objekty: Zemé tihovou silou FG a vlakno tahovou silou f, druhy
Newtonuv zdkon ma tedy tvar

ma = ﬁG + /_Z:
Protoze se kulicka pohybuje rovnomérné po kruznici, tj. jeji te¢né zrychleni je nulové, je vysled-
nice tihové sily a tahové sily silou dostiedivou (viz Obréazek 3, v némz je tato vyslednice vy-
znaCena Cervend). Hledanou velikost rychlosti kulicky muZzeme uréit, aniz bychom museli volit
soustavu soufadnic a zapisovat jednotlivé vektory ve slozkach. Stac¢i si v§imnout pravouhlého

4



trojuhelnika, jehoz odvésny maji délky odpovidajici velikosti vysledné (dostiedivé) sily a tihové
sily a pfepona mé délku odpovidajici velikosti tahové sily (viz Obrazek 3). Plati:

v? 2

F v
tan@oz—d:mR = U — v =1/lgsinfytanb,.
F mg  lgsin#,

G

Velikost rychlosti kulicky je uréena pravé odvozenym vztahem, jeji vektor je v kazdém okamziku
teény ke kruznicové trajektorii o poloméru R = [ sin 6. (Rychlost kulicky tedy nenikonstantni,
nebot jeji vektor se neustédle méni.) Periodu pohybu vypoéteme ze vztahu znamého z kinematiky

2R 27l sin 6, [
T = = : =27 )
v lg sin Oy tan 0 g cos By

(c) Piestoze se kulicka pohybuje rovnomérné (velikost
rychlosti se neméni), ma v dusledku zakiiveni trajektorie
nenulové zrychleni smétujici do stfedu kruznicové tra-
jektorie — zrychleni kulicky je zrychlenim dostredivym.

vvvvv

trojuhelnik:

tam%:&:% — a=aq = gtanty.
Fq mg

(d) Jak jiz je uvedeno v ¢asti (b), na kulicku piisobi

pouze dveé sily: svisla tihova sila Zemé ﬁg, jejiz velikost
— je dana silovym zakonem F; = mg, a tahova sila T , ktera
mé v kazdém okamziku smér napnutého vlakna (tato sila
tedy meni konstantni). Jeji velikost stanovime opét ze
znémého pravouhlého trojihelnika:
Obréazek 3: Konické kyvadlo (rovina, r

G mg

F
v niz se kulicka pohybuje, je kolma cos By = —¢ = T = = .
k nakresné) T costly  cosb

Zdturaznéme, ze dostiediva sila zde neni jednou z pu-
sobicich sil — je vyslednici tithové sily Zemé a tahové sily vlakna. &

Podstatu nastrahy, kterou jsme objevili pri feSeni predchozich dvou tloh, zbyva jiz jen jasné
pojmenovat.

Drdilezité:
Vyslednice sil F, = ma pusobicich na hmotny bod, ktery se pohybuje po zakiivené trajektorii,

mé v kazdém okamziku obecné nenulovy primét jak do sméru tecny, tak do sméru normdly
k trajektorii, ve slozkovém zapisu tedy

F,. = ma,=m— # 0,

)

v
Fvn = n — M— 07
, man =m— e

kde R je polomér oskula¢ni kruznice, jiz nahrazujeme trajektorii v okoli dané polohy hmotného
bodu. Tecné slozka pritom zodpovida za zménu velikosti rychlosti hmotného bodu, norméalova
slozka souvisi se zménou sméru vektoru jeho rychlosti, tj. se zakfivenim trajektorie. Klasifikaci
jednotlivych typt pohybu shrnuje nasledujici tabulka.



TYP POHYBU ROVNOMERNY NEROVNOMERNY

PRIMOCARY a-(t) =0 a-(t) #0
a,(t) =0 a,(t) =0
KRIVOCARY a-(t) =0 a-(t) 0
a,(t) #0 a,(t) #0

vvvvv

pohyb.

Uloha 3.:

V zatacce o poloméru R lezici ve vodorovné roviné se rovnomérné zrychlené rozjizdi automobil
o hmotnosti m tak, ze za dobu ¢ dosdhne rychlosti o velikosti v. Jakou velikost méa v tomto
okamziku vyslednice sil, které na néj ptisobi?

Reseni:

Pro vyslednici sil, které ptisobi na automobil, plati

—

F, =ma,

jejl velikost je F, = ma. Zbyva urcit velikost zrychleni automobilu v ¢ase t: toto zrychleni méa
nenulovou te¢nou i normalovou slozku, tj.

2 9 2\ 2
_ = v>2 v = ma=myfaz v az =my (4) 4 (4
a \/m J(t + 7 - F, =ma=my/a2 + a2 =m " + 7

Dodejme, ze tlakové sily podlozky a tihova sila se kompenzuji (pro¢?), vyslednice sil je tedy
urc¢ena vektorovym souctem statickych tfecich sil mezi pneumatikami kol a vozovkou (srv.
s Ulohou 3. Ndstrahy tieti). &

Otdzky, cviceni a ndméty k premysleni:

1. Na nepruzném vlakné délky [ a zanedbatelné hmotnosti je zavéSena mala kulicka o hmot-
nosti m. Vime, ze k pretrzeni vldkna je zapotiebi sily o velikosti F'. Napnuté vlakno
vychylime o thel 6§, < 90° a uvolnime. Odpor vzduchu i tfeni v bodé zavésu zaned-
bavame. Jakou podminku musi splhovat velic¢iny [, m,0y a F', aby se vlakno v pribéhu
pohybu nepretrhlo?

2. Zjistéte, jaké chyby se dopustime, provedeme-li pro § = 3°, § = 5° a # = 10° nahradu
sinf = 6. Pozor — nutno dosazovat v radianech! (Srv. s [21.].)

3. Jakou minimalni rychlost musime udélit kuli¢ce



(a) zavésené na niti délky [ a zanedbatelné hmotnosti,
(b) upevnéné na tyc¢i délky [ a zanedbatelné hmotnosti

v rovnovazné poloze, aby vystoupila do nejvyssiho bodu kruznicové trajektorie lezici ve
svislé roviné? Vysvétlete piipadnou rozdilnost vysledka (uvédomte si, ze vldkno musi byt
stale napnuté — nesmi se "pokréit"). Odpor vzduchu a tfeni v bodé zavésu zanedbejte.

4. Kyvadlo je tvoreno malou kulickou zavésenou na niti délky [ = 1,0 m a zanedbatelné
hmotnosti. Kuli¢ce udélime v rovnovazné poloze rychlost o velikosti vg = 5,5 m - s}
kolmou k napnuté niti. Uréete misto, v némz se kulicka oddéli od kruznicové trajekto-
rie. Do jaké vysky nad vodorovnou rovinou prochazejici rovnovaznou polohou kulicka
vystoupi? Odpor vzduchu a tieni v bodé zavésu zanedbejte.

5. Hmotny bod se nachézi v nejvyssim bodé nehybné kulové plochy o poloméru R a po
nepatrném impulzu se da do pohybu. Urcete misto, v némz se hmotny bod od kulové
plochy oddéli. Tteni i odpor vzduchu zanedbejte.

6. Jakych hodnot miiZe pro konické kyvadlo (viz Uloha 2.) nabyvat tihel 6,? Zdavodnéte.

7. Jaké sily pusobi na cestujictho o hmotnosti m pohodlné usazeného v tramvaji, ktera
projizdi rychlosti o velikosti v zatackou o poloméru R lezici ve vodorovné roviné? Jaka je
vyslednice téchto sil?

8. Vysvétlete, pro¢ je napiiklad za desté nebezpecné pridavat pii prujezdu zatackou plyn/brzdit.
stk 3 ok ok ok ok 3k ok ok ok 3 ok ok ok ok sk ok K ok

Pribuzné texty:
> Hlavni text

> Ndstraha proni:
Neni pohyb jako pohyb aneb Kinematika jako zahiivaci predkolo

> Ndstraha druhd:
Vektory, priméty, slozky, velikosti, ... aneb Jak se vyporddat s TesSenim

uloh?
> Ndstraha treti:
Rozumime sildm treni? aneb K cemu slouZi vazebni podminky?

> Ndstraha pdtad:
Vytahy, vlaky, kolotoce, ... aneb Co nd$ cekd v neinercidlnich soustavdch?

> Ndstraha Sestd:
Kdyz se sejde vice cdstic aneb Mechanika tuhého télesa

> Ndstraha sedma:
Zdkony zachovdni aneb "Nent nutné véedét o vSem..."

> Ndstraha osmda:
Vody stojaté i tekouct aneb Mechanika kapalin

> Ndstraha devdtad:
Kdyz Newtonovy zdkony nestaci aneb Termodynamika a statistickd fyzika

v kostce

> Nadastraha desdtd — bonusovd:
Prilis tézké 222 aneb Nékolik iloh "s hvézdickou"



