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Aktualizace

e 17.9.2008 Vytvoreni
e 18.9.2008 Pridani kapitoly Elementarni fce a prikladt k procviceni
e 19.9.2008 Pridani vysledkt k prikladim

e 20.9.2008 Pridani prikladd na déleni a urceni znaménka, par prikladi na defini¢ni

obor (7.-10.)

e 26.9.2008 Racionalné lomené funkce (rozklad na parcidlni zlomky, ptiklady), po-
znamky k soustavam linearnich rovnic, kvadratickym rovnicim a komplexnim ¢islim,

opraveny nékteré preklepy
e 4.10.2008 Piiklady na derivace
e 10.10.2008 Spojitost, L’Hospitalovo pravidlo
e 11.10.2008 - Priklady na prubéh funkce

Dalsi aktualizace:

e 12-13.10.2008 - Pokusim se dodat feseny priklad na priitbéh funkce a vysledky k pii-

kladim na prubéh.
e 13. - 20. 10.2008 - Rozsiteni informaci o polynomech, diferencial, Taylortiv polynom

Omlouvam se za stale chybéjici ¢ast o goniometrickych a cyklometrickych fcich, je to pro-

blém technického charakteru.



Predmluva

Zdravim vsSechny ¢tenafe (doufam, Ze néjaci jsou, protoze je to docela dost prace vytvo-
fit tyhle stranky :-) ). V tomto dokumentu se budu snazit vystavovat néjaké véci, které
nestihneme na cviku nebo si budu myslet, Ze neuskodi, kdyz se na né kouknete. Hlavnim
cilem je ovSem poskytnout Vam néjaké priklady k procviceni (samoziejmé s vysledky).
Obsah bude postupné nartstat, jak budeme postupovat semestrem.
Jakékoliv pripominky, poznamky, prani jsou vitany na mailu x1iska@math.muni.cz
Aktualni verze téchto poznamek je k vzdy k dispozici na www.math.muni.cz/~x1iska/
seminar.pdf a ve studijnich materidlech v ISu.
Omluvte obcas zhorsenou kvalitu textu, obrazkt i typografie...

Enjoy! :-)
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Kapitola 1

Polynomy

1.1 Hornerovo schéma

Pér polynomt u kterych mutzete hledat kofeny (staci redlné), vysledky najdete na konci.
1. 2% —5a* + 1023 — 1022 + 5z — 1
2. 2° — bt + 323 + 1322 — 8z — 12
3. 25 —22* — 1122 + 12
4, 7* — 4x3 — Tx? + 222 + 24
5. ° + bxt + 323 — 1322 — 8z + 12

Samoziejmé, ze mnohé z vas napadne (mozna nemnohé, ale nékoho urcité), ze vSechny
polynomy u kterych jsme hledali kofeny, byly svym zptisobem divné, vSechny mély totiz
za vedouci koeficient ¢islo 1 (vedouci koeficient se nazyva to ¢islo, které je u proménné
s nejvyssim stupném). Néasledujici véta nam k4, jak tipovat kofeny polynomu, ktery jako

vedouci koeficient ma néjaké celé ¢islo.

Véta. Necht [ = apa™ +---+ag je polynom, ay, ...ag € Za® je raciondini koten polynomu

f takovy, Ze (r,s) = 1. Pak s déli a,, a r déli ag.



Trochu lidstéji feceno, pokud mam polynom takovy, Ze jeho koeficienty jsou cela cisla,

tak za jeho kofeny volim takové zlomky v zdkladnim tvaru (tj. uz se nedaji nijak kratit,

4

nemélo by pfece smysl volit kofen 4,

kdyz mizu volit %), ze citatel déli absolutni ¢len
polynomu (tj. ten, ktery je tvofen jen ¢islem) a jmenovatel déli koeficient u vedouciho
¢lenu polynomu. Pokud rozmyslite nase staré zname polynomy, tak je vidét, ze jsem celou
dobu vlastné postupovali podle této véty. Délitelem vedouciho ¢lenu byla totiz jenom + /-
jednicka a tak jsme vlastné volili zlomky jako %, %, %, _TQ atd.

[ustrujme to na nasledujicim pfikladu, snad to bude ziejméjsi. Cilem je najit kofeny
polynomu

62° + Tax* — 152 — 5% + 91 — 2

Cisla, ktera déli vedouci koeficient (&islo 6) jsou £1, 42, £3, £6, ¢isla délici absolutni ¢len

jsou £1, +2, ma tedy smysl volit kofeny ve tvaru %, %, %, %, %, %, %, % a samoziejmeé dalsi,ta

samé ¢isla,akorat se znaminkem minus. Nékterd z nich ovSem vyjadiuji ta stejnd ¢isla (daji
se kratit), ¢ili pocet ¢isel k ovéfeni neni nakonec tak drasticky :-).

Mozno si procvicit na nasledujicich polynomech:
6. 40t — 423 — 922 + 2 + 2
7. 4ot —122° 4 132% — 62 + 1

8. 6x*— 23 —26x2+4x+8

1.2 Priklady k procviceni

Provedte déleni polynomi (se zbytkem, pokud vyjde):
Lo(2® =25 =2t +322 — 22+ 1) : (2> —x + 1)
2. (228 — T2® +62* — 323 — 2?2 — 22+ 1) : (22 — 3z + 1)
3. (@b +2° =30t —4ad +2? + 3w+ 1): (a® — 22— 1)
4. (22* — 323 +42% — bxr +6) : (22 — 32 + 1)
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5. (22 =322 —x—1): (32® — 2z + 1)

Urcete znaménko funkce na jejim defini¢nim oboru:

1 22 —=Tx+10
* (z—3)(z+2)(z+5)

5 a-a)'@-1+2)°
© (z42)(z+3)6 (22 —22+2)3

3 2% (x—3)(224+1)3
* (z—1)*(z+5)% (z—2) (22 +4)°




Kapitola 2

Elementarni fce

Nékteré jsem s vami trosku odbyl a ted mé hryZze svédomi :-) Pfipomenu tedy néktera
pravidla pro posuny. Zname-li graf fce y = f(x), lze z néj snadno odvodit grafy nasledujicich

fei:
e y = —f(x) mé graf soumérny s grafem fce y = f(z) podle osy x
e y = f(—x) méa graf soumérny s grafem fce y = f(z) podle osy y

y = || f(z)]| m& ¢ast grafu totoznou s grafem fce y = f(z) pro vSechna z, pro néz je

f(z) nezdporné, a ¢ast grafu totoznou s grafem fce y = f(—x) pro vSechna x, pro
néz je f(z) zaporné (¢ili co je nad osou x je ok, co je pod osou jde soumérné podle

ni nahoru)

e y = f(z)+ ¢ ma graf, ktery dostaneme posunutim grafu fce y = f(x) ve sméru osy y,
je-li g kladné, tak ve stejném smeéru jako osa y, je-li g zaporné, tak ve sméru opacném,

velikost posunuti je rovna ||q||

e y = f(z+p) ma graf, ktery dostaneme posunutim grafu fce y = f(x) ve sméru osy x,
je-li p zaporné, tak ve stejném sméru jako osa x, je-li p kladné, tak ve sméru opacném,

velikost posunuti je rovna ||p||



2.1 Linearni fce

Linearni fce je tvaru

y =axr + b, kdea,b e R,

jedna se tedy o specidlni pfipad polynomu. Jejim grafem je primka. Tento tvar zapisu je
docela vhodny, protoze koresponduje se smérnicovym vyjadienim piimky, tak jak ho zname
z analytické geometrie, roli smérnice hraje ¢islo a. Pro pfipomenuti, co je to smérnice.
Smérnice je tangenta thlu (tj. hodnota funkce tangens), ktery svird pfimka s osou x.

Par grafi na ukéazku:

y=x+3
y=uz

A
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s

Samoziejmé, Ze se muze stat, ze ne cely vyraz je v absolutni hodnoté. Co potom? Bud
je situace dostatecné jednoduchd a umime si poradit diky zakladnim pravidlam (viz t¥eba
nésledujici ptiklad) a nebo je potfeba se zachovat podle definice absolutni hodnoty. (Pro

pfipomenuti ||z|| = z pro > 0 a ||z|| = —2 pro = mensi 0) Bude vidét na pozdé&jsim

prikladu.
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y=I-z-2[-3

2.2 Kwvadraticka fce

Jedna se opét o zvlastni pfipad polynomialni fce. Kv. fce je tvaru
y = ax? + bx + ¢, kdea, b, c € R.

Grafem je parabola. Opét par ukazek:

5a21;/23
373
4

Dilezité je védét, kterym smérem se parabola ,otvira“, tj. davat pozor na znaménko u 2.

Pro priblizné nakresleni stac¢i znat priseciky s osou x, vrchol se pak da jiz snadno dopoci-
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tat. Druhou moznosti je doplnéni na uplny c¢tverec a pak aplikovat zakladni pravidla pro
posun.

Trocha hratek s absolutni hodnotou:

y=2"+2r—3 y = ||z + 2z — 3|
2 bz
10
10
i
g
(5]
B
H
o 4
5 0 3 2
43 2 LARRE 27773
4 .
y =2+ 2||z|| — 3
(vysledny graf je Cer- y =z (z —3)
104
veny, ostatni jsou pomocné)
124
104
i
8
o
2 o 1732 i s
4 X
]
5
3 -2 2 A
X
-10
A
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2.3 Exponencialni fce
Exponencidlni fci rozumime fci tvaru
y = a”®, kdea € RY.

Defini¢nim oborem jsou vSechna realna cisla, oborem hodnot jsou vSechna kladna realna
¢isla. Fce je pro a vétsi 1 rostouci, pro a mensi 1 je klesajici. Nejvétsi vyznam ma fce jejimz
zékladem je Eulerovo cislo, tedy y = e”. Exponencialni fce se pomérné casto vyskytuje i
v piirodé (rozpad jadra, absorpce zafeni ... ).

a>1 O<axl

-5 -4 -3 -2 -1 1 2 3 -3 -2 -1 1 2 3 4 5

Je dobré si Véir;mout, ze se funkce neustéale blizi k ose x, ale nikdy ji neprot;le (takovou
pfimku nazyvame asymptotou), toho se da dobfe vyuzit pfi posunovéni grafu (pro pfiblizné
nakresleni prosté jen posuneme asymptotu). Dalsi dobrou p¥ipominkou je, ze fce y = a*
vzdy prochézi bodem [0, 1], nebot cokoliv na nultou je jedna (¢ili spolu s asymptotou

mizeme posunout i tento vyznamny bod pro trochu piesnéjsi obrazek).
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2.4 Logaritmicka fce

Definice. Bud a € R, a vétsi 0, a # 1. Funkce inverzni k funkci y = a® se nazyva logarit-

micka funkce o zakladu a, znaci se y = log,x.

Mozno pripomenout i ,prekrasnou” definici toho, co je to logaritmus néjakého cisla.
Logaritmem o zakladu a néjakého ¢isla x rozumime ¢islo y takové, ze kdyz umocnime
zéklad logaritmu ( a ) dostaneme ¢islo logaritmované ( z ).

Nejvyznamnéjsi logaritmy jsou o zékladu e (Eulerovo ¢islo) - pfirozeny logaritmus a
o zékladu 10 - dekadicky logaritmus.

Defini¢nim oborem log. fce. jsou vsechna kladnad redlna ¢isla, oborem hodnot jsou
vsechna redlna cisla. Fce je rostouci na celém defini¢nim oboru pro zéklad a vétsi nez
1 a klesajici pro a mensi nez 1.

Graf 1 nékteré dalsi vlastnosti (prisecik s osou z, asymptota ...) plynou z definice

(inversnosti k exp. fci.).

15
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2.5 Linearné lomena fce
Linearné lomena fce je tvaru
ar +b
= kdea,b,c,d € R.
y Cx _"_ d7 ea? ) C7

Jedna se o speciélni pfipad raciondlni fce (viz. cviceni 23.9.2008). Grafem je rovnoosé
hyperbola. Nejjednodussim piipadem je y = %, tzv. nepiiméa tmeéra. Jelikoz grafem je
hyperbola, vyplati se pfi posunovani grafu posunovat asymptoty. Nutno upozornit, ze

prvni je vyraz potieba upravit do tvaru

y==k+ Jkdek,l,m,n € R.

mx +n

Posun je pak déan ¢isly k£, n podle zakladnich pravidel.

16



=1+ 2
y= r—2

SHE

2.6 Hyperbolické fce

Uvadim je pro zajimavost, jednou se to mtize hodit. Tyto fce jsou definovany néasledovné:

et —e " et + e ”

cosh?(x) — sinh*(z) = 1, (sinh(z))" = cosh(z), (cosh(x)) = sinh(x)

17



y = sinh(z)

2.7 Priklady k procviceni

Urcete definiéni obor fei (tj. pro kterd © ma dany vyraz smysl):

1

+

l.y==2

xr—

w

— T
2. Y= B3

1
Y= er3—

4. \/Jx +2
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10. y = /(z — 1)(e2* — 4e” + 3
Nakreslete grafy néasledujicich fci:
lLy=-20+1
2. y==2|z|] +1
3. y==2|z+1|| -3
1 y=lo+2]-[3-a|
5. y=2+x+1
6. y=—a?—3x
7. y=a2>—6x+9
8. y=3x%+6x+3
9. y=a*—3||

10. y = |22 + 1| — z||lz — 4|

1. y=2°—4

12, y =21 — 4

13. y = (%)”_3 -1

14. y=—(3)""7+4

15. y = 2ll=+1l 4

16. y = logs(x + 4)

17. y =loga(z +4) — 1

18. y = ||log,(z +4) — 1]



19. y = |[logy(x +4)|| — 1

20. y =log, |[(x +4)|| — 1

20



Kapitola 3

Racionalné lomené funkce

Definice. Bud P(x) polynom stupné n a Q(x) nenulovy polynom stupné m. Funkci

P(x)
R(z) =
= Q@)
nazyvame racionalni lomenou funkci, a to ryzi, je-li m > n a neryzi, je-li m < n.
Véta (Véta o rozkladu racionédlni funkce na parcidlni zlomky). Bud R(x) = ggg ryze
lomend raciondlni funkce, necht polynomy P,(Q nemaji spolecné koveny a bud
Q) = an(z — )" - (x = \)[(x = a)* + 0" - [(x = p)* + ¢
rozklad jmenovatele v R. Pak existuje n redlnych cisel
Ala'"7Ak7"'7L17"'7L7'7M1>N17"'7M87N87"'7U17‘/17"'7Uv7‘/;)
takovych, Ze pro kazdé x € R, pro néz Q(x) # 0, plati
Ak Al Lr Ll
Rlr)=[—"% 4 ... e A H
(z) [(x—a)k 4+t o) SRR @ +oee ot (x_)\)]-i-
i MSLE -+ Ns i i Ml.CU + N1
[(z —a)? + b2)* (x —a)?+0?
le' + VU Ull' + Vi
L 2z T T e 2
[(z —p)* + ¢ (z—p)*+4q

21



Ptedchozi véta pisobi ponékud komplikované (spousta pismenek :-) ), ale neni tomu
tak. Je pouze potfeba si ji poradné precist a algoritmus rozkladu z ni snadno vyplyne. Vse
snad objasni priklad.

Piiklad:Rozlozte funkci R(x) = smsiamrsys ha parcidlni zlomky.

Nejprve je potieba rozlozit jmenovatele. Vytkneme 23 a dostaneme x3(23 + 22 + 22 +2),

dale napt. pomoci Hornerova schématu zjistime, ze jedinym kofenem polynomu v zavorce

je —1 a cely rozklad jmenovatele tedy vypada:
23z + 1) (2 +2).

Miizeme tedy aplikovat nasi vétu a psat:

12 A B _C D  Ex+F

3 (x + 1) (22 + 2) ;+x2+x3+x+1+x2+2'

Vyndasobime-li celou rovnost vyrazem z3(x +1)(2?+2), dostaneme rovnost dvou polynomi
(po pFislusném kréceni):
2 = Az'?(24+1)(2*+2)+ Br(v+1)(2°+2) +C (x+1) (2% +2)+ Dz (2> +2) + (Ex+ F)z* (v+1).
Po chytrém roznésobeni (zvaZte, ze docela dobfe vite, ¢emu se rovnaji vSechny souciny bez
vyrazného pocitani) dostaneme:
12 = A(z® + 2* + 22° + 22%) + B(2* + 2% + 22° + 22)+
+ C(z® 4+ 2%+ 22+ 2) + D(z° + 22°) + E(2° + 2*) + F(z* + 2°)

Dané polynomy musi byt identické, tj. maji stejné koeficienty, jejich porovnanim dostaneme
soustavu Sesti rovnic o Sesti neznamych.

2 A +D+E =0

' A +B +E+F =0

22 2A4+2B +C+2D +F =0

2% :2A+2B +C =0
b 2B+2C =0
20 20 =12

22



Nyni je potieba vyfesit néjakym zpiisobem danou soustavu (z poslednich tif rovnic rychle
dostaneme koeficienty A, B, C, po jejich dosazeni do prvnich tifi dostaneme t¥i rovnice

o t¥ech neznamych, které se jiz daji snadno vyfesit).
A=3B=-6C=6D=-4F=1TF=2

Vysledny rozklad tedy vypada:

12 3 6 6 4 T+ 2

=S ——+ -
a0 a5+ 204+ 223 . 2?2 3 xz+1 2242

Mnoha lidem prijde rozklad funkei na parcialni zlomky jednoduchy, presto doporucuji

procvicit:

1 12247
© 2292418

1
2. z3(z+1)

x+1
3. e

32545244323 4+822 —22+7
4
: (@™—1) (@2 +1)?

2

D. —

416

R
341

7 3234622 —38x+20
C xt—z3—4x?44x

8. rz—1

4432242
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Kapitola 4
Limity

Nema valného smyslu se zde rozepisovat o néjaké teorii (Cisté bych opisoval skripta), po-
stupy, jak priklady pocitat, jsme probrali na cvic¢eni, zanecham zde tedy pouze priklady
k pocitani, vysledky, popt. navody jsou na konci, priklady jsou trochu ¢lenény podle typu
a obtiznosti.

Jinak nezapomerte, Ze limita neni nic hrozného a vsechny ty ,strasné“ definice v pod-

staté pouze precizuji laické vyjadieni toho, co je limita funkce v bodé.

Limita funkce v daném bodé je hodnota, ke které se neomezené blizi hodnota funkce,

jestlize se hodnota proménné neomezené blizi k zadanému cislu.

24



z?-1
z—1

1. hmx_ﬂ

22-9

2. lima—3 2251

x2—4z—5

3. limy s =76

z3—8

4. hmxﬂg 216

. 34002 g
5. lim,_,; %

x3—2z—1

6. lim,_,_; e e

. 2_
7. lim,_,q %

V6+x—2

8. limxﬂfg 12

: r—2
lims—2 255

10. lim, o V2Fe=v2

: Va2+1-1
11. llmx_@ m

. 275—:]:4
12. llmz_>() W

25. lim, 3 2t1

26. lim, g |71\

: 6
27. llmx_>1 21
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13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

: cosx—sinx
lim T
T—%4  cos2x

arcsin x

hmx_m -

sin bx

hmx_@ -

sin 3x

hmz_’o tan x

l—coszx

hmzﬂo -

1—cos 2z+tan? x

hmxﬂo rsinz

: 623 +212
m, o0 35077775

442346

lim, o 34622+

2346

hmz_’_oo 346224

xtz+1

hmmﬂoo x3+1

342248

hmxﬂoo 623412

lim, . z(v22+1—1x)



Kapitola 5
Spojitost

Pripomenme si pojem spojitosti:
Definice. Bud z, € R. Rekneme, Ze funkce f je v bodé z, spojité, jestlize

lim f(x) = f(zo)

T—To

Definice. Bud f funkce, I C D(f) interval. Rekneme, Ze f je spojitd na intervalu I,
jestliZe je spojita v kazdém vnitinim bodé intervalu [ a patii-li levy (pravy) koncovy bod

do I, je v ném spojitd zprava (zleva). (Piseme f € C(I) a je-li I = [a,b], také f € C[a,b].)
Vsechny tzv. elementarni funkce, tj.

e mnohocleny
e exponencialni a logaritmické funkce
e goniometrické a cyklometrické funkce

e obecni mocnina

a vSechny funkce, které z nich vzniknou kone¢nym poctem aritmetickych operaci se¢itanti,
od¢itani, nasobeni a déleni a skldadanim, jsou spojité na svych defini¢nich oborech. Tedy
limita takové funkce v daném bodé je rovna funkéni hodnoté.

Ze spojitosti plynou nékteré zajimavé vlastnosti. Pfedpoklddejme tedy, Ze funkce f(z)

je spojitd na uzavieném intervalu [a, b], pak plati:

26



e f(x) jenatomto intervalu ohrani¢ené a nabyva v ném své nejvétsi a nejmensi hodnoty
e f(z) nabyva vSech hodnot mezi svou nejmensi a nejvétsi hodnotou
e je-li f(a)- f(b) <0, pak existuje takovy bod ¢, ze f(c) =0

Zkusme maly priklad: Urcete parametr a tak, aby funkce f byla spojita ve vsech bodech

x e R.

r+1 prox <1
(5.1) flz) =

3 — ax’pro x > 1
Funkce je zfejmé spojitd na intervalech (—oo,1) a (1,00). Jedinym bodem, kde by mohl
byt problém je bod x = 1. Potfebujeme, aby lim, .1+ f(z) = lim, ;- f(z) = f(1). Snadno
spocteme, Ze

lim z4+1=f(1) =2

r—1—
a jelikoz

lim 3—az’=3—a
r—1+

dostéavame 3 —a = 2, tedy a = 1.
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Kapitola 6

Derivace

vvvvvv

zadané funkce.

Maji-li funkce f(x), g(x) na mno#iné M derivaci, pak na mnozing M plati:
L (cf(x)) = cf'(z)

2. (f(x) £g(2)) = f'(x) £ g'(z)

3. (f(x) - g(2)) = f'(x) - g(x) + f(x) - ¢'(2)

4. Je-li g(w) # 0, pak (£ = [eraltp Jora o)

Necht funkce u = g(x) méa vlastni derivaci v bodé zy a necht funkce y = f(u) mé vlastni
derivaci v bodé uy = g(zg). Pak sloZena funkce y = F(x) = f[g(x)] ma vlastni derivaci
v bodé x( a plati:

F'(x0) = f'(uo) - g'(x0) = f'[g(x0)] - g' (o).
Jednoduse feceno, derivace slozené funkce je rovna derivaci vnéjsi funkce krat derivace

funkce vnitini.

Uvedme i derivace elementarnich funkeci:

1. =0
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10.

11.

12.

13.

14.

1
z-lna

(log, z)" =

(Inz) =

8=

. (sinz) = cosx

(cosz) = —sinx
(tanay = b

(cot z) = ——
(arcsinz)’ = 1;32
(arccoszx) = — 11%2

(arctan )’ = —

_ 1
z24+1

(arccotzx) =

Zderivujme si par funkci, at je trochu vidét, jak to funguje:

4.

(22t + 23 — 22) = 2-

473 + 322 — 2 - 129 =83 + 322 — 2

_ v 1,.-2 _ 1 _ 1
(3¢/x) = (3x3) =3 - 3273 =% =7z
. (z*sinz) = 2z sin(x) + 2? cos x
cosz—1Y\/ _ —sinz-sinz—(cosz—1)-cosz __ —l4cosz __ 1
( sinz ) - sin’ x T 1—cos2x  1l4cosz

(Ver +22) = 3(e® +2%) 77 - (" + 22

— %\/ﬁ(ez + 2x)
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Najdéte derivace nasledujicich funkci:

1. y=3x? -6z +3 11. y =sin’z
2. y =622+ 3sinx 12. y = sin 22
3. y=2e"—-3nx 13. y = e*

4. y= Va7 4. y =2z +1

5. y=e"sinz — tanx 15. y = cos(6z + 3)

6. y = r?e” — arctanx 16. y = In(z5)

7. y = 1623 cos x — arcsinx 17. y = arccos(;%5)

8. y=06xlogyx — 3 18. y = tan(sinz)

9. y= ’;i:;l 19. y = sin[sin(sin x)]
10.y:ﬁ 20. y=2a"

Geometricgi{y vyznam derivace. Mluvili jsme o tom mnohokrat. Funkce méa v bodé
x vlastni derivaci pravé tehdy, kdyz ma graf v bodé (z¢, f(x)) te¢nu se smérnici f'(xo).

Rovnice takové te¢ny v bodé T'(zo, f(z0)):

y = f(wo) + f'(w0)(z — x0)

Rovnice normaly (pfimky kolmé k te¢né a prochézejici bodem dotyku):

N
f'(x0)

Ukazme si, jak napsat rovnici tecny na jednoduchém ptikladu. Najdéme rovnici teény

(x — x0)

y:f(%)—

ke grafu funkce f(z) = x? v bodé ¢y = 1. Jediné, co musime udélat, je najit koeficienty
do vySe uvedené rovnice. f(zg) = 1? = 1, derivace (f(z)) =2z a f'(z9) = 2-1 = 2. Tedy
y =14 2(x — 1), po tpraveé:

20 —y—1=0.

Napiste rovnici teény k grafu funkce v danych bodech:
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L. f(z) =cosw, 29 = §
2. f(z) = ﬁ,xo =0

Derivace vyssich rada. Pokud mame vypocitat druhou, tieti atd. derivaci, neni to

Zadny problém.

Definice. Druhou derivaci funkce f rozumime funkci f” = (f’)" a pro libovolné n > 2

definujeme n-tou derivaci (derivaci n-tého fadu) funkce f vztahem f( = (f(=1)"

Chci-li tedy derivaci druhého fadu néjaké funkce zderivuji ji prosté dvakrat (tj. zderivuji

jeji prvni derivaci) atd.

6.1 L’Hospitalovo pravidlo

L’Hospitalovo pravidlo je docela silnym nastrojem pro vypocet mnoha limit.
Véta. Bud xo € R*. Necht je spinéna jedna z podminek

(i) Tim, _, f(x) = lim, _,, g(z) = 0

(71) lim, .., |g(z)| = o0

Ezistuje-li (vlastni nebo nevlastni) lim,_,,, %, pak existuje take lim, ., Lxg a plati:

g(x
. fl@) L f(=)
A g@) o ()

Obdobné tvrzent plati © pro jednostranné limity.
Poznamky:

1. Je nutné, aby opravdu byly splnény podminky dané véty! Tj. pravidlo se neda pouzit

pro vypocet limit ,,%“ a podobné.

~

(=)
g'(z)

2. Taky se muze stat, ze lim,_.,, nemusi existovat, to ale neznamené, Ze neexistuje
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3. L’Hospitalovo pravidlo mizeme pouzit i vicekrat v radé, tj. mize se stat, ze i po
pouziti L.P. dostaneme vyraz, ktery splnuje predpoklady véty. V takovém piipadé

pouzijeme L.P. jesté jednou atd.

[lustrujme pouziti na nasledujicich prikladech:

: 2?—5x+6__ Ow__7: 2x—5__ —1__
a) lim, o s = wp =limy g s =7 =—1

: rx—sinx __ 0w __71: l—cosx__ 0Ow__ 72 sinz__ Qw«w__1: cosx__ 1
b) lim, .o =0 =lim, g SF =0 =l o =0 =lim, g =5

L’Hospitalova pravidla uzivame k urceni limit tzv. neurcitych vyraz:

0 o0
—, =, 00—00,0-00,0° 00
0 oo

0 100
, 1

Prvni dva pripady lze fesit piimo uzitim L.P. ostatni je mozno prevést na prvni nasledovneé:

1 1

o 00 — o0 lim, ., (f(z) — g(x))=lim,_,, (== — =)=lim,_.,, <=2
f(z) 9(z) f(@)g(=)
e 0-oc0: lim, ., f(z)g(x) = lim,_,, ’g
glx

o 00,000, 1%°: lim, .y, f(2)9@) =lim,_,, e9® 0 /(@) =¢lime—zo g(z)In f(z)

Vypocitejte limity:

z3+5x—2

L limg, o =575

™

5 —arctanz)lnx

2. lim, oo

tanz—x
r—sinx

3. hmx_@

4. llmx_@(# o Sin2$)

5. lim, o+ (sinx)t»*

l)sinaz

6. hmx*)o+ (I

: arctan
7. hmx_>0+ T

8. lim, ;- In(z) - In(1 — z)

32



Kapitola 7

Prubéh funkce

7.1 Predpis funkce

Z predpisu funkce mtizeme zjistit mnoho dtlezitych tdaju:
L D(f), (H(f))
2. zda-li je funkce suda, licha, periodicka

3. nulové body funkce (pruseciky s osou z) a intervaly, kde je kladna a kde zaporna

7.2 Monotonie funkce, extrémy
Zda-li je funkce rostouci, klesajici a nebo kde ma extrémy nam poméaha urcit prvni derivace.
Véta. Necht f md koneénou derivaci na otevieném intervalu I.
(i) Je-li f'(x) >0 pro kazdé x € I, pak je [ rostouci na I.
(i1) Je-li f'(x) <0 pro kazdé x € I, pak je f klesajici na I.
Kazdy pravdépodobné intuitivné tusi, co to znamend mit v bodé lokalni extrém, ale

pro presnost a pripomenuti:
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Definice. Rekneme, ze funkce f ma v bodé xg:

e lokalni maximum, existuje-li okoli bodu z, takové, ze pro kazdé x z tohoto okoli je

fx) < f(xo),
e lokéalni minimum, existuje-li okoli bodu x( takové, ze pro kazdé x z tohoto okoli je
f(@) = f(xo).
Lokalni maxima a minima se souhrnné nazyvaji lokalni extrémy.
Lokalni extrém muZe mit funkce pouze ve dvou bodech:

1. f'(x) = 0 (stacionarni body)

2. f'(z) neexistuje

Ne kazdy takovy bod je ovSem lokalnim extrémem! Bod xg je lokdlnim extrémem praveé
tehdy, kdyZ se kolem né&j méni znaménko derivace (a samoziejmé splituje jednu z téchto
dvou podminek).

Kromé lokalnich extrémi mtzeme hledat i extrémy globélni (absolutni). Jde o nejvétsi
(nejmensi) hodnoty funkce na dané mnoziné. Globélni extrémy mé vzdy funkce, ktera je
definovana a spojitd na ohrani¢eném, uzavieném intervalu. Globalni extrémy jsou potom
bud ve stacionarnich bodech, bodech, kde derivace neexistuje a nebo v krajnich bodech

intervalu. Stac¢i porovnat funk¢éni hodnoty ve vsech téchto bodech.

7.3 Konvexnost, konkavnost, inflexni body

Definice. Rekneme, 7e funkce f je konvexni na intervalu I, jestlize pro libovolné tii body

x1,xa, 3 € I takové, Ze 11 < 19 < x3, plati

) = )

xr3 —T1

f(x2) < f(21)

(.I‘Q — xl).

Rekneme, Ze funkce f je konkavni na intervalu I, jestlize pro libovolné t¥i body 1, z2, 23 € I

takové, ze 1 < x9 < w3, plati

, @) = f(a)

xr3 —T1

f(x2) > f(z1)

(ZL‘Q — fL’l).
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Tato definice je pro vétsinu asi trochu nic nefikajici, feknéme ji tedy trochu lidstéji.
Podminky vyjadfené nerovnostmi se daji vyjadiit také slovy. Bod o soufadnicich (z2, f(z2))
lezi pod (nad) pfimkou uréenou body (z1, f(x1)) a (3, f(x3)).

P1i kresleni grafu se hodi hlavné nésledujici poznatek:
e Je-li funkce konvexni, pak je jeji graf nad tecnou grafu.
e Je-li funkce konkavni, pak je jeji graf pod te¢nou grafu.
K urceni zda-li je funkce konvexni ¢i konkavni slouzi druha derivace:
Véta. Necht I je otevieny interval a f md vlastni druhou derivaci na I.
(i) Je-li f"(x) >0 pro kaZdé x € I, pak je f ostre konverni na I.
(ii) Je-li f"(x) <0 pro kaZdé x € I, pak je f ostre konkdvni na I.

Pro jednoduchost si feknéme, Ze inflexni bod je bod, ve kterém graf prechazi z pod

te¢ny nad te¢nu nebo naopak. Inflexni bod mtize mit funkce f v bodé x( ve dvou pfipadech:
L f"(20) =0
2. f"(x) v bodé zq neexistuje

Podobné v jako pripadé extrémi plati, ze ne kazdy bod spliujici jednu z téchto dvou
podminek je inflexni! Aby dany bod byl inflexni, musi se kolem néj meénit znaménko druhé

derivace!

7.4 Asymptoty funkce

Pro jednoduchost - asymptoty jsou piimky, ke kterym se dana funkce neomezené blizi.

Rozlisujeme asymptoty dvojiho typu.

(a) Asymptoty bez smérnice
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Definice. Bud zy € R. Piimka = = x, se nazyva asymptotou bez smérnice funkce f,

jestlize ma f v xg alespon jednu jednostrannou limitu nevlastni, tj. limx_wg = +o0 nebo

hmx%xg =+00
Uvédomte si, ze tyto asymptoty mohou byt pouze v bodech, kde funkce neni spojita!
(b) Asymptoty se smérnici

Tyto asymptoty ndam pomahaji urcit chovani funkce v nevlastnich bodech.

Definice. Pfimka y = ax+0b,a,b € R, se nazyva asymptotou se smérnici funkce f, jestlize

plati lim, . (f(z) — (az + b)) = 0 nebo lim, ;- (f(z) — (az + b)) = 0.

Predchozi definice vlastné presné popisuje nasi predstavu o asymptoté, pozaduje aby
rozdil mezi funkci a asymptotou v nekonecnu byl nulovy. Plati nésledujici:
Véta. Primka y = ax + b je asymptotou funkce f pro x — +oo prdvé tehdy, kdyz
- [f(2) :
lim —— =a, lim x)—ax) =b.
r—+o00 I ’.T—>+00(f( ) )

Analogické tvrzend plati pro x — —oo.

7.5 Priklady

Priklad 1: Najdéte globalni (absolutni) extrémy funkce f(z) = z* — 82% — 9 na intervalu
[—3,1].

Prvni najdeme stacionarni body jako feSeni rovnice f'(x) = 0.
f'(z) = 42® — 160 = 4w(2* —4) =0

Odtud = € {-2,0,2}. Jelikoz funkce ma derivaci ve v8ech bodech, neméme zadné dalsi
body podeztelé na lokalni extrémy. Do intervalu, ktery vysSetfujeme spadaji body z; =
—2axy = 0. Spocteme funkéni hodnoty v téchto dvou bodech a krajnich bodech intervalu,

dané hodnoty porovname a dostaneme vysledek.

f(_2) = _257 f(O) = _97 f(_3) = 07f<1) =—16
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Mame tedy absolutni minimum v bodé —2 a absolutni maximum v bodé —3.

Poznamky:

1. Vsimnéte si, ze v bodé 0 mame lokdlni maximum, ale neni to rozhodné globalni

maximum. Proto pozor, nikdy nezapomerite spocitat hodnoty v krajnich bodech.

2. Funkce mtze mit vice globalnich extrémt. Napftiklad, kdybychom hledali globalni
extrémy v predchozim piikladu na intervalu [—1, 1], méli bychom dvé globalni minima

v bodech —1, 1.

Priklad 2: Najdéte takové kladné cislo, aby soucet tohoto ¢isla a jeho prevracené
hodnoty byl minimalni.
Oznacme soucet s a hledané ¢islo z, pak

s =x+ —
x

Hleddme minimum souc¢tu s v zavislosti na z, tedy s je funkce proménné x, hledame-li

extrém, potfebujeme prvni derivaci polozit rovnu nule pro urceni stacionarnich bodt:

1
, j— p— p—
s(x)—l——x2—0:>a:—1.

Ovéfime-li, jestli ma funkce v bodé x = 1 extrém (napf. podle znamének derivace), zjistime,
ze v ném opravdu ma hledané minimum. Hledané ¢islo je tedy 1 a nejmensi mozny soucet
kladného cisla a jeho pfevracené hodnoty je 2.

Priklad 3: Do ptlkruhu o poloméru r vepiste obdélnik nejvétsiho obsahu.

Oznacme si strany obdélniku a, b.

Z Pythagorovy véty plati:



a odtud (je zfejmé, Ze a > 0)
b2

— 2
a=\/r .
4

Pro obsah obdélniku plati S = a - b, tedy v nasem ptipadé:

b2
— 2 _ .
S \/7 1 b

Mame tedy obsah obdélnika vyjadieny jako funkci jedné proménné, tj. muzeme hledat jeho

extrém a to je vlastné nas cill Vyjadieme si tedy prvni derivaci podle nasi proménné b:

Najdéme stacionarni body:
2

2b
S'(b):0<:>r2—T:0<:>b:r\/§

Ovéfime-li, jestli mé funkce v bodé b = rv/2 extrém (napt. podle znamének derivace),

zjistime, Ze v ném opravdu mé hledané maximum. Mtzeme tak dopocitat a = \/Li a Smar =

r2.

Poznamky:

mnohdy napomahé spravné nakresleny obrazek.
2. Dalsi priklady (i FeSené) je mozno nalézt napt. v [9], [8].
Najdéte absolutni extrémy funkci na intervalech:
1. y=2%—6x+10,z € [-1,5]
2. y = 2sin2x + cosdw,x € [0, §]
3. y=a2lnz,x € [1,¢]
Vysettete pribéh nasledujicich funkci:
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. f(z) =a® — 627+ 9z

f@) = &
f@) = =
flo)="1e

flz) = ze®

. f(z) =Insinz

2x
1422

. f(z) = arcsin
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Kapitola 8

Dodatky

8.1 Reseni soustavy linearnich rovnic

Problematikou Teseni soustav linearnich rovnic se budeme pozd€ji zabyvat podrobnéji a
odbornéji v ramci kapitoly o Linearni algebte. Trochu laicky se na ni ovsem mutizeme podivat
uz ted. Ze stfedni Skoly umime bez problémt fesit soustavy dvou rovnic o dvou neznadmych
a tfech rovnic o tfech nezndmych. A to hlavné pomoci dvou metod, které si ilustrujme na

nasledujicim ptikladu:

a) Metoda dosazovaci

Méjme soustavu rovnic:

Z druhé rovnice si vyjadiime x = y + 1 a dosadime do rovnice prvni
2y+1)+4y =38
z niz dostavame y = 1, dosadime do rovnice druhé a zjistime, ze x = 2.

b) Metoda séitaci
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Resme stejnou soustavu:

Vynasobime-li druhou rovnici ¢islem 4 a pfi¢teme ji k rovnici prvni, dostaneme:
6 = 12,
tedy x = 2 a dosazenim do libovolné ze dvou rovnic y = 1.

Myslim, Ze na tomto jednoduchém piikladu je vidét, jak obé metody funguji (urcité
je znate, ¢ili neni nutno je piili§ osvétlovat). V jednoduchych piipadech jsou obé metody
zhruba stejné efektivni, ale ve slozitéjsich (vice rovnic, vice neznamych) je metoda séitaci
efektivnéjsi. Pokud je rovnic (a nezndmych) malo, tak samoziejmé mtizeme postupovat jak
je uvedeno vyse, ale neni to prilis vhodné, lepsi je uzit zjednoduseni.

Dulezité je Fict, které upravy soustavy linearnich rovnic jsou ekvivalentni (tj. neméni

mnozinu feSeni).

Véta. Necht je ddna soustava linedrnich rovnic. Pak ndsledujici ipravy jsou ekvivalentnimi

upravami soustavy
1. libovolnad zameéna poradi rovnic
2. wvyndsobeni libovolné rovnice nenulovym cislem
3. k jedné rovnici prictent jiné rovnice vyndsobené libovolnym cislem
4. (vypusténi rovnice, kterd je linedrni kombinact ostatnich rovnic)

Nyni pristupme ke slibovanému zjednoduseni. Jeho podstatou je reprezentace dané
soustavy pomoci matice. Zcela pfesnou definici matice nemizeme momentalné uvést, ale
vystac¢ime si s nasledujici predstavou:

Obdélnikové schéma m - n cisel sestavené z m radku a n sloupctl nazyvame matici typu

m/n.
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Podstata reprezentace je uplné jednoducha, koeficienty z dané soustavy rovnic prosté
zapiseme na dané misto v matici, ktera ji potom reprezentuje.

Napftiklad soustava:

T+2y—>bz =12
20 —y +2 =28
—y +z=2
se da zapsat pomoci matice:
1 2 =5 12
2 -1 1 8
0 -1 1 2

Jak se tedy soustava rovnic vlastné fesi? Pomoci tzv. Gaussovy elimina¢ni metody, jeji
podstatou je ekvivalentnimi tpravami prevést danou soustavu na soustavu takovou, aby
jeji matice byla ve schodovitém (trojihelnikovém) tvaru. Matice je ve schodovitém tvaru

jestlize kazdy nenulovy tadek zacind vétsim poctem nul nez predchozi. Priklad takové

matice:
1 2 -5 12 3
0 -2 1 8 -7
o 0 3 2 3
0O 0 0 4 2

Vyresme si tedy nasledujici soustavu:

a—2b+3c +d =2
3a —b+2¢c +d=1
—2a+4b +c —d=4

a—2b—2¢c—2d = 2
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Tu si mizeme vyjadfit matici:

| -
b w
PO
— [\)
— ) w
| _
—_
N L

1 -2 -2 -2 2

Nyni pomoci ekvivalentnich tprav upravujeme rovnice tak, abychom dostali schodovity
tvar, pricemz jednotlivé rovnice jsou reprezentovany radky matice.

Prvni fadek opiSme, aby jsme ziskali druhy v pfedepsaném tvaru (tj. s 0 na prvnim
misté), vynasobme prvni ¢islem —3 a pfi¢téme ho druhému, podobné dvojnéasobek prvniho

k tfetimu a minus jedna nasobek k ¢tvrtému:

1 -2 3 1 2 1 -2 3 1 2
3 -1 2 1 1 0 5 -7 =2 =5
H
-2 4 1 -1 4 o 0 7 1 8
1 -2 -2 -2 2 0 0 -5 -3 0

Nyni jiz prvni t¥i fadky jsou v pozadovaném tvaru, opisme je tedy a upravme ¢tvrty tak,

aby mél na tfetim misté nulu, tj. pétinasobek tretiho pficteme k sedminésobku ¢tvrtého.

1 -2 3 1 2 1 -2 3 1 2
0 5 -7 =2 =5 0 5 -7 -2 =5
H
o 0 7 1 8 0o 0 7 1 8
0 0 -5 -3 0 0 0 0 -—16 40

7Z posledniho ¥adku —16d = 40, tedy d = =2. Z tfetiho 7c + d = 8, dosadime za d a

dostaneme ¢ = % atd. Celkem:
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8.2 Kvadraticka rovnice a komplexni Cisla

Vsichni samoziejmé umite fesit kvadratickou rovnici, ¢ili jen pro pfipomenuti.

Kvadratickou rovnici rozumime rovnici tvaru
az? 4+ bx + ¢ =0, kdea,b,c € R, a # 0.

Reseni takové rovnice je tvaru

—b+ Vb? — 4dac

2a

T12 =

Vyraz D = b? —4ac se nazyvé diskriminant. Podle jeho hodnoty mtiZzeme urcit pocet feseni
kvadratické rovnice. Je-li D > 0 ma rovnice dvé riizna realna feseni, je-li D = 0, ma rovnice
jeden dvojnasobny realny kofen, pti D < 0 nema rovnice zadné realné koreny, ma vsak dva
rizné imaginarni koteny!

.....

tecnou vlastnost kvadratickych rovnic. Méjme kvadratickou rovnici tvaru:
2?4+ bx +c =0, kdeb,c € R.
Oznacme p, g kofeny dané rovnice, potom plati tzv. Vietovy vzorce:

ptqg=-bp-qg=c

Pokud ma tedy hledana kvadraticka rovnice ,,pékné kofeny* (cela ¢isla, jednoduché zlomky),
miizeme je urcit rychle z hlavy.

A ted jiz ke komplexnim ¢&islam.

Definice. Komplexni ¢isla C zavadime jako mnozinu vSech usporadanych dvojic redlnych
¢isel, tzn. C = R x R. S¢itani a nasobeni komplexnich ¢isel definujeme takto : pro libovolné
(a,b), (c,d) € C polozime:

(a,b) + (¢,d) = (a+¢,b+d)

(a,b) - (c,d) = (ac — bd, ad + bc).
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Mizeme si pov§imnout, Ze pro komplexni ¢isla tvaru (¢, 0) jsou definované operace stejné
jako pro ¢isla redlnéd, mtizeme tedy kazdé komplexni ¢islo tvaru (¢,0) ztotoznit s redlnym
¢islem ¢. Oznac¢ime-li navic imaginarni ¢islo (0,1) symbolem i, mizZeme kazdé komplexni

¢islo psat ve tvaru:
2 = (a,b) = (a,0) + (0,8) = (a,0) + (b,0) - (0,1) = a +bi

Definice. Vyjadieni komplexniho ¢isla z = (a, b) ve tvaru z = a+ bi se nazyva algebraicky
tvar komplexniho ¢isla z . Pfitom realné ¢islo a se nazyva realna ¢ast komplexniho cisla z
, realné ¢islo b se nazyva imaginarni ¢ast komplexniho ¢isla z a ¢islo i = (0, 1) se nazyva

imaginarni jednotka.

My si bohaté celou dobu vystacime s vyjadienim komplexniho ¢isla v algebraickém

tvaru. Z predchozich definic vyplyva:
i =(0,1)-(0,1) = (—1,0) = —1

Gilii=+/—1,i2=—-1,i= —i,i* =1, =14,i = —1,i" = —4,i8 = 1, atd.
Je-li dano komplexni ¢islo z = a + bz, pak ¢islo Z = a — bi se nazyva ¢islo komplexné
sdruzené k cislu z.

Otazkou je jak scitat a nasobit komplexni ¢isla v algebraickém tvaru?
(a+bi)+ (c+di)=a+c+i(b+d)

Scitame tedy po slozkach. Nasobit dvé komplexni ¢isla je jednoduché, staci je roznasobit

jako dvé zavorky a vyuzit faktu i = —1
(a+bi) - (c+ di) = ac+ adi + cbi + bdi* = (ac — bd) + i(ad + cb)

Vratme se ted ke kvadratickym rovnicim. Jak jsme jiz zminili, feSenim kvadratické rovnice
se zapornym diskriminantem je dvojice komplexnich ¢isel a ta jsou komplexné sdruzena!
Ukazme si takové feseni na nasledujicim piikladu:

Resme takovouto kvadratickou rovnici:
322 4+2c+6=0
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Diskriminant je 22 —4 -3 -6 = —68 < 0, ¢ili rovnice m4 dva komplexné sdruZené kofeny.
Dosadme do vzorecku pro kofeny:

—2+/—68 —2+./(-1)-4-17 —2£2V17-/-1 -1+iV17
6 B 6 B 6 B 3

T12 =

Pokud ma nékdo zajem, muze si vytesit nékolik kvadratickych rovnic, a to jak rozkladem

,»z hlavy*, tak i pomoci vzorce.

1. 22 +2x+1=0
2. 22 —8r+7=0
3. 2+ 11z +30=0
4, 22 —4r—-12=0
5. 22 +5x+4=0
6. 22 —4x+3=0
7. —22+2r—-5=0
8 224+x+1=0
9. 522 — 122 +3 =10

10. 22 —2x+13=0
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Kapitola 9

Vysledky

Hornerovo schéma

1.1,1,1,1,1
2. —1,-1,2,2,3
3. -2,-1,1,2
4. —2,-1,3.4

5. —3,-2,-2.1,1

1 1
6. —1,—1,12
1 1
7. 3,111
1 2
8. —2,-1 209

Déleni polynomu
1. 2* =222+ 2 +1
2. 22 — ¥4 2t 42+ 1

3. 34+ 22— —1



4. 222 +3x 4+ 11,252 — 5
5. 53z —7),
Defini¢ni obory

1. ze R—-{3}

2. 2eR—{-1,3
3. zeR—{-71}

4. x € [—2,00)

5.z € (—o0,—2]U (2, 0)

1
5

6. = € [L,00)

7. x€[-2,0)U(0,1)

8. x € (—1,0)U(1,2) U (2,00)
9. z € (=1,0)U(0,1) U (1,4)

10. = € [0,1] U [In(3), 00
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10.

13.

16.

11.

20

12.

14.

15.

il

\
bo
=
&
=

18.

a0




19.

20.

1 = —z+1
3. @ xz2+1 + (z2+1)2

Limity
1. Upravte ¢itatele(z — 1)(xz + 1), [2]

(z—3)(z+3) [%]

2. Upravte na (o75)(2=3)

(z—5)(z+1) [2]

3. Upravte na w5 (2=2)

(z—2)(z242x+4) [5]
8

4. Upravte na o)

Iz xT —(X
Tt 3]

5. Upravte na
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

. Upravte (napf. pomoci Hornerova schématu) na (

(z+1) (22 —x—1) [_ 1]
z+1)(z3—z?+2+1)°

Rozsiite vyrazem £E7 2]

e , Vfz+2 1
Rozsirte vyrazem Y=, 3]

Vz+2-2 [4]
Vat2—2’

Rozsiite vyrazem

Rozgifte virazem Y2ritv2 [¥2]

V2taz+v2' L 4

(\/m-f-l)(\/m-‘rll) [4]
(Va2 +1+1)- (Vo2 +16+4)°

3/ (1+ah)24+ 1o+ —3]

Y/ (+a4)24+ Y THat+1’

Rozsitte vyrazem

Rozsirte vyrazem

Uzijte vzorce pro dvojnasobny ﬁhel.[‘g]
Uzijte vyjddfeni x = sin arcsin za lim,_o z-— = 1, [1]
Vhodnou tpravou prevedte na uziti lim,_.q % =1, [5]

Viz. pfedchozi priklad,|3]

Vynésobte vhodnou jednickou, [0]

UZijte vzorcu pro tangens, dvojnasobny thel, upravte ,uzijte lim,_ Sigz =1,[3]

(5]
Uzijte definice, tj. pfevedte na lim, o+ f(), [3]

Urcete obé jednostranné limity.[neexistuje]
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26. Urcete obé jednostranné limity.[oo]
27. Urcete obé jednostranné limity.[neexistuje|
28. Urcete obé jednostranné limity.[—oo]

Derivace )
11. ¢y = 2sinzcosx
1.y =6x—6

12. y' = 2z cos x?
2.y =12z + 3cosz

13. ¢ = 2ze®
3.y =2e" — %
_ 1
14. o = ]

4.y =1z

;o N 15. y' = —65sin(6x + 3)
5. Yy =e’sinx + e’ cosr —

cos? x
16. y = 5T
_ 2 1 z(2?+1)
6. v =2ze” + 2% —
17,y = —L——
7.y = 48x% cosx — 162®sinx — \/1;_7 (@=1)*/ =55
18. y/ - cosg(zziflx)

8.y =6logyx + %5 + 628 — 5

3 3

19. ' = cos[sin(sin )| - cos(sinx) - cosx

;) 2xsinz—(2241)cosz
9. Yy = sin? x

20. Tohle byl hnusny priklad, je potieba

10 y/ _ 2231
: 22 . @
uzit triku 2% = %"y = 2%(lnz + 1)
Tecny 1. 2z —-2y—7m=0 2.2 +9y—-3=0

Limity L’Hospitalem
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Absolutni extrémy funkci

1. Maximum 17 v bodé —1, minimum 1 v bodé 3
2. Maximum 2 v bodé¢ %, minima 1 v bodech 0 a F
3. Maximum e? v bodé e a minimum 0 v bodé 1

Kvadratické rovnice

1. dvojnasobny kofen —1

2. [7,1]

3. [-5, 6]
4. [6,-2]

5. [—4,—1]

6. [1+ 22

7. [1 4 2i]

8. [-1+4iv3

9. [+ Liv/29)

10. [1 =+ 2iv/3]
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