Navod k feseni alohy ¢. 6 d)

Zadani: Urcete komutitorovou podgrupu G’ = [G, G], kde G = GL2(Q) je obecna linedrni
grupa regularnich ¢étvercovych matic fadu 2 nad Q.

Navod: Podgrupa [G, G| je dle definice generovana® komutatory [A, B] = ABA™'B~! pro
viechna A, B € . Zfejmé je determinant kazdého takového komutéatoru roven 1, z ¢ehoz ihned
dostavame [GL2(Q), GL2(Q)] C SL2(Q) (speciélni linedrni grupa étvercovych matic fadu 2 nad Q
s jednotkovym determinantem).

Ukézeme, ze plati i opac¢nd inkluze, tj. Ze kazdé takové matice s jednotkovim determinantem
se d& vyjadfit jako soudin komutdtorti matic z GL2(Q). K tomu je tfeba si uvédomit, jakjmi
prvky jsou generovany grupy GL5(Q) a SLy(@Q). Diky tomu, Ze kazdou reguldrni matici A mizeme
elementarnimi Fadkovymi a sloupcovimi operacemi ,pii¢teni a-nésobku radku k jinému fadku®,
resp. ,,pfi¢teni S-nésobku sloupce k jinému sloupci® (reprezentovanymi nasobenim maticemi (} §)
a (é ?) prevést? na diagonalni matici diag(1,1,...,1,|A4]), plati:
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Kazdy z generdtortt SLo(Q) tak dokdZeme vyjidfit jako komutdtor prvk z GLo(Q) a tedy
SL2(Q) C [GL2(Q), GL2(Q)], coZ jsme chteéli dokdzat.

Pozn: Obecné plati pro obecnou (resp. specidlni) linedrni grupu nad libovolnym télesem K a
pro libovolné n > 2, Ze

(s v¥jimkou pfipadd n = 2, 3 pro | K| = 2). Dokazuje se analogicky s vyuZitim toho, ze SL, (K) je
generovana maticemi tvaru
tij(a) = E+ (a7 Eij7

kde o € K, F je jednotkovd matice fddu n a Fj; nulovd matice majici jedinou 1 pouze v i-
tém fadku a j-tém sloupci. Staci si totiz uvédomit, ze [t;;(c),tx;(5)] = t;;(e3) a obdobné

iy, ding(B, ., )] =ty (a( % —1)).

1Ve vgech ptipadech, které jsme si dosud ukazovali, byl dokonce kazdy prvek [G, G] sdm komutatorem, to ale
obecné nemusi platit — nejmensi grupa, jejiz komutatorovad podgrupa neni tvofena pouze komutatory, mé ale rad
96.

2Postup nastinime i pro matice vyasiho ¥adu: nejprve pomoci téchto operaci zajistime na pozici 1,1 &islo 1,
pomoci ngj ,vynulujeme® viechny ostatni prvky v 1. fadku a v 1. sloupci, poté totéz pro druhy Fadek a sloupec atd.
Protoze determinant ptivodni matice byl 1 a uvedené operace ho neméni, musi byt zbyly prvek na pozici n, n roven
determinantu pivodni matice, tedy vyslednd matice je tvaru diag(1,1,...,1,|A|) a pavodni matice je soudinem
této vysledné matice a pouzitych matic elementirnich operaci.



