1 Domaci ukol 1.

Priklad 1.1 Uwvazte ndsledujici hru dvou hrdcéiu v normdlni formé

Muz
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Zena | H| (1,a) | (¢, 1)
B (1,b) | (d,1)

Urcete hodnoty parametri a,b,c,d tak, aby hra méla Nashovu rovnovdhu (B, B). Pro jaké
parametry je to jedindg Nashova rovnoviha? Kdy jde o Tesent vzniklé opakovanou eliminaci domi-
novanyjch strategii?

Reseni 1.1 Aby strategicky profil (B, B) tvoril Nashovu rovnovihu, musi platit, Ze Zddny z hrdcéi
st nemauze jednostrannou zménou akce polepsit, tedy zvysit sviy uzitek. To znamend, Ze uzitek Zeny,
pokud hraje B a muZ hraje B musi byt vétsi nez uzitek, kdyby hrdla H zatimco muz by stdle hrdl
B. Podobné pro muze. Musi tedy platit, Ze

c<d,b<1

O jedinou Nashovu rovnovdhu pujde v pripadé, Ze Zddny dalsi strategicky profil (H, B), (H, H), (B, H))
nebude tvorit Nashovu rovnovdhu. V pfipadé, Ze predchozi podminky ¢ < d,b < 1 jsou splnény s
ostrou nerovnosti, profily (H, B), (B, H) ) nemohou tvoFit Nashovu rovnovdhu, nebot jeden z hrdéii
(ten hrajici H) si polepsi hranim B. Pokud by ale napriklad ¢ = d, mus? platit a > 1, aby (H, B)
netvorilo Nashovu rovnovdhu. Pokud b =1, pak by (B, H) tvorilo Nashovu rovnovdhu, nebot Zena
by hranim H ziskala stejné jako hranim B (tedy 1, nepolepsila by si).

Aby (H, H) netvorilo NR, pak musi platit, Ze a < 1, protoZe Zena je indiferentni mezi H a B
kdyz Muz hraje H. To je oviem we sporu s poZadavkem na a pro ptipad ¢ = d. To znamend, Ze
pokud ¢ = d, tak (B, B) jedinou Nashovu rovnovdhu tvoril nemaiZe.

Tedy (B, B) tvort jedinou NR pokud ¢ < d,a < 1,b < 1.

Strategicky profil (B, B) lze ziskat opakovanou eliminact pokud lze nejprve eliminovat H pro
Zenu (muZe) a pak H pro mize (Zenu).

e Nejprve eliminovat strategii H pro Zenu je mozné, je-li dominovand strategii B bez ohledu na
strategii muze. Uvazujeme-li strikiné dominované strategie (jestlize explicitné nestanovime,
Ze uvazujeme slabé dominované strategie, pak tomu tak je), pak tato moznost nikdy nena-
stane, protoze Zena je indiferentni mezi H a B pokud muz hraje H. Pri eliminaci slabé
dominovanych strategit by bylo potreba jen ¢ < d. Po eliminaci H pro Zenu by muselo byt
optimdlni eliminovat H pro muZe, tedy b < 1.

e Strategii H je pro muZe optimdini eliminovat' pokud a < 1,b < 1. Pro Zenu je pak optimdlni
eliminovat H pokud c < d.

Kombinaci podminek dohromady ziskdme moznost soucasného odstranéni strategie H pro muze
1 Zenu.

Piiklad 1.2 Formulujte ndsledujici problém jako hru dvou hrdéu v mnormdlni formé a ukaZte, Ze
v kaZdé Nashovée rovnovdze hra koncéi okamzité. Dva hrdci vedou spor o dany objekt. Hodnoty
predmétu jsou v1 a ve. Cas je spojitd proménnd se zaédtkem v 0 a jdouci az do nekonecéna. Kazdy
hrd¢ md moznost odstoupit ze sporu. V takovém pripadé spor konci a predmét ziskdvd druhy hrdc.
Vedeni sporu je ndroéné. Za kaZdou jednotku casu vedeni sporu se uZitek obou hrdéiu sniZuje o 1.
Pokud odstoupi oba hrdci najednou, kazdy z nich ziskd dany predmét s 50% pravdépodobnosti.

Reseni 1.2 Je dilezité si uwvédomit, Ze ¢as je spojitd proménnd, kterou budeme oznacovat t. Stra-
tegie kazZdého hrdce je pak cas t; € Roy, ve kterém se rozhodne ze sporu odstoupit. Kromé hrdcu
(1,2) a téchto jejich strategii jesté musime popsat uZitky hrdcu (vysledek hry). Ten je

v; — t; pro t; <t;
ui(ti,t]‘) = —tj pro tj <t;
%('Ui — tl) pro ti = tj

1Pro eliminaci strategie jako slabé dominované staci, aby platila jedna nerovnost ostie a druhd neostte.



kde i # j,i,7 € {1,2}.

UkazZeme sporem, Ze neexistuje Nashova rovnovdha, ve které by hra nekonéila okamzité. Predpoklddejme,
Ze hra konéi v okamzZiku t > 0 a je to hrac i, kdo odstoupi ze sporu. Pokud zdroven odstoupil ¢
hrdc j # i, pak si hrdc¢ i miZe polepsit tim, Ze ze sporu odstoup? o € pozdéji (a totéZ plati i pro
hrdce j). Pokud odstoup? jen hrdc i, pak si muZe polepsit tim, Ze odstoupi drive, ¢imZ sice stejné
neziskd danyj predmét, ale zvysi si uzitek proto, Ze bude cekat méné. Takze nemauze jit o Nashovu
rovnovdhau.

Piiklad 1.3 Ndsledujici situaci zapiste jako pozicéni hru dvou hrdcu s neuplnou informaci a na-
leznéte vsechny jeji Nashovu rovnovdhy v cCistych i smiSengch strategiich. Pruni hrdé obdrzi kartu,
kterd ma bud’'to ernou (kriZe, piky) nebo éervenou (srdce, kdry) barvu, se stejnou pravdépodobnosti.
Hrdc 2 nevidi barvu této karty. Proni hrdac¢ muze priznat, Ze je karta cervend a pak zaplati 100K¢
druhému hrdci. Alternativné muze turdit, Ze karta je ¢ernd. Druhy hrdc¢ pak muze tuto informaci
prigmout a zaplatit 100K¢ pronimu hrdcéi. Druhy hrdacé ale mizZe také trvat na tom, aby mu proni
hrdac kartu ukdzal. Pokud byla ¢ernd, pak musi prunimu hrdci zaplatit 400K¢. V opacném pripadé
od pruniho hrdce tyto penize dostane. Analyzujte rovnéz sekvencéné raciondlni rovnovdihy a WPBE.

Reseni 1.3 Hru popisuje ndsledujici strom:
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Priroda nejprve voli typ karty, kazdy typ s pravdépodobnosti 50 procent. Pokud je karta ¢ernd,
pak prongd hrdé ozndmi, Ze je éernd.? Pokud je karta éervend, pak to maiZe pruni hrdé priznat a
zaplatit 100K¢, nebo lhdt. Druhy hrd¢ muze chiit kartu vidét. Pokud zjisti, Ze prvni hrdé lhal,
dostane od néj 400K¢, jinak 400K¢ zaplati.

Pro Nashovu rovnovihu musime specifikovat strategie pruniho a druhého hrdcée. Protoze proni
hrdé must ozndmit éernd (B), pokud je karta cernd, stacéi zvaZovat jeho strategie v pripadé, Ze je
karta cervend. Strategie druhého hrdce specifikuji, zda bude vérit (V) nebo ne (N ). Mdme tedy
celkem 4 potencidlni kandiddty na rovnovdhu a postupné ovérime, zda muze jit o cistou NR:

o Strategicky profil (R,V ) netvor? Nashovu rovnovdhu, protoZe proni hrdc¢ si mize polepsit tim,
Ze by hral B.

o Strategicky profil (R, N ) netvori Nashovu rovnovdhu, protoZe pro druhého hrdce je lepsi vérit.
Kdykoliv totiz proni hrdc¢ zahraje B tak md opravdu éernou kartu. Kdyby hrdacé 2 veril, tak
by zaplatil jen 100K¢, ale takto, protoZe nevéri, zaplati 400K¢.

e Strategicky profil (B, N ) netvori Nashovu rovnovdhu. Pokud by pruni hrdc¢ zahrdl R kdyz md
éervenou kartu, tak by sice zaplatil 100K¢, ale to je lepsi (v priméru) nez 400K¢ protoze
druhy hrd¢ neveri.

o Strategicky profil (B,V ) netvori Nashovu rovnovihu, protoZe druhy hrdé prohraje 100Ké (s
jistotou), zatimco kdyby nevéril, tak by dosdhl 0.

Vidime, Ze neezistuje ¢istd NR. Ve smisenijch strategiich oznacime p pravdépodobnost, se kterou
proni hrdc¢ zahraje R kdyz md ¢ervenou kartu a q pravdépodobnost, Ze druhy hrdc¢ zahraje V. Volby
p, g museji mazimalizovat wZitky hrdcid, takze pro proniho hrdce3

mgxq(l — p)(100) — (1 — p)(1 — ¢)400 — p100

2Zadén{ nespecifikuje, ze by mohl oznamit, ze je ervend a jak by hra dopadla. Tuto moznost bylo mozné zakreslit
do obrazku a pak argumentovat, pro¢ neni nikdy optimalni ji hrét.

3Vsimnéte si, ze nasledujici rovnice popisuje jen tu &ast informaéniho stromu, kde se prvnf hra¢ rozhoduje. Tam,
kde se nerozhoduje, jeho rozhodnuti o ¢ neovliviiuje jeho vyhru.



Podminky prontho rddu (vzhledem k p) ddvaji g = %,

max 1 (a(1 ~ p)(~100) + (1~ p)(1 ~ g)(400)) + 5(~100g + (1 — g)(~400)

Podminky pruniho tddu ddvaji p = %
Smisend Nashova rovnovdha je tedy p = %, q= %
Nyni budeme resit WPBE. Ocekdvany viynos je —100 kdyz hraje vérit, protoze hrac¢ 2 vidy
zaplati 100K¢. 'V pripadé , Ze nevérs, vyhraje 400 kdyz je v levé cdstd informacéni mnoZiny (kdyz
prond hrdé md cervenou kartu) a prohraje —400 v pravé édsti informaéni mnoZiny. Ocekdvany

vynos z V' je vétsi neZ ocekdvany vynos N

—100 > 400r — 400(1 — r),

coZ vede na podminku r < %. Hra vidy vede do prislusné informacéni mnoziny, takie Bayesovo

pravidlo lze pouZit vidy. To znamend, Ze kdyzZ pruni hrdc¢ hraje B s pravdépodobnosti p kdyz md
éervenou kartu, tak ocekdvdni druhého hrdce musi byt (r = P(L|I) = %,P(RH) = ﬁ) Vv
pripadé, Ze r < %, druhy hrdaé preferuje ,vérit“, pokud je r > %, pak preferuje ,nevérit®. V
pripadé r = % je dangj hrd¢ indiferentni. Necht nejprve druhyj hrdc¢ hraje ,vérit“. Ziejmé pak proni
hrdé bude chtit hrdt R s co nejuétsi pravdépodobnosti (p = 1), takze nemiizZe jit o rovnovihu. Pokud
naopak druhy hrdac hraje ,nevérit®, pak proni hrdé chee hrat R. Ani zde nemize jit o rovnovdhu, jak
jsme diskutovali v ¢istyjch NR. Jedind moznost tedy je, Ze druhy hrdc¢ voli ndhodné mezi ,vérit* a
Sneverit“. Oznacéme q pravdépodobnost, zZe hraje ,vérit“. ProtoZe druhy hrdac¢ musi byt indiferentnt
mezi LVETItY a ,mevérit’, musi platit, Ze jeho ocekdvdni, Ze se nachdzi v levé édsti informacni
3
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mnoziny je r = 5. To znamend, Ze pruni hrd¢ musi hrat B s pravdépodobnosti p = . To je pro

néj optimdlni tehdy, kdyz
max ¢(1 — p)(100) — (1 — p)(1 — ¢)400 — p100
P

Podminka pruniho Tddu je identickd s podminkami pruniho Tddu pii vypoctiu smiSenych Na-
shovych rovnovdh a tak vyjde taktéz q = % Smisend Nashova rovnovdha je v tomto pripadé stejnd
jako WPBE s prislusnymi ocekdvdnimi (%7 g)

Pro vypocet sekvencni rovnovihy je dobré si vsimnout, Ze behaviordlni a smisené strategie jsou
v tomto pripadé identické a Bayesuv vzorec lze pouZit vidy.

Necht p je opét pravdépodobnost, Ze proni hrd¢ hraje R, q pravdépodobnost, Ze druhy hrdé
hraje V' a ocekdvdni jsou (r,1 —r). Aby druhy hrdc¢ mohl hrdt cisté smisenou strategii, musi byt
indiferentni mezi V. a N. Jeho ocekdvdni tak musi byt r = %, Hodnota p, kterd vede k tomuto
ocekavdni je % (pouZijte Bayesovo pravidlo pro odvozeni) a optimdini strategie druhého hrdce pak
must byt q = % Drive odvozend smiSend strategie je tak, spolecné s ocekdvdnim x = %, tvori
sekvencné raciondlni rovnovihu i WPBE.

To, ze WPBE a sekvencéni rovnovdhy jsou identické je zde zpisobeno tim, Ze hra se vidy dostane

do prislusné informacéni mnoziny.
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Priklad 1.4 Ve mésté X jsou dva tiymy v nejuyssi fotbalové lize, oznacené A a B. Listek na zdpas
tymu A stoji Pa, a Pg pro tym B. Pri téchto cendch je mnoZstvi prodangch listki na zdpasy na
hiisti tymu A roven 21 — 2P4 + Pg a 21 — 2Pg + P4 pro tym B. Interpretujte znaménka u cen v
poptdvkovijch funkcich. Naleznéte Nashovu rovnovdhu v cendch.

Reseni 1.4 Znaménka urcuji, jak poptdvka reaguje na ndrist cen. Zdrazeni zdpasi na stadionu
daného tymu vede k poklesu prodanych listki na daném stadionu, ale vede k mdristu poctu pro-
danych listku na stadionu druhého tymu. Takové situaci Tikdme, Ze jde o substituty. Jde ale o
substituty nedokonalé, protoze ruzné ceny nevedou na nulovou poptavku statku (zde listki) s nizsi
cenou.

Nashovu rovnovdhu v cendch zjistime tak, Ze budeme uvaZovat maximalizacni problém kazZdého
hrdce, za podminky Ze cena listku na stadionu druhého hrdace je fixni.

Tedy Tesime problémy

H}Dax(21 —2Ps + Pp)Pa (1)

A

nlljax(Ql —2Pp + P4)Pp (2)
B



Podminky pruniho tddu jsou pak

21 —4P4 + P =0 (3)
21 —4Pg + P4 =0 (4)

Odectenim téchto podminek ziskime Py = Pp a zpétngm dosazenim do libovolné znich pak
P, =7 = Pg. Toto je Nashova rovnovdha v cendch.*

Piiklad 1.5 Predpoklddejte, Ze k vijrobé jedné jednotky mosazi je potreba jedna jednotka médi a
jedna jednotka zinku. Trh vyrdabéjici mosaz je dokonale konkurencni a vyroba smési nic nestoji,
takze cena mosazi je rovna souctu cen médi a zinku. Na trhu médi existuje jeding virobce (monopol)
s nulovymi vyrobnimi ndklady a totéz plati i pro zinek. Poptdvka po mosazi je ¢ = 900 — 2p, kde ¢
je poptdvané mnoZstvi mosazi pri jeji cenné p. Pro méd a zinek neexistuje Zddné jiné vyuZiti nez
pro vyrobu mosazi. Oba vyrobci voli cenu. Naleznéte Nashovu rovnovdhu jejich strategiich.

Reseni 1.5 Oznacme cenu jednotky médi p,, a cenu jednotky zinku p.. Protoe trh s mosazi je
dokonale konkurencnd a jediné vyrobni ndklady jsou porizovact ndklady vstupnich surovin (jednotky
médi a zinku), plati, Ze p = pp,+p.. Mazimalizugici chovdni kazdého dodavatele pak vede na resentd
téchto problémi

ngaxpm(QOO - 2(pm +pz)) (5)
H}lgasz(900 = 2(pm +p2)) (6)

Problém je opét zcela symetricky, takZe intuitivné ocekdvdme symetrické teSeni. Skutecéné,
podminky prvniho Tddu vedou na p,, = p, a zpétnym dosazenim dostaneme p,, = p, = 150.

4Formalné je potieba ovéfit, ze skuteéné jde o maximum. To je zde trividlni.



