Linearni a adaptivni zpracovani dat

5. Linearni filtrace: Z-transformace, stabilita
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Co nas c¢eka jesté v Biog40

P5: linearni filtrace, linearni ¢asové invariantni, kauzalni filtry, impulzova odezva,
FIR, lIR. Z-transformace, prenosova funkce vs. frekvencni charakteristika. Nuly, poly.
Stabilita.

P6: linearni filtrace — pokracovani. Zminka o ¢asovych radach — AR, MA, ARMA —
prekryvy s lIR, FIR.

P7: odhad signalu v Sumu, zprdmérovani. SNR

P8: odhad signalu v Sumu — pokracovani / procvicovani

P9: adaptivni filtry a identifikace. Obecné schéma adapt. Filtru. LMS, RLS.
P10: linearni predikce pomoci LMS

P11: adaptivni filtrace / linearni predikce — pokracovani / procvicovani

P12: ¢asové-frekvencni a vinkova analyza.
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Linearni filtrace obecné

Filtrace=........... 2 erernnnns
- viz 3. prednaska o LTI systémech a jejich popisu ve frekvencni oblasti
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Linearni filtrace obecné

Filtrace = zpracovani slouzici k vybéru jistych slozek ze smési vice signdll a k
potlaceni slozek jinych.

Slozky signadlu=............ 2
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Linearni filtrace obecné

Filtrace = zpracovani slouzici k vybéru jistych slozek ze smési vice signdll a k
potlaceni slozek jinych.

Slozky signalu = harmonické komponenty ve frekvencni oblasti, jejichz amplitudy
a faze se s filtraci pozméni.

|

Jak vystihujeme tuto zménu?
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Linearni filtrace obecné

Filtrace = zpracovani slouzici k vybéru jistych slozek ze smési vice signdll a k
potlaceni slozek jinych.

Slozky signalu = harmonické komponenty ve frekvencni oblasti, jejichz amplitudy
a faze se s filtraci pozméni.

|

Jak vystihujeme tuto zménu?

dvéma frekvencénimi charakteristikami:
« amplitudovou

e g fazovou.
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Linearni filtrace obecné

Filtrace = zpracovani slouzici k vybéru jistych slozek ze smési vice signdll a k
potlaceni slozek jinych.

Slozky signalu = harmonické komponenty ve frekvencni oblasti, jejichz amplitudy
a faze se s filtraci pozméni.

|

Jak vystihujeme tuto zménu?

dvéma frekvencénimi charakteristikami:
« amplitudovou

e g fazovou.

Vv

Ceho?  Filtru.
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Linearni filtrace obecné

Filtr=........... 2 ereerennenes

© Institute of Biostatistics and Analyses



Linearni filtrace obecné

Filtr = systém nebo algoritmus (program), ktery méni pozadovanym zplsobem
spektrum vstupniho signalu.

Priklady aplikace: potlaceni rusivych vlivi, frekvenéni analyza

Popis filtru: frekvencni charakteristika H(f), impulsni charakteristika h(n), diferen¢ni
rovnice (definice), prenosova funkce H(z).

| [ D e vzhledem k diskrétnimu charakteru signald.
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Linearni filtrace obecné

Filtr = systém nebo algoritmus (program), ktery méni pozadovanym zplsobem
spektrum vstupniho signalu.

Priklady aplikace: potlaceni rusivych vlivi, frekvenéni analyza

Popis filtru: frekvencni charakteristika H(f), impulsni charakteristika h(n), diferen¢ni
rovnice (definice), prenosova funkce H(z).

\
je periodicka vzhledem k diskrétnimu charakteru signalu.

s periodou ..?7.. v pripadé frekvence, ...?. v pripadé normované frekvence,
..7..v pripadé kmitoCtu a ...7. v pfipadé normovaného kmitoctu.
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Linearni filtrace obecné

Filtr = systém nebo algoritmus (program), ktery méni pozadovanym zplsobem
spektrum vstupniho signalu.

Priklady aplikace: potlaceni rusivych vlivi, frekvenéni analyza

Popis filtru: frekvencni charakteristika H(f), impulsni charakteristika h(n), diferen¢ni
rovnice (definice), prenosova funkce H(z).

\
je periodicka vzhledem k diskrétnimu charakteru signalu.

|

s periodou: 1/T_ v pfipadé frekvence, 1 v pfipadé normované frekvence,
21t/ T.v pfipadé kmitoctu a 27 v pfipadé normovaného kmitoctu.
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Z transformace

Transformace Z je dulezity nastroj pro reprezentaci a manipulaci s diskrétnimi
posloupnostmi. MUzZeme ji povaZovat za zevSeobecnéni Fourierovy transformace pro
diskrétni soustavy a signaly.

(2]

Z{xn} = X(z) = Zx”.z_”

ﬁ':—DO
* z je komplexni proménna.

* nejCastéji uvazujeme jednostrannou transformaci: sumace od n=0.
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Z transformace

Transformace Z je dulezity nastroj pro reprezentaci a manipulaci s diskrétnimi
posloupnostmi. MUzZeme ji povaZovat za zevSeobecnéni Fourierovy transformace pro
diskrétni soustavy a signaly.

(2]

Z{xn} = X(z) = Zx”.z_”

ﬁ':—DO
* z je komplexni proménna.

* nejCastéji uvazujeme jednostrannou transformaci: sumace od n=0.

z v polarnich souradnicich: z=r. el®;
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Z transformace

Transformace Z je dulezity nastroj pro reprezentaci a manipulaci s diskrétnimi
posloupnostmi. MUzZeme ji povaZovat za zevSeobecnéni Fourierovy transformace pro
diskrétni soustavy a signaly.

(2]

Z{xn} = X(z) = Zx”.z_”

ﬁ':—DO
* z je komplexni proménna.

* nejCastéji uvazujeme jednostrannou transformaci: sumace od n=0.

z v polarnich souradnicich: z=r. el®;

X(r.e™) = ixn [re " = . I

H==00
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Z transformace

Transformace Z je dulezity nastroj pro reprezentaci a manipulaci s diskrétnimi
posloupnostmi. MUzZeme ji povaZovat za zevSeobecnéni Fourierovy transformace pro
diskrétni soustavy a signaly.

(2]

Z{xn} = X(z) = Zx”.z_”

ﬁ':—DO
* z je komplexni proménna.

* nejCastéji uvazujeme jednostrannou transformaci: sumace od n=0.

z v polarnich souradnicich: z=r. el®;

X(r.e")= 2 x, [r.e|" = D, s e

l=—0c2 Jl=—0oo
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‘ Z transformace

Transformace Z je dulezity nastroj pro reprezentaci a manipulaci s diskrétnimi
posloupnostmi. MUzZeme ji povaZovat za zevSeobecnéni Fourierovy transformace pro
diskrétni soustavy a signaly.

Z{xn} = X(z) = ixn.z_”

n:—c{:
‘wT ‘ol |77 - — jnwT
X(r.e’F )= an.[r.ej ] = Zxﬂr te
H=—00 H=—00
Pro r=1 plati, Zze ......cc.......... e
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‘ Z transformace

Transformace Z je dulezity nastroj pro reprezentaci a manipulaci s diskrétnimi
posloupnostmi. MUzZeme ji povaZovat za zevSeobecnéni Fourierovy transformace pro
diskrétni soustavy a signaly.

Z{xn} = X(z) = ixn.z_”

n:—c{:

. T - T —H _ g T
X(r.e’") = an.[r.ejm | = Zxﬂr Te

H=—00 H=—00

Pro r=1 plati, Ze Z transformace na jednotkové kruznici |z|=1
je shodna s Fourierovou transformaci DTFT.
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Z transformace - priklady

Jednotkovy impuls: {1,0,0,...}

X, =0, X(z)=1

Jednotkovy skok: {1,1,1,...}

— 1
= XZ = Z_n =
JI{n I”’n ( ) ; 1_Z—1
Exponencialni signal:
- |
X, =¢" Xz)=) 'z =——7
" (z) gﬂ ——

pron=20ax, =0pron<0
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Z transformace — defini¢ni obor

ROC — Region Of Convergence
— vySetfuje se polomér konvergence mocninnych rad v X(z).

ROC = {z =7re’  Kde Z |z [n]r " < oo}

n=—moo

ROC zahrnuje vSechna komplexni Cisla, pro néz je fada absolutné sumovatelna.
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Z transformace — defini¢ni obor

ROC — Region Of Convergence
— vysetruje se polomér konvergence mocninnych rad v X(z).

Priklad:

1I
1=b

z[n] =b", b>0
x[n]=b'" x[n]=b!"
O<b<=1

i D

zn| =b"uln| + b "ul—n —1]

o 1
b uln)] « = |z| > b

» 1 |
b~ "ul-n — 1] «— sy 2| < 5
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Z transformace — defini¢ni obor

ROC - Region Of Convergence
— vysetruje se polomér konvergence mocninnych rad v X(z).

fiklad:
e z[n] =b", b>0

zn] = b"uln] + b "ul-—n — 1]

1
b"uln| < zl>b
] 1—bz 1’ g
—1 1
[—ﬂ—l] e lz—l" | | { _
Eane -

right-sided left-sided B
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Z transformace — defini¢ni obor

ROC - Region Of Convergence
— vysetruje se polomér konvergence mocninnych rad v X(z).

fiklad:
S z[n] =b", b>0

zn] = b"uln] + b "ul-—n — 1]

1

b"uln| «— zl >b
n] — ——, I
—1 1
b "u[—n — 1] «—— z| < —
| | 1—b 1zl & b
z-plane z-plane
Re Re
right-sided left-sided two-sided
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Z transformace — defini¢ni obor

ROC - Region Of Convergence
— vysetruje se polomér konvergence mocninnych rad v X(z).

fiklad:
e z[n] =b", b>0

1 —1 1
X(2) = 1—bz! " L—b1lz-t 7 b<lzl < b
Im
Unit circle
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Z transformace - vlastnosti

[
Linearita: Z(ax, +by,) = aX(z) +b.Y(z)
Posun: Z(x,,.) = z*.X(z)
Utlum: Z(a'“.xn) =X(a™.2)

omotce: 73, 1=7) 3 b= 3| e == Se [ S |

p=—eo j=—00

Subst: m=n-i
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Z transformace - vlastnosti

2] ———  h[n]  |———y[n] = z[n] x h[n]

1
z
N z—a
X(z) = z—a, z#x

1 ROC...vSechna z

e
Il

, |z] >a

~

—_—
&1

R
I

H(z) = Z hin|z™"

n=—oC

PRENOSOVA (SYSTEMOVA) FUNKCE
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L Z transformace — prenosova funkce

Bi0440

2] ———  h[n]  |———y[n] = z[n] x h[n]

H(z)= ;’(((Z)) =7{h | = ihn.z_”

pro Z=¢ plati, Ze H(z) = P
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Z transformace — prenosova funkce

x[n] ———  hln] ———y[n] = x[n| x hin|

¥z
H(z) - =7{h | = Zh z7

pro Z=¢ plati, ze H(z) = H(j w)

Pfenosova (systémovad) funkce vyjadiuje na jednotkové kruznici
| z| =1 kmitoctovou charakteristiku diskrétni soustavy.
Viz popis vztahu Z transformace a Fourierovy transformace.
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Z transformace — prenosova funkce

Prenosova (systémova) funkce vyjadruje na jednotkové kruznici
| z| =1 kmitoctovou charakteristiku diskrétni soustavy.
Viz popis vztahu Z transformace a Fourierovy transformace.

it
O b I o DD

-20 -15 -10 -5 0 5 10 15




Z transformace — prenosova funkce

H(z) vyjadrena pomoci racionalné lomené funkce:

¥(2) ZaI z™ A.H(l—z z_l)
H(Z) = = i=0 = i=1 ’ A=C70/b0.
X(Z) L _ L
;ﬂ,b} z" 1_:1[(1_?: z_l)
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Z transformace — prenosova funkce

H(z) vyjadrena pomoci racionalné lomené funkce:

¥(2) ZaI z™ A.H(l—z z_l)
H(Z) = = i=0 = i=1 ’ A=C70/b0.
X(Z) L _ L
;ﬂ,b} z" 1_:1[(1_?: z_l)

z; jsou NULY racionalné lomené funkce

p; jsou POLY racionalné lomené funkce
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Z transformace — prenosova funkce

H(z) vyjadrena pomoci racionalné lomené funkce:

¥(2) ZaI z™ A.H(l—z z_l)
H(Z) = = i=0 = i=1 ’ A=ao/b0.
X(Z) L _ L
;ﬂ,b} z" 1_:1[(1_?: z_l)

z; jsou NULY racionalné lomené funkce

p; jsou POLY racionalné lomené funkce

M

A.H(l —z,.e7T)
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Z transformace — prenosova funkce

H(z) vyjadrena pomoci racionalné lomené funkce:

e g‘af.z_" _ A.lj(l—zi.z_l)

H(z) = == = L' , A=a,/b,.
X(Z) be'z_f H(l _p:"Z—l)
i=0 i=1
z; jsou NULY racionalné lomené funkce
p; jsou POLY racionalné lomené funkce
M M
A1z e77) [T(e" -z,
H(ja}) _ H(Ejmf) _ Lizl _ A_Ejm[L—M}_T_ z';l
(1_pi-€—jml") H(Eimr —pi)
i=1 i=1
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Z transformace — prenosova funkce

» M

) A.H(l—zj_g—iﬁ"?) ) [T =)
[101-p.e7) TI(e - p,)

= i=1

[1f(e"-=)

‘H(j(ﬁ) =|A|-1- Tl = |4]. n.ny.....Nny
H‘(ejmr_pi)‘ Flye o By
i=1
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Z transformace — prenosova funkce

A.ﬁ(l—zf.e‘j‘”) ﬁ(e""” )

H(j&)) = H(g-"‘”r) — =1 _ 4 e_,rm{l'. M) T _i=l

[1(-p, ) [T - p)

i=1 i=1

M
[Tl -z)
-y i=1 _ NNy My,
H{jo) =]415 = ). S

n — vzdalenosti mezi bodem T na jednotkové kruznici a NULAMI prenosové funkce.
r — vzdalenosti mezi bodem ®T na kruZnici a POLY pfenosové funkce.
|A| — zesileni systému
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Z transformace — prenosova funkce

n — vzdalenosti mezi bodem T na jednotkové kruznici a NULAMI prenosové funkce.
r —vzdalenosti mezi bodem T na kruznici a POLY pfenosové funkce.

M
H ‘(ejmr — I )
:=1 . H] . Hz = & E ”M

H(jow) =41~ = M

S
H(e‘fm:r— ) -1h.....r;
Pi
i=1
/|
g
i E: real
z plane dy
P2
Bi0440 © Institute of Biostatistics and Analyses
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Z transformace — prenosova funkce

M M

. A.H(l—zf.e‘""‘”) . H(e""‘” —zz.)
[1(-p.e") Tl -p)

i=1 i=1

M L
arg H( jow) = Zarg(ej‘”r —zz.)—Zarg(ej‘”T —pj)+argA +(L-M).o.T
i=1 i=1
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Stabilita diskrétniho systému

=

B Bi0440

Stabilita=................ 2 e
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Stabilita diskrétniho systému

Stabilita = tendence systému reagovat primérené na trvajici podnét a po
jeho zaniku se vracet do vychoziho stavu.

BIBO: bounded input -> bounded output

Kritérium v ¢asové oblasti:

D ine—co [n]| <00

NnN=—og

Kritérium v obrazové oblasti:

Linearni diskrétni systém (jehoZz obrazovy prenos je racionalni lomena
funkce) je stabilni tehdy a jen tehdy, kdyZ vSechny pdly p; jeho obrazového
pfenosu leZi uvnitf jednotkové kruznice, p; <1, Vi.
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Zpétna Z transformace

Bi0440

X = % _ i X(z).z"7'dz

- jen pro doplnéni, bez odvozeni.
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Z-transformace — priklady vyuziti

* z-Transform method for deconvolution as applied to the renogram.

 Application of the chirp z-transform to MRI data.

 Use of the z-transform to investigate nanopulse penetration of biological matter.
* Image reconstruction from zeros of the z-transform.

* Modelling of anaerobic digestion in a fluidised bed with a view to control.

Neplést si
z-transform
s
z-score transform !
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5. cviceni

1. Impulsni charakteristika diskrétniho systému ma tvar: h[n]=0.5"u[n].
Urcete prenosovou funkci systému a ovérte, zda je systém stabilni.

2. Impulsni charakteristika diskrétniho systému ma tvar: h[n]=1.5"u[n].
Urcete prenosovou funkci systému a ovérte, zda je systém stabilni.

3. Je dan systém s prenosovou funkci H(z)=K z+1 :K[1+:‘1)

-
=

Nakreslete rozloZzeni nulovych bod( a pélu.
Odhadnéte amplitudovou frekvencni charakteristiku.
Zjistéte diferencni rovnici systému.

Zjistéte impulsni charakteristiku systému.

Na zaveér vSe ovérte v MATLABuU (fvtool, freqz).
O jaky filtr jde (HP, DP, PP) ?

a W
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5. cviceni

Geometricka rada n
Lag”

Soucet Elend geometrické posloupnosti je oznacovan jako geometricka fada.

Souéet geometrické Tady je dan jako limita posloupnosti n-tych éasteénych souétl. Plati tedy

. q" ar
lim s, = lim % +]jmu_}]jm5ﬂ: 1—q pro g <1
noeo o mmeol—g o mmeo g =1 mmee +oo, pro [q 21

Geometricka fada tedy konverguje pouze tehdy, je-li absolutni hodnota kvocientu ¢ men3i nez 1.
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5. cviceni

1), 2)

Pro exp. signal je Z transf. definovana:

Xz)=) c'z7" =——
(2) ; l—cz™
1
X{E) — 1 — 0521 Jediny pdl < 1, tedy stabilni.

PS4l nema imaginarni Cast.
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5. cviceni

z+1

H(z)=K==K(1+:7)

) /PFenos na nulovém kmitoétu H(EID)Z K(1+E_-f“)= 2K
Re(z)
Chceme-li H(E"'u)z 1 = K=05

0.5(1+=7)=2 (=) Y(z)=05X(z)+ 057X (z)

X(z) |
Odhad frekvenéni charakteristiky y(n) ~0 5x(n)+{] Sx(n—l)
[H(ffvz)]
l,n’ji ?""-nan I .;,O Impulsni charakteristika

S h(n) = {0,5; 0.5} = {h(0); h(1)}
| Fy | i
0 1/4 172 34 1
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