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FORMALNI (MATEMATICKY)
POPIS SYSTEMU

Matematické prostfedky se ruzni podle:

¥ typu Casove zakladny (spojité, diskrétni, nezavislé
na ¢asovém meéritku);

v charakteru proménnych (spojité, diskrétni,
logické);

v determinovanosti proménnych a parametru
(deterministické, nedeterministické -
pravdépodobnostni, fuzzy,...);

v vztahu k okoli (autonomni, neautonomni);

¥ promennosti parametrﬁ (linearni, nelinearni,
¢asoveé proménné);

v vztahu k minulosti (bez paméti, s paméti);
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TECHNICKY & BIOLOGICKY
SYSTEM

zakladnimi vlastnostmi biologickych systému jsou:

v prirozenost (zpravidla nejsou vytvoreny clovékem);

v veliky rozmeér (velky pocCet stavovych proménnych
a ne vzdy je presne znam);

v slozitd hierarchicka struktura;

¥ vyznamna interakce na vsech Urovnich jejich
struktury (Casto casove promenna);

v velké rozdily mezi jednotlivymi realizacemi (jedinci)
— rozptyl uvnitr populace - interindividualni
variabilita;

v velké rozdlly v chovani jednotlivych realizaci
(jedincu) v ¢ase - intraindividudini variabilita;



Ry

TECHNICKY & BIOLOGICKY
SYSTEM

zdkladnimi vlastnostmi biologickych systému jsou i:

¥ nestacionarita a neergodicita nedeterministickeho
chovani;

v predpoklady o linearité predstavuji velice hrubou a
omezenou aproximaci;

¥ vyznamné omezeni poctu experimentd
opakovatelnych za dostatecne srovnatelnych
podminek;

¥ vyznamné omezeni experimentu z hlediska
prevence skod;

v experimenty na JedInCICh ruzneho typu (Clovek x
zvifata) mohou pfinadset ruzné vysledky jak z
hlediska kvality, tak kvantity



VNEJSI VSTUPNI/VYSTUPNI POPIS

predpokladejme konstantni parametry prvku R, L, C obvodu
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R “‘“elIIcv» o

Ug () +u (1) +uc(t) = uy(t)




VNEJSI VSTUPNI/VYSTUPNI POPIS

. du di di
L=i.=i =C.—% a u =L.—Lt=L-—-%
§ - ° dt - dt dt
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VNEJSI VSTUPNI/VYSTUPNI POPIS

Po zaméné poradi ¢lenu na levé strané a po dosazeni za
proud i, a jeho derivaci ze vztahu mezi proudem a napétim

na kapacité je
LCu."(t)+RCu."(t) +u.(t) = u,(t)

a protoze napeti na kapacité je soucasne i vystupnim

napetim, tj. u-(t) = u,(t) Ize psat matematicky vztah mezi

vystupnim u, (t) a vstupnim u,(t) napétim obvodu .
s L e

. S
LCu,"(t)+RCu,'(t) +u,(t) =u,(t
(1) +RCU,' (1) + U (1) 1()1“ =
Vztah mezi vstupem a vystupem +™ °1‘I-cl'~ 2
-0

— jedna z forem vnéjSiho popisu ©-



VNEJSI VSTUPNI/VYSTUPNI POPIS

obecneg, spojity systém n-tého radu popisuje
diferencialni rovnice n-tého radu

b,y™ + b,y + .+ byy = a,,x(M + a__,x(M1) 4
.+ agX

ktera je, za predpokladu ze parametry a,, a,.¢, ...,
ay, by, by, ..., by jsou konstantni, linearni;

prakticky nelze realizovat takové systémy, jejichz
vystupni signal by byl presné iumerny derivacim
vstupniho signalu, proto musi platit m < n;



LINEARITA

Systém je linearni, plati-li pro neéj princip
superpozice

Je-li y=f(x) prevodni funkce systéemu, pak pro
linearni systém musi platit

1) f(xy) + f(X3) = f(Xy + X3);
2) c.f(x) = f(c.x), ¢ = konst.



LINEARITA

A to je jen tehdy, je-li
y=Kk.x, kde k = konst. y=k.x

1) k.x; + kX, = k(X + X5)
2) c.k.x = k.c.x

© Institut biostatistiky a analyz [77-aho K



Ry

LINEARITA

A neplati to ani, kdyz

y=Kk.Xx-q, kde k,q = konst,,
protoze

1) (k.x4-q)+ (k.x5-q) #
K.(X;+X5)-q

2) c.(k.x-g) # (k.c.x-q)




LAPLACEOVA TRANSFORMACE

DEFINICNI VZTAH

F(p) = Tf(t).e‘ptdt

kde p = 0+jw.
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LAPLACEOVA TRANSFORMACE

DEFINICNI VZTAH

F(p) = Tf(t).e‘ptdt

kde p = 0+jw.

Pamatujeme si jesté definicni vztah
Fourierovy transformace?



Ry

LAPLACEOVA TRANSFORMACE

DEFINICNI VZTAH

F(p) = Tf(t).e‘ptdt

kde p = 0+jw.

Pamatujeme si jesté definicni vztah
Fourierovy transformace?

F(jo) = Tf(t).e""”tdt



LAPLACEOVA TRANSFORMACE

VLASTNOSTI

spousta Uzasnych vlastnosti ekvivalentnich
vlastnostem Fourierovy transformace, navic i néco
co se neuveéritelné hodi pro reseni diferencialnich
rovnic (prevadi diferencialni rovnice na mocninné
algebraickeé)

Laplactv obraz derivace:
f'(t) ~ p.F(p) - f(0)
fin(t) ~ p".F(p) - p"1f(0) — p"2f'(0) - ... - f(n-1)(0)



PRENOSOVA FUNKCE

LCu,"" (t) + RCu,'(t) + u,(t) = u,(t)

Vyjadfeme nyni tuto rovnici pomoci Laplacovych obrazu
obou veliCin. Za predpokladu nulovych pocatecnich
podminek pro Laplacuv obraz n-té derivace funkce y(t) plati

y"(t) =p"Y(p)+0
Do dosazeni dostavame

LC.p°U,(p) +RC.pU,(p) +U,(p) = U,(p)
(LCp® +RCp+1).U,(p) =U,(p)



PRENOSOVA FUNKCE

Pro pomér obrazu vystupni a vstupni veli€iny muzeme psat

U,(p) 1 1 1

U,(p) _LC.p2+RC.p+1_LC'pz+Bp+i
L~ LC

F(p) =

Takto definovanou funkci za nulovych pocCatecCnich
podminek (!!!) nazyvame obrazovou (operatorovou)
prenosovou funkci daného systému.



PRENOSOVA FUNKCE

pro obecnou diferencialni rovnici n-tého radu

b,y(™ + b,y + . + byy =
= a XM + a__x(M + 4+ ax,

ma prenosova funkce linearniho systému za
predpokladu nulovych pocatecnich podminek tvar

Y(p) ap"+a, P +a, ,p " +...+ap+a,

F .
(P) X(P) bp"+b . .p"t+b _p"+...+bp+Db,




PRENOSOVA FUNKCE

polynom ve jmenovateli prenosove funkce

bp"+b_p" " +b _,p"?+...+bp+Db,

nazyvame charakteristickym polynomem
systému a rovnici

bp"+b . p"+b _,p"+...+bp+b, =0



PRENOSOVA FUNKCE

resenim charakteristické rovnice
bp"+b_.p""+b _,p"+...+bp+b, =0
resp.

p"+b' . _ p T+ Lp "+, +b p+b,=0

dostaneme n jejich kofenu p;, i=1,...,n.



PRENOSOVA FUNKCE

Podobné muzeme urdit i kofeny z;, j=1,...,m
rovnice, ktera vznikne polozenim polynomu
v Citateli prenosoveé funkce rovno nule, tj.

ap"+a _.p"t+a_,p"C+...+ap+a,=0

Koreny p; i z; mohou byt obecne realné i
komplexni; za pFed bokladu, ze koeficienty
D;, resp. a; jsou realne, pak koreny p; i z,
jsou-li komplexm jsou komplexné
sdruzene.




PRENOSOVA FUNKCE

Pomoci hodnot korenu z; a p; muzeme psat prenosovou
funkci ve tvaru

Fp) =) _ (P=2)-(P=2,).... (P=2Zy)
Xp) " (P-p)(P-P,)- - (P—P,)

Koreny z; nazyvame nulove body prenosove funkce a
koreny p; poly prenosove funkce F(p)



FREKVENCNiIi CHARAKTERISTIKA

¥ proménna p ma obecné komplexni charakter a
tedy nabyva tvaru .
Pp=o0+Jo,
kde o je koeficient tlumeni a ® = 2=f je kruhova
frekvence
v predpokladejme, ze koeficient tlumeni
c =0,
pak po dosazeni za p v operatoroveé prenosove
funkci dostavame

F(jo) = o = Fja) e

coz nazyvame frekvencni prenosovou funkci
systemu



FREKVENCNiIi CHARAKTERISTIKA

v frekvencni charakteristika je graficke
vyjadreni frekvencni prenosoveé funkce
systeému (geometrické misto koncovych
bodu vektoru pfenosu pro frekvence,
prakticky pouze v intervalu 0 £ ® < x)



FREKVENCNiIi CHARAKTERISTIKA

v frekvencni charakteristiky vyjadrujeme
zpravidla dvéma zpusoby:
frekvencni charakteristika v komplexni roviné
F(jo) = Re [F(jo)] + j.Im [F(jo)]

modulova (amplitudova) a fazova frekvencni
charakteristika

F(jo) = [F(jo)|.e()



FREKVENCNI CHARAKTERISTIKA
V KOMPLEXNI ROVINE

v tomto pripade kreslime - "
frekvencni charakteristiku jul ORI
nejéast&ji v komplexni T ?

roviné s osami, na ktere

vynasime realnou a

Imaginarni slozku prenosu,
frekvencni vilastnosti
systemu vyjadruje krivka v

o~
—ee
‘ (X
v
8

komplexni rovine, jejimz |
parametrem je kruhova r "

frekvence o | ole=s




MODULOVA A FAZOVA FREKVENCNI
CHARAKTERISTIKA

¥ vlastnosti systému urcuji dveé funkce - zavislost
modulu prenosu na frekvenci a zavislost faze na
frekvenci;
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MODULOVA A FAZOVA FREKVENCNI
CHARAKTERISTIKA

v v nekterych pripadech se vyuziva pro znazornéni
techto charakteristik logaritmické meéritko -
amplitudu pak vyjadrujeme v decibelech

|IF(Jo)l4s = 20.10g [F(jo)]
Tento zpusob popisu je vyhodny v pfipadech, kdy
je prenosova funkce systému urcena soucinem
dilCich prenosovych funkci

F(jo) = F1(jo). F3(jo). ... . F(jo);
pak plati
[F(jo)|.e*) = |F,(jo)|. |F(jo)|... |F(jo)|.elle;* e -t



MODULOVA A FAZOVA FREKVENCNI
CHARAKTERISTIKA
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VSTUPNI/VYSTUPNi POPIS NELINEARNIHO
SYSTEMU

nyni predpokladejme, ze kapacita C zavisi na napéti na
kondenzatoru

4 R L e

lu,‘ Ut ucl CL;‘" lu,_
o 1T

Ug (£) + U (B) + uc (1) = uy(t)

U~ = 1 |
© Cup) Y

1 t
cdt @ i = [u.dr



VSTUPNI/VYSTUPNI POPIS NELINEARNIHO

SYSTEMU
di di 1
u =L—‘t=L— atedy i ==u
T dt Yy ohE
a tedy i Ri, +Li', +u; =u,

Pak se ponékud komplikuje urcCeni i, = i ze vztahu




VSTUPNI/VYSTUPNi POPIS NELINEARNIHO
SYSTEMU

Plati, ze
{

j icdt =C(Ug) Ug

—00

Potom pro I plati

Ic = [C(uc).uc]': C'(uc)Ucue +C(us)U'e

Pro jednoduchost, necht je C(u,) = k.u, a tedy C'(u,) = k;
pak

, =l =kU'cU:; +kuc.U'- =2Kku-.U'-
I =i'c = [2kucu'c =2k (U U c+uc e ) =2k (U'e F + 2kuc.u''



VSTUPNI/VYSTUPNi POPIS NELINEARNIHO
SYSTEMU

A po dosazeni dostavame
2k RUc.U' e +2kL(U'c ) + 2k Lug U e +Ug = U,
Protoze C(uc) = K.us, muzeme psat

2R.C(uc)U'-+2L.C' (U ) U'c U +2L.C(Uc ) U c+Up = Uy
2L.C(uc) U +(2R.C(Ug) + 2L.C'(Ug) U'c W' e +U = U,

A tedy obecné

Dn(®)-y™ + by (o). YD + .+ bg(e).y =
=a,(e). XM+ a_ (o).XMD+  +a,(e).X



VSTUPNI/VYSTUPNi POPIS NELINEARNIHO
SYSTEMU

D,(¢).y™ + b 1(e).y" D + ..+ by(e).y =
= am(-).x(m) + am_l(-).x(m'l) + ..+ ao(o).x

() znamena zavislost na urcité (dané, zvolené) promenné
popisujici chovani systému — jeji prubéh, ale obecné zavisi
na vstupnim signalu

(1)Vlastnosti nelinearniho systému nezavisi jen na
systému sameém, nybrz i na jeho vstupu (buzeni)
(2) Laplacovu transformaci soucinu funkce a derivace
promenné lze pocitat (zda-li) jen pro konkrétni
pripad a tedy nelze obecné stanovit tvar
operatorové prenosoveé funkce nelinearniho systemu




