Fyzika zakladniho kurzu I
(hypertextove)

vénovano vsem, ktefl maji zadjem o fyziku a jeji radostné studium

kolektiv UFI FSI

hypertextova verze vychazejici z prepracovanych skript Fyzika I a Fyzika II,
autort: Santavy, Liska a Peska

Copyright © 2005, UFI FSI VUT v Brné



Odkazy jsou v textu oznaceny modrie a kliknutim ,,odskocite* na prislusnou rovnici, obrazek,
apod. Pokud se chcete v textu vratit zpét, pouzijte klavesové zkratky Alt+Sipka vlevo nebo menu
Zobrazeni-Jit na-Pfedchazejici zobrazeni (nebo ikonku g ), pro dopiedny pohyb Alt+Sipka

vpravo () ).
Ve vyznamnych mistech oznaceny symboly:

odkazy na odpovidajici ¢asti v knize [1] ve formatu: HRW kapitola, strana.
odkazy do textti Vybrané kapitoly z fyziky a Fyzika 2.

video nebo animace

simula¢ni program

dokumentace k programu

interaktivni priklad

pocetni priklad

interaktivni test

L LD wWwRE D

Dalsi texty a pomticky ke studiu fyziky naleznete na http://physics.fme.vutbr.cz.


http://physics.fme.vutbr.cz

Obsah

1 Uvod do fyziky

1.1 Obsah a metoda fyziky . . . . . . . . . . L
1.1.1  Jak fyzika studuje svet? . . . . . . ..o L

1.1.2  Jak fyzika poznava svet? . . . . . . ... oL

1.2 Fyzikdlni pojmy a veli¢iny . . . . . . . . . . ...
1.2.1 Fyzikdlni pojmy . . . . . . . . .

1.2.2  Fyzikdlni veli¢iny . . . . . . . . . . .. e

1.2.3 Mezinarodni soustava jednotek SI . . . . . .. ... oo
1.2.3.1 Vedlejsi jednotky zakladnich veli¢in . . . ... ... ... ....

1.3 Skalarni a vektorové fyzikalni veli¢iny . . . . . ... ... ... ... ...
1.3.1 Vztazné soustavy, soustavy soutadnic . . . . . ... ... ... ... ...
1.3.2 Hlavni vlastnosti skalarnich a vektorovych veli¢in . . . . . ... ... ...

1.3.3 Semikartézské vyjadreni vektora . . . . . . ... ...

1.3.4 Skalarni soucin dvou vektord . . . . . . . ... ... Lo

1.3.5 Vektorovy souc¢in dvou vektortt . . . . . . .. ... ... L.

1.4 Derivace aintegraly . . . . . . . . . ..
1.4.1 Derivace skalarni funkce . . . . . . .. ... o oo

1.4.2  Vektorova funkce a jeji derivace . . . . . . . .. ..o
1.4.2.1 Vektorova funkce . . . . . . . ... oo

1.4.2.2  Derivace vektorové funkce . . . . . . .. ...

1.4.3 Integral skalarni funkce . . . . . . .. .. ... oL
1.4.3.1  Primitivni funkce . . .. .. ... ... . L.

1.4.3.2 Riemanntv integral . . . . . . .. ... ... Lo

1.4.3.3 Konkrétni vypocet integralu (1.25) . . . . . ... ... ... ...

2 Pohyb ¢astice a hmotné soustavy v silovych polich

2.1 Kinematika . . . . . . L Lo
2.2 Kinematika hmotného bodu . . . . . . . . ... ... Lo oo
2.2.1 Polohovy vektor 7. Rychlost #/. . . . . . .. ... ... ... ... ... ..
2.2.1.1 Hmotny bod . . . . .. .. ... ..

2.2.1.2 Polohovy vektor 7 . . . . . . . ... ...

2.2.1.3 Trajektorie hmotného bodu . . . . . . ... ... ... ... ...

2.2.1.4 Rychlost hmotného bodu v . . . . .. ... ... ... .....

2.2.1.5  Dréahova rychlost hmotného bodu, v . . . . . ... .. ... ...

2.2.1.6  Vztah mezi rychlosti ¥(t) a te¢nou rychlosti v, () . . ... ...

2.2.2 Zrychleni @ . . . . . . . . . . . e
2.2.2.1 Definice zrychleni . . . . ... ... o L.

2.2.2.2  Zrychleni hmotného bodu pii pohybu po kruznici . .. ... ..

Copyright © 2005, UFI FSI VUT v Brné

10
10
10
10
11
11
12
14
15
16
17
18
19
22
23
25
26
29
29
29
30
31
31
33

36
36
38
38
38
38
38
39
40
41
41
41
43



OBSAH

2.3

24

2.5

2.6

2.7

2.2.2.3  Zrychleni hmotného bodu pfi pohybu na libovolné kiivé rovinné

trajektorii. . . . . . ... L Lo 45
2.2.3 Rovnomérny pohyb po kiivee . . . . . . ... oL o 47
2.2.4 Rovnomérné proménny pohyb po kiivee . . . . . .. ..o L. 47
Kinematika tuhého télesa . . . . . . . . .. .. o oL 48
2.3.1 Otacivy pohyb tuhého télesa kolem pevnéosy . . . . . . . . .. ... ... 48
2.3.1.1 Pohyb hmotného bodu po kruznici . . . . . . .. ... ... ... 49

2.3.1.2 Rovnomérny a rovnomérné proménny pohyb hmotného bodu po
kruznici . . . . . ... 52
2.3.1.3 Rota¢ni pohyb tuhého télésa . . . . . . ... ... ... 53
2.3.2  Transla¢ni pohyb tuhého télesa . . . . . . . .. . ... oL 54
Pohybové zakony klasické fyziky . . . . .. ... oo oo 54
2.4.1 Prvni pohybovy zdkon . . . . . . ... Lo oo 54
2.4.2 Druhy pohybovy zdkon . . . . . ... ... Lo 56
2.4.3 1IIL. pohybovy zdkon . . . . . . . . . . . ... 60
244 Nejcast€jsisily . . . . . o o 61
2.4.5 Vyslednice sil pii kiivocarém pohybu . . . . . . .. ... 0oL 62
2.4.6 Vzajemné translacni pohyby vztaznych soustav . . . . . .. ... ... .. 63
2.4.6.1 Obecny translacni pohyb . . . . .. ... ... ... ... ... 64
2.4.6.2 Rovnomérny piimocary transla¢ni pohyb . . . ... .. ... .. 65
2.4.7 Pohyb v neinercidlnich soustavach . . . . . ... ..o oL 66
2.4.7.1 Neinercialni soustava vykonéavajici nerovhomérny translacni pohyb 66
2.4.7.2 Rovnomérné rotujici neinercialni soustava . . . . . . . . ... .. 69
2.4.7.3 Ekvivalence sil skutecnych a setrvaénych . . . . ... ... ... 71
Casovy a drahovy acinek sily . . . . . . . .. ... ... ... 71
25,1 Impulssily . . .. ..o 72
2.5.2 Obecné oenergii . . . . . . .. .. L 74
2.5.3 Prace . . . . . e 76
2.5.4 Kinetickd energie hmotného bodu, Ey. . . . . . . ... ... ... ... .. 80
255 Vykon . . ..o 82
Gravitaéni pole . . . . . . . . L e e 82
2.6.1 Newtoniv gravitacni zdkon . . . . . . . . . ... . Lo oL 83
2.6.1.1 Gravitaéni interakce . . . . . . .. .. ... L. 83
2.6.1.2 Intenzita gravita¢niho pole, Kg ................... 83
2.6.1.3 Newtoniiv gravitacni zdkon. . . . . . . . .. ... ... ... ... 85
2.6.2 Gravitacni energie . . . . . . . ..o L e 88
2.6.2.1 Prace sil gravitacnthopole . . . . .. ... ... ..., 88
2.6.2.2  Gravitacni energie hmotného bodu . . . . . . ... .. ... ... 89
2.6.2.3 Potencial gravitacnithopole . . . . . . . ... ... ... ... 91
2.6.3 Gravitacni pole Zemé . . . . . . . ... 93
2.6.3.1 Idedlni Zemé . . . . . . . . . ... 93
2.6.3.2 SkuteCnd Zemé . . . . . . ... 93
2.6.3.3 Tihové pole u povrchu Zemé . . . ... ... ... ... ..... 94
Mechanické energie hmotného bodu, pohyb hmotného bodu v gravitaénim poli . 96
2.7.1 Mechanicka energie hmotného bodu v tihovém a gravita¢nim poli . . . . . 97
2.7.1.1 Definice mechanické energie . . . . . . ... ... 97
2.7.1.2 Préace a mechanické energie . . . . . . .. ... ... 98
2.7.1.3 Zéakon zachovani mechanické energie hmotného bodu. . . . . . . 100
2.7.2  Pohyb hmotného bodu v tihovém a gravitacnim poli . . . . .. .. .. .. 102

Copyright © 2005, UFI FSI VUT v Brné 4



OBSAH

2.7.2.1 Pohyb hmotného bodu v homogennim tihovém poli Zemeé . . . .
2.7.2.2 Podminka tniku hmotného bodu z gravitacniho pole . . . . . . .
2.7.2.3 Pohyb hmotného bodu v centralnim gravitaénim poli . .. . ..
2.7.2.4 Kosmické rychlosti . . . . . . ... ... o000

2.8 Mechanika hmotnych soustav . . . . .. .. .. .. . oo oL
2.9 Energie hmotnych soustav . . . . . . . . .. ... .. ... ... ... .. ...

2.9.1

2.9.2

2.9.3

294

2.9.5

2.9.6

2.9.7

Hmotné soustava, hmotny stied . . . . . ... .. ... ... .. .....
2.9.1.1 Hmotnd soustava . . . . .. ... ... ..o
2.9.1.2 Hmotny stfed (t€zisté) . . . . . . . ... ... L.
Kinetickd energie hmotné soustavy . . . . ... ... ... ... ......
Potencialni energie hmotné soustavy . . . . .. ... ... ... ... ...
2.9.3.1 Potenciélni energie hmotné soustavy v poli vnéjsich konzervativ-

nichsil . . . . . .
2.9.3.2 Potencialni energie hmotné soustavy v poli vnitinich sil . . . . .
2.9.3.3  Celkové potencialni energie hmotné soustavy . . . . ... . ...
Elasticka energie hmotné soustavy . . .. ... ... .. ... .. .....
2.9.4.1 Elasticka energie pruzného télesa . . . . . . . ... ... ... ..
2.9.4.2 Elastické energie idedlni pruziny . . . . . .. .. ... ... ...
Mechanické energie hmotné soustavy . . . . . . ... ... ... ... ...
2.9.5.1 Mechanicka energie hmotné soustavy . . .. .. ... ... ...
2.9.5.2 Zakon zachovani mechanické energie . . . . . . . . ... ... ..
Kineticka energie tuhych téles . . . . . . .. .. ... oo L.
2.9.6.1 Kineticka energie rotujiciho télesa. Moment setrvac¢nosti . . . . .
2.9.6.2 Kinetické energie hmotné soustavy pfi obecném pohybu s uzitim

tézistové soustavy . . . .. ..
Zakon zachovani energie . . . . . . . . ... L oo o

2.10 Pohybové rovnice soustavy ¢astic . . . . .. .. ..o L Lo
2.10.1 Prvni pohybova rovnice a prvni impulsova véta pro hmotné soustavy . . .

2.10.1.1 Definice celkové hybnosti hmotné soustavy . .. .. ... .. ..
2.10.1.2 Prvni pohybova rovnice a prvni impulsova véta pro hmotné sou-
stavy ..o e
2.10.1.3 Zakon zachovani hybnosti hmotné soustavy . . . . . .. ... ..
2.10.1.4 Souvislost zmén hybnosti hmotné soustavy s pohybem jejiho
hmotného stfedu . . . . . . . . ... Lo

2.10.2 Druha pohybové rovnice a druhé impulsova véta pro hmotné soustavy . .

2.10.2.1 Moment hybnosti, moment sily . . . . . . . ... ... ... ...
2.10.2.2 Druhé pohybové rovnice a druhd impulsova véta pro hmotnou

soustavil . .. .. e e e
2.10.2.3 Zakon zachovani momentu hybnosti . . . . . ... ... ... ..

2.10.3 Pohybova rovnice tuhého télesa otacejiciho se kolem pevné osy . . . . . .

2.10.3.1 Definice hlavnich veli¢in . . . . . ... ... ... ... ......
2.10.3.2 Pohybova rovnice pro rota¢ni pohyb télesa . . . . . ... .. ..

211 Piiklady k ¢asti 1.1 . . . . . o oo L
2.11.1 Skalarni a vektorové veliciny . . . . . .. ... ... L.
2.11.2 Kinematika . . . . . . ..o

2.11.2.1 Polohovy vektor 7(t). Rychlost ¥(t) . . ... .. ... ... ...
2.11.2.2 Zrychleniad . . .. .. .. . . . . .. .
2.11.2.3 Rovnomérny pohyb po kiivee . . . . . . ... ... L.

2.11.3 Pohybové zakony klasické fyziky . . .. .. ... .. ...

Copyright © 2005, UFI FSI VUT v Brné



OBSAH

2114

2.11.5

2.11.6

2.11.7

2.11.8

2.11.3.1 1., II. a III. pohybovy zdkon . . . . . . ... ... ... . ....
Casovy a drahovy uéinek sily . . . . . . . .. .. ... ... ...
2.11.4.1 Hybnost, impulssily . . . . . . ... ... ... ... ... ..
2.11.4.2 Prace, kineticka energie, vykon . . . . . . .. ..o
Gravitacéni pole . . . . . . . ...
2.11.5.1 (Gravitac¢ni sila, gravitaéni energie) . . . . ... ... ... ...
Mechanické energie. Pohyb hmotného bodu v gravita¢nim poli . . . . . .
2.11.6.1 (Ey v tthovém a gravita¢nim poli Zemé) . . . .. ... .. ...
2.11.6.2 (Vlastnosti trajektorii v centrdlnim gravita¢nim poli) . . ... .
Energie hmotnych soustav . . . . . . ... ... ... ... ... ......
2.11.7.1 (Hmotny st¥ed) . . . . ... ... ... ..
2.11.7.2 (Energie obecné soustavy) . . . . ... ... ... ... ... ..
2.11.7.3 (ENERGIE TUHEHO TELESA). . . . .. ... ... ......
Pohybova rovnice soustavy ¢astic . . . . . ... ...
2.11.8.1 Prvni pohybova rovnice, prvni impulsova véta . . . .. . .. ..
2.11.8.2 Druha pohybova rovnice, druhé impulsova véta. . . . . . . . ..

3 Specialni teorie relativity
3.1 Relativistickd kinematika . . . . . . . . .. ... .

3.1.1
3.1.2

3.1.3

3.14
3.1.5
3.1.6

3.1.7

3.1.8
3.1.9
3.1.10

Specialni teorie relativity . . . . . .. ... oL o oL
Relativnost v klasické mechanice . . . .. ... .. ... ... .......
3.1.2.1 Galileiho transformace . . . . . . . ... ... ... ...
3.1.2.2 Disledky Galileovy transformace . . . . . . . .. ... ... ...
Fyzikalni zaklady specidlni teorie relativity . . . . .. .. ... ... ...
3.1.3.1 Invariantnost a kovariantnost . . . . . . . ... ... ...
3.1.3.2 Postulaty specidlni teorie relativity . . . . . . .. ... ... ...
3.1.3.3 Disledky Einsteinovych postulatt specialni teorie relativity . . .
3.1.3.4 Kontrakcedélek . . . . ... ... Lo oo
3.1.3.5 Lorentzova transformace . . . .. ... ... ... ... .....
3.1.3.6 Disledky Lorentzovy transformace v prikladech . . . . ... ..
Relativistickd dynamika . . . . . . ... ... Lo oo
Relativistickd hmotnost . . . . . . . ... ... .. .. ... ... ... ..
Relativistickd pohybova rovnice . . . . . . . .. ... o oL
3.1.6.1 Sila a zrychleni maji (obecné) rtzny smér. . . . ... ... ...
3.1.6.2 Podélna a pricnd hmotnost . . . . . . ... ... ... ... ...
3.1.6.3 Prou<<e, . ..o o o e e
Relativistickd energie . . . . . . . . ... oo L
3.1.7.1 Kinetickd energie . . . . . . .. .. Lo
3.1.7.2 Obecny vztah mezi energii a hmotnosti . . . .. ... ... ...
Zakon zachovani energie: E' = E, tj. . . . . . . . . .
Zékon zachovani hmotnosti: m/ ; =myg tj. . . . . . ... oL
Priklady k Gasti 3. . . . . . . . . ..

4 Zaklady molekularné kinetické teorie
Molekulova stavba latek . . . . . .. .o Lo
Idedlni plyn . . . . . . o L e

4.1
4.2

4.3

4.2.1
4.2.2

Makroskopicky popis . . . . . . . ..o
Mikroskopicka definice . . . . . . .. ... oo

Tlak idealniho plynu . . . . . . . . . . . . . e

Copyright © 2005, UFI FSI VUT v Brné

168
168
168
170
170
172
173
173
174
176
178
179
182
184
184
186
187
187
188
189
189
191
191
192
192

196
196
198
198
198
199



OBSAH

4.3.1 Hustota toku molekul na sténu nadoby . . . . . . . .. ... ... ... .. 200
4.3.2 Kineticky vyklad tlaku plynu . . . . .. ... ... o oL 202
4.3.3 Stfedni kvadraticka rychlost molekul . . . . . . .. ... ..., 205

4.4 Teplota a jeji kinetickd interpretace . . . . . . . . . ..o 206
4.5 Vnitrni energie a tepelnéd kapacita idedlniho plynu . . . . . . ... ... ... .. 208
4.5.1 Vnitini energie idedlnitho plynu . . . . . . . . .. ..o, 208
4.5.2 Tepelna kapacita idealnitho plynu . . . . . . . ... ... ... ... .. 209
4.5.3 Ekvipartiéni teorém . . . .. ..o L 210

4.6 Statistické zakonitosti idedlnitho plynu . . . . . . ..o 212
4.6.1 Maxwelltv zadkon rozdéleni rychlosti molekul idealniho plynu . . . . . . . 212
4.6.2 Rozdéleni poctu ¢astic s vyskou — Boltzmannovo rozdéleni . . . . . . . .. 216
4.6.3 Stfedni volnd draha molekul . . . . . .. ... .. o o oo 219
4.6.4 Priklady z molekularné kinetické teorie. . . . . . . .. ..o 220

5 Termodynamika 225
5.1 Zakladni pojmy termodynamiky . . .. .. .. ... oo 225
5.1.1 Piedmét termodynamika . . . . .. ... Lo 225
5.1.2 Teplota a jeji méfeni . . . . . . . . . . ... 225
5.1.3 Teploapriace . . . . . . . . . e 227

5.2 Prvni princip termodynamiky . . . . .. ..o L L L Lo 229
5.3 Vratné anevratné déje . . . . . . .. L 231
5.3.1 Stav termodynamické rovnovahy . . . . ... ..o 231
5.3.2 Vratné anevratné déje . . . . . . . ... oo 231

5.4 Molova tepelna kapacita plynt pfi konstantnim tlaku . . . . . . . ... ... ... 233
5.5 Stavové zmény idedlntho plynu . . . .. .. ..o L oL 234
5.5.1 Zmeéna za stalého objemu — izochorickd, V = konst. . . . . .. ... ... 234
5.5.2 Zmeéna za stalého tlaku — izobarickd, p =konst. . . . . . .. ... ... .. 235
5.5.3 Zmeéna za stalé teploty — izotermicka, T'=konst. . . . . . . . .. ... .. 236
5.5.4  Zména adiabatickd . . . .. ..o 237
5.5.5  Zména polytropickd . . . ... ..o 239

5.6 Tepelné stroje a Carnotuv kruhovy dé&j . . . . . . . .. ... L oL 242
5.6.1 Kruhovédéje . . . . . . . 242
5.6.2 Carnotuv kruhovy déj . . . . . . ... oo 243
5.6.3 Tepelné stroje. . . . . . . . . Lo 245
5.6.4 Absolutni termodynamicka stupnice teploty . . . . . . ... ... ... .. 246
5.6.5 Uéinnost nevratnych d&jii . . . . . . . . .. .. ... ... 247

5.7 Druhy princip termodynamiky a entropie . . . . .. ... ... ... L. 249
5.7.1 Druhy princip termodynamiky . . . . ... ... oo oL 249
5.7.2 Entropie pfi vratnych déjich . . . . . . .. ... o oo 250
5.7.3 Entropie pfi nevratnych déjich . . . . ..o 253
5.7.4 Volnd expanze . . . . . . . . ..o e 253
5.7.5 Vedenitepla . . . . . . . . . . 254
5.7.6  Entropie a druha termodynamicka véta . . . . . .. .. oL oL 257
5.7.7 Entropie a pravdépodobnost . . . . . . ... ... ... o L. 257
5.7.8 Tteti princip termodynamiky . . . . . . . .. ..o oL oL 258

5.8 Redlné plyny . . . . . . . e 258
5.8.1 Fazové zmeény . . . . . . . ... e 258
5.8.2 Stavova roviice . . . . ... oL oo e 259
5.8.3 Van der Waalsova rovnice . . . . . . . .. ... L oL o 262

Copyright © 2005, UFI FSI VUT v Brné 7



OBSAH

5.8.4 Kiriticky a trojny bod . . . .. ..o 264
6 Kmitani 271
6.1 Hlavni vlastnosti kmitavych pohybd . . . . . . ... . ... 0oL 271
6.1.1 Obecné kmity . . . . . . . .. e 271
6.1.1.1 Perioda T' a frekvence f (nebo v) periodickych kmitt. . . . . . . 273
6.1.2 Harmonické kmity (harmonicky pohyb) . . ... ... .. ... ... ... 274
6.1.2.1 Definice harmonickych kmita . . . . . . ... .. ... ... ... 274
6.2 Linedrni harmonicky oscildtor . . . . .. .. .. . oo o 277
6.2.0.2 Rychlost a zrychleni linedrniho harmonického oscilatoru . . . . . 277
6.2.0.3 Fazovy posuv. . . . . . . ... 278
6.2.0.4 Diferencialni rovnice harmonického pohybu . . . . . . .. .. .. 278
6.2.0.5  Sily pisobici na linedrni harmonicky oscilator . . . . . . . . . .. 278
6.3 Vlastni kmity mechanickych oscilatora . . . . . . . ... ... ..o, 280
6.3.1 Netlumené kmity télesa na pruziné . . . . . . . ... ... ... ... ... 280
6.3.1.1 Téleso na pruziné . . . . . . . . . . ... 280
6.3.1.2 Diferencialni rovnice kmita . . . . .. ... ... o000 281
6.3.1.3 Energie harmonického oscilatoru . . . . . . .. ... .. ... .. 282
6.3.2 Fyzické a matematické kyvadlo: . . . . . ... ... o o000 283
6.3.2.1 Diferencialni rovnice fyzického kyvadla: . . . . . ... ... ... 284
6.3.2.2 Uhlova vichylka: . . . . . . ... .. ... ... 285
6.3.2.3 Matematické kyvadlo: . . . .. ... ..o 0oL 286
6.3.3 Tlumené kmity mechanického oscilatoru: . . . . . . ... .. .. ... ... 287
6.3.3.1 Vznik tlumeni . . . .. ... ... L oo 287
6.3.3.2 Tlumené kmity télesa na pruziné . . . . . . ... ... ... ... 288
6.3.3.3  Vychylka tlumeného oscilatoru . . . . . . .. ... .. ... ... 288
6.4 Netlumeny elektricky oscilaéni obvod . . . . . . .. ... ... oL, 289
6.4.0.4 Diferencialni rovnice kmita v sériovém obvodé RLC . . . . . . . 291
6.4.0.5 Dokonale vodivy obvod LC' (R=0) . . ... ... ... ..... 292
6.5 Skladani kmita . . . . .. oL oL 293
6.5.1 Skladani stejnosmérnych harmonickych pohybii o stejnych frekvencich (w1 =

W2 W) v e e e e e e e e e 294

6.5.2 Sklddani stejnosmérnych harmonickych pohybiu o rtznych frekvencich,
w1 75 W2. v v v v i e e e s e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e 296
6.5.2.1 Podminka periodi¢nosti . . . . .. ... ..o oL 296

6.5.3 Skladani stejnosmérnych harmonickych pohybi o ruznych (blizkych) frek-
vencich, spliujicich vztah wy =wo . . . . . . . . oL 298
6.5.4 Skladani harmonickych kmit navzajem kolmych . . . . . . .. ... ... 300
6.6 Priklady k ¢asti 6. . . . . . . . . .. L 303
7 VlInéni 310
7.1 Postupné mechanické vlnéni . . . . . . . . .. ... ... 310
7.1.1 CojetovInéni?. . . . . . . .. e 310
7.1.1.1  Co je charakteristické pro mechanické vlny? . . . . . ... .. .. 310
7.1.1.2 Rzné druhy vlnéni . . . . . . ... L oo 311
7.1.2 Cosedéjevpruzné viné? . . . . . . ... 311
7.1.2.1 Podélné a pficné viny . . . . . ... ... Lo 313
7.1.3 Vychylka, rychlost ¢astic, rychlost vinéni, ¢elo vlny, vilnoplocha . . . . . . 314
7.1.4 Zakon superpozice vlnéni . . . . ... ..o Lo oo 315

Copyright © 2005, UFI FSI VUT v Brné 8



OBSAH

7.1.5

7.1.6

7.1.7

7.1.8

7.1.9

8 Optika

Matematické vyjadieni postupujici viny . . . . . . ... ... ...
7.1.5.1  Sinusové (neboli harmonické) vlny . . . . .. ... ... ... ..
7.1.5.2 Matematické vyjadieni postupujici harmonické vlny . . . . . ..
7.1.5.3 Jak se pohybuji ¢astice v sinusové vlné? . . . . .. .. ... ...

7.1.5.5 Fazovarychlost. . . .. . .. ... ..o o
Doppleriiv jev. . . . . . .
7.1.6.1 Priklady Dopplerova jevu . . . . . . .. ... oL
7.1.6.2 Zdroj v pohybu — vlnova délka . . . . . .. ... ... ... ..
Akustické vinéni . . . . ... Lo
7.1.7.1 Diferencialni rovnice vlnéni . . . . . . . .. ... ... ... ..
7.1.7.2  Vlnéni v plynech, ty¢ich a vldknech . . . . .. .. ... ... ..
7.1.7.3 Energiepruznych vln . . . ... ... .. oo oL
7.1.7.4 Prtehled hlavnich akustickych veli¢in . . . . .. .. .. ... ...
Interference a ohyb vlnéni . . . . . . . . ... oL o oL
7.1.8.1 Superpozice a interference vlnéni . . . . . . . . .. ... ... ..
7.1.8.2 Stojaté vlnéni . . . . . ...
7.1.8.3 Interference vlnéni ze dvou bodovych zdroja . . ... ... ...
7.1.8.4 Huygensiv—Fresneluv princip . . . . . . .. .. ... ... .. ..
Priklady — VInéni. . . . . . . . ... .

81 Vnovaoptika . . . . . . . . L L

8.1.1

8.1.2

Fyzikalni podstata svétla . . . . . . .. ..o oo oo
8.1.1.1 Rovinna elektromagnetickd vlna . . . . . . ... ... ... ...
8.1.1.2 Viditelné svétlo . . . . . . . . . . ...
8.1.1.3 Koherentni a nekoherentni svétlo . . . . . . ... ... ... ...
8.1.1.4 Polarizace svétla . . . . . . . . .. ... o
Interference a ohyb svétla . . . . . . . ... ... ... ... ... ...
8.1.2.1 Interference svétla na tenké vrstve . . . . . .. ... ... ...
8.1.2.2  Ohyb svétla na Stérbiné . . . . . . . ... ... ... ... ...,
8.1.2.3  Ohyb svétla na optické miizce . . .. .. .. .. ... ... ...
8.1.2.4 Holografie. . . . . . . . . ... L

8.2 Zobrazenl CoCkou . . . . . . e

8.2.1
8.2.2
8.2.3

9 Vysledky

Zobrazovaci rovnice . . . . . ..o e
ZvetSenl . . . . ... e e e e e
Chod paprskii ¢ockou — paprskovy obrazec . . . . . . . . ... ... ...
8.2.3.1 Zobrazeni spojnou ¢ockou . . . .. ...,
8.2.3.2 Zobrazeni rozptylnou ¢oc¢kou . . . . ... ..o

10 Fyzikalni a astronomické konstanty

Copyright © 2005, UFI FSI VUT v Brné

354
354
354
354
356
358
361
361
361
366
371
372
376
376
376
377
377
380

384

400



etodyFyziky}

1. Uvod do fyziky

1.1 Obsah a metoda fyziky

V této Casti je strucné pripomenut obsah fyziky a ponékud podrobnéji je vyloZena
metoda, kterou fyzika zkoumd pifrodu. Ustfedni pojem je ,fyzikdlni model“. Vztah
fyzikalniho modelu k realité a metoda fyziky jsou prehledné znazornény ve schematu
1.1. Pochopeni tohoto schematu je velmi uzite¢né pro pochopeni metody védecké prace
ve vSech oblastech lidské ¢innosti.

Cil: I) Porozumét schematickému znazornéni metody fyziky 1.1 a jeho hlavnim mys-
lenkam.

1.1.1 Jak fyzika studuje svét?

Predmét zkoumani fyziky zna v hrubych rysech kazdy absolvent stfedni Skoly. P¥ipomenme:
Fyzika zkoumé nejobecnéjsi zakonitosti déjti, které probihaji v nezivé i zivé prirodé, tj. v latkach
(to je ta forma hmoty, ktera je slozena z molekul a atomt) a ve fyzikalnich polich (to je ta forma
hmoty, kterd sestavd z castic s nulovou klidovou hmotnosti — napt. elektromagnetické pole,
gravitacni pole). Zakony, které se ve fyzice vyslovuji, jsou obecné v tom smyslu, Ze plati — za
stanovenych podminek — ve vSech déjich, nezavisle na tom, zda probihaji v Zivé nebo nezivé
prirodé, ve strojnich mechanizmech, elektrickych zarizenich atd.

Tato obecnost fyziky je na jedné strané vyhodou fyziky (proto je fyzika zafazena v programu
studia témér na vSech vysokych skolach), na druhé strané vsak i jeji nevyhodou v tom, ze nemu-
Zzeme zachazet — alespon na trovni zdkladniho kurzu — do pfilis velkych podrobnosti, jejichz
studium clovéka casto upoutd vic nez studium véci obecnych. O tom, jak je dilezitd znalost
fyziky pro dnesniho inzenyra, neni tfeba dlouho hovorit. Stac¢i napt. podivat se do studijnich
textli pro vyssi ro¢niky kterékoliv technické fakulty, abychom vidéli, ze ve vét$iné z nich se roz-
vadéji, aplikuji a v urcitych smérech prohlubuji fyzikalni vysledky, jeZ jsou pfedmétem studia
posluchac¢tt v prvnich semestrech.

Jestlize nékdo porozumi fyzice, neznamena to ovsem jesté nutné, ze bude dobrym inzenyrem.
Na druhé strané vsak dnes nemuze byt dobrym inZenyrem ten, kdo nerozumi fyzice.

1.1.2 Jak fyzika poznava svét?

Prectete-li si a promyslite nasledujici ¢ast, mate velkou nadéji, Ze se budete divat na fyziku i na
jiné pfedméty nebo oblasti védy moudfeji néz dosud.

Hlavni myslenka tohoto odstavce je: Pfiroda, vSechny objekty kolem nas a vSechny déje jsou
neobycejné slozité a mnohotvarné, jejich postupné poznavani je ndroény a dlouhodoby proces.
Fyzika, podobné jako vSechny jiné védy, musi pfi jejich zkoumani vzdy vybrat jen jejich c¢ast
a uvazovat jen o urcitych strankach déji a jen o urcité casti vlivi, které se v nich uplatiiuji.
Fyzik zanedbava drtivou vétsinu stranek ostatnich, téch, o nichz se presvédcil, anebo o nichz se
pouze domniva, Ze nejsou za dané situace a za danych podminek podstatné.

Zjednoduseny objekt, ktery takto ze skuteénosti fyzik ,vypreparuje“ a ktery je jistym obra-
zem skutecnosti, se nazyva ,fyzikalni model“ skutecného objektu nebo déje. Fyzik pak zkouma
vlastnosti tohoto modelu. VSechny fyzikalni zakony, které kdy byly a které budou vysloveny, plati
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1.2. FYZIKALNI POJMY A VELICINY

a budou platit pouze pro fyzikalni modely, nikoliv pro pfirodu samotnou. S rozvojem naseho
poznani odrazeji tyto modely skutecnost stale dokonaleji.
Uvedeme priklady:

1. Povrch kazdého skutecného té€lesa je tvofen molekulami. Je nerovny, neurcity a nestaly.
Molekuly vykonavaji neusporadany tepelny pohyb, jsou bombardovany molekulami okol-
niho plynu nebo kapaliny, nékteré molekuly se uvoliiuji, jiné se v ném zachycuji (oxidace,
koroze), atd. Jestlize tedy ve fyzice nebo mechanice povazujeme pii zkouméni pohybu téles
jako celku jejich povrch za hladky, uvazujeme o modelu téchto téles, nikoliv o nich samych.

2. Dotknou-li se dvé télesa obecného tvaru, charakterizujeme jejich vzadjemné piisobeni veli-
¢inou ,sila“ a ptisobistém v bodé dotyku. Ve skutecnosti se na interakci podili obrovské
mnoZstvi molekul v oblasti styku, télesa se vice nebo méné deformuji, deformace postupuje
télesy konecnou rychlosti atd. VSechny tyto dé€je v ¢asti mechaniky zvané ,Mechanika tu-
hého télesa* zanedbavame, namisto o skuteénych télesech a skutecénych déjich uvazujeme
o jejich fyzikalnim modelu.

Fyzikalnim modelem c¢asto rozumime nejen zjednodusenou predstavu o fyzikalnim objektu,
nybrz i celou soustavu postulati nebo axiomi, jimiz je model definovan, véetné vSech zakonitosti,
které v rdamci modelu plati. Nejznaméjsim takovym modelem je ,,Bohrtiv model atomu“. Ve
skutec¢nosti ovsem vSechny c¢asti fyziky — mechanika, vlnéni, elektromagnetismus atd. — jsou
v tomto smyslu nauky o modelech.

Vztah mezi zkoumanymi objekty a déji na strané jedné a fyzikdlnim modelem na strané
druhé je zrejmy ze schématu 1.1:

Zkoumame-li jeden a tentyz objekt z rtiznych hledisek za rtiznych podminek a pro rtizné typy
déju, setkavame se ¢asto s ruznymi modely téhoz objektu. Napt.: dokonale tuhé téleso, dokonale
pruzné téleso, plastické téleso, struktura latky télesa, téleso jako termodynamické soustava atd.

Nelze se pak divit, ze nékdy mohou vést dva rtuzné modely téhoz objektu a déje k riznym
teoretickym vysledktim. Plyne to z metody védecké prace. Stane-li se to, postupuje se podle
predeslého schématu.

1.2 Fyzikalni pojmy a veliCiny

Vytvareni fyzikalnich pojmu, zavadéni (definovani) fyzikélnich veli¢in a jejich jedno-
tek. Dilezité pojmy: jednotka fyzikalni veli¢iny, jeji ¢iselna hodnota, rozmér fyzikalni
jednotky. Uzakonéna soustava jednotek SI je vysvétlena relativné podrobné, je nejdi-

vvvvvv

Cil: I) Vysvétlit co je fyzikalni pojem a fyzikalni veli¢ina, vylozit jejich hlavni vlast-
nosti.

IT) Vysvétlit soustavu jednotek SI, zejména: vyjmenovat zékladni velifiny, za-
kladni jednotky, odvozené veli¢iny a jednotky, odvodit rozmér jednotek.

III) Znét a vysvétlit pojmy, veli¢iny a vysledky uvedené v tomto textu.

1.2.1 Fyzikalni pojmy

Podobné jako v bézném zivoté vytvarime a uzivame pri mySleni a dorozumivani myslenkové
Gatvary zvané pojmy — napf. sili, stil, dovolend atd. — vytvaiime a uzivame v odborné ¢innosti
navic pojmy nové, pro danou oblast ¢innosti specifické. Ve fyzice jsou to pojmy fyzikalni — napft.
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1.2. FYZIKALNI POJMY A VELICINY

Objekty a déje kolem
nas Zkoumame, poznavame, ovliviiujeme

a pretvarime je. Na zdkladé znalosti
(vzdy neuplnych) o nich zjednodusu-

Fyzikalni modely ob- jeme, zanedbavame, vytvaiime

jektu a déju
\ Zkoumame modely, dochazime k no-

vym vysledkiim a zakonitostem plat-
nym pro modely

Srovnavame tyto vysledky s dalsimi
nesouhlasi | vlastnostmi skuteénych objektt a dé&jii.
Zjistime Ze:

souhlasi

Uzivame fyzikalni model
dale

Upfestiujeme podminky starého modelu
(Napf. klasickd mechanika v < ¢)

Stary model upravime
(Rovnice idedlniho plynu — Van der Waal-
sova rovnice )

Vytvoiime novy model pro ty podminky, pro
néz stary model neplati
(Relativistickd mechanika — kvantova me-

chanika)

Model opustime a vytvorime novy
(Fluidova teorie — kinetickd teorie tepla)

Obr. 1.1: Schematické znazornéni metody fyziky

setrvacénost, gravitaéni pole, jadernd syntéza atd. Jsou obvykle presnéji vymezeny, tj. definovany
nez pojmy bézného zivota.

Pojmy charakterizuji urcity objekt, nebo déj, nebo vlastnost atd. po strance kvalitativni, t;j.
fikaji, o co jde. Vysvétli se to pfi jejich zavadéni (definovani). Napft. fyzikalni pojem ,setrvac-
nost® charakterizuje tu vlastnost téles, ze bez ptisobeni okolnich téles a fyzikalnich poli neméni
(v inercidlni vztazné soustavé) rychlost, tj. setrvavaji ve stalém pohybovém stavu.

1.2.2 Fyzikalni veli¢iny

Fyzikalni veli¢iny jsou, podobné jako fyzikalni pojmy, myslenkové atvary, které vytvarime pii
mysleni a dorozumivani ve fyzice. Odrazeji pfirodu a jeji vlastnosti i nase znalosti o ni. Jsou to
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1.2. FYZIKALNI POJMY A VELICINY

vyssi ttvary nez fyzikalni pojmy, od nichz se lisi zejména tim, Ze je definujeme a) témér vzdy
presné, b) tak, Ze jim pfifazujeme uréité ¢islo, které nazyvame ¢iselnd hodnota fyzikalni veli¢iny.
Napf. mérnou hustotu p homogenniho télesa o hmotnosti m a objemu V definujeme vztahem

=—. 1.1
P=v (1.1)
Ciselna hodnota veli¢iny p zavisi na jednotkach, v nichZ jsou udéany veli¢iny m,V a v nichz
je pak dana i jednotka veli¢iny p. Pfitom jednotkou fyzikalni veli¢iny rozumime zcela urcitou
fyzikalni veli¢inu téhoz druhu, kterou prohlasime za jednotkovou — napf. kilogram, metr, atd.
Jednotku fyzikalni veli¢iny X znacime [X], jeji ¢iselnou hodnotu { X }. Mizeme tedy psét

X = {x}-[X],

napr.
m = kg,

nebo
p =8,00kgm3,

p={p}lpl.

Ciselna hodnota fyzikalni veli¢iny zavisi na jeji jednotce. Napf.
v="72kmh™! =72(10°m)-(3,6-103s) 7! = 2m-s". (1.2)

Ziejmé: je-li jednotka [X] fyzikdlni veli¢iny X k-ndsobkem jednotky [X]', tj plati-li [X] = k[ X,
plati pro odpovidajici ¢iselné hodnoty vztah {X} = k~1{X}’. Rovnice (1.2) naznac¢uje i metodu
prevadéni jednotek.

Fyzikalni veli¢ina mé dvé stranky: a) kvalitativni (vyjadifuje, podobné jako fyzikalni pojem,
o co jde), b) kvantitativni (vyjadfuje ¢iselné mohutnost, pfipadné stupen, nebo rozsah uvazované
vlastnosti, déje atd.).

Veli¢inu p jsme definovali vztahem (1.1) s uzitim veli¢in m, V', které jsme pfitom (mlcky)
pokladali za znamé. Vsechny veli¢iny takto definovat nelze, z nékterych musime vyjit a pova-
zovat je tak za znamé, které nemusime definovat pomoci veli¢in jinych, nybrz jen vysvétlime
a popiseme, co mame na mysli a udame predpis, jak jim prifadime ¢islo, tj. ¢iselnou hodnotu.
Takovéto veli¢iny, kterych je koneény pocet, nazyvame veli¢iny zakladni. Ostatni pak nazyvame
veli¢iny odvozené.

Volba zakladnich veli¢in neni jednoznac¢né, nybrz je véci dohody, neboli konvence. Takové
konvence se provadéji v mezinarodnim méritku. Zakladni veli¢iny se voli podle mnoha kritérii,

vvvvvv

1. ze zakladnich veli¢in bylo mozno definovat vSechny ostatni veli¢iny,
2. jim bylo mozno méfenim piifadit ¢iselnou hodnotu s pfesnosti co nejvétsi,

3. jejich jednotky byly stélé (tj. s casem co nejméné proménné) a daly se relativné snadno
realizovat.

Proto napt. v elektromagnetismu byl za zakladni veli¢inu zvolen ,elektricky proud“ s jednot-
kou ,ampér*, i kdyz z hlediska fyzikdlniho fundamentalni veli¢inou je elektricky naboj, protoze
welektricky proud“ charakterizuje pohybujici se elektrické naboje.

Soubor zvolenych zakladnich veli¢in a urcitym zptisobem definovanych odvozenych veli¢in se
nazyva soustava méricich jednotek.
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Soustavy méficich jednotek uzivané diive v rtiznych statech se lisily a v pribéhu ¢asu ménily.
Vysledkem snah o jejich zjednoduseni a sjednoceni v mezinarodnim métitku je, ze ve vétsiné zemi
byla pfijata tzv. Mezindrodni soustava méficich jednotek (SI), (Systéme International d’Unités).
U nés je uzédkonéna v normé CSN 01 1300. Zde uvedeme pouze zakladni informace o ni. Obgirnéjsi
informace jsou uvedeny v [2, 3].

1.2.3 Mezinarodni soustava jednotek SI
Zakladni veliCiny a jim prislusné hlavni jednotky, tzv. zdkladni jednotky soustavy SI jsou:
1. délka — metr,
2. hmotnost — kilogram,
3. ¢as — sekunda,
4. elektricky proud — ampér,
5. termodynamickd teplota — kelvin,
6. latkové mnozstvi — mol,
7. svitivost — kandela.
Doplnkové veli¢iny a jejich hlavni jednotky, tzv. doplikové jednotky, soustavy SI jsou
1. rovinny thel — radian,
2. prostorovy thel — steradian.
Definice:

Metr (m) je délka rovnajici se 1650 763,73 vinové délky zareni odpovidajiciho pfechodu mezi
hladinami 2p1o a 5ds atomu kryptonu 86 ve vakuu'.

Kilogram (kg) je hmotnost mezinarodniho prototypu kilogramu.

Sekunda (s) je doba trvani 9192631770 period zéafeni, které piislusi pfechodu mezi dvéma
hladinami velmi jemné struktury zakladniho stavu atomu cesia 1332.

Ampér (A) viz definice v ¢asti 1.4.2.3 textu Fyzika II.
Kelvin (K) je 1/273,16 ¢ast termodynamické teploty trojného bodu vody — viz ¢ast 5.1.2.

Mol (mol) je latkové mnozstvi soustavy sestavajicich ze stejnych ¢astic (atomi, molekul atd.),
v niZ pocet Eastic je roven poétu atomt v 0,012 kg uhliku 2C.

Kandela (cd) je svitivost jistého prototypu (viz [2, 3]).

Radian (rad) je rovinny thel sevieny dvéma radidlnimi polopaprsky, které vytinaji na kruznici
o poloméru R oblouk délky s = R (viz obr. 1.2a.)

Steradian (sr) je prostorovy uhel dany kuzelem, ktery na kouli o poloméru R se stfedem ve
vrcholu kuzele vytind plochu o obsahu S = R? (viz obr. 1.2b)

LP#iblizné se rovna vzdalenosti dvou vrypt na diive uzivaném normélu a 10~7 délky &tvrtiny poledniku Zemé.
2 Astronomicka® definice pomoci tropického roku byla nahrazena definici ,pozemskou“. Poznamenejme, ze
Zemé rotuje nepravidelné — jeji thlova rychlost kolisd a v priméru se zmensuje.
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1.2. FYZIKALNI POJMY A VELICINY

kruznice koule

3
a) b)

Definice: ¢ = , [p] =rad Definice: w :ES , |w] =sr

Obr. 1.2: Definice rovinného thlu ¢ a prostorového thlu w

1.2.3.1 Vedlejsi jednotky zakladnich veli¢in

Kromé uvedenych hlavnich jednotek je povoleno v SI uzivat tzv. vedlejsich jednotek, které jsou
uvedeny v obr. 1.3.

Vedlejsi jednotky
Jednotka Jednotka
Velicina Nézev Znacka Velicina Nézev Znacka
¢as minuta 1 min objem litr 11
hodina 1h
den 1d hmotnost| tuna 1t
rovinny | (dhlovy) stupen 1° Celsiova | Celsiav 1°C
thel (thlova) minuta 1/ teplota | stupen
(thlova) vtefina 1!
energie | elektronvolt 1eV
hmotnost| atomova hmot- lu
nostni konstanta

Obr. 1.3: Vedlejsi jednotky SI.

Povoleny jsou nasobné a diléi jednotky tvofené nasobkem 103,106, ... zédkladnich a odvo-
zenych jednotek. Jejich nazvy se tvori pfedsunutim pfedpony a jejich znacky predsunutim znaku
podle schematu

Pfedpona | tera | giga | mega | kilo | mili | mikro | nano | piko | femto | atto
Znacka T G M k m I n p f a
Viznam | 102 | 10° | 106 | 103 | 1073 | 1076 | 1072 | 10712 | 1071® | 10718

Napi.: 1 megavolt = 1 MV = 10° V, 1 nanometr = 1nm = 10~ m.
Kromé toho je povoleno uzivat tyto jednotky: cm?, km?, dm?, mm?, dm?, cm?®, mm3.
Odvozené veli¢iny v soustavé SI jsou vSechny takové veli¢iny (bez omezeni poctu), které
jsou souéinem (kladnych i zdpornych) mocnin zékladnich a dopliikovych veli¢in. Jim piislusné
hlavni jednotky, tzv. odvozené jednotky, jsou soucinem mocnin hlavnich jednotek zakladnich
a doplitkovych veli¢in. Ciselny faktor v uvedenych vztazich je roven jedné. Napf.
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1.3. SKALARNI A VEKTOROVE FYZIKALNI VELICINY

p= g, 1Pa = % =1m lkgs?
Takto zavedené odvozené jednotky i hlavni jednotky veli¢in zakladnich a odvozenych se
nazyvaji koherentni.
Rozmér (neboli dimenze) fyzikalni veli¢iny X se zna¢i D(X) nebo (X) a je definovan:

a) pro zékladni veli¢iny: rozmér délky je délka, zapis D(l) = L,

b) pro odvozené veli¢iny je jejich rozmér roven souc¢inu mocnin rozméri zakladnich veli¢in,
dany vztahem mezi nimi. Napf. rozmér tlaku je

D(p) =L 1LM-T2

kde L je jednotka délky, M jednotka hmotnosti a T jednotka casu.
Veli¢inova rovnice je rovnice mezi fyzikdlnimi veli¢inami, napf.

U=RI, napt. 6V=20-3A.
Jsou-li vSechny veli¢iny udany v hlavnich (tj. koherentnich) jednotkéach, plynou odtud rovnice

[U] = [R]-1], tj. V=Q-A rovnice pro jednotky
{U} ={R}{I}, tj. 6 =2-3 rovnice pro ¢iselné hodnoty
D(U) = D(R)-D(I), tj. L°MT*I"' =L®*MT 121 dimenzionalni rovnice

Vztah jednotky odvozené veliiny k zdkladnim jednotkdm vyjadiuje rovnice typu 1N =
1mkgs™2, nebo 1V = m?kgs3-A~! atd. Nekdy (ne zcela spravné, ale velmi ¢asto) se prava
strana nazyva rozmérem (dimenzi) jednotky.

Rozmér zakladnich veli¢in: délka [, D(I) = L; hmotnost m, D(m) = M; ¢as 7,D(1) = T;
elektricky proud I,D(I) = I; teplota t, D(t) = O; latkové mnozstvi n, D(n) = N; svitivost
I,D(I)=1.

1.3 Skalarni a vektorové fyzikalni veliCiny

oveVeliciny}
VyloZeny budou pojmy ,,vztazna soustava“, ,soufadnicova soustava“, ,drahova sourad-

nice“. Ve vykladu vektorti se predpoklada, Ze je ¢tenar znd v rozsahu textu Vybrané

kapitoly z fyziky, ¢éast ,,Vektory“. Zakladni vlastnosti vektort jsou pfipomenuty. Nové

je vylozeno semikartézské vyjadieni vektord a operace ,skalarni souc¢in® a ,,vektorovy

soucin®.

Cil: I) Vylozit vlastnosti vektorovych veli¢in a pravidla po¢itani s vektory v rozsahu
skripta [6], ¢ast ,,Vektory“, zejména umét jich uzit.

IT) Pracovat s vektory v semikartézském vyjadfeni.
III) Pracovat s vektorovymi rovnicemi a pfevadét je na rovnice skalarni.

IV) Vyslovit definice skaldrniho a vektorového souc¢inu dvou vektorii, vylozit jejich
vlastnosti a pracovat s nimi.

V) Uvedené vztahy a vysledky definovat a vysvétlit pojmy a veli¢iny zvyraznéné
v tomto textu.
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1.3. SKALARNI A VEKTOROVE FYZIKALNI VELICINY

‘ ) 1.3.1 Vztazné soustavy, soustavy souradnic
1.1.3A
Fyzikalni déje — napf. mechanické pohyby téles, Sifeni svétla, elektromagnetické déje atd. —

zkouméame a popisujeme vzdy tak, Ze nejprve zvolime (nékdy jen podvédomé) vztaznou soustavu,
tj. néjaké vhodné téleso (nebo skupinu téles), a pohyby ostatnich téles i jiné dé&je vztahujeme
k této soustavé. Vztaznou soustavou muize byt napt. laboratof, v niz provadime pokusy a méfeni,
povrch Zemé, kabina letadla, stator motoru atd. Velmi vhodnou vztaznou soustavou je napf.
idedlni ,dokonale tuhé“ téleso, jehoz elementy maji stalou vzajemnou vzdalenost.

Abychom mohli popisovat a vySetfovat kvantitativné polohy a pohyby téles, nebo zkoumat
elektromagnetické pole, nebo vySetrovat Sifeni vinéni atd., zavadime navic soustavu souradnic
spojenou se vztaznou soustavou. Pfi zkoumani prostorovych pohybi zavadime nejcastéji troj-
rozmérnou pravotocivou soustavu pravouhlych orientovanjych os Oxyz, tzv. kartézskou soustavu
soufadnic. Polohu obecného bodu P pak charakterizujeme trojici jeho soufadnic (x,y, z). Uzi-
vame zapisu P(z,y, z), obr. 1.4.

Obr. 1.4: Vyznam trojice soutadnic (z,y, z) charakterizujicich polohu bodu P(z,y, z)
{obr1.1-3} v trojrozmérné pravotocivé soustavé pravouhlych soufadnic Oxyz.

V této soustaveé zavedeme jesté Cas t tak, ze ve vztazné soustvé umistime vhodné casomérné
pfistroje — hodiny. Hodiny umisténé v rtiznych mistech sefidime tak, aby ukazovaly stejny cas
— synchronizujeme je. Cas t nazyvidme nékdy ¢asova soufadnice, na rozdil od prostorovych
soutadnic z, v, z.

Ny

Y s<0
s>0

]

T X

Obr. 1.5: Geometricky vyznam drahové soutradnice s (kratce draha) popisujici polohu
{obr1.1-4} hmotného bodu na libovolné kiivce k.

Soustavu souradnic budeme spojovat vidy s néjakym vztaznym télesem a budeme uZivat
i pro ni nazev ,vztazna soustava‘.
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{obr1.1-5}

1.3. SKALARNI A VEKTOROVE FYZIKALNI VELICINY

P1i zkoumani rovinnych pohybi relativné malych téles, tzv. hmotnych bodi, zavadime ob-
vykle jen dvojrozmérnou soustavu soutradnic s osami Oz, Oy. Piiklady: pohyb lodky na vodni
hladiné, pohyb druzice kolem Zemeé, sikmy vrh atd.

Chceme-li udat polohu hmotného bodu, o némz vime, Ze se pohybuje po urcité predem
znamé kfivce — napf. automobil po dalnici Praha — Brno, mtuzZeme postupovat takto: Na kfivce
k (obr. 1.5) volime libovolné (vhodné) pocéatek O, kiivku orientujeme (tj. vyznacime smér, ktery
povazujeme za kladny) a polohu hmotného bodu na ni charakterizujeme veli¢inou (soutadnici)
s = 0, podobné jako na soufadnicové ose Ox. Veli¢inu s budeme nazjvat drahova soufadnice,
kratce draha.

Vztaznou a souradnicovou soustavu bychom méli zakreslovat do vsech obrazkt znazornujicich
fyzikalni déje. V situacich, kdy je zfejmé, o co jde, se to vSak obvykle nemusi provadeét.

1.3.2 Hlavni vlastnosti skalarnich a vektorovych veli¢in

Skalarni a vektorové fyzikalni veli¢iny se probiraji na stfednich skolach. O ¢tenafi se predpoklada,
Ze je s nimi sezndmen v rozsahu daném obsahem ¢ésti ,,Vektory“ textu [6], viz také [7].

7 hlediska popisu urcitého fyzikalniho déje s uzitim riznych navzajem se nepohybujicich
soustav soufadnic (obr. 1.6) je uziteéné si uvédomit, ze skaldrni veli¢iny — napf. teplota, objem,
hmotnost télesa atd. — maji v takovych soustaviach (Ozyz, O'z'y'2" v obr. 1.6) stejné ¢iselné
hodnoty. Vektorové veli¢iny vSak (jez lze zndzornit orientovanou tseckou), napt. sila ﬁ, sviraji
s odpovidajicimi si osami (napf. Oz, O'z’) rizné uhly, takZe jejich prauméty do os Ox, O’z atd.
maji rizné hodnoty.

z
72
ol & — £
3
N F

X

Obr. 1.6: Dvé vici sobé vzajemné se nepohybujici vztazné soustavy souradnic (Oxzy
a O'z'y'2) a jejich rozdilny popis téhoz vektoru F'.

Uvedeme zde nékteré dalsi vlastnosti vektorovych veli¢in v rozsahu potfebném k dalSimu
vykladu. Budeme pii tom uzivat casto nazoru a nas vyklad tedy nebude pfesny. V matematice
si ¢tenar poznatky o matematickych objektech i operacich zde probiranych upfesni. Doporucend
matematicka literatura: [3], [4], [6].

Vektorové veliciny zde budeme znacit obvyklymi symboly, napf. ﬁ, U, p atd. a budeme je
nazyvat vétSinou kratce vektory. Vektor o pocateénim bodé A a koncovém bodé B budeme
znacit AB. Poéateéni bod vektoru budeme nazyvat umisténi vektoru. Umisténi sily se nazyva
pusobisté. Kazdou vektorovou veli¢inu lze napsat ve tvaru, ktery uvedeme na prikladu sily F:

F= 3newt0ny-f0 = 3N-FO.
Zde je
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{obr1.1-6}

1.3. SKALARNI A VEKTOROVE FYZIKALNI VELICINY

newton N jednotka sily F. Znadi se [F] = N;
3 dselna hodnota sily F (v uvedenjch jednotkach). Znadi se {F} = 3;
3N velikost sily F (jiné nazvy: modul, absolutni hodnota). Znadi se F = 3N (nebo |F| = 3N);

FO = F/F jednotkovy vektor ve sméru sily. Plati \F_’b| =1 (obr. 1.7).

F
<%,F"/1

umisténi
O O pusobisté

Obr. 1.7: Vyznam jednotkového vektoru FO ve sméru vektoru sily F.

Pii kresleni vektor se délky usecek voli tak, aby byly tmérné velikostem znazornénych
veli¢in. Lze tedy psat F = {F'}-[F|-F9
Dvé vektorové veli¢iny @,b jsou si rovny (@ = b) pravé tehdy, kdyz

a) jsou shodné po strance kvalitativni
b) mayji stejnou velikost
¢) maji stejny smér.

Informace:

1. Nesplnuji-li dvé vektorové veliciny vSechny t¥i uvedené podminky, nejsou stejné. Je-li napft.
F1 sila vodorovného sméru o velikosti F; = 5N a sila Fy o velikosti F5 = 5N je svisla,
nejsou to stejné sily, tj. F1 # Fb. Plati ovsem F} = Fy;

2. Dva vektory @, b, které splituj{ uvedené podminky a), b), ¢) jsou stejné, i kdyz maji rizné
umisténi;

3. Jsou-li dvé vektorové veli¢iny stejné, neznamena to, Ze jsou zcela shodné po strance fyzi-
kalni. Priklad: Na téleso T, které lezi v klidu na vodorovné podlozce pusob1 sﬂa tihova
G asila N od podlozky (obr. 1.8). Téleso pusob1 na podlozku silou F1 Sily G F1 se lisi
puvodem (G je zptisobeno tithovym polem, F je zpusobeno télesem T') i plisobistém. Plati
viak G = Fl,

— —

4. 7 vektorové rovnice @ = b plyne a = b, a¥ = 0 (a naopak).

1.3.3 Semikartézské vyjadieni vektoru

P1i vySetfovani vztahd mezi vektorovymi velicinami s uzitim kartézské soustavy soutadnic se
zavadéji nékteré dalsi pojmy a operace:

1. Kolmé priuméty (kratce: Pruméty) vektorové velic¢iny @ do souradnicovych os (viz [6]. Znaci
se Gz, Gy, a, (obr. 1.9) a jsou definovany vztahy
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1.3. SKALARNI A VEKTOROVE FYZIKALNI VELICINY

=

G
B
Obr. 1.8: Tihova sila G a sila ﬁl, kterou pusobi téleso na podlozku. Obé vektorové veli¢iny
{obr1.1-7} jsou shodné, avsak nejsou zcela totozné po strance fyzikalni.
{1.1-3} Gy = acosa,ay = acos3,a, = acosy. soufadnice vektoru @ (1.3)
{ram-1}

Tyto veli¢iny se nazyvaji rovnéz souradnice vektoru a. Ze vztahu (1.3) plyne a, > 0 pro
0<a<m7/2,a, =0proa=m/2,a, <0pron/2 < a <. Uziva se zapisu @ = (ay, ay,a).
Vektor @ a jeho soufadnice maji stejné jednotky.

EAN

i

Syl
0
SH

<y

| by | (07 y
a7y o

T

X

Obr. 1.9: Vyjadieni vektorii @ a b pomoci jejich slozek ay, ay,a; (resp. by(=0),by,b.)
a jednotkovych vektort 7, 7, k. V obrazku jsou rovnéz vyznaceny thly, které svira vektor a se
{obr1.1-8} soufadnicovymi osami.

Je-li dan vektor svymi soufadnicemi, napi. @ = (az, ay, a.), lze urcit jeho velikost a thly,
které svira se souradnicovymi osami, s uzitim vztahi plynoucich z obr. 1.9:

|d| = a= /a2 + af + aZ;

(g ay a,
cosa = —,cosf = —,cosy = —.
a Yy a

2. Semikartézské vyjadieni vektoru.

Jednotkové vektory ve sméru soufadnicovych os Ox, Oy, Oz budeme znadit 7, 7, k. Tyto vek-
tory jsou navzajem kolmé (obr. 1.9) a plati pro né || = |j] = |k| = 1. Vektory a,7, a,J, a.k
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{ram-2}

{1.1-5}

{1.1-6}

{obr1.1-9}

{1.1-7}

1.3. SKALARNI A VEKTOROVE FYZIKALNI VELICINY

a o velikostech |az|, |ay|, |a.| se nazyvaji slozky vektoru @ v soufadnicovych osach. Plati
pro né

—

a = a,7+ ay)+ a.k semikartézské vyjadieni (1.4)

To je tzv. semikartézské vyjadieni vektoru d.

Informace: Vétsina fyzikalnich veli¢in, které nejsou skalarni, jsou veli¢iny vektorové a lze
je vyjadiit ve tvaru (1.4). Trojice vektord (7, j’,E) se nazyva baze vektorového prostoru
tvoreného témito veli¢inami. Pocet vektorti baze se nazyva dimenze vektorového prostoru.
Poznamenejme, ze v matematice a v teoretickych tivahach v oblasti techniky se pojem
vektoru zobecriuje a uvazuje se obecné o n-dimenzionalnich vektorovych prostorech. (viz
napi. [8]).

3. Souvislost vektorovych a skalarnich rovnic. Z defini¢nich vztahi (1.3) a z véty o prameé-

tech (viz [6]) plyne: Jsou-li S1,.5; ..., .S, skalarni veli¢iny a ¥, ¥, . . ., ¥, vektorové veli¢iny
takové, ze plati vztah (1.5), pak plati i vztahy (1.6) a naopak, tj.

$1U1 + SoUs + ... + 8 U = 6 (1.5)

S1V1z + S2Vop + ... + SpUpse =0
51V1y + S22y + ...+ SpUpy =0 o . (1.6)
S1V1x + S92, + ... + Spup, =0

To znadi: vektorova rovnice (s vektory trojdimenzionalniho prostoru) a tfi skalarni rovnice
pro pruméty do soufadnicovych os jsou ekvivalentni.

-

d

oL

rd

_ p
d, le,| = —c¢,

Obr. 1.10: Pramét d, souctu vektort @ + b+ & do orientované primky p.

Pfipomerime obsah zminéné véty o primeétech vektort: Uvazujme o vektorovych veli¢inach
da,b,c a o jejich sou¢tu d = d@ + b+ ¢ (obr. 1.10). Utvofme pramét vektoru d do libovolné
orientované primky p. Z obr. 1.10 je zfejmé, ze plati

dp = ap + by — |ep| = ap + by + ¢p.
Tedy
d=a+b+¢&=d,=a,+by+cp,

slovy: primét souctu vektortt do orientované primky p je roven souctu jejich prameéti do
p. Obecné pak plati:

5: chﬁk = b, = chakp, (17)

kde ¢, jsou skalarni veli¢iny takové, Ze cidy jsou vektorové veli¢iny stejného druhu.
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{pr1.1-1} KP 1.3-1
Vektory d,b jsou ddny svymi soufadnicemi ag,ay,a.,bz,by,b.. Vektor ¢ je ddn vztahem ¢ =

a — 2b. Urcete 1. ¢z, ¢y, cz5 2. c.
Resent:

1. Z rovnice (1.6) plyne

C=a—2b= cy = az — 2by,cy = ay — 2by,c. = a, — 2b;;

2.
c=,/c2+c+c2= V(ag —2b,)2 + ...
1.3.4 Skalarni soudin dvou vektoru <

Skalarni sou¢in @-b dvou (libovolngch) vektorovych velicin @, b je skalarni veli¢ina ¢ dana vztahem

=,

{1.1-8} ¢(=a-b) = abcos, definice skalarniho sou¢inu (1.8)

{ram-3}
kde « je duty nebo pfimy thel sevieny vektory a,b (obr. 1.11).

ap
b
o
\_/w\/ _
b, a
{obr1.1-10} Obr. 1.11: Geometricky v§znam skaldrniho soudinu @-b = a bcos a(= apb = baa).
Informace:
1. Jednotky: [¢] = [a]-[b];
2. Plati: @b = b-d;
>0 pro 0<a<m/2
3. Plati: a-b¢ =0 pro a=m7/2
<0 pro /2<a<m
4. S uzitim praméta ap = acos a, b, = bcos a lze psat
{1.1-9} @-b = apb = baa (1.9)
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1.3. SKALARNI A VEKTOROVE FYZIKALNI VELICINY

E -

®

Obr. 1.12: Priklad KP 1.3-2.

KP 1.3-2

Vagon je tazen na piimém tseku délky s = 20m lanem, které svird se smérem rychlosti
vagonu uhel @ = 20° a které je napinano silou o velikosti F' = 800 N. Vyjadiete praci W
vykonanou silou F' pomoci skalarniho sou¢inu a vypoctéte ji.

Reseni:

Zavedeme vektor § podle obr. 1.12. Pak

W = F,s=F-(cosa)s=F3,

W = F.§=Fscosa=800N-20m-cos20° = 1,50-104 J.

5. S uzitim vztaht (1.7), (1.8) lze dokazat: Pro libovolné vektory @, b, &, d a skaléry A, B, C, D

=

takové, ze spliuji vatahy [Ad) = [Bb],[Cé] = [Dd], plati

(Ad@ + Bb)-(Cé+ Dd) = ACG@-¢+ ADd-d + BCb-¢+ BDb-d. (1.10)

Analogicky vysledek plati pro libovolny pocet séitanct a souciniteld.

KP 1.3-3
Vyjadrete skalarni soucin vektorti @ = (az, ay, a;), b= (bs, by, b,) pomoci jejich soufadnic.
Reseni:
@b = (agi'+ ayJ+ a.k)-(be7'+ byT+ b.k) =
sbeTT + azby?T+ ...+ azbok-k = agby + ayby + azb.,
nebot

1.3.5 Vektorovy soucin dvou vektoru

Vektorovy soudin @ x b dvou (libovolnych) vektorovych velic¢in @, b je vektorova velicina ¢, defi-
novana takto: Oba vektory @,b umistime do jednoho (libovolného) bodu (bod P v obr. 1.13).
Pak vektor ¢ = d x b ma:
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1.3. SKALARNI A VEKTOROVE FYZIKALNI VELICINY

{obri.1-12} Obr. 1.13: Geometricky vyznam vektorového soucinu @ x b.

1. Velikost:

|¢] = absin a,

tj. plati

|@ % b| = absina,
kde « je tupy nebo primy thel sevieny vektory a, b.

2. Smeér: kolmy na rovinu danou vektory Ei,l; tak, ze vektory a, E_;,E’ (v uvedeném poradi)

tvofi pravotocivy trojhran (nebo: pravoto¢ivy sroub — otéceni kolem pfimky p od @ do b
nejkratsi cestou, vektor ¢ ma smér postupu sroubu) — obr. 1.13.

Pro¢ pravé takto se prifazuje dvéma vektortim a, b tieti vektor &7

Odpovéd je jednoduché: protoze se ve fyzice a v technice veli¢iny tohoto typu casto vy-

skytuji. Priklady:

(a) Na elektricky nabitou castici o naboji @, pohybuj1c1 se rychlostl U v magnetickém
poli o magnetické indukci B pusobl magneticka sila F= Q (T % B ).
Ukol: volte libovolné vektory 4, B a zakreslete smér F pro @ > 0 a pro @ < 0.

F

Obr. 1.14: Piiklad uziti vektorového soucinu: ota¢ivy moment M sily F' piisobici na téleso
{obr1.1-13} v bodé P, jehoz polohovy vektor je 7, je roven M =7 x F.

(b) Sila F pusobici na téleso v bodé P vyvozuje vzhledem k pocatku soutadnic otacivy
moment M = 7 x F| kde 7 je polohovy vektor bodu P (obr. 1.14).
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Informace:

1. Velikost vektoru ¢, tj. ¢ = absin «, je rovna plosnému obsahu kosodélnika vysrafovaného
v obr. 1.13.

2. Jednotky [c] = [a][?] ;

3. Z definice vektoru é=a x b plyne

a) @xb=—bxa;
b) k(@x b) = (k@) x b=a x (kb);
¢) @x (b +by)=axby+ax by
NZ
1
0 2
( WA
% y
7 F
M
X
{obr1.1-14} Obr. 1.15: Kiiklad KP 1.3-4.

{pr1.1-4} KP 1.3-4
Na konci tyce délky [ ptisobi sila F 1 Oz podle obr. 1.15. Urcete otac¢ivy moment sily F
vzhledem k poc¢atku O. (Pozn.: symbolem a 1] b vyjadfujeme, ze vektory 675 jsou souhlasné
rovnobézné, tj. paralelni. Symbol @ 1] b vyjadruje, ze vektory a, b jsou nesouhlasné rovnobézné,
tj. antiparalelni).
Reseni:
M = 7 x F. Vektor M zakreslime v bodé O, smér je zejmy z obr. 1.15. Plati

= 1
M = |7]-|F|sin90° = ilF'

Reste priklady KP 1.1-10 az KP 1.1-15 v textu Vybrané kapitoly z fyziky; KP 1.3-5.

1.4 Derivace a integraly

eAIntégralsg}
Ve fyzice i v technice ma vzristajici vyznam matematika. Vénujte se jejimu studiu,

co vam sily sta¢i. Nezapomente vSak na to, ze matematika je pro inZenyra ucinny
nastroj pro studium technickych déji, jimz musi rozumét predevsim po strance fyzikalni
— musi vzdy védét, o co jde. Ve fyzice na technickych fakultach se predpoklada, ze
student ovladd matematiku na gymnazidlni Grovni, viz napf. [8]. Presto zde radéji
vylozime ty matematické pojmy a operace, bez nichz se ve fyzice neobejdeme. Vyklad
je zalozen na nézornosti a je zaméfen tak, aby student vécem porozumél v rozsahu
potfebném ke studiu fyziky. Dtkazy uvadénych vysledkid a podminky jejich platnosti
si upfesni student v matematice. Zde vylozime pojmy: derivace skalarni a vektorové
funkce, diferencidl, integral.

Cil: .
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{obr1.1-15}

1.4. DERIVACE A INTEGRALY

I) Vylozit pojem derivace skalarni funkce, vyslovit jeji definici a vysvétlit jeji
geometricky vyznam;

IT) Porozumét pojmu diferencidl a umét vylozit jeho hlavni vyznam v aplikacich;

III) Vysvétlit a na ptikladech ilustrovat pojem vektorové funkce skalarniho argu-
mentu, vyslovit a vylozit definici derivace vektorové funkce;

IV) Vylozit pojem primitivni funkce, pojem Riemannova integralu a jejich sou-
vislosti;

V) Umét pouZit vztahy a vysledky zde v textu uvedené, definovat a vysvétlit
pojmy a velic¢iny.

VI) Samostatné fesit piiklady feSené v tomto textu.

1.4.1 Derivace skalarni funkce

Fyzikalni veli¢iny — skalarni i vektorové — se pfi fyzikalnich a technickych déjich (obecné) méni.
Napft. pfi béhu pistového motoru se ve valci méni objem plynu, jeho tlak i teplota. Vzajemna
souvislost libovolnych dvou veli¢in z p, V,T,t (kde t jsme oznaéili ¢as) muize byt ve vétsiné
pripadt znazornéna graficky. Napf. v obr. 1.16 je kfivkou c¢ znazornéna zavislost tlaku p na case
t, tj. funkce p(t). Pfitom pfedpokladame, Ze veliiny jsou udény v hlavnich jednotkach SI, tj. p
v pascalech a t v sekundéach.

p (Pa) Az c
g(t)

t

, oy

5 T

o [
Po Do ’
po = p(t) W .
0 a 73t 7 £(s)

Obr. 1.16: Geometricky vyznam derivace skalarni funkce. Pfiklad zavislosti tlaku p na ¢ase ¢,
kterad je popsana kfivkou c. V bodé Py je ke kiivce ¢ sestrojena tecna T', vyjadiujici graf
linedrni zavislosti na ¢ase (tj. popsand linearni funkci ¢asu) g(t).

Vétsinu funkci, jimiz jsou vyjadfeny souvislosti fyzikdlnich veli¢in pfi technickych déjich, lze
znazornit kiivkami sestavajicimi z tisekt, k nimz lze sestrojit v kazdém jejich bodé te¢nu a tato
tecna méni pfi postupu dotykového bodu po ktivce sviij smér plynule. Takové tiseky se nazyvaji
hladké krivky.

Pro posouzeni priibéhu déje znazornéného kiivkou ¢ v obr. 1.16 v nékterém case ty neni
dulezitd jen hodnota funkce p(tg), kterou oznacime pg, nybrz i to, jaky méa funkce p(¢) prubéh
v ¢asech blizkych k ¢ty — zda a jak rychle stoupa nebo klesa s ménicim se ¢. Pfedpoklddejme, Ze
kiivka ¢ je hladka a vedme k ni v bodé Py(to,po) teénu (T' v obr. 1.16). Tato te¢na ma stejny
sklon jako kfivka ¢ v bodé Fy. Te¢nou T je znazornéna linedrni funkce ¢asu, kterou oznacime
napt. g(t). Jeji analytické vyjadieni je dfs gdfgd gdfg d aesg fsdgdfgfds gdflg sdfgldf kgslfdglgdtkg
fsdg sdfgdfgdfgggflgdfgldfgdfl
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{1.1-11}

{ram-4}

{1.1-12}

{1.1-13}

{1.1-14}

{obr1.1-16}

{1.1-15}

1.4. DERIVACE A INTEGRALY

g(t) = g(to) + K(t —to), kde g(to) = po (1.11)

a kde K je jistd konstanta. Tato konstanta K se nazyva derivace funkce p(t) v ¢ase ¢y (nebo
v bodé ty). Znaci se obvykle p(t9) nebo symbolem dpéio), tj. K = p(to). Na zékladé vztahu (1.11)
muzeme pro t # ty psat

ﬁ(to) _ |:dp(§z0):| _ g(t) — g(tO) _ % (112)

t—to At
Zde je Ag = (g—go) kone¢ny piirtstek linearni funkce g(t), rovnice (1.11), zndzornéné teénou
T, odpovidajici nenulovému, jinak vsak libovolné velkému pfirastku ¢asu At =t — ty. Prirtstek
At se znadi obvykle dt, tj. dt = At, pfirtistek Ag v bodé ty se znaci dpg nebo dp(tg). Velic¢iny
dt a dpg se nazyvaji diferencidly v case to. Pfitom dt je diferencial nezavisle proménné ¢t a dpg
je diferencial funkce p(t). Derivace ( o — = p(to) a diferencidly dt,dpy souvisi vztahem

dpo = p(to)dt. (1.13)

Geometricky vyznam derivace dp (to) je zfejmy z obr. 1.16: jeji ¢iselnd hodnota {dp (to) } je

rovna tangenté uhlu «, ktery svira tecna T s osou Ot, tj. smérnici piimky 7T

dp(to),
{ i I =tga. (1.14)
N\¢
U3 3 At
t _
t d
1P A v
0] ), 3]
a) b) c) d)

Obr. 1.17: Geometricky vyznam derivace vektorové funkce. Okamzita rychlost kosmické sondy
¥ a priumérnd zména rychlosti v ¢asovém intervalu At, tj. Av/At.

Zéavislost p na t, vyjadfend funkei p(t) a zndzornénd kiivkou C, neni linearni. Je vSak ziejmé,
ze pro t blizké k to, tj. pro |At| < 1, lze funkci p(t) pfiblizné nahradit linedrni funkei g(t),
danou vztahem (1.11) a znazornénou tecnou 7, a to tim lépe, ¢im je |At| mensi. Tedy kiivku C'
nahradime v okoli bodu Fy tec¢nou T', takze ptiblizné plati

p(t) =po + dpéz()) (t—to) - (1.15)

Z uvedeného plyne, ze derivaci % Ize ziskat také timto limitnim procesem: Utvorime podil

Ap/At, pro ktery z obr. 1.16 plyne
{Ap/Aty =tgf .
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Zmensujeme |At| tak, ze t — to. Pak konverguje (blizi se): bod P — Py, thel f — «, podil
Ap/At — Ag/At = dp(to) . Tedy

. dp(te) . p—po .. A
1.1-16 to) = —1 — lim 2P
{ boooplo) = =g = fim S = lim

definice derivace skalarni funkce v bodé to (1.16)

{ram-5}

To je vlastni definiéni vztah pro derivaci funkce p(t) v bodé ty. Je velmi uziteény z hlediska
urcovani derivaci konkrétnich funkci jakozto limit, k vySetfovani jejich vlastnosti i k odvozovani
pravidel pro vypocet derivaci.

Derivace funkce p(t) v bodé tg, tedy <2 ( 0) , zavisi na tom, jak jsme zvolili ¢y. Jestlize kazdému
t, v némz ma funkce p(t) derivaci, prlradlme tuto derivaci, definuje toto pfirazeni novou funkci
proménné t. Tato funkce se oznacuje p(t) a nazyva se derivace funkce p(t) podle casu.

Dtlezita informace Z hlediska vyuiiti derivaci ve fyzikélnich a technickych déjich je nejdi-

vvvvvv

. dp(to)
- Ap =
{1.1-17} p =

dp(t
At = pét‘)) dt = dpo. piiblizna hodnota piiristku Ap (1.17)
{ram-6}
Umoznuje nahradit pfiblizné ptirtstek Ap funkce p(t) odpovidajicim pfirtistkem At nezévisle
proménné ¢ v okoli bodu ¢y jejim diferencidlem p(to)dt.

{pr1.1-5} KP 1.4-1
Hrana krychle o délce g = 2m se zahiatim prodlouzi na I = 2,003 m. Urcete zvétseni objemu
krychle.
Reseni:
Objem V je funkei délky hrany [ : V = 3. Oznacéime ji V(). Piirfistek této funkce v bodé I,
odpovidajici pfirtistku Al = 0,003 m, je podle (1.17) pfiblizné roven

AV = V'(ly)dl = 313dl = 3-4-0,003 m® = 0,036 m®.

Uzili jsme vztah (%) = 322, ve kterém jsem symbolem ’ oznaéili derivaci funkce podle z.

Informace:

1. Derivace dﬁ—g) funkce p(t) je nova fyzikalni veli¢ina. Jeji jednotkou je [d{’i—g)} = [p|/[t].

e . . dp(t e i1 s ]
Veli¢ina ¢ se nazyva argument funkce p(t). Po derivaci % se uziva také nazvu (prvni)

derivace funkce p(t) podle t.

2. Z defini¢éniho vztahu (1.16) plynou (zde bez ditkazu) pro ¢asto se vyskytujici funkce f(z)
tyto vztahy

f(z) =2%a€ (—o0,00) = f(z) =ax® !, pro a=0:f(r)=1— f'(z) =
J@) = & — Pla) =",

): sinz — f'(x) = cosz,

=cosx — f'(z) = —sinz .

{1.1-18} (1.18)
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Dale jsou-li Ay, As konstanty a fi(x), fo(x) funkce, které maji derivaci:

f(z) = Alfl( )+ Asfa(z) — f'(z) = A1 fi(z) + A2 fo(w),
f(x) = fi(@) f2(x) — f'(z) = fi(2) f2(2) + fi(2) f3(2),

f(z) = % — f(z) = f{(x)~f2(m)2—f1(a:)‘fé(x) , (ale faz) #0), (1.19)
fa(z) f2(x)

f(z) = fi(kz),k = konst. — f'(x) = dfl( ), kde y = kx .

3. Derivace funkce f’(x), tj. derivace derivace funkce f(x) se znaéi

vy d o (df\ _ &f
f(x)_dx<dx>_da32

a nazyva se druha derivace funkce f(x). Podobné f”/(x) atd. Derivace f’(z) se pak pro
urcitost nazyva ,prvni derivace“.

Derivace funkce f(t) podle ¢asu, tj. vyraz
df(t)
dt ’

se ve fyzice a technice ¢asto znaci zkracené f (t). Podobné pro derivace vyssich fadt podle
Casu piSeme f(t),..., kde pocet tecek nad funkei odpovida fadu derivace.

1.4.2 Vektorova funkce a jeji derivace
1.4.2.1 Vektorova funkce

Podobné jako o skalarnich funkcich lze uvazovat o vektorovych funkcich a o jejich derivacich.
Co je to vektorova funkce ukazeme na ptikladé:

Uvazujme napf. o pohybu kosmické sondy, jejiz trajektorie (v geometrické vztazné soustave)
je zakreslena v obr. 1.17a. Rychlost sondy ¥ se pfi pohybu méni: v kazdém ¢ase (urc¢itém intervalu
¢astl) ma ucitou hodnotu, tj. je funkci ¢asu: ¢ = ¢(t). Analogicky lze uvazovat o zavislosti
rychlosti ¥ na drahové souradnici (draze) s, tj. o funkci ¢ = ¥(s). Funkce 9(t), U(s) jsou vektorové
funkce skalarnich argumentt ¢, s.

Grafické znazornéni vektorovych funkci je vétSinou obtizné a méné nazorné nez znazornéni
funkei skalarnich. Lze je provést napf. takto: VSechny vektory o, jez méla sonda, umistime
do jednoho bodu (obr. 1.17b). Koncové body vektort ¢ vytvoii jistou kiivku ¢. Ke kazdému
bodu této krivky napiseme c¢as, v némz méla sonda ptislusnou rychlost. Tim dostaneme jisté,
ovSem ne prili§ dokonalé znazornéni funkce ¥(t). Analogicky mizeme znazornit funkci ¥(s) tak,
ze pripiSeme ke kazdému bodu kfivky ¢ pfislusnou drdhu s. Podobné lze znézornit vétsinu
vektorovych funkci skalarnich argumentt vyskytujicich se ve fyzice i technické praxi.

1.4.2.2 Derivace vektorové funkce

Budeme uvazovat o funkci ¥(t) zndzornéné na obr. 1.17b. Budeme pfitom predpokladat, ze
kiivka ¢ (tj. kfivka spojujici koncové body vektortt #(t) pro rtzna t) je hladkd. Nez budeme
definovat derivaci funkce ¥(t), pfipomernime, zZe derivace p(tg) funkce p(t) v bodé ¢¢ je definovéna
v podstaté jako limitni podil malého prirtstku funkce p(t) (tj. Ap) a malého pfirtstku At
nezéavisle proménné ¢, ve kterém se At blizi k 0 (viz rovnice (1.16)).

Podobné se definuje i derivace vektorové funkce ¥(t) podle ¢asu v case t:
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{ram-7}

{obr1.1-17}
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V ¢ase to necht ma vektorova funkce 9(t) jistou hodnotu 7. V ¢ase ¢ (> to) ne prili§ odlisném
od to necht mé4 hodnotu ¥. Béhem ¢asového intervalu (g, t) délky At =t —to se rychlost zménila
z Up na ¥ (obr. 1.17¢c), tj. vztahem A7 = ¥ — ¥ (obr. 1.17d).

V dalsim utvoiime vektorovou veli¢inu Av'/At. Tento vektor mé stejny smér jako vektor Av,
nebot At > 0, viz obr. 1.17c. Nyni zvolime ¢ blizsi k to, utvorime opét Av/At a tento postup
opakujeme. Pfesnéji: Provedeme limitni operaci — zmenSujeme At tak, Ze t — tg. Pritom
P — Py, AT — 0 (obr. 1.17c). Tvoiime stale podily Aw/At. Jejich limitni hodnota se nazjva

derivace funkce #(t) podle Gasu v Case ty a oznacuje se ¥(to) nebo %. Tedy

: do(t 7 — T AT
U(to) = olto) = lim ©— % = lim =, definice derivace vektorové funkce (1.20)
d¢ t—to t —tg  At—0 At

dolt)
dt

Ix)

—

@) Yo
Obr. 1.18: Vektor #(ty) ma smér tecny ke kfivce g.

Informace:

1. Z hlediska defini¢niho vztahu (1.20) a z obr. 1.17¢ plyne, Ze vektor ¥(tg) m4 smér teény ke
kiivce ¢ (obr. 1.18). M4 tedy jiny smér nez vj.

2. Derivace 9(to) funkce U(t) zavisi na volbé ty. Oznac¢ime-li, podobné jako u derivace ska-
larni funkce, ¢as, v némz je vytvofena derivace, symbolem ¢, miZeme definovat (novou)
vektorovou funkci ¢asu, tj. ¥ = 0(t).

3. Derivace ¥ je nova fyzikalni veli¢ina. V nasem ptipadé, kdy derivujeme rychlost ¢(¢) podle
¢asu, nazyva se U (t) zrychlenim. Zcela analogicky 1ze derivovat i funkci () podle s a ziskat
vektorovou funkei #'(s). Podobné lze derivovat libovolnou vektorovou funkci f'(z). Tyto
funkce obecné nemaji zvlastni nézev. Jejich jednotky jsou [f'] = [f]/[z]. Pro derivace
vektorovych funkei plati pravidla analogickd pravidlim (1.19).

1.4.3 Integral skalarni funkce

Integrélem funkce f(x) se souhrnné nazyva nékolik matematickych objekti. Z hlediska aplikaci

vvvvv

1. Primitivni funkce k dané funkci f(z) (tzv. neuréity integral funkce f(z)),

2. Riemannuv integral funkce f(z) (tzv. uréity integral funkce f(z)).
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1.4.3.1 Primitivni funkce

Primitivni funkce k funkci f(z) je, podle definice, takova funkce F(z), pro kterou plati F'(z) =
f(x). Je to funkce, jejiz derivaci je funkce f(x).
Pitklad: {f(z) = 2",n # —1} — F(z) = 2""'/n+ 1+ C, kde C je libovolna konstanta.

Skutecné:
1 da"tt dC 1

T n+l do +a_n—|—1
Primitivni funkce k funkei f(x) se obvykle zna¢i symbolem

[ @z,

my ji vSak budeme znacit symbolem F'(x). Tedy napt.: f(z) =2 — F(z) = 5 + C.
Je-li f(z) funkce udévajici fyzikalni veli¢inu, udava funkce F'(z) jinou fyzikalni veli¢inu.
Jejich jednotky jsou dény vztahem [F(z)] = [f][x].

F'(z) "4+ 0=2z"= f(x).

1.4.3.2 Riemannuv integral

K definici Riemannova integralu dospéjeme pri feseni tloh tohoto typu: Urcete praci W, kterou
je nutno vykonat k protazeni pruziny o tuhosti k a o ptivodni délce [ (v nezatizeném stavu) na
délku ' =1 + Al.

Tuto tlohu nelze Fesit pfimym uzitim zndmého vztahu pro praci W = F's cos «, nebot pii
protahovani pruziny neni sila, kterou je nutno na ni ptisobit, konstantni, nybrz roste s protaze-
nim, méni se. Zavedeme-li osu Oz podle obr. 1.19, je sila Fi jeji primét F,, do osy Oz funkci
protazeni (resp. stlaceni) x. Ozna¢ime f(x) = F;(z). Tato funkce je pfi neptilis velkych zménach
délky pruziny linearni (obr. 1.20), plati f(z) = kx, kde k je tzv. tuhost pruziny [k] = N/m.

s

% AAA A F

Obr. 1.19: Sila F (i jeji pramét do osy Oz) protahujici pruzinu je funkei protazeni (resp.
stlaceni) .

Praci proménné sily F, ur¢ime takto: Rozdélime interval (O, Al), v némz po¢itame praci, na
malé intervaly, tak malé, ze veli¢ina F, = f(z) je v kazdém z nich téméf konstantni. Vybereme-
li jeden z nich, napf¥. (x,z + Ax) (obr. 1.20), pak prace, kterou vykona sila F pri protahovéni
pruziny v tomto malém intervalu, je ptiblizné

AW = F, Az = f(x)Azx = kxAx.

Tato tzv. elementarni prace je ¢iselné rovna plosnému obsahu tizkého obdélnika o zédkladné
Az a vysce f(x), vysrafovaného v obr. 1.20. Celkova préace sily F' pfi protazeni pruziny ze stavu
x = 0 do stavu x = Al je pfiblizné rovna souc¢tu téchto elementarnich praci, tj.

W =) AW =" f(z)Ax, (1.21)

Copyright © 2005, UFI FSI VUT v Brné 31



1.4. DERIVACE A INTEGRALY

f(@) 4
f(z) = Fo(x)
B
AW = f(z
0 x x+Ax Al x
Obr. 1.20: Geometricky vyznam elementarni prace AW pii protazeni pruziny z délky = na
{obr1.1-19} délku = + Az.
/
f(@) F(2) A
C
S N
D L f f(x)dx
1
f(z)
A B
0 1 ¢ Az T2 x

Obr. 1.21: Geometricky vyznam Riemannova integralu obecné funkce f(z) v intervalu (z1,x2).
{obr1.1-20}

tj. Ciselné je rovna souctu obsahii vSech takovych prouzkt v celém intervalu (0, Al). Soucet na
pravé strané se nerovnd praci W pfesné, protoze v intervalu (x,z + Ax) se f(x) pfece jen trochu
meéni.

Je zfejmé, Ze soucet na pravé strané vztahu (1.21) se lisi od W tim méné, ¢im je déleni
intervalu (0, Al) jemnéjsi, tj. ¢im jsou elementarni intervaly (z,x + Axz) mensi. Zjemiiujeme
tedy déleni tak, ze Ax — 0 (pri¢emz pocet elementarnich intervalti roste nade vSechny meze)
a tvofime soucty typu (1.21). Limita posloupnosti téchto souétl se nazyva Riemanntv integral
funkce f(z) v intervalu (0, Al) a znac¢i se symbolem

Al

{1.1-22} f(x)dz. (1.22)

0

Je tedy

Al Al Al
{1.1-23} W = / x)dzr = f(z)dx = / kxdz. (1.23)
0 0
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{1.1-26}

1.4. DERIVACE A INTEGRALY

Z obr. 1.20 je ziejmé, ze W je ¢iselné rovno plosnému obsahu trojtuhelnika O AB, tedy

W= %AZ\AB] = %Al-kAl = %k(AZ)Z. (1.24)

Obecné je Riemanniv integral obecné funkce f(z) v intervalu (1, z2) definovan jako limita
posloupnosti souétt typu (1.21), viz obr. 1.21. Ciselné je roven plognému obsahu obrazce ABC'D
leziciho pod k¥ivkou znazornujici funkci f(z) v intervalu (z1, z3), obr. 1.21. Znadi se

(21, 79) = /m f(a)dz. (1.25)

Symbolu | se uziva proto, Ze je to limita soucti (soucet se znaci ) ). Séitaji se vyrazy typu
f(z)Ax, z nichz kazdy je (pfiblizné) éiselné roven plosnému obsahu husté srafovaného prouzku
v obr. 1.21. Krajni body integra¢niho intervalu (z1, z2) se nazyvaji dolni mez (z1) a horni mez
(x2) integralu (1.25). Veli¢ina x se nazyva integra¢ni proménnd. Jsou-li f(x) a = fyzikalni veli¢iny,
plati pro jejich jednotky [I] = [f][z].

1.4.3.3 Konkrétni vypocet integralu (1.25)

Uvedeme dva uzivané zpusoby.

1. Integral (1.15) kazdé funkce f(x), pro niz tento integral existuje, lze urcit bud graficky
(plosny obsah plochy, délalo se diive) nebo ¢iselné s uzitim poécitaci, vétsinou piimo na
zékladé definice jako limitu soucti typu (1.21).

2. Pro ty funkce f(z), pro néz lze nalézt jejich primitivni funkci F(x), se uziva k vypoctu
Riemannova integralu (1.25) vysledku, ktery uvedeme v dalsim textu.

a) Vztah mezi Riemannovym integralem a primitivni funkci

(Tato ¢ést je z hlediska konkrétnich vypocéti mimotradné dilezitd). Uvazujme o funkci f(z)
a utvofme jeji Riemanniv integral v mezich t; = 0,t3 = = (obr. 1.22):

I(z) = 1(0,z) = /0 " Fyar. (1.26)

Necht dolni mez je pevné (t; = 0) a horni necht se méni. Integral (1.26), tj. plosSny obsah
vysrafované plochy v obr. 1.22, je pak funkci své horni meze x. Budeme jej nadale znacit
I(xz) = P(x). Dokézeme, ze derivaci této funkce je funkce f(z), tj. ze plati I'(z) = f(x)
a ze naopak je I(x) primitivni funkci k f(z), tj. I(z) = F(x).

Dikaz: Volme néjaké x, poté k nému blizké (x + Ax), dale utvoime rozdil
r+Ax T
I(x + Az) — I(x) = P(x + Az) — P(x) = / f(t)dt — / f(t)de.
0 0

Tento vyraz je roven rozdilu plosného obsahu obsahu obrazce ABCD a fidce Srafovaného
obrazce AEF D, tj. obsah husté srafovaného prouzku EBCF'. Obsah tohoto prouzku vsak
je priblizné f(z)Ax, tedy

xr+ Az) — I(z)
Az '

I(z + Az) — I(z) = f(2)Az = f(z) = I(
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{obr1.1-21}

{1.1-27}

{1.1-28}

{pr1.1-6}

1.4.

DERIVACE A INTEGRALY

f@

A /&«B >
‘;5T 1?:5255\3F+43x t
Obr. 1.22: Geometricky vyznam Riemannova integralu obecné funkce f(t) v intervalu
<t1 = 0,t2 = iL‘>

V limité Az — 0 dostavame

f() = tim JETAD L@y

Az—0 Ax

Tedy: Derivaci funkce I(x) dané vztahem (1.26), je funkce f(z). Naopak plati F'(z) = I(x).
Tedy
I'(z) = f(z), F(z) = I(x). (1.27)

, v . , . €9 . v s «

Vypocet integralu I(zi,xz2) = | ; f(x)dz, tj. ureni plosného obsahu obrazce ABCD
v obr. 1.23. Poznamenejme, Ze namisto oznaceni ¢ v symbolu pro integral jsme zavedli
oznaceni z. Tato veli¢ina se nazyva, jak jsme uvedli, integra¢ni proménnad, na jejim oznaceni
vysledek nezavisi, musi vSak byt oznacena jinak nez meze integralu.

Ze vztahu (1.26), z obr. 1.22 a 1.23 a ze vztahu (1.27) plyne

I(z1,22) = /952 f(z)dz = /012 f(z)dz — /0931 f(z)dz = F(x9) — F(x1), (1.28)

kde F'(x) je primitivni funkce k funkci f(x).

To je hledany, velmi dilezity a uzitecny vysledek. Zduraznéme jej: Integral z funkce f(x)
v intervalu (z1,z2) je roven rozdilu hodnot jeji primitivni funkce F'(z) v horni mezi zo
a dolni mezi z7. K urceni integralu I(x1,x2) z funkce f(z) tedy sta¢i v podstaté najit
primitivni funkei k funkei f(x).

KP 1.4-2

Urcete integral I = OAZ kxdx.

Resent:

Primitivni funkce k funkei f(z) = kz je funkce F(z) = 1ka? 4+ C, kde C je libovolna
(integracni) konstanta. Ze vztahu (1.28) plyne

I =F(Al) - F(0) = %k(Al)Q —0= %k(Al)Q.
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f(z)

A

I(xy,25)

B

0 Iy

Obr. 1.23: K vypoctu integralu I(z1,x2) = f;f f(x)dz = F(xq) — F(x1).

srovnejte s vysledkem (1.24).

Ty

>
X

Pozndamka: Vysledek vypoc¢tu nezavisi na integracni konstanté C, kterda se pfi tvoreni

rozdilu F'(z2) — F(x1) zrusi. Je ji tedy mozno volit libovolné, napf. rovnu nule.
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2. Pohyb castice a hmotné soustavy

o , ’,
v silovych polich

{1{2.2}
Tato pomeérné rozsahla cast obsahuje vyklad nerelativistické mechaniky, tj. rozbor mechanickych
pohybu téles pohybujicich se nerelativistickymi rychlostmi (rychlostmi mnohem mensimi nez je
rychlost svétla ve vakuu, v < c¢).

Nerelativistickd mechanika je zvlastnim (limitnim) pfipadem relativistické mechaniky, zabi-
vajici se i pohybem téles s rychlostmi srovnatelnymi s rychlosti svétla ve vakuu. Strojni inZenyr
se vétsinou setkava s nerelativistickymi rychlostmi, proto ¢dst 1 m& mnohem vétsi rozsah nez
Cast 2, obsahujici vyklad teorie relativity. Nékteré vysledky teorie relativity vsak uvedeme i zde.

V celém dalsim vykladu této kapitoly budeme predpokladat, ze pohyby téles jsou nerelati-
vistické, tj. pomalé ve srovnani s rychlosti svétla ve vakuu (v < ¢). Vyjimky vyslovné uvedeme.

Mechanika se zabyva studiem nejjednodussiho pohybu latek — jejich premistovani. Zde se
budeme zabyvat jen mechanikou téles, nikoliv mechanikou tekutin. Velka ¢ast zakonitosti, jez
budeme studovat, plati vsak zcela obecné. Pii studiu pohybu téles se nebudeme zabyvat jejich
vnitini strukturou, chemickym slozenim atd., budeme studovat jen ty vlastnosti téles, které na
jejich vnitini struktuie nezavisi.

Jestlize se télesa dotykaji, ptisobi na sebe — ¢astecné se deformuji a méni pohyb. Takové
vzajemné pusobeni se nazyva silové pisobeni a je charakterizovano fyzikalni veli¢inou sila. Ty-
pické sily jsou: sila tfeni, sila odporu vzduchu, sila, kterou ptsobi lozisko na hiidel, plyn na
pist atd. Témto silam se obvykle rikd mechanické sily, aby se odlisily od sil elektromagnetic-
kych. Ovsem sily, kterymi takto na sebe télesa pusobi, jsou vyslednicemi sil, kterymi na sebe
navzajem pusobi obrovské pocty jejich molekul v misté styku. Tyto sily jsou vétsinou ptvodu
elektromagnetického. Nazev ,mechanické sily“ je ponékud problematicky.

Podle soucasnych poznatku lze sily, kterymi na sebe piisobi jakékoliv objekty, makrosko-
pické, mikroskopické i submikroskopické, redukovat na ¢tyfi typy vzajemného ptlisobeni, neboli
interakci. Uvedeme je v poradi mohutnosti.

Interakce (mocninou je déna relativni mohutnost vzhledem k silné interakei),

1. silna, 10°. Vzajemné ptisobeni nukleonti — protonti a neutront;
2. elektromagneticka, 1072. Vzajemné ptisobeni vSech elektricky nabitjch objekti;
3. slaba, 107°. Vzijemné ptisobeni nékterjch elementarnich ¢astic;

4. gravita¢ni, 10738, Nesmirné slaba ve srovnani s ostatnimi interakcemi. Uplatiiuje se tam,
kde se interakci zacastnuji objekty s velkou hmotnosti.

V obsahu je uveden piehled témat casti 2. Jeji struktura je zndzornéna v diagramu na obr. 2.1.

2.1 Kinematika
{Kinefat2ka}

Kinematika se zabyva popisem a zkoumanim mechanickych pohybii, nezabyva se prici-
nami pohybi. V ¢asti 2.2 budou uvedeny zakladni pojmy a veli¢iny kinematiky hmot-
ného bodu: hmotny bod, polohovy vektor, trajektorie, rychlost, zrychleni. Jednoduché
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2.1. KINEMATIKA

Experimentalni poznatky Teoreticky ziskané poznatky

2.1 Kinematika
Zkoum4 se pohyb, nezkou-
maji se jeho priciny

2.5 Casovy a drahovy acinek sily
Impuls, prace, kineticka energie, vykon

2.4 Pohybové zakony
klasické fyziky

Souvislost mezi pohybem
hmotného bodu a jeho pii-

2.7 Mechanicka energie hm. bodu.
Pohyb bodu v gravitaénim poli
Hm. bod v tithovém a gravita¢nim poli.
Zakon zachovani mechanické energie.

akci

cinami Trajektorie.
2.6 Gravitaéni pole
Jedna ze zakladnich inter- 2.9 Energie hmotnych soustav

2.10 Pohybové rovnice soustavy
castic
Impulsové véty, zakony zachovani

{schema} Obr. 2.1: Pohyb c¢astice a hmotné soustavy v silovém poli

typy pohybii: pohyb rovnomérny a rovnomérny proménny. Cast 2.3 obsahuje rozbor
rotac¢niho a transla¢niho pohybu tuhého télesa.

cil: I

1)

I11)

%
V)

VI)
VII)

Definovat a vysveétlit vlastnosti pojmu a veli¢in: hmotny bod, polohovy vektor,
trajektorie;

Definovat veli¢iny: rychlost, dradhova rychlost, zrychleni. Vysvétlit jejich vlast-
nosti, umét je urcit pri daném pohybu;

Vysvétlit obecné vlastnosti zrychleni pii kfivoc¢arém pohybu, umét zrychleni
urcit;

Vysetfit pohyb rovnomérny a rovnomérny proménny;

Definovat, vysvétlit a uzit veli¢iny charakterizujici rota¢ni pohyb tuhého té-
lesa: thlova draha, thlova rychlost, thlové zrychlend;

Vysettit otacivy pohyb rovnomérny a rovnomérné promeénny;

Definovat posuvny pohyb, vysvétlit jeho vlastnosti;

VIII) Umét zpaméti vztahy a zadkony uvedené zvyraznéné, vylozit pojmy a veli¢iny

IX)
X)

podtrzené plnou c¢arou v tomto textu;

Resit samostatné piiklady fesené v tomto textu, zdiivodnit, nakreslit nacrtky;
Resit priklady typu KP 1.2-7, KP 1.2-1, KP 1.2-10 v textu Vybrané kapitoly
z fyziky; KP 2.2-4 az KP 2.2-8.
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atik{HmBoda}

{1.2-1}

{ram-8}

{obr1.2-1}

2.2. KINEMATIKA HMOTNEHO BODU

2.2 Kinematika hmotného bodu

2.2.1 Polohovy vektor 7. Rychlost v
2.2.1.1 Hmotny bod

Definice: Hmotny bod je téleso o hmotnosti m, jehoZ tvar a rozméry nejsou pri uvazovaném déji
podstatneé.

Poloha hmotného bodu v soustavé souradnic Oxyz je urcena tfemi souradnicemi x,y, z.

2.2.1.2 Polohovy vektor 7

Polohovym vektorem hmotného bodu, ktery je v bodé P(z,y,z), je podle definice vektor OP
(obr. 2.2). Znadi se 7. Jeho pruméty do os Oz, Oy, Oz, tj. jeho soufadnice, jsou z,y, z. Jeho
slozky jsou z7,y7, zk, jeho semikartézské vyjadieni (viz rovnice (1.4)) je

F=xz7+y7+zk. polohovy vektor (2.1)
Plati [r] = metr.
z
* P(z,y,)
i )
Y)
iy, 0 7 y

T
e
x

Obr. 2.2: Poloha bodu P je dana jeho polohovym vektorem ¥=xz 7+ y 7+ 2 k.

2.2.1.3 Trajektorie hmotného bodu

V urcité vztazné soustavé je mnozina bodd, kterymi prochéazi pohybujici se hmotny bod. Tra-
jektorie hmotného bodu, ktery je v klidu, je bod. Tvar trajektorie zavisi na vztazné soustavé, ve
které je pohyb hmotného bodu zkouman. V tomto smyslu je pohyb relativni. Nap¥. trajektorie
hmotného bodu pusténého volné ve vagonu rovnomeérné jedoucim po primych kolejich je:

1. ve vztazné soustavé dané vagonem je trajektorii svisla pfimka,
2. ve vztazné soustavé dané povrchem Zemé: parabola,

3. ve vztazné soustavé spojené s hmotnym bodem: bod.

Pfi pohybu hmotného bodu v soustavé soutadnic Oxyz jsou jeho soufadnice x,y, z jistymi
funkcemi ¢asu, napft.

z(t) = At + B, y(t) = Csinwt, z(t) = Dt® — E.

Tato trojice funkci vyjadfuje trajektorii v parametrickém tvaru (parametrem je ¢as t). Tutéz
trajektorii lze vyjadiit vektorovou funkei 7(¢):

7(t) = (At + B)T+ Csinwtj+ (Dt* — E)k.
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Video
Animace ¹ikmého vrhu - polohový vektor

Video
Animace ¹ikmého vrhu - trajektorie


{1.2-2}

{1.2-3}

{obr1.2-2}

{1.2-4}

2.2. KINEMATIKA HMOTNEHO BODU

Obecné lze psat

-

7(t) = x(t)V+ y(t) T+ z(t)k, (2.2)

kde z(t), y(t), z(t) jsou jisté funkce ¢asu. Tento vztah se nékdy nazyva rovnice trajektorie.

2.2.1.4 Rychlost hmotného bodu v

Uvazujme o pohybu hmotného bodu popsaném funkei 7(¢), danou nap¥. ve tvaru (2.2). Trajek-
torie hmotného bodu je v obr. 2.3 oznacena s. Rychlost hmotného bodu v ¢ase ¢; (nebo v bodé
P1, v némz je hmotny bod v ¢ase t1) je vektorova veli¢ina, kterd charakterizuje ¢asovou zménu
polohového vektoru 7 v ¢ase t1. Znac¢ime ji ¢(t1). Je definovana jako derivace vektorové funkce
7 podle ¢asu v ¢ase t; (viz rovnice (1.20)), tedy

7(t) — 7(t1) A7 dr(ty)

G(t) = lim 2 M) 2T — #(ty). 2.3
Ul(tr) = fim =1, AtD0 At a ) (2:3)

Lezi v te¢né k trajektorii v bodé P;. Udava smér pohybu hmotného bodu v ¢ase ¢;. Jednotka

[0] =m/s.

24
v(t
Ar () A7
At
(1)
S
—~ 7(t1)
O Y

X

Obr. 2.3: Okamzita rychlost ¥(¢) hmotného bodu v ¢ase ¢ je dana vztahem

- . 7 dr ey
o(t1) = Jim & = ) = #(ty).

Vektor 9(t1) zavisi (pfi daném pohybu) na volbé ¢;. Pfifadime-li ke kazdému ¢ uvazovaného
intervalu ¢asu pfislusnou derivaci 7(t), tj. rychlost ¥(¢), definujeme tim novou vektorovou funkci

—

skaldrniho argumentu ¢, kterou rovnéz oznacime 7(t) = ¥(t), nebo kratce jen ¥ a nazyvame
rychlost hmotného bodu. Tedy @ = 7.

Informace: Ze vztahi (2.3), (2.1) a z pravidel pro vypocet derivaci vektorovych funkci, analo-
gickych vztahim (1.19), plyne

i) = 3 [e07 + 07+ 2(0F

dz(t), dy(t) ., dz(t) -
= k. 2.4
a a7 (24)

Srovnanim se vztahem U(t) = v, ()7 + vy (t) 7+ v,(t)k dostaneme
dy(t)

a o =g v = dzit)‘

Slovy: Praméty rychlosti ¥(¢t) do os Oz, Oy, Oz, tj. soufadnice rychlosti ¥(t), jsou rovny
derivacim funkci z(t),y(t), z(t) (udavajicich trajektorii — viz rovnice (2.2)) podle casu, tedy
funkcim @(t), y(t), 2(¢).
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2.2. KINEMATIKA HMOTNEHO BODU

2.2.1.5 Drahova rychlost hmotného bodu, v

a) Stfedni drdhova rychlost hmotného bodu v casovém intervalu (t1,t2), vstz(At), je defi-
novana takto: Na trajektorii hmotného bodu zavedeme dréahovou soutfadnici (drédhu s)
(obr. 2.4). Pfi pohybu hmotného bodu je s funkei ¢asu, tj. s(t). Oznacime s; = s(t1), s2 =
s(t2) a definujeme

tz) — S(tl) . S9 — 81 N As

ta—ti  ta—t1 At

Vet (AF) = s(

Podle toho, kterym smérem se hmotny bod pohybuje po trajektorii, mize byt vs:(At) = 0.
Tato veli¢ina udava jen hrubou informaci o tom, jak se hmotny bod v intervalu (¢, 2)
pohyboval. Napi. kdyz se hmotny bod pohybuje na trajektorii stfidavé obéma sméry, mtize
byt so = s1 a tedy vsz = 0 presto, Ze se bod pohyboval. Jednotka: [vstz] = m/s.
z
ty y S1 As
A7 t2; 52
Py 2

P

S

(0] Y

X

Obr. 2.4: St¥edni drdhové rychlost hmotného bodu je dana vztahem
Ustf(At) — s(t2)—s(t1) _ s3—s1

{obrl .2—3} to—t1 to—t1 °
b) Drahova rychlost v(t;) hmotného bodu v ¢ase t1,v(t1), je pak dana pfechodem wg;(At)
pro At — 0, coz vede k derivaci
L _os(t) —s(t1)  ds(t) . definice drahové rychlosti
U(tl) - Al}fr—l}o vStI‘(At) - tligl]_ t _ tl - dt - S(tl) v éase tl
{1.2-5} (2.5)
{ram-9}

Tato veli¢ina se nékdy nazyva také ,,okamzita drahova rychlost v ¢ase 1. Plati: s(t) v ¢ase
t1 roste, je-li $(¢1) = v(t1) > 0 atd. Veli¢inu |v(t)| ukazuje tachometr automobilu, Fika se ji
v bézné teci prosté rychlost. Podobné ,rychlost zvuku ve vzduchu je v = 335m/s“. Tam,
kde nemuze dojit k nejasnosti, lze tuto terminologii tolerovat.

Pritadime-li kazdému ¢ derivaci $ v ¢ase ¢t dostaneme funkci v(t) = $(¢).
{pr1.2-1} KP 2.2-1

Drahova souradnice (drdha) hmotného bodu pohybujiciho se po zakiivené trajektorii byla dana
pro t > 0 vztahem s(t) = At + Bt3, kde A = 10m/s, B = —5m/s>. Urcete

1. v(t1), kde t1 = 2s;

2. Pfibliznou zménu drahy s v ¢asovém intervalu (t1,¢2), kde to = 2,03 s.
Resent:

L v(t) = 8(t) = $(At + Bt3) = A+ 3Bt% v(t1) = A+ 3Bt} = ... = —50m/s.
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2.2. KINEMATIKA HMOTNEHO BODU

2. As = ds(t1) = $(t1)dt, tj. zménu funkce s(t) pocitdme piiblizné jako diferencidl — viz
rovnice (1.17). Pfitom dt = 0,03s. Tedy As = —50m/s 0,03s = —1,5m. Je tedy s(t2) =
s(t1) + As = s(t1) — 1,5m.

2.2.1.6 Vztah mezi rychlosti ¥(t) a te¢nou rychlosti v, (t)

Trajektorii orientujeme a zavedeme drahovou soutfadnici s(t). V bodé P; (obr. 2.5) sestrojime
teénu 7 orientovanou shodné s trajektorii. Vektor #(t), ktery v ni lezi, do ni promitneme a prumét
oznadime v, (t), takze plati bud v, (t) = |0(t)| cos0° = |0(t)| > 0, nebo v,(t) = |(t)| cos 180° =
—|v(t)| < 0. S uzitim defini¢nich vztaht pro ¢(¢1),v(t1) lze dokazat, ze plati

ur(t1) = v(ty) = $(t).

Pro velikosti uvedenych veli¢in plati |v,(t)| = |v(t)| = [$(t)].
Poznamka: Tecnu jsme vyjimecné oznacili symbolem 7, aby nedoslo k zdméné s casem t.

{obr1.2-4} Obr. 2.5: Vztah mezi rychlosti ¥(¢) a tenou rychlosti v, (t).
2.2.2 Zrychleni a
2.2.2.1 Definice zrychleni
Zrychleni d(t) hmotného bodu je veli¢ina, kterd charakterizuje ¢asovou zménu vektoru #(t) pfi
jeho pohybu v urc¢ité vztazné soustavé. Vektor d(t) byl zaveden jako derivace vektorové funkce
¥(t). Vektor d@(t) je v dynamice dilezitéjsi nez 9(t), nebot souvisi s ptsobicimi silami prostfed-
nictvim druhého Newtonova pohybového zdkona: md = Fy. Proto jej vySetiime dukladnéji.
a) Stfedni zrychleni hmotného bodu v ¢asovém intervalu (t1,t), dsz (At).
Uvazujme o pohybu hmotného bodu po trajektorii s. V ¢ase t1 necht je hmotny bod v bodé
Py a necht ma rychlost 9(¢1) (obr. 2.6). V ¢ase t > t1 necht je v P a jeho rychlost je ¢(t).
V intervalu (t1,t) se rychlost zménila o A¥ = #(t) — ¥(¢1). Tento vektor sestrojime napf.
tak, ze vektory ¥(t1), ¥(t) pfeneseme do jednoho bodu (kteréhokoliv, v obr. 2.6 je to pro
jednoduchost bod P) a utvofime vektor Av, pro ktery plati ¢(t) = U(t1) + Av.
Definice: Stredni zrychleni dg;: (At) hmotného bodu v intervalu (t1,t) je definovdno vztahem
ATV U(t) —U(t
{1.2-6} stz (At) = L o) = olta) . stfedni zrychleni (2.6)
At t—t,
{ram-10}

Pozndmka: Vektor dg;(At) 1ze umistit do libovolného bodu tseku P P.
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x

Obr. 2.6: Hmotny bod se pohybuje po orientované kiivce s: v Case t1 se nachazi v bodé P;
a mé okamzitou rychlost v1. V dalsim okamziku ¢ > ¢1 je pak v P, a ma okamZitou rychlost .
V c¢asovém intervalu At =t — 1 se tak jeho rychlost zménila z v na v, tedy o Av. Bod se

tudiz pohyboval se stfednim zrychlenim dg;(At).

b) Okamzité zrychleni hmotného bodu v ¢ase t1 , tj. @(t1). Vektor @(t1) charakterizuje rychlost
zmény vektoru ¥(t) v ¢ase t1. Je definovan takto: uvazujme opét o pohybu hmotného bodu
zndzornéném v obr. 2.6. Predpokladejme, ze ¢/(t) se méni v okoli ¢; spojité (tj. plynule).
Yolme t1 pevné a méjme postupné ruznd t tak, aby t — t1. Pak P — Py, 9(t) — 9(t1), Av =

0.

Definice: OkamZzité zrychleni d(t) v éase t1 je definovdino vztahem

A = i @ _ ) —0t) . AT di(ty)
i) = Jmg Goer (M) = g = = A0 Ar —  a

{ram-11}

Informace: Z definice (2.7) a z obr. 2.6 plyne:

okamzité zrychleni

(2.7)

1. Vektor d(t;) méa (obecné) jiny smér nez ¥(t1). Jediné pfi pfimocarém pohybu, kdy

vektory 9(t) lezi pro vSechna t v jedné p¥imce, je da(t) || ¥(t).
2. Jednotka: [a] = m/s%.

3. Prifazenim @ ke kazdému ¢ definujeme vektorovou funkci @(t). V praxi se nékdy znaci

jak tato funkce, tak jeji hodnota v urcitém c¢ase jen symbolem da.

4. Je-li pohyb hmotného bodu po trajektorii dan v semikartézském vyjadieni polohového

vektoru

—

(t) = x(t)+ y(t) 7+ z(t)k,

pak (viz rovnice 2.4) plati

d?7(t)

at  dr \ dt at 77 T at as2 412

a(t) = do(t) d <dx(t)z, dy(t) - dz(t)l?) B d2x(t)z,+d2y(t) L d2(t)

coz je to samé, jako

@(t) = 6(t) = 0a ()7 + 0, ()] + V() = E(O)7+ §(O)T+ £k = 7(t).
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Srovnanim s d@(t) = ag(t)7+ ay(t)7+ a(t)k dostaneme

233
arlt) = T — i), 0y = T — ), aa( = T —xq0),

Tedy: priimét zrychleni @(t) do osy Oz je a,(t) = d%z(t)/dt? = dv,(t)/dt, atd.

5. Z defini¢niho vztahu (2.7) a z obr. 2.6 a 2.7a plyne: vektor d(t) lze rozlozit na te¢nou
slozku @ (t) a normalovou slozku @y (t), tj. @(t) = d(t) + an(t). Jestlize |U(t)| se pii
pohybu zvétsuje (obr. 2.9), je @y(t) 1T U(t). Jestlize |U(t)| se zmensuje (obr. 2.7a) je
@y (t) 1 ¥(t). Mezni ptipad: je-li |5(t)| = konst., je @(t) = 0.

Vektor @, je pii pohybu po zak¥ivené trajektorii vidy nenulovy, @, # 0. Je-li tento
pohyb rovnomérny (tj., plati-li dv(t)/dt = 0, ale zaroven da(t)/dt # 0), je @ = 0,
takze d(t) = dn(t), tedy @ L ¥ (obr. 2.7b).

<y

Sl

dv _
E—O

a) b)

Obr. 2.7: Vektor @(t) 1ze rozlozit na tecnou slozku d;(t) a normalovou slozku @y (t) (a). Je-li
navic d(t) L 9(t), pak plati @(t) = dn(t) a d@(t) = 0 a tedy dv (t)/dt = 0. Jedné se o pohyb
{obr1.2-6} rovnomeérny po zakiivené trajektorii (b).

{pr1.2-2} KP 2.2-2
Hmotny bod se pohyboval rovnomérné po kruznici k ve sméru naznaceném v obr. 2.8a. Usek
AB urazil rychlosti o (konstantni) velikosti v = 2m/s za ¢as At = 0,4s. Ukoly:

1. Urcete zménu rychlosti hmotného bodu na tiseku AB.
2. Urcete stfedni zrychleni hmotného bodu na tseku AB.
Resent:
1. AU =7, AT = ¥p—10a, viz obr. 2.8b. Smér AT — viz obr. 2.8b; velikost |Av] = y/v% + v} =
V202 = vv/2 = 2v/2m/s = 2,83 m/s.

2. dgi(At) =7, ds:(At) = AT/AL. Smér: dgz(At) 1T AT (obr. 2.8b); velikost |dg:(At)| =
|Av|/At = 2,83/0,4m/s? = 7,07m/s.

2.2.2.2 Zrychleni hmotného bodu pfi pohybu po kruZnici

cizrychleni}
Toto je dtlezity pripad nejen proto, Ze se Casto vyskytuje, nybrz i proto, ze jeho zakonitosti plati
i pro pohyb po libovolné kiivce — viz dalsi éasti. Hlavni vysledek je obsazen ve vztazich (2.11).
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B UB
UB
C_isti'
a) b)
{obr1.2-7} Obr. 2.8: Pyiklad KP 2.2-2.

Uvazujme o hmotného bodu, ktery se pohybuje po kruznici k o poloméru r. Necht v case
t1 je v bodé P; (obr. 2.9) a necht jeho rychlost v okoli bodu P; je dana funkci #(t). Oznac¢me
U(t1) = v1, dale ozna¢me pro jednoznac¢nost d(t;) = d. Podle definice (2.7) je

AT . (AU) A+ (AU (A% g (A

1.2-8 d= lim — =1 = I
{ } “ A%r_r)lo At A?—I}o At A?Eo At Air_r}o At

—dt+dn  (2.8)

Obr. 2.9: Obecny pohyb hmotného bodu po kruznici. Zménu rychlosti Av lze rozlozit na
{obr1.2-8} te¢nou slozku: (A?); a normélovou slozku: (A%)y.

Pfitom jsme rozlozili A¥ na tecnou a normalovou slozku, AV = (A%); + (A¥), (obr. 2.9)
a uzili pravidel pro poc¢itani s limitami. Z obr. 2.9 je zfejmé: |(AV)| = |v — vi| = |Av]|, kde v je
velikost rychlosti @, [(A¥)n| = |vi-Ap| = |v1%|.

Na zékladé téchto vztaht dostaneme ze vztahu (2.8) s uzitim pravidel pro poc¢itani s limitami:

|(AD)] . |A7] _ v — dv(t1)

1.2- G ()] = lim "=t = = .y 2.
{1.2-9} @il = Jm R = Am Ay T T e | T 2
» (A [ SE] fu As| v vt
1.2-1 N =1 = L == — | = — || = —. 2.1
{ o} @ (t1)] A?Llo At At—0 At r Aiao At r vl T (2.10)
Tedy obecné (obr. 2.10):
do(t 2(t
{1.2-11} Q(t) = @(t) + Gu(t), kde |G(t)| = ac(t) = é),@@n:aﬂwzvﬁ). (2.11)

Slozka d(t) se nazyva tecné zrychleni, slozka @, (t) se nazyva dostiedivé zrychleni, protoze
mifi vzdy do stfedu kruznice na obr. 2.10. Vektor d(t) sméfuje tedy vzdy na konkavni stranu
kruznice, tj. na tu jeji stranu, na niz lezi jeji stied.

Informace:
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Obr. 2.10: Obecny pohyb hmotného bodu po kruznici. Zrychleni @ lze rozlozit na tec¢nou slozku
{obr1.2-9} dy a normélovou slozku a.

1. Z defini¢niho vztahu pro @(t) lze dokézat tvrzeni: Je-li pohyb hmotného bodu na oriento-
vané trajektrorii dan funkci s(t¢), uréime orientaci vektoru @ (t) ze vztahu

{1.2-12} ay(t) = dl(;(tt) = df;(;,

~—

(2.12)

kde a¢(t) 2 0 je pramét vektoru @(t) do tecny orientované shodné s trajektorii.

2. Plati-li v bodé P vztah a; T ¢ (obr. 2.11a), rychlost v se v bodé P zvétsuje. Plati-li @ 7| ¥
(obr. 2.11b), rychlost se zmensuje.

ay

<y

v
ay >0 a; <0

a) b)
Obr. 2.11: Znézornéni vzajemného mozného vztahu mezi te¢nym zrychlenim a okamzitou
{obr1.2-10} rychlosti. Je-li @ 1T ¥, rychlost se zvétsuje (a), plati-li @; 1] ¢, rychlost klesa (b).

2.2.2.3 Zrychleni hmotného bodu pfi pohybu na libovolné kfivé rovinné trajektorii

Zrychleni hmotného bodu v obecném bodé P; trajektorie s, v némz méa hmotny bod rychlost v,
se urci takto: Trajektorii s nahradime v malém okoli bodu P; obloukem tzv. oskula¢ni kruznice
ko v obr. 2.12. Je to takova kruznice, kterd, zhruba feceno, trajektorii v okoli bodu P; aproximuje
ze vSech kruznic, dotykajicich se ji v bodé P;, nejlépe. K definici oskula¢ni kruZnice zavedeme
nejprve veli¢inu zvanou kfivost kiivky.

P

Obr. 2.12: Libovolnou kfivou rovinnou trajektorii lze nahradit v malém okoli bodu P;
{obr1.2-11} obloukem oskula¢ni kruznice ko.
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Kfivost p rovinné ki¥ivky s v bodé P; je definovana takto: Ke kiivce s vedeme tecnu v bodeé
Py a v blizkém bodé P (obr. 2.13a). Délku oblouku P, P ozna¢ime As a thel teen ozna¢ime
Agp. Utvorime pomér Ap/As. Tento pomér je tim vétsi, ¢im je vétsi (pfi daném As) thel Ap,
tj. ¢im je kiivka zakiivenéjsi (v obr. 2.13a je Agp/As vétsi v bodé P» nez v bodé Pp). Proto se
nazyva Ap/As stfedni kiivost kiivky v tseku P; P. K¥ivost p kiivky C' v bodé P; je definovana
vztahem

A
p= AliIEOA—f . kiivost kiivky (2.13)

Jednotka [p] = m~!. Pro kruznici o poloméru R plati (obr. 2.13b): Ap/As = Ap/(RAy) =
1/R. Odsud a ze vztahu (2.13) plyne, ze kiivost kruznice je p = 1/R.

Obr. 2.13: K vypoétu kiivosti k¥ivky s (a). Vztah mezi zménou thlu Ay a polomérem R
kruznice (b).

Oskulacni kruznice k rovinné kiivce k v bodé P; je kruznice, ktera lezi v roviné kiivky, dotyka
se ji v bodé P; a mé stejnou kiivost jako kfivka v bodé P;. Polomér oskula¢ni kruznice se nazjva
polomeér kiivosti k¥ivky k& v bodé P;. Znaci se R. Stfed C oskulac¢ni kruznice se nazyvé stied
kiivosti k¥ivky k v bodé P; (obr. 2.12). Z vah vedoucich k odvozeni vztahi (2.11) a z definice
oskula¢ni rovnice plyne:

Zrychleni d(t) hmotného bodu v bodé P; pii jeho pohybu po trajektorii s je ddno vztahy
(2.11), kde r je polomér kiivosti kiivky s v bodé P.

KP 2.2-3

Malé téleso (hmotny bod) mé v bodé Py na povrchu Zemé rychlost 7y o velikosti vy = 30m/s,
ktera svird s vodorovnou rovinou tthel a = 60°. Odpor vzduchu je zanedbatelny (viz téz pohyb
hmotného bodu v tithovém poli idealni Zemé na strané 103 a ptiklad KP 2.7-7). Urcete:

1. Zrychleni hmotného bodu v bodé Fp;

2. Zakreslete tecné a normalové zrychleni v bodé Fjy;

3. Zakreslete polomér kiivosti Ry trajektorie (paraboly) v bodé Py;

4. Zakreslete polomér kiivosti R; trajektorie v jejim nejvyssim bodé.
Reseni:

l.ada=?a=gqg,g= 10m/s2,

2. dy =7 smér viz obr. 2.14; velikost at = gsina = ... = 8,67 m/sQ; an =7 smér viz obr. 2.14;
velikost ay, = gcosa=...= 5m/s2;
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Obr. 2.14: Priklad KP 2.2-3

_9 _Ug _v%_ =1 .
3. RQ—. an_Rio_)Ro_a_”'_ 80m,

2
4. R1 =7 ay, = 1%11’ kde a, = g. Béhem pohybu je vodorovna slozka zrychleni @ = ¢ rovna

nule, plati tedy d2d"§§t) = 0. Je tedy dz—g) = konst., tj. vodorovna slozka rychlosti je stala.
Tedy v1 = vgcosa = ... = 15m/s. Odtud Ry = v3/g... = 22,5m.

2.2.3 Rovnomérny pohyb po kfivce

Rovnomérnym pohybem hmotného bodu nazyvame takovy pohyb, pfi némz se neméni velikost
rychlosti ¢(t), tj. pfi némz je |0(t)| = konst.

Zavedeme na trajektorii drahovou soufadnici s, oznac¢ime (stédlou) drahovou rychlost vy a bu-
deme predpoklddat, ze je dano s(t = 0) v ¢ase t = 0, tj. s(0) = sg. Uréime s(t):

ds(t)
dt
kde C je libovolnéa konstanta. V nasem pripadé vSak konstanta C' neni libovolnd — musi byt

takova, aby pro t = 0s platilo s(0) = so. Dosazenim ¢ = 0s dostaneme s(0) = C takze C = so.
Tedy

=vg — s(t) = vt + C,

s(t) = sp +vot . drdha pii rovhomérném pohybu (2.14)

Pro s = Om plyne odsud s(t) = vot. Déle d@(t) = ay(t) + dn(t), kde as(t) = dZ‘Zg)

= 0,
2 —
an(t) = UOT(t). Pfitom r je polomér kiivosti trajektorie v uvazovaném bodé. Jezto dy(t) = 0, je

da(t) rovno ay(t), tj. a(t) = dy(t). To znadi, ze v tomto ptipadé je a(t) L v(t).

2.2.4 Rovnomérné proménny pohyb po kfivce

Rovnomérné proménnym pohybem hmotného bodu nazyvame takovy pohyb, pii némz tecné
zrychleni mé stélou velikost |a(t)| = konst. (# 0).

Na trajektorii zavedeme drahovou soufadnici s(t), pramét vektoru zrychleni d@(t) do teény
orientované shodné s trajektorii ozna¢ime ay(t) = ay = konst. = ag( Z0) a budeme predpokladat,
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ze je znama drahova soufadnice a drahova rychlost v ¢ase ¢t = 0s. Oznadime je s(0) = sg,v(0) =
vo a uréime v(t) a s(t):
1. a(t) = dz(tt), tj. dlé(tt) = ap — v(t) = apt + C1. Dosadime-li ¢ = 0's, dostaneme s pfihlédnu-
tim ke vztahu v(0) = vy vysledek C; = vg. Tedy v(t) = agt + vo.

2. v(t) = BW (1) = [v(t)dt = [(aot + vo)dt = Lagt? + vot + Ca = Lagt? + vt + so.

Hodnotu Cy = sg jsme dostali, podobné jako hodnoty konstant C, C; dfive, dosazenim ¢t = 0s.
Shrnuti:

ay(t) = ag(= konst.), s(0) = so, v(0) = vg, v(t) = vo + agt, s(t) = so + vot + 2agt?.

’ 2.15
pohyb rovnomérné proménny ( )

Jestlize pfi rovnomérné proménném pohybu velikost (t), tj. |0(t)|
a) roste, pohyb se nazyva pohyb rovnomérné zrychleny (plati pak ay(t) 1T 0(t)),

b) |U(t)| klesa, pohyb se nazyva pohyb rovnomérné zpozdény (nebo zpomaleny) (plati pak
a(t) 11 9(t)).

Orientujeme-li trajektorii ve sméru pohybu hmotného bodu, tj. ve sméru @(t), je v(t) > 0.
Oznacime-li |@;(t)| = a(t)(> 0), pak ze vztaht (2.14) plyne pro

pohyb rovnomérné zrychleny: v(t) = vo + at, s(t) = so + vot + 3at?, (2.16)
pohyb rovnomérné zpomaleny: v(t) = vg — at, s(t) = so + vot — 3at>. '
Nezapomeiite, ze celkové zrychleni @ pii kazdém kiivocarém pohybu je dano vztahy (2.11)
a velikost norméalového zrychleni je obecné nenulova.
Reste piiklad KP 1.2-5 v textu Vybrané kapitoly z fyziky.

2.3 Kinematika tuhého télesa

Vsechna télesa se pod vlivem ptisobeni ostatnich téles a fyzikalnich poli, vlivem zmény teploty,
atd. deformuji. Vétsina téles se deformuje tak malo, Ze deformace lze zanedbat. Idealizované
téleso, jez se vubec nedeformuje a jehoZ elementy tedy maji stdlé vzajemné vzdalenosti, se
nazyva dokonale tuhé téleso, kratce tuhé téleso. Je modelem skutecnych téles. V této casti
vySetfime nejjednodussi pohyby tuhych téles — rota¢ni pohyb a transla¢ni pohyb.

2.3.1 Otacivy pohyb tuhého télesa kolem pevné osy

Pfi otacivém (tj. rotaénim) pohybu tuhého télesa kolem osy, jejiz smér se neméni (pevna osa),
se pohybuji vSechny jeho elementy (hmotné body), které nelezi na ose otéceni, po kruznicich se
stfedy lezicimi na ose otaceni o (obr. 2.15a). V obr. 2.15b je znézornén kmitavy pohyb cocky
kyvadla kolem vodorovné osy o, kterd neprochézi ¢ockou. Je to rovnéz otacivy pohyb.

V dalsim vysetfime nejprve pohyb hmotného bodu po kruznici, poté rotac¢ni pohyb tuhého
télesa.
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a) b)
{obr1.2-14} Obr. 2.15: Priklady otac¢ivého pohybu télesa kolem pevné osy.

2.3.1.1 Pohyb hmotného bodu po kruznici

Budeme uvazovat pohyb hmotného bodu po kruznici & o poloméru r se stiedem v bodé C
(obr. 2.16a). Trajektorii orientujeme (obvykle ve sméru opa¢ném nez je smér pohybu hodinovych
rucicek — obr. 2.16a, neni to vSak nutné), volime na ni pevny bod O a zavedeme drahovou
soufadnici s a polohovy vektor 7 umistény v C. Déle zavedeme osu otéceni o (obr. 2.16a)
a orientujeme ji s uzitim pravidla pravého Sroubu (tj. pravotoé¢ivého sroubu) (obr. 2.16b): ota¢ime
Sroubem ve sméru orientace trajektorie, smér postupu sroubu udava kladny smér osy o. Nakonec

Obr. 2.16: Kladné orientace trajektorie hmotného bodu po kruznici k (a). Grafické znézornéni
{obr1.2-15} pravidla pravotocivého sroubu (b).

a) Uhlova draha ¢ je rovinny tihel, ktery svird polohovy vektor 7 hmotného bodu s polohovym
vektorem 7 pevného bodu O. Uhel ¢ se udava bud v tthlovych stupnich nebo v radidnech
(rad). Uhel v radianech je definovan pomérem

{1.2-17} Y= S Ls= or, (2.17)
r
viz obr. 1.2. Jezto pro ¢ = 180° je s = 7r, plati
180° = wrrad — lrad = 57°17'45".

Pfi pohybu hmotného bodu jsou veli¢iny s(t), p(t), 7(¢t) obecné funkcemi ¢asu.
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{1.2-18}

{1.2-19}

{1.2-20}

{obr1.2-16}

2.3. KINEMATIKA TUHEHO TELESA

b) Uhlova rychlost hmotného bodu v ¢ase t; je vektorova veli¢ina, ktera se oznacuje & (t;)

a ktera je definovana takto (definice):

velikost
de(t1)
de¢

Bt = ' (2.18)

smér (1) lezi v ose o a jeji smér je dan uzitim pravidla pravotoc¢ivého Sroubu na smér po-
hybu hmotného bodu na k. P¥i pohybu hmotného bodu ve sméru Sipky s; (obr. 2.16a),
tj. ve sméru shodném s orientaci trajektorie, je J1 1T o; pfi pohybu v opa¢ném sméru
(Sipka s2) je Wy 1| 0. Vektor &(t1) se umistuje nejéastéji do bodu C. Znadi se i &y.

Informace:

1. Pfifadime-li ke kazdému ¢ pfislusné &(t), dostaneme vektorovou funkci ¢asu, kterou
ozna¢ime bud &(t) nebo jen .

2. [w] =rads™t =571

3. Pramét vektoru & do osy o ozna¢ime w. Plati w = |w|-cosa. Pii & 17 0 je a = 0°,
w > 0; pro d 1| 0 je a =180°, w < 0. Z definice & plyne

d
w= d—f uhlovéa rychlost (2.19)

{ram-15}

Plati: {¢ roste} — d¢/dt > 0 — w > 0 — & 1T 0. Analogicky: {¢ klesa} — @ 1| o.
Skalarni veli¢ina w dand vztahem (2.19) nebo i jeji absolutni hodnota se vétsinou
rovnéz nazyva uhlova rychlost.

4. Lze dokazat, Ze veli¢ina w je skutecné veli¢ina vektorova, pro niz jsou definovany
operace sc¢itani atd.

5. Rychlost hmotného bodu:
(a) Drahova ryhlost v(t) = dfi(tt) = d(rft(t)) = rdﬁgt) = rw(t).
(b) Rychlost ¥(t) je ddna vztahem (viz obr. 2.17) ;

T(t) = B(t) x 7(t).

Skuteéné: |U(t)| = |&(t) x 7(t)| = |&G(t)|rsin90° = |w(t)r| = |v(t)].
Tedy
v(t) = rw(t), v(t) = d(t) x 7(t) . (2.20)

Obr. 2.17: Rychlost ¢(t) hmotného bodu pohybujiciho se po kruznici je ddna vztahem

(t) = B(t) x 7(t).
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2.3. KINEMATIKA TUHEHO TELESA

6. Velikost stfedni tthlové rychlosti, tj. wgi(At) hmotného bodu v ¢asovém intervalu
(t1,t2) je definovana vztahem

w(te) — w(tl).

1.2-21 (1) =
{ ¥ wsti (t) ty — 11

Ziejmé: w(ty) = tglig%l weti (AL). (2.21)

c¢) Uhlové zrychleni £(¢) hmotného bodu v &ase t1 je vektorova veli¢ina, kterd charakterizuje
¢asovou zménu uhlové rychlosti v ¢ase t1. Oznacuje se £(t1) a je definovana vztahem

dd(t
{1.2-22} £(ty) = () (2.22)
dt
0
-k |&|roste
“I
0
sHE @] Kesa
{obr1.2-17} Obr. 2.18: Orientace tthlové rychlosti & a thlového zrychleni &.

Jezto vektor & lezi v ose o, lezi v ose o i vektor £(¢;) (obr. 2.18). Pfi obecném otac¢ivém
pohybu je tthlové zrychleni funkci ¢asu. Znac¢ime je bud £(¢) nebo jen £.

Informace:
1. [e] =rads™2 =572

2. Pramét vektoru £ do osy o oznaéime . Ze vztahu (2.19), (2.22) plyne

dw d?p

1.2-2 _dw_dw
{1.2-23} T ae

uhlové zrychleni (2.23)
{ram-16}

Tato skalarni veli¢ina, nebo i jeji absolutni hodnota, se rovnéz nazyva thlové zrych-
leni.

3. Zrychleni d(t) hmotného bodu v ¢ase t (nebo v bodé P, obr. 2.19a) je dadno vztahem

{1.2-24} a(t) = dn(t) + day(t), (2.24)

kde ay(t) = ”Qr(t) = (“’:)2 = W?r = wwr = wv; @, = & x ¥ (obr. 2.19b), ay = %;‘5 =
d?(re)
dt?

=re, ay = € x 7. Tedy

{1.2-25} an = w?r,a; = re zrychleni @ pomoci w, e (2.25)
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2.3. KINEMATIKA TUHEHO TELESA

b)
Obr. 2.19: Zrychleni @ hmotného bodu lze rozlozit na te¢nou slozku a; a na slozku ay
{obr1.2-18} normalovou (a). Normalova slozka je dana vztahem a, = & x ¥ (b).

2.3.1.2 Rovnomérny a rovnomérné proménny pohyb hmotného bodu po kruZnici

a) Rovnomérny pohyb hmotného bodu po kruznici je definovan vztahem e = 0. Z této definice

plyne
{1.2-26} e =0 — w=uwy(=konst.) = ¢ = o +wot, kde o= p(0). (2.26)

Charakteristické veli¢iny: n (nebo f) - otacky, frekvence otaceni; T' - perioda otaceni.

a) Otacky n - definice: Oznac¢ime N(t) udavajici pocet oto¢ek vykonanych od zac¢atku
pohybu do okamziku ¢ a definujeme
AN Ap 1 w

{1.2-27} (f=)n= AT I AL 9. YT 2mn(= 27 f). (2.27)

Jednotka: [n] = s™1; n je ¢iselné rovno poctu otodek za 1s (nebot volime-li {At} = 1,
je {n} = {AN}).

B) Perioda otéceni T'. Defini¢ni vztah:

At 1

(2.28)

Jednotka: [T] = 1s. T je doba jedné otocky.

b) Rovnomérné proménny pohyb hmotného bodu po kruznici je definovan vztahem e(t) =
go = konst. # 0, (srovnejte odst. 2.2.3, rovnice (2.14)). Z definice plyne:

1
{1.2-29} e(t) = g0 — w(t) = et + wo — @(t) = po + wot + 55@152. (2.29)
Tyto vztahy, i dalsi vztahy a zdkonitosti, jez z defini¢ni rovnice plynou, jsou forméalné
shodné se vztahy z odst. 2.2.3. Napi. vztahy analogické vztahtim (2.16) ziskame takto:
volime g > 0,wg > 0. Pak:

rota¢ni pohyb rovnomérné zrychleny: w(t) = wo + eot, ©(t) = @o + wot + %z—:ot2,
rota¢ni pohyb rovnomérné zpomaleny: w(t) = wo — eot, p(t) = wo + wot — %aoﬂ,
{1.2-30} (2.30)
{ram-17}
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{obr1.2-19}

{pri.2-4}

{obr1.2-20}

2.3. KINEMATIKA TUHEHO TELESA

2.3.1.3 Rotac¢ni pohyb tuhého télésa

Pii rota¢nim pohybu tuhého télesa kolem osy o, které je pevna ve vztazné soustavé S (obr. 2.20),
se pohybuji vSechny jeho elementy nelezici na ose o po kruznicich. VSechny elementy (hmotné
body) maji stejné thlové rychlosti a stejna uhlova zrychleni. Rychlost a zrychleni maji razné.

Obr. 2.20: Rota¢ni pohyb tuhého télesa kolem pevné osy otaceni.

Okamzitou polohu tuhého télesa charakterizujeme tthlem ¢(t) - thlovou soufadnici, defino-
vanou takto: Na ose o volime libovolny bod C a vedeme jim polopfimku p kolmou na o pevnou
ve vztazném systému S; bodem C' vedeme dale polopiimku ¢ L o spojenou s télesem, volime
kladny smér postupu od p ku ¢ a zavedeme tthlovou souradnici télesa, p(t) = Z(p, ¢(t)), podobné
jako dfive pro hmotny bod. Analogicky jako pro hmotny bod definujeme tthlovou rychlost télesa,
&(t) a uhlové zrychleni télesa, £(t). Pro tyto veli¢iny plati vztahy (2.18), (2.19), (2.21), (2.27),
(2.23), (2.26) az (2.30). Veli¢iny charakterizujici pohyb jednotlivych elementt télesa, napf. i-
tého hmotného bodu, jsou dany vztahy (2.17), (2.20), (2.25), v nichz dosazujeme s(t) — s;(t),
r— 1y, T(t) — 75(t), U(t) — Ui(t), d(t) — d;(t), viz napt. v1(t), v2(t) v obr. 2.20.

KP 2.3-1

Tuhé téleso, jez bylo ptivodné v klidu, se zacalo v ¢ase t;1 = 0s otacet kolem pevné osy se stalym
tthlovym zrychlenim ¢ = 0,4s~2. Urcete zrychleni d(t) jeho elementu, ktery je ve vzdalenosti
30 cm od osy otaceni, v Case to = 2s.

=

—+

Obr. 2.21: Priklad KP 2.3-1.

Reseni:

Hmotny bod koné rovnomeérné zrychleny otacivy pohyb po kruznici o poloméru » = 0,3 m. V case
to je v jistém bodé P, obr. 2.21. Jeho zrychleni je ddno vztahy (2.24), (2.25), kde w zavisi na
Case vztahem w(t) = wo + &t, viz rovnice (2.30), v némz wy = 0. Tedy we = eto. Zrychleni: d(t) =
@y (t) + @n(t), kde ay = re = 0,3-0,4m/s*, ay = wdr = (etg)?r = (0,4-2)2-0,3m/s* = 0,19 m/s>.

Velikost @(t): a(t) = \/a2(t) + a2(t) = ... = 0,23m/s>.
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2.4. POHYBOVE ZAKONY KLASICKE FYZIKY

2.3.2 Transla¢ni pohyb tuhého télesa
slacniPohyb}

Transla¢ni (neboli posuvny) pohyb tuhého télesa je takovy pohyb, pfi némz vsechny body télesa
maji trvale stejné rychlosti v a tedy i stejnd zrychleni @. Rychlost ¢ se nazyva rychlost télesa,
a je jeho zrychleni. Trajektorie vSech elementi télesa jsou shodné — jedna prejde v druhou
posunutim — obr. 2.22. Pfimky spojené s télesem pfi pohybu zachovévaji smér.

Obr. 2.22: Transla¢ni pohyb tuhého télesa. Kazdy bod télesa se pohybuje stejnou rychlosti,
{obr1.2-21} primky spojené s télesem pii pohybu zachovavaji smér.

Reste priklady KP 1.2-7, KP 1.2-1, KP 1.2-10 v textu Vybrané kapitoly z fyziky; KP 2.2-4
az KP 2.2-8.

2.4 Pohybové zakony klasické fyziky
ybovefakan§}

vvvvvv

li¢iny: inercidlni vztazné soustavy a prvni pohybovy zakon (odst. 2.4.1), setrvacnost,
hmotnost, sila a (mimotfadné dilezity) druhy pohybovy zédkon (odst.2.4.2) a tieti (re-
lativné jednoduchy) pohybovy zakon (odst. 2.4.3). V odstavcich 2.4.4, 2.4.5 jsou infor-
mace o riznych sildch a o vlastnostech vyslednice sil ptisobicich na hmotny bod pii
kfivo¢arém pohybu. Vztahy mezi rychlostmi ¥, v’, mezi zrychlenimi @, d@ a mezi pohy-
bovymi rovnicemi ve dvou inercidlnich soustavach jsou studovany v odst. 2.4.6, kde
je vysloven i tzv. Galileiho princip relativity. V odst. 2.4.7 jsou vySetfeny pohybové
rovnice v nékterych neinercidlnich soustavach a zavedeny setrvacné sily.

Cil: I) Umét vztahy a zadkony uvedené v rameccich, vylozit pojmy, veli¢iny a vysledky

v tomto textu;

IT) Definovat a vylozit pojmy, veli¢iny a zadkony uvedené v ¢asti ,,Obsah;

III) Samostatné fesit priklady feSené v tomto textu, feSeni zdivodnit, nakreslit
nacrtky;

IV) Resit priklady typu KP 1.3-1 az KP 1.3-23 v textu Vybrané kapitoly z fyziky;
KP 2.4-4 az KP 2.4-8.

Predpokladané znalosti: Kinematika (odst. 2.1), Derivace a integraly (1.4).

2.4.1 Prvni pohybovy zakon
{1.2.3A}

Prvni pohybovy zdkon vyslovuje tvrzeni, ze existuje zvlastni skupina vztaznych soustav, tzv.
inercialni vztazné soustavy. Inercidlni vztaZna soustava je napt. priblizné mald c¢ast povrchu
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2.4. POHYBOVE ZAKONY KLASICKE FYZIKY

Zemé (nazyvame ji nékdy laboratorni vztazna soustava) nebo (rovnéz ptiblizné) soustava dand
vlakem rovnomeérné jedoucim po pirimé koleji.

Provedeme tivahu vedouci k definici inercialni vztazné soustavy. Uvazujme o té ¢asti vesmiru,
kterou zaujima slune¢ni soustava a predstavme si, Ze by v ni nebyla télesa slunecni soustavy,
nybrz jen nékolik malych kosmickych sond, které by se pohybovaly jedna vaci druhé s vytaze-
nymi motory. Vzajemné gravitacni pusobeni téchto sond, jez lze povazovat za hmotné body, je
zanedbatelné malé. Pfedpokladejme, Ze je zanedbatelné malé i pisobeni zareni (elektromagne-
tického, svételného) prichézejiciho z vesmiru. Takovd mald télesa, jez se pohybuji jen tc¢inkem
gravita¢niho ptisobeni vesmiru (o jehoz mohutnosti a vlastnostech se nazory odbornika rizni),
budeme nazyvat volné hmotné body. Vybereme jednu ze sond, oznacime ji napt. S;. Zastavime
jeji pfipadnou rotaci vzhledem k vesmiru (tj. vzhledem ke stélicim) a ponechdme ji samu sobé.
Spojime s ni soufadnicovy systém Ozyz a zavedeme v ném ¢as t (viz odst. 1.3.1).

Vsechny dosavadni pokusy provedené na Zemi i s kosmickymi sondami vedou k tomu, Ze se
domnivame, Ze

1. Sonda S se nezacne sama od sebe vzhledem k vesmiru otacet,

2. Vsechny ostatni sondy se budou v soufadnicové soustavé Oxyz;t pohybovat rovnomérné
primocafe nebo budou v klidu.

Definice: Inercidlni soustava souradnic je takovd soustava, v niZ se kaZdy volny hmotny bod
pohybuje rovnomérné primocarie nebo je v klidu.

7 predeslé tvahy je zirejmé, ze souradnicova soustava dana sondou 57 je inercidlni a ze kazda
soustava vytvorend analogickym zptisobem s uzitim libovolného hmotného bodu, je inercidlni.
Dokéazat to ovsem nelze, protoze volny hmotny bod v pritomnosti téles sluneéni soustavy nelze
realizovat. Proto vyslovujeme tvrzeni o existenci inercidlni vztazné soustavy jako (nedokazany)
axiom. Nazyvame jej prvni pohybovy zakon:

Definice: 1. pohybovy zdkon: Existuje inercidlni vztazZnd soustava; podrobnéji: Eristuje takovd
soustava souradnic, v niz se kaZdy volny hmotny bod pohybuje rovnomérné primocare nebo je

v klidu.

Realizace inercialni soustavy: heliocentrickd soustava. Ve vesmirnych méritcich je Slunce
hmotny bod, ktery se pohybuje (témér) jen Gc¢inkem gravitacniho ptisobeni vesmiru (gravitaéni
pusobeni planet je zanedbatelné malé). Slunce je tedy volny hmotny bod. Soustava soufadnic
orientovany do pevnych sméri vesmiru (tj. k uréitym stalicim), je tedy inercidlni. Nazyva se
heliocentrickéd soustava. Oznacime ji HCS.

Jiné inercialni soustavy soufadnic ziskdme takto: Pfedpoklddame, v souhlase s experimenty
provadénymi pii nerelativistickych rychlostech, ze v kazdé soustavé soutadnic 1ze sefidit hodiny
tak, aby jejich idaje byly shodné s tidaji hodin jinych soustav, neboli, Ze Cas je ve vSech sou-
fadnicovych soustavach stejny. Z ptredeslych zavért o pohybu volnych hmotnych bodt plyne, Ze
vSechny inercidlni soustavy jsou pravée ty, které vykonavaji vzhledem k jedné inercialni soustavé,
konkrétné tedy vzhledem k heliocentrické, rovnomeérnou translaci, nebo které jsou vzhledem k ni
v klidu. Tyto soustavy vykonévaji rovnomeérnou translaci i jedna vci druhé.

Souradnicova soustava, jejiz pocatek splyva trvale se stfedem Zemé a jejiz osy jsou orien-
tovany do pevnych smért vesmiru, se nazyva geocentrickd. Neni inercidlni, nebot mé v HCS
zrychleni vlivem gravitacéni sily, kterou ptisobi Slunce na Zemi. Lze vSak dokézat, Ze tato sou-
stava mé vlastnosti inercidlni vztazné soustavy, jestlize pii zkoumani déjii v ni nezapocitdme
mezi pusobici sily gravitacni sily Slunce.
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{1.2.3B}

{obr1.2-22}

{1.2-31}

{1.2-32}

2.4. POHYBOVE ZAKONY KLASICKE FYZIKY

S mensim opravnénim (pro vétsinu déji vSak s dostatecnou presnosti) lze povaZzovat za
inercidlni soustavu laboratorni soustavu kdekoliv na povrchu Zemé a soustavu, kterd vykonava
vzhledem k laboratorni soustavé rovnomeérnou translaci.

Vztazné soustavy, které nejsou inercidlni, se nazyvaji neinercialni. Je to napt. vztazna sou-
stava dana otacejicim se kolotocem, rozjizdéjicim se vlakem atd.

2.4.2 Druhy pohybovy zakon

Druhy pohybovy zakon shrnuje poznatky o tom, jaky vliv ma na pohyb hmotného bodu v iner-
cidlni vztazné soustavé ptisobeni jinych téles nebo silovych poli. Je vyjadfen znamym vztahem
(2.36). Pfipomeneme definici a vlastnosti veli¢in m - hmotnost, F - sila.

1. Hmotnost m je veli¢ina, kterd charakterizuje setrvacné vlastnosti téles, neboli jejich setr-
vafnost. Témito ndzvy oznacujeme tu vlastnost téles (hmotnych bodt), Ze bez pusobeni
ostatnich téles a poli neméni svoji rychlost vzhledem k inercialni soustavé. Dale pak to,
ze dvé ruznd télesa nabyvaji stejnym ptisobenim jiného télesa (napf. pisobenim stejnych
a stejné protazenych pruzin) rizna zrychleni.

Hmotnost m télesa T je definovana takto: Zvolime nejprve téleso, které prohlasime za
norméal hmotnosti a jehoz hmotnost prohlasime za jednotkovou. V soustavé SI je to normal
N ulozeny v Sévres, jehoz hmotnost je podle definice m; = 1kg. Poté budeme na obé télesa
N a T, ktera nechame pohybovat se v inercialni soustavé S nerelativistickymi rychlostmi
v1 a v (v1,v < ¢) (obr. 2.23), puisobit stejnymi a stejné protazenymi pruzinami a zjistime
jejich zrychleni @y, d. Utvorime podil a;/a. Vykoname-li tentyz pokus s jinymi rychlostmi
U1, U a s jinak orientovanymi a protazenymi pruzinami zjistujeme, ze pomér a1 /a se neméni.
To ndm umoznuje definovat hmotnost m télesa T’ vztahem

m=—mj = — kg. (2.31)
a a

7 této definice plyne, Ze hmotnost m télesa je v nerelativistické mechanice konstantni
veli¢ina, nezavislad na pohybu télesa.

Informace:

(a) Vysledky méfeni pii pohybu ¢astic v urychlovaéich, v nichz éastice dosahuji rela-
tivistickych rychlosti, vedou k zavéru, ze zrychleni, které ziskéd rychle se pohybujici
¢astice, je mensi nez zrychleni, které ziska tataz pomalu se pohybujici ¢astice ii¢inkem
stejného pole. Jeji hmotnost s rostouci rychlosti v roste a to podle vztahu

m=——e (2.32)
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{obr1.2-23}

{obr1.2-24}

2.4.

POHYBOVE ZAKONY KLASICKE FYZIKY

Tento vztah byl ziskdn nejprve teoreticky. Plati pro vSechny rychlosti, nejen pro relati-
vistické. Pro nerelativistické rychlosti (v < ¢) vSak plati pfiblizné m = mg(= konst.).
Normal v Sévres ma tedy, presné feceno, hmotnost 1kg jen kdyz je v klidu. Zavislost

m na v je zhazornéna v obr. 2.24.
m 4

Obr. 2.24: Relativistickd zavislost hmotnosti m c¢astice na velikosti jeji rychlosti v.

(b) Teorie relativity dochazi k zavéru, Ze pfi zméné vnitini energie télesa se zméni i jeho
hmotnost, a to podle vztahu
AE = 2Am .

Experimenty tento vztah potvrzuji.

(c) Hmotnost je veli¢ina aditivni. To znaci, Ze vznikne-li ze dvou téles o hmotnostech
m1, Mo nové téleso a vnitini energie této soustavy se pfritom nezmeéni, je hmotnost
nového télesa dana vztahem

m=mi+ms.

2. Sila F je vektorova fyzikalni veli¢ina, kterd charakterizuje ptisobeni jednoho télesa (nebo

pole) na druhé téleso, a to takové pusobeni, které ma za nasledek jeho deformaci, nebo
zménu rychlosti (nejéastéji oboji).

Zavedeme ji takto: Budeme uvazovat o hmotném bodé o hmotnosti m; = 1 kg pohybujicim
se v inercialni vztazné soustavé rychlosti ¥. Pfitom nechf na néj pisobi pouze pruzina P;
tak, Ze mu udéluje zrychleni @; o velikosti a; = 1m/s® (obr. 2.25a). Ptisobeni této pruziny
charakterizujeme fyzikalni veli¢inou, kterou nazveme sila a kterou oznacime Fh. Jeji smeér
je shodny se smérem pruziny, jeji velikost prohlasime za jednotkovou. Jednotku nazveme
1newton = 1N. Bod A (obr. 2.25) je pusobisté sily.

v
ai
m
A —
T
a) b)

Obr. 2.25: Pisobeni jedné (a) a dvou (b) pruzin na hmotny bod.

Uéinek dvou takovych stejnych pruzin podle obr. 2.25b charakterizuje sila F) o velikosti
2 newtony a stejného sméru. Tedy Fy = 2ﬁ1, F, = 2N. Podobné muzeme realizovat silu
ﬁg = 3ﬁ1 atd. Pfi volbé dostateéné jemnych pruzin miuzeme takto (teoreticky) realizovat
silu jakéhokoliv sméru a jakékoliv velikosti.
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2.4. POHYBOVE ZAKONY KLASICKE FYZIKY

Pusobeni jednoho télesa na druhé pak mizeme nahradit ptisobenim vhodné pruziny a de-
finovat tak silu, kterou prvni téleso pusobi na druhé.

Poznamenejme, Ze tento nazorny zpusob definice sily ptisobici na makroskopické téleso
selhava napt. pri definici sily, kterou piusobi elektromagnetické pole na elektron. Pak je
mozno povazovat za defini¢éni vztah pro silu bud vztah (2.36) nebo vztah (2.38), z nichz
druhy je definiénim vztahem pro silu v teorii relativity.

Dtlezité informace: V inercidlni vztazné soustavé charakterizuje sila ptisobeni jednoho
télesa (nebo pole) na druhé téleso. Neexistuje sila bez nééeho, co by ji vyvolavalo.

3. Druhy Newtontv pohybovy zékon shrnuje v jediném vztahu (2.36) tyto vysledky zkouméni
pohybu hmotného bodu v inercialni soustavé:

a) Méni-li se sila pisobici na stejny hmotny bod, méni se i jeho zrychleni a plati

{1.2-33} @l F,a~F. (2.33)

Zrychleni ma tedy stejny smér jako sila (obr. 2.25). Jejich velikosti jsou si pfimo
umeérné.
b) Pusobi-li tatéz sila na hmotné body o riznych hmotnostech, pak pro jejich hmotnosti

a zrychleni plati
1

{1.2-34} an~ —. (2.34)
m

c) Pusobi-li na hmotny bod soucasné nékolik sil ]31,132, . ,ﬁn, pak jejich pohybovy
ucinek je stejny jako ucinek jejich vyslednice.

{1.2-35} F,=Fi +F+...+F, vyslednice sil (2.35)

{ram-18}

Experimentéalné ziskané vztahy lze vyjadrit pti uziti jednotek kg, m/ s2, N jedinym vztahem,
ktery se nazyva druhy Newtontv pohybovy zakon:

—

{1.2-36} md = F,. druhy Newtontv pohybovy zédkon (2.36)
{ram-19}
Informace:

(a) Vztah (2.36) plati pro hmotny bod, @ je jeho zrychleni v inercidlni vztazné soustavé
a F, je vyslednice pisobicich sil. Neobsahuje informaci o rychlosti hmotného bodu,
jen o jeji ¢asové zméné dané zrychlenim a.

(b) Vztah (2.36) vyjadiuje souvislost mezi veli¢inou F, charakterizujici pri¢inu zmény po-
hybu a veli¢inou @, charakterizujici zménu pohybu, tj. disledek ptisobici sily. Nazyva

vvvvvv

(c) Zméme-li pro uréity hmotny bod jeho zrychleni, mizeme ze vztahu (2.36) uréit vysled-
nici sil, které na néj ptisobi, aniz bychom znali jednotlivé sily. Napf. na hmotny bod,
ktery je pripevnény na okraji kotouce rovnomeérné rotujiciho ve vodé podle obr. 2.26,
ptisobi tihova sila G (kterou zname) a dalsi dvé sily: Fy, kterou na hmotny bod pii-
sobi voda a ﬁg, kterou na hmotny bod piusobi kotoué. Sily ﬁl, F nezname, presto
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Obr. 2.26: Vysledna sila F, pusobici na hmotny bod, jeho zrychleni @ a rychlost ¥. Hmotny

{obr1.2-25}

bod je pfipevnén na okraji kotouce rovnomeérné rotujiciho ve vodé.

miZzeme uréit vyslednici F, = Fy + Fy + G: podle vztahu (2.36) je F, = md. Pohyb
je rovnomérny, tedy a; = 0, takze @ = ay. Sila F;, = md tedy mifi do stfedu kruhové
drahy a mé velikost Fy, = mv?/R, kde R je polomér kotouce.

4. Vztah (2.36) byl vysloven pouze pro hmotny bod, plati vSak i v nékterych jinych situacich,

{1.2-37}

{ram-20}

zejména pii translacnim pohybu tuhého télesa — viz odst. 2.3.2. V tom pripadé je m
hmotnost télesa, @ jeho zrychleni a F; vyslednice sil, které na téleso ptisobi.

Dikaz: Rozdélime téleso na malé elementy (hmotne body) a napiSseme pro kazdy z nich
pohybovou rovnici, tj. Amiad = AFl, Amsd = AF,, .. . Tyto rovnice se¢teme a dostaneme
rovnici (2.36).

. Druhy Newtontiv pohybovy zakon v relativisticky platném tvaru.

Nejprve pripomeneme definici hybnosti p"hmotného bodu pohybujiciho se rychlosti ¢’ v ur-
¢ité vztazné soustavé (obr. 2.27):

—

p=md . definice hybnosti hmotného bodu (2.37)

Jednotka: [p] = kg-m-s~!. Podobné jako rychlost ¥ je i j veli¢ina relativni: ma v rznych
vztaznych soustavach rizné hodnoty.

Obr. 2.27: Vztah mezi zménou hybnosti Ap hmotného bodu v ¢asovém intervalu At a stfedni

{obr1.2-26}

vyslednici sil Fg; pusobici v témze ¢asovém tseku na hmotny bod.
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2.4. POHYBOVE ZAKONY KLASICKE FYZIKY

P¥i pohybu hmotného bodu t¢inkem sil o vyslednici F, se p’ méni (obr. 2.27). Je-li vztazna
soustava inercidlni a jsou-li rychlosti nerelativistické (tj. je-li m = konst.), plati

dp d dv -
dit’ = 2 (mt) = md—: = md = F,, (nebot dm/dt = 0),
tedy
dp _ = ) . . .
{1.2-38} = F, . druhy Newtontv pohybovy zakon v obecném tvaru (2.38)
{ram-21}
Tedy: z rovnice (2.36)—(2.38). Analogicky se dokaze, ze (2.38)—(2.36). Vztahy (2.36),
(2.38) jsou tedy v nerelativistické mechanice ekvivalentni. Pozn.: V obr. 2.27 je naznadeno
urcéeni stfedni sily ptsobici na hmotny bod v ¢asovém intervalu (¢, t').
Informace: Pti relativistickych rychlostech neni m konstantni, ale je funkci velikosti rych-
losti a ta je (obecné) funkci ¢asu. Je tedy m (obecné) funkei ¢asu. Pak plati
dp d . dm _ dv  dm o R
i &(mv)— dtv+mdt = dtv—l—ma;éma.
Vztahy (2.36), (2.38) pak nejsou ekvivalentni: plati-li jeden z nich, neplati (obecné) druhy.
Teorie relativity dochazi k zavéru (a experimenty jej potvrzuji), Ze vztah (2.38) ma obecnou
platnost, zatim co vztah (2.36) plati pouze priblizné.
2.4.3 III. pohybovy zakon
{1.2.3¢}
Tieti pohybovy zédkon vyslovuje tvrzeni o silach, jimiz na sebe ptisobi dveé télesa, nebo dveé castice
téhoz télesa, v misté styku (obr. 2.28a). Zni:
Definice: Pusobi-li jedno téleso na druhé pi jejich styku silou F', pusobi druhé na proni silou
F'=—-F.
B
F
A Iy S
0~ &
Fv’/
a) b)
{obr1.2-27} Obr. 2.28: Ke tfetimu Newtonovu pohybovému zakonu.

Téleso A pusobi na B silou F , jejimz pusobistém je bod P (obr. 2.28a). Téleso B piusobi na
A silou F/, jejim# ptisobistém je bod Q.

Nazveme-li jednu ze sil akci, je druha reakce. Proto se tento zdkon nazyva nékdy ,zakon
akce a reakce“ nebo ,zidkon vzajemného piisobeni“. Plati i tehdy, kdyzZ télesa na sebe ptisobi
prostfednictvim svych poli, napf. gravitacénich (obr. 2.28b), jestlize jsou télesa v uvazované
vztazné soustavé v klidu. Jestlize se pohybuji, uplatiuje se pfi vzajemném ptisobeni konecna
rychlost Sifeni zmén ve fyzikalnich polich a zédkon akce a reakce nemusi platit.

Tteti pohybovy zakon vyslovil Isaac Newton na zakladé rozboru zakonitosti pohybu téles.
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{pr1.2-5}

{obr1.2-28}

{1.2.3D}

2.4. POHYBOVE ZAKONY KLASICKE FYZIKY

KP 2.4-1
Na drsné naklonéné roviné lezi v klidu téleso 7' o hmotnosti m. Urcete sily, které na né ptisobi.
Ke kazdé z téchto sil urcete reakci. Uvedte ptsobisté vsech sil (obr. 2.29).

Resem
naklonéné rovmy (na dolni sténé télesa v plose styku) J ezto T je v klidu v laboratorni soustave,
plati @ = 0 takze Fv = md = 0. Pfitom FV = G+ F. Tedy F=_-G.

Reakci na silu G je (priblizné) sila F = -G, kterou piisobi gravitacni pole buzené télesem
T na Zemi v celém jejim objemu. Reakci na silu F je sila F’, 7/ kterou ptsobi T na naklonénou
rovinu v misté styku.

2.4.4 Nejcéastéjsi sily
1. Gravitacni sila ﬁg. Ptisobi na kazdé téleso v celém jeho objemu, je zplisobena gravitacnim
polem, které vytvareji (budi) viechna t&lesa (odst. 2.6). Je hlavni slozkou tihové sily G.

2. Tihova sila (neboli tiha) G. Ptisobi na kazdé téleso v blizkosti povrchu Zemé a je rovna
G = mg, kde m je hmotnost télesa a § tihové zrychleni v daném misté. Je vektorovym
souétem gravitacni sily ﬁg buzené gravitacnim polem Zemé a tzv. odstfedivé sily setrvacné
ﬁj (viz odst. 2.6) pusobici v disledku toho, ze Zemé se otadi a ze tedy laboratorni soustava
neni presné inercialni. Plati tedy G = ﬁg T FH (= ﬁg, nebot F* < Fy).

Neptisobi-li na téleso jina sila nez (_j, udéluje mu G zrychleni g = G /m. Smeér sily G je
(podle definice) svisly smér v daném misté.

3. Sily vzajemného ptisobeni pii styku téles. P¥iklady: hiidel na lozisko — lozisko na hiidel;
plyn ve valci na pist — pist na plyn; lano vytahu na kabinu — kabina na lano atd.

4. Tfteci sila, sila valivého odporu

a) Staticka tteci sila: Fiz. Je to tecna slozka sily, kterou ptisobi podlozka na téleso, které
je vidi ni v klidu. Jeji velikost miZe nabyt hodnot z intervalu (O,Fq};;’ma)(). Pfitom
F"tfjma‘x zéavisi na kvalité styénych ploch a je pfimo iimérna velikosti normélové slozky
N sily, kterou podlozka pisobi na téleso, Fiz max ~ N. Veli¢ina fs; dand vztahem
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2.4. POHYBOVE ZAKONY KLASICKE FYZIKY

T
{1.2-39} fo = [Pt max| “jﬁ\?‘aﬂ

{ram-22}

— Fiimax = fs N sila statického tfeni (2.39)

zavisi jen na kvalité sty¢nych ploch a nazyva se soucinitel statického tteni.

N
o F

F =

=

—

G

Obr. 2.30: Sily pisobici na téleso pohybujici se po vodorovné drsné podlozce, které je lanem
{obr1.2-29} tazeno ve sméru sily F'.

Ptlisobi-li napf. na téleso T', které lezi zpocatku v klidu na klidné vodorovné podlozce,
lano ve vodorovném sméru silou F (obr. 2. 30) jejiz velikost roste od nuly, zustane
téleso nejprve v klidu (@ = 0), takze Fy = —F. Doséhne-li velikost sily F hodnoty
fsIN, dosdhne F’tf hodnoty F’ﬁ’max. P#i dal$im zvétseni F se zacne T pohybovat a tfeci
sila se zmensi. Nazyva se pak kinetickd (dynamickd) tfeci sila.

b) Kinetickd (dynamicka) t¥eci sila, Fiz. Je to tecnd slozka sily, kterou piisobi podlozka
na téleso, které se vzhledem k ni pohybuje smykem. Ma opac¢ny smér nez rychlost ¢
télesa vzhledem k podlozce, tedy F‘ti =1] U. Jeji velikost je dana vztahem

{1.2-40} Fi = faN. dynamicka tfeci sila (2.40)
{ram-23}
Veli¢ina fq definovana timto vztahem se nazyva soucinitel kinetického (neboli dyna-
mického) tfeni. Zavisi na jakosti styénych ploch a ¢asteéné (vétsinou nepatrné) i na
rychlosti v.

c) Sila valivého odporu, ﬁo. Je to te¢na slozka sily, kterou piisobi podlozka na kola, ktera
se po ni odvaluji. Plati opét Fy, = ¢ya/N. VeliCina ¢y, se nazyva soucinitel valivého
odporu, zavisi na kvalité sty¢nych ploch a ¢asteéné na rychlosti odvalovani.

2.4.5 Vyslednice sil pri kifivo¢arém pohybu

1.2.3E
{ } Pohybuje-li se hmotny bod v inercialni soustavé u¢inkem jedné nebo nékolika sil po zakiivené
rovinné trajektorii, souvisi vyslednice F, téchto sil ptsobicich na hmotny bod v obecné poloze
(bod P v obr. 2.31) s jeho zrychlenim @ vztahem F, = ma, kde @ je dano vztahy (2.11). Odsud
plyne (obr. 2.31):
{1.2-41} F, = md@ = may + ma, = Fy + F,. (2.41)

Pritom:

1. F, je normalova slozka vyslednice sil F,. Mi¥i do stiedu kivosti C kiivky v bodé P a ma
velikost F, = mwv?/R, kde v je rychlost hmotného bodu v bodé P a R je polomér kiivosti
trajektorie v bodé P. Tato slozka vyslednice sil se proto nazyva sila dostfediva a nékdy se
znac¢i Fy.

2. F, je tena slozka vyslednice sil. Jeji velikost je Fy = m|dv/dt|.

Je-li trajektorie zakiivena (tJ neni-li prlmka) je \F | # 0. Je-li pfi pohybu v = konst., tj.
je-li pohyb rovnomérny, je |Ft| =0, takze F, = F,.

Copyright © 2005, UFI FSI VUT v Brné 62



2.4. POHYBOVE ZAKONY KLASICKE FYZIKY

{obr1.2-30} Obr. 2.31: Vztah mezi vyslednici F, vech sil pusobicich na hmotny bod a jeho zrychlenim da.

Dtlezité: Dostrediva sila neni néjaka zvlastni sila, ktera ptisobi kromé jinych sil ,navic*. Je
to normalova slozka vyslednice sil ptisobicich na hmotny bod.

{pr1.2-6} KP 2.4-2
Kotouc¢ o poloméru r = 50cm se otaci rovnomeérné kolem vodorovné osy thlovu rychlosti
w = 457! (obr. 2.32). Na okraji kotouce je upevnéno malé téleso (hmotny bod) o hmotnosti
m = 0,2kg. Zanedbejte odpor vzduchu a feste tkoly:

1. Vyjmenujte v8echny sily, které ptisobi na hmotny bod v bodé P (obr. 2.32);
2. Urcete vyslednci sil ptuisobicich na hmotny bod v P a zakreslete ji do nacrtku;

3. Urcete vsechny sily ptisobici na hmotny bod v P.

Fi

{obr1.2-31} Obr. 2.32: Priklad KP 2.4-2.
Reseni:
1. Sily = ? Tihova sila G= mg; G = 0,2.10N = 2N; Sila od kotouce, ﬁk;

2. F, =?. F, = ma = may (ay = 0, nebot pohyb je rovnomérny, v = konst.). Smér: F, = ﬁn,
tj. do stiedu trajektorie hmotného bodu; velikost: F, = mw?r = 0,2-42.0,5N = 1,6 N;

3. Sily =7 é; ﬁk =7 ﬁv =G+ ﬁk — ﬁk = F’:, — G. Smér ﬁk - viz obr. 2.32. Velikost:

F2=G*+ F? - 2GF,cosf — F, = /... = 1,83N.

‘ , 2.4.6 Vzajemné translaéni pohyby vztaZznych soustav
1.2.3F
V této ¢asti budou vySetieny vztahy mezi polohovymi vektory, rychlostmi a zrychlenimi hmot-

nych bodi ve dvou vztaznych soustavach konajicich vzhledem k sobé transla¢ni pohyb.
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2.4.6.1 Obecny transla¢ni pohyb
S

Necht se vztazné soustava S’ (O, 2,3/, 2/, t') pohybuje vzhledem k soustavé S(O, z, vy, z, t) translac-
nim pohybem (obr. 2.33). Osy soustavy S’ sviraji pfitom s osami soustavy S stalé ahly. Pro ¢asy
t,t' v obou soustavach plati ' = ¢. Uvazujme ptitom o hmotném bodu, ktery se pohybuje (obecné
vzhledem k obéma soustavam). Jeho trajektorie v S je v obr. 2.33 oznadena g. Oznacme po-
stupné 7(t), 7 (t), R(t) vektorové funkce udavajici polohovy vektor v soustavé S, v soustave S’
a polohovy vektor po¢atku O’ vzhledem! k S.

Z obr. 2.33 je zfejmé, zZe v kazdém case plati

{1.2-42} 7(t) = R(t) +7(t), t = 1. (2.42)

Derivujeme-li obé strany podle ¢asu t(= t'), dostaneme

{1.2-43} U(t) = U (t) + (), sklddéni rychlosti (2.43)
{ram-24}
kde ar (1)
7
S(4) —
u(t) = —3;

je rychlost hmotného bodu v S (nékdy se nazyva ,absolutni“ rychlost),

o dr (t) B dr (t)
= T

je rychlost hmotného bodu v S’ (tzv. relativni rychlost) a

Uor (t) = d]jlit)

je rychlost transla¢niho pohybu celé soustavy S’ vzhledem k S (tzv. unasivé rychlost).

Obr. 2.33: Popis pohybu hmotného bodu ve vztaznych soustaviach S(O, x,y, z, t)
{obr1.2-32} a SO, 2y, 2t =t).

Vztah (2.43) vyjadfuje dobie znamy zakon sklddani rychlosti nerelativistické fyziky.
Derivovanim rovnice (2.43) podle ¢asu dostaneme

'Rikdme: Pocéatek O’ soustavy S’ (O, .y, 2',t') se pohybuje po kfivce s vzhledem k soustavé S(O, z,v, 2, t).
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{1.2-44}

{ram-25}

{1.2-45}

{ram-26}

2.4. POHYBOVE ZAKONY KLASICKE FYZIKY

a(t) = dy(t) + a(t), sklddani zrychleni (2.44)
kde a(t)
0
2(4) —
a(t) = —

je zrychleni hmotného bodu v 5,

je zrychleni hmotného bodu v 5,

~ dvy (t)
(t) =

(426} ( ) dt

je zrychleni poc¢atku O vztazné soustavy S’ vzhledem k S.

2.4.6.2 Rovnomérny primocary transla¢ni pohyb

Ze vztahu (2.44) plyne: kona-li S’ vzhledem k S rovnomérny piimocary pohyb, nebo je-li vzhle-
dem k S v klidu, je @ (t) = konst., tedy @ (t) = 0, takze

a(t) = a(t). zrychleni hmotného bodu v inercidlnich soustavach (2.45)

Je-li soustava S inercidlni a je-li zrychleni libovolného volného hmotného bodu a(t) = 0, pak
ze vztahu (2.45) plyne d@'(t) = 0, tj. kazdy volny hmotny bod se pohybuje rovnomérné pfimocare
i v .S Soustava S’ je tedy rovnéz inercidlni. Tim je teoreticky odvozen vysledek, ktery jsme
jiz. uvedli jako experimentalni fakt: Inercidlni vztazné soustavy konajl vzajemny rovnomeérny
transla¢ni pohyb.

Pohybova rovnice hmotného bodu v jedné inercialni soustavé S zni:

ma = ﬁv.
Jak zni v druhé inercialni soustavé S’'? Uvaha:
1. Plati @ = a;

2. Hmotnost je pfi nerelativistickych rychlostech hmotného bodu nezévisla na pohybu hmot-
ného bodu, tedy: hmotnost hmotného bodu v S’= hmotnost hmotného bodu v S, tj.
m' = m;

3. Sily charakterizuji ptisobeni realnych objektti na hmotny bod, proto se o nich v nerelati-
vistické fyzice predpokladd, ze jsou v S’ a S stejné, tj. ze plati F, = F,. Tedy

= o= —/ ! o o/ 1 =1 i/
ma=F,a=a,m=m,F,=F, - ma =F,,

coz znaci: Pohybova rovnice hmotného bodu ma ve vsech inercidlnich vztaznjch sousta-
vach stejny tvar. Odtud plyne, Ze déje v mechanickych soustavach probihaji pfi stejnych
pocatecnich podminkach (polohéch, rychlostech) a pfi stejném silovém piisobeni ve vSech
inercidlnich vztaznych soustavach stejné. Tento vysledek se nazyvé z historickych divoda
Galileuv (neboli mechanicky) princip relativity. Jeho zobecnéni na vSechny déje, nejen me-
chanické, formuloval A. Einstein. Je zdkladnim postulatem teorie relativity (viz ¢ast 3.1)
na strané 168 tohoto textu).
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2.4.7 Pohyb v neinercialnich soustavach

{1.2.36}

Pri zkouméni mechanickych pohybt téles se zavadéji vztazné soustavy tak, aby popis a vysSetfo-
vani déji bylo co nejjednodussi. Ukazuje se, ze nékdy jsou pro to vhodné i neinerciani vztazné
soustavy. V téchto soustavach neplati vztah F, = md, ktery plati v inercidlnich soustavach.

vvvvvv

Hlavnim cilem nasich avah bude ukazat, Zze pohybovou rovnici Fy, = md lze pfidanim vhod-

nych ¢lend, jez maji vyznam setrvacnych sil, upravit tak, aby ztstala v platnosti i v neinercialnich
soustavach. Omezime se pritom pouze na jednoduché, avSak ¢asto se vyskytujici pfipady soustav
uvedenych v nasledujicich ¢astech 2.4.7.1 a 2.4.7.2.

2.4.7.1 Neinercialni soustava vykonavajici nerovnomérny translaéni pohyb

{Nsvntpl}

a) Formalni tvahy. Uvazujme o vztazné soustavé S’, kterd kond nerovnomérny translaéni

{1.2-46}

{1.2-47}

{ram-27}

{1.2-48}

{ram-28}

{1.2-49}

{ram-29}

pohyb vzhledem k inercidlni vztazné soustavé S (viz obr. 2.33). Budeme zkoumat hmotny
bod, ktery se pohybuje ti¢inkem sil o vyslednici F, vzhledem k obéma soustavam S, S’.

Rychlosti ¥, ¥/ hmotného bodu a jeho zrychleni @, @ v soustavach S a S’ jsou vazany vztahy
(2.43), (2.44), tj.
V=10 + 17/, a=do + (7’, (2.46)

kde Uy je okamzita rychlost a @, okamzité zrychleni (poc¢atku O) soustavy S’ vzhledem
k S. Pohybové rovnice hmotného bodu v soustavé S a S':

—

S (inercidlni) : md = Fy (2.47)
S" (neinercialni) :  md = F, — m(dy + @) = F, — md = F, — md,, ’
tj.
md = F, + F*, pohybova rovnice v neinercialni soustavé (2.48)
kde
F* = —mid,. setrvacna sila (2.49)

Poznamenejme, Ze hmotnost m a sila F' jsou v nerelativistické fyzice veli¢iny nezavislé na
volbé vztazné soustavy, jsou tedy v S a S’ stejné.

Rovnice (2.48) ma shodny tvar s rovnici (2.47), jestlize veli¢inu F* = —mdy prohlasime za
silu; na pravé strané rovnice (2.48) je pak soucet vSech sil. Tato sila se 1isi od sil, jejichz
vyslednice je oznacena F, tim, Ze necharakterizuje ptisobeni redlnych objekti na hmotny
bod, nybrz je zptisobena zrychlenym pohybem soustavy S’. Veli¢ina F* je novy typ sily.
Abychom ji odlisili od pfedeslych, nazveme ji sila setrva¢nd, zatimco ostatni sily budeme
nazyvat sily skutecné (neboli ,pravé“).

Shrneme provedeny myslenkovy postup: Postulujeme platnost pohybové rovnice pro hmotny
bod md = F i v soustavé S’. Pak ke skuteénym sildm je nutno pridat jesté silu setrvacnou
F*.

Copyright © 2005, UFI FSI VUT v Brné 66



{obr1.2-33}

2.4. POHYBOVE ZAKONY KLASICKE FYZIKY

Poznamenejme ihned, Ze zavedenim nazvu ,skutecné sily“ pro sily, jez jsme definovali
dfive, nechceme Tici, Ze sily setrvacné jsou neskutecné. Je to jen néazev, ktery jsme uzili
v souhlase s literaturou. Sily setrvacné jsou svymi ucinky pravé tak readlné jako sily, které
jsme nazvali ,skutecné®.

b) Fyzikalni vyznam a uziti setrvacéné sily F* ukézeme na prikladech:

1. Ve vagoné Vj rozjizdéjiciho se vlaku (soustava S’), ktery méa vzhledem k vodorovnému
povrchu Zemé (soustava S) v éase t = 0 rychlost ¥,(0) = 0 a stélé zrychleni @,
polozime na podlahu, o niz pfedpokladame, ze je vodorovna a dokonale hladka, malou
krychli (tj. hmotny bod). VySetiime jeji pohyb v S (obr. 2.34a) a S’ (obr. 2.34b), kde
S’ je soustava dana vagonem:

——————=——
to Vi N to Vi

N
0 H
Z Z | 7/9 /7/77/7/7757:%/)74
0 s G 0 G

A S
t1 >ty l_v,l N | t1 >ty Vl/ N
I i / ! I o % <‘é122__&b
H 40-2ma=0  H Hlo Em -
OIOH NO0; 9 %
Z Z
7 | Uldraaas
~ |
0 S G 0.8
a) b)

Obr. 2.34: Vyznam setrvac¢né sily F™* v neinercidlni soustavé S’ spojené s vagonem, ktery se
pohybuje se zrychlenim @, vic¢i inercidlni soustavé S spojené se Zemi.

Soustava S: Trajektorie hmotného bodu je bod, ponévadz jeho rychlost nejen v ¢ase
t =0 je v(0) = 0. Zrychlenl ma rovnéz nulovou i svislou slozku. Na hmotny bod totiz
pusobi tihova sila G asila Nl, kterou vyvozuje podlaha. V S tak plati

]Vi‘+-Cj:= mda.

Sily Nl, G jsou svislé a svisla slozka zrychleni hmotného bodu je rovna nule. Proto
plati N1+ G = 0. Vodorovn4 slozka zrychleni hmotného bodu je rovnéz nulova. Tedy:
at)y=a= 0 — ¥ = konst., tj. krychle se v S pohybuje ptivodni, tj. nulovou rychlosti.
Vagon mé ale v S zrychleni d,, tudiz se zadni sténa vagonu blizi ke krychli.

Soustava S’: Pro pohyb hmotného bodu v neinercidlni soustavé plati pohybova rovnice

Tnﬁlz:(j—kfvl%—lﬁ*,
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{obr1.2-34}

2.4. POHYBOVE ZAKONY KLASICKE FYZIKY

kde F* = —md,,. Jezto G+N; = 0, plyne odsud ma’ = F*, @ = —d,, (vagonek V3 na
obr. 2.34b). Pro pozorovatele v S’ se krychle pohybuje zrychlené (nabyvé zrychleni)
uéinkem setrvacné sily F* smérem k zadni sténé vagonu.

2. Ve vagoné V2 na obr. 2.35 visi na vldkné kulicka (tj. hmotny bod), ktera je vaci
vagonu v klidu. VySetfime jeji pohybovy stav v S (obr. 2.35a) a S” (obr. 2.35b).
Soustava S: Trajektorie kulicky je pfimka, po niz se kuhcka pohybuje rovnomérné

zrychlené se zrychlemm a = dor. Plisobi na ni tihova sila G a vlakno silou F. Vy-
slednice téchto sil, G+ Fl, ji udéluje zrychleni @ = d,s, dané vztahem

G+ Fi = mi,. (2.50)

Soustava S”: Kulicka je v klidu, jeji trajektorie je (ve vagoné na obr. 2.34b) bod, takze
plati @ = 0. Pohybové rovnice zni

ma =G+ Fy + F*,
kde F* = —md. Jezto plati @ = 0, plyne odsud 0 = G+ F— ma, vyjadiujici,

Ze sily pravé a setrvacné sily jsou v rovnovaze. Je to ovSsem rovnice shodné s rovnici
(2.50), jenze se k ni doslo jinak.

*ﬁo’(to)
T
tO lT/% 5:50 Fl @ I tO
| g 7R
H 25 H H 1
IO O10; % 9
% W,
O S _@
—_— C?()’
—»770(1:1)
Y
t1 >ty : V|2 a=ay o I t1 > 1o
I i . , ﬁ1+é I
H +2-2q 4 H
SIOINO]0: %} 0
7 ! T
0O S /ﬁLﬁ
a) b)

Obr. 2.35: Dva pohledy z riznjch soustav na fyzikalni déj ve vagonku V5 naseho
experimentalniho vlaku, tentokrat nikoliv s kluzistém (které se nachézi ve vagonu V1), ale
s hmotnym bodem na zavésu.

Ukol: Uréete smér a velikost sily F na obr. 2.34 pro m = 0,2kg, agr = 3m/sz.
Reseni:

F1 = /G? + (mag)? = 10N, o = arctan(mag /G) = 16,7°.
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Pozndmka: Jezto sila Fy mé stejny smér jako vldkno, je vlakno vychyleno od svislého
sméru o thel a.

2.4.7.2 Rovnomérné rotujici neinercialni soustava
{Nsvntp2}

a) Formdlni tvahy. Uvazujeme o pohybu hmotného bodu, jenz se pohybuje na kotoudi, ktery
rovnomeérné rotuje thlovou rychlosti & v inercidlni soustavé S. Vztaznou soustavu spojenou
s kotoucem ozna¢me S’ (obr. 2.36).

Obr. 2.36: Odstrediva F* = —mw?rii a Coriolisova P_’é = —2m(J x U') setrva¢nd sila pisobici
na hmotny bod m pohybujici se rychlosti v/ vzhledem k soustavé S’ pevné spojené s rotujicim
{obr1.2-35} kotoucem.

Necht v ¢ase ¢ je hmotny bod v bodé P a necht mé v S’ (tj. vzhledem ke kotoudi) rychlost
7. Lze dokazat? (zde to nebudeme dokazovat), Ze jeho zrychleni @ (v S), @ (v S') jsou
déna vztahem

{1.2-51} ma = mad — mw?ri — 2m(& x 7). (2.51)

Zde je r vzdalenost bodu P od stfedu otaceni C', vektor 7 je jednotkovy vektor ve sméru

PC.

A% soustave S plati: mad = FV, kde F, je vyslednice skutecnych s1l — zde vyslednice sily G
a sily F1, kterou na hmotny bod pusobi kotoud, tj. F,=G+F,. Postulujeme-li platnost
vztahu: ma’ = soudet vsech sil piisobicich na hmotny bod v soustavé S’,

{1.2-52} md = F, + Ff + Ff, (2.52)

kde

—

{1.2-53} F* = —mw?ril, se nazjva setrvacna sila odst¥ediva (2.53)

{ram-30}

2Tuto pasaz lze najit nap¥. v [25] nebo [26].
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—

{1.2-54} F& = —2m(d x ¥). se nazyva setrvacna sila Coriolisova (2.54)
{ram-31}
Nézev ,odstfediva sila setrvacna“ je odivodnén smérem této sily (obr. 2.36). Coriolisova
sila ptsobi kolmo na & a na relativni rychlost ¥ (obr. 2.36). Je-li ¥/ = 0, je F§ = 0.
Rychlost ¢' mtiZe mit libovolny smér, nemusi byt kolm4 na w jako v obr. 2.36. Sila Fé se
uplatiiuje napf¥. pii pohybech na povrchu (rotujici) Zemé.
{pr1.2-7} KP 2.4-3

Na kotouéi, kterj rotuje stalou tthlovou rychlosti w = 4s~2 kolem svislé osy v tihovém
poli Zemé, je pfipevnéno malé téleso (hmotny bod) o hmotnosti m = 0,1kg ve vzdalenosti
R = 50cm od osy otaceni. VySetiete pohyb hmotného bodu v soustavé S spojené se Zemi
a v soustavé S’ spojené s kotoudem. Urcete:

1. Trajektorii hmotného bodu;

2. Zrychleni hmotného bodu;

3. Vyslednici sil piisobicich na hmotny bod;
4.

Sily ptisobici na hmotny bod, a to vSe v nékterém okamziku ¢;. Silu odporu vzduchu
zanedbejte.

{pr1.2-7a) Reseni:

a) V soustavé S

1. Trajektorie: kruznice se stfedem v C' (obr. 2.37).
2. @ miii do C' a ma velikost @ = v?/R = w?R = ... = 8m/s’;
3. F, = md; mifi do C' a ma velikost F\, = mw?R = ... = 0,8N;
4. G - tihové sila; G =mg=...=1N; F —silaod kotouce; pro ni plati F, = G+F,
Fx = F,—G.Smér Fi:tga = G/F, = ..., a = ... Velikost Fy: Fi, = /F2+ G? =
trajektorie j_w
(kruznice) i
Co Fy o\ m,
P Sy
a
S 0 G
{?br%.%—;gi Obr. 2.37: Priklad KP 2.4-3.
pril.2-

b) V soustavé S’

1. Trajektorie: bod P;
2. @ =0 (obr. 2.38);
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{obr1.2-37}

ivalenceSil}

{Ucinéks214}

2.5. CASOVY A DRAHOVY UCINEK SILY

3. . F =ma =0;

4. 3 F=G+ ﬁk +F G + Fk + F * = (. Sily skutecné a setrvacna odstrediva sila
jsou v rovnovaze Prltom smeér F * — viz obr. 2.38, velikost F * = mu?/R = mw?R.
Tedy Fy = —(G + E*), obr. 2.38. Smér Fy: tg3 = G/F(’)k = ...tga. Velikost:
B = /F2 +G? = \/F2 + G2, vysledek je tedy stejny jako v soustavé S.

Ex

trajektorie
(bod)

C¢

S

Obr. 2.38: Priklad KP 2.4-3.

2.4.7.3 Ekvivalence sil skuteénych a setrvaénych

Setrvacné sily maji stejné ucinky jako sily skutec¢né: Udéluji télesim zrychleni, deformuji je
atd. Ptsobi na vSechna télesa a jsou imérny hmotnosti téles. Pozorovatel v uzaviené pohyblivé
laboratofi oba typy sil nerozlisi. Sily setrvacné a skutecné jsou, pokud jde o ucinky, ekvivalentni.
Rozdil mezi obéma typy sil je pouze v tom, ze sily skutec¢né jsou zplisobeny télesy v nasem okoli
a gravitacnim pusobenim téles slunecni soustavy, zatimco sily setrvacné zdanlivé nemaji zdroj.
Vétsina odborniki se dnes vSak pfiklani k nazoru, ze sily setrvacné jsou zpiisobeny gravitacnim
plsobenim vzdélenych vesmirnych objektt. Je-1li tomu tak, pak se sily setrvacné a skutecné nelisi
ani ptivodem. Reste priklady KP 1.3-1 az KP 1.3-23 v textu Vybrané kapitoly z fyziky; KP 2.4-4
az KP 2.4-8.

2.5 Casovy a drahovy Géinek sily

Tato ¢ast se zabyva pfechodem hmotného bodu z jednoho pohybového stavu do stavu
jiného. Tyto pfechody probihaji v jistém ¢asovém intervalu (¢;, t2) a na urcité trajekto-
rii pusobenlm riznych sil. Casovy ucmek sily je charakterizovan veli¢inou ,,impuls sily,
I« Impuls I splnuje dulezity vztah I= Po — p1. Drahovy ucinek sily je charakterizovan
velicinou ,,prace, W*. Prace vyslednice sil ptisobicich na hmotny bod spliuje dilezity
vztah W = Fj 2 — F 1, kde Ey je kinetické energie hmotného bodu. Vztahy I= Do —P1,
W = Ey 2 — Ex1 maji stejnou strukturu: Nalevo je velicina, ktera charakterizuje d¢j,
kterym hmotny bod prechézi ze stavu 1 do stavu 2. Napravo je zména veli¢in p, Fy
charakterizujicich pohybovy stav hmotného bodu. V zavéru odst. 2.5.1 je definovan
vykon sily.
Obecné tivahy o energii v ¢asti 2.5.2 jsou velmi dilezité.
Cil: I) Umét vztahy uvedené v rameccich, znat veli¢iny, pojmy a vysledky nachazejici
se v tomto textu;
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IT) Definovat impuls sily, ktera ptisobi na hmotny bod. Vztah (2.59) odvodit nebo
odvozeni naznacit;

III) Definovat praci konanou silou pusobici na hmotny bod;

IV) Definovat kinetickou energii hmotného bodu. Zpaméti vztah (2.70), vylozit
Jej;
V) Vyslovit a vylozZit definici vykonu;

VI) Resit samostatné pifklady vyiesené v tomto textu a pifklady typu KP 1.4-1
az KP 1.4-16 v textu Vybrané kapitoly z fyziky; KP 2.4-9 az KP 2.4-15.

2.5.1 Impuls sily

{ImpulsSily} . . &
1. Definice I(At). Impuls sily I(At) je vektorova veli¢ina, ktera charakterizuje ¢asovy tc¢inek

sily F(t) ptisobici na téleso v ¢asovém intervalu (ty,ts). Nejprve budeme definovat I{At)
pro zvlastni pripad, kdy plati F' = konst., poté pro obecny piipad.

F F .
I
ty 1o
{obr1.2-38} Obr. 2.39: Impuls I stalé sily F.

a) Impuls I(At) stalé (tj. casové nezavislé) sily F' puisobici na téleso v ¢asovém intervalu
(t1,t2) je vektorova veli¢ina definovand vztahem

{1.2-55} I(At) = FAt = F (ty — t1). (2.55)

M smér sily F a velikost I(At) = F (ty — t;). Jednotka [I] je rovna [I] = N-s =
kg-m-s~! (obr. 2.39).

b) Impuls (libovolné, obecné Easové proménné) sily F(t) plisobici na téleso v asovém
intervalu (t1,t2) je definovan takto: Rozdélime interval (¢, t2) na elementérni inter-
valy délky At tak malé, Ze v kazdém z nich je priblizné ﬁ(t) = konst. Impuls sily
F v kazdém z téchto intervalii je dén vztahem (2.55), tj. AT = FAt. Vsechny tyto
impulsy se¢teme (obr. 2.40). V limité pro At — 0 dostaneme

{1.2-56} I= / F(t)dt. impuls sily (2.56)
t
{ram-32} '

Impuls I zavisi jen na pritbéhu vektorové funkce F(t) v Casovém intervalu (ty,ts).
Jeho jednotka je kg-m-s~!.

¢) Stiedni hodnota sily F (tj. vektorové funkce F(t)) v ¢asovém intervalu (t1,to) se
oznacuje Fy;:(At) a je definovana vztahem

—

Fus(At) = (t;tl) /tle(t)dt - (2.57)
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. t2 Lo I
Fai (At)(ta — t1) = F(t)dt = I — Fy:(At) = ra— stfedni hodnota sily
t 2 — 1t
{1.2-57} (2.58)
{ram-33}
t2 .
F
I
b . FAt
F
{obr1.2-39} Obr. 2.40: Impuls I obecné Casové proménné sily F.

vvvvvv

hmotny bod pohybuje v inercidlni vztazné soustavé S (obr. 2.41) téinkem sil o vyslednici
F,. V &ase t1 necht m4 hmotny bod hybnost pi, v ¢ase to hybnost py. Pak plati

to .
{1.2-58} Po — P1 = / F,(t)dt. véta o impulsu sily (2.59)
t1
{ram-34}
p=F&. L impulsova véta (2.60)
{ram-35}

PLiNd
p/l//\

- tr P2
b1 p2
t1 fd_ﬁl
{obr1.2-40} Obr. 2.41: K vété o impulsu sily.

Dikaz: Oznacéme p(t) vektorovou funkci ¢asu, udavajici pribéh hybnosti hmotného bodu
v ¢asovém intervalu (t1,t2) v soustavé S. Plati pro ni druhy Newtontiv pohybovy zakon

dpt) = q q
W) 5 ap— Rt (= db),

To znac¢i: zména dp hybnosti p hmotného bodu v ¢asovém intervalu délky dt je rovna
impulsu vyslednice sil, které na néj pusobi. Sectenim téchto zmén v ¢asovém intervalu
(t1,t2) dostaneme vztah (2.59).
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2.5. CASOVY A DRAHOVY UCINEK SILY

Vztahu (2.59) se uziva velmi ¢asto v kombinaci se vztahem (2.58) k feSeni pfikladi tohoto
typu:
{pr1.2-8} KP 2.5-1

Mié¢ o hmotnosti m = 400 g dopadl na pevnou sténu rychlosti ¥; o velikosti v1 = 5m/s
a odrazil se stejné velkou rychlosti podle obr. 2.42a. Naraz trval po dobu At =7 = 0,1s.
Urcete:

(a) Zménu hybnosti mice;

(b) Stfedni silu, kterou pusobila sténa na mic;

(c) Stfedni silu, kterou pusobil mi¢ na sténu.

Reseni
m p2—p1=1

U1 >
a=30° —M
“ Fly

———C
U2
a) b)
{obr1.2-41} Obr. 2.42: Priklad KP 2.5-1.

Regent:

(a) Ap=?, Ap = py—pi (obr. 2.42b). Smér: A | sténa, velikost |Ap] = \/p? + p3 — 2p1p2cos B =
v/2(0,4-5)2 — 2(0,4-5)2 cos 120° kg-m-s~! = 3,46 kg-m-s~1;

(b) Fr =7, Fir = I/(t2 — t1), Far = (P2 — p1)/(t2 — t1) = Ap/7. Smér: Fye 17 AP,
velikost: Fygiy = |Ap|/7...=34,6N;

(C) F:s,stf =7, ﬁs,stf = _F:stf-
Doplnujici ukoly:

(i) Mékky mi¢ se odrazi od sklenéné tabule vitriny, aniz ji rozbije. Tvrdy mié o stejné
hmotnosti a rychlosti jako mékky mic ji vSak rozbije. Vysvétlete.

(ii) Uéinky nérazu automobilu na piekazku se pro jeho posddku zmiriiuji priddnim
poddajné ¢asti karoserie v pfedni ¢asti automobilu. Vysvétlete.

2.5.2 Obecné o energii

{1.2.4B} <
Presto, Ze hlavnim obsahem dalsi ¢asti jsou tvahy o veli¢iné, kterd se nazyva prace, zacneme
hovorit o energii. Pohybujici se automobil mé kinetickou energii Fy danou vztahem Fy = %va.
Jede-li do kopce, ziskava polohovou tihovou energii Eg = mgh. V jeho motoru, jehoZ ¢innost je
nutnd k rozjezdu, k jizdé do kopce a k prekonavani sil odporu a tfeni, se méni chemické energie
pohonnych hmot v kinetickou a potencidlni energii vozu. Navic se motor, automobil, okolni
vzduch, povrch silnice zahtivaji, tj. zvétsuje se energie neuspoirddaného pohybu jejich molekul
neboli roste vnitini energie latek, které se na déji podileji.

Pojem, nebo presnéji fyzikalni velic¢ina ,energie” je zndma: charakterizuje urc¢itym zptisobem

télesa, soustavy téles nebo fyzikalni pole (napf. elektromagnetické viny) v jejich stavech, jichz
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{obr1.2-42}

2.5. CASOVY A DRAHOVY UCINEK SILY

nabyvaji pri vSech moznych i kvalitativné velmi rtznorodych déjich. Podle toho o jaké stavy se
jednd — zda o polohy nebo o pohybové stavy atd. — hovofime o energii polohové, pohybové,
jaderné, chemické atd.

Pii fyzikalnich déjich a technickych procesech se jednak méni formy (druhy) energie (jeden
druh energie prechazi v jiny, napi. vz jedouci z kopce: energie polohova — energie kineticka +
vnitini), jednak pfi interakci dvou objektti (soustav) se energie jednoho z nich obecné zmensuje,
druhého zvétsuje — soustavy si ,,pfedavaji“ energii. V hydrocentrale se proces zmensovani me-
chanické (tj. kinetické a potencidlni) energie vody a soucasny rist elektrické energie generatoru
a pripojené sité nazyva ,vyroba“ elektrické energie. Tim, ze kazda soustava ma energii — veli¢inu
uplatiiujici se ve v8ech soustavach a prii vSech riznorodych déjich — tak tyto soustavy a déje tato
veli¢ina (energie) z jistého hlediska sjednocuje - zvlasté, kdyz zkusenost ukazuje, ze plati:

Zakon zachovani energie:
Celkova energie libovolné izolované soustavy je stala pri vSech déjich, které v ni probihaji.

e.
elasticka

e.
kineticka

e.

oy s e.
gravitacnl

jaderna

e.
elektricka

magneticka

Obr. 2.43: Zmény a prechody energie z jedné soustavy do druhé.

Zmény energie a prechody energie z jedné soustavy do druhé jsou charakterizovany veli¢inami
prace a teplo (obr. 2.43). Jestlize jedna soustava ptisobi na druhou soustavu silou F (napf. plyn
na pist motoru — obr. 2.44a, nebo téleso T na pruzinu, k niz je pfipevnéno — obr. 2.44b)
a pusobisté P se pritom pohybuje, koné sila F praci. Tato prace se rovna (pfi pohybu pistu
ve sméru sily) tbytku vnitini energie plynu a pfirastku mechanické energie pistu. Podobné
v druhém ptipadé€ je prace sily F rovna ubytku mechanické (kinetické a tihové) energie télesa T
a prirtistku elastické energie pruziny. Jestlize vsak energie pfechéazi z jedné soustavy do druhé pti
jejich styku v dtsledku vzajemnych srazek jejich molekul konajici neusporadany tepelny pohyb
(obr. 2.45a) nebo formou teplotniho (elektromagnetického) zafeni, jez trvale vyzatfuji vSechny
latky, hovofime o tepelné vyméné (energie). Energie, ktera ptejde z jedné soustavy do druhé
tepelnou vymeénou, se nazyva teplo. Tepelnou vyménou se budeme zabyvat v odst. 5.1.

Ve vétsiné pripadi se vyména energie mezi soustavami uskutecnuje soucasné formou prace
i tepelnou vyménou. Casto vsak jedna z téchto forem v§mény byva zanedbatelné mali.
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2.5. CASOVY A DRAHOVY UCINEK SILY
F prace W
I
w ]y 1.
=N 17* F
. P
a) b)
{obr1.2-43} Obr. 2.44: Piechod energie z jedné soustavy do druhé kondnim prace W.
teplo @
— — /JJJ
- —_ =ANN—
_T - \'\'\,\Q
I
Q tepelna vymeéna
a) b)
{obr1.2-44} Obr. 2.45: Prechod energie z jedné soustavy do druhé tepelnou vymeénou.
2.5.3 Prace

Ukazuje se, ze silovym piisobenim se prenasi energie z jedné soustavy do druhé tehdy, kdyz
soucasné a) pusobisté sily se (v uvazované vztazné soustavé) pohybuje, b) sila mé& nenulovou
slozku ve sméru pohybu ptisobisté. Definice veli¢iny prace, ktera se oznacuje W, k tomu ptihlizi.
Uvedeme nejprve definici pro jednoduchy ptipad silového ptisobeni, poté obecnou definici.

1. Préce stalé sily pfi pfimoc¢arém pohybu pusobisté. Nechf na téleso (napf. sané na obr. 2.46)

{1.2-59}

{ram-36}

{1.2-60}

pusobi (kromé jinych sil) v jednom jeho bodé (pusobisti @) stéla sila F'. Piisobité necht
kona pfimocary pohyb (jinak libovolné proménny) z bodu P; do bodu P,. Posunuti ptiso-
bisteé je vektor P 1_3)2 = §. Prace W sily F' na tiseku P; P, je definovana vztahem

W = Fcosa|P P,|, definice prace stalé sily (2.61)

kde o = Z(F, P P). Jing zapis
W = Fscosa = Fys = F'5, (2.62)
kde Fs = F cosa je pramét sily F do sméru .
Informace:
(a) Je-li 0° < v < 90° je W >0; a =90° - W =0; 90° < o < 180° — W < 0.
(b) Jednotka: [W] = N-m = 1joule = 1J(= kg-m?-s~2).
(c) Pohyb je relativni, trajektorie pusobisté je v ruznych vztaznych soustavach razné.

Tedy i prace je v tomto smyslu relativni, v riznych vztaznych soustavach mé obecné
riznou hodnotu.
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2.5. CASOVY A DRAHOVY UCINEK SILY

Obr. 2.46: Piiklad KP 2.5-2 — sily pusobici na sané. Prace sily F pri premisténi sani z bodu
{obr1.2-45} P; do bodu P;.

{pr1.2-9} KP 2.5-2
Pii déji znazornéném v obr. 2.46 je | P Py| = 12m, a = 20°, 8 = 10°, hmotnost sanf
m = 8kg, F' = 40N, tecna slozka sily, kterou ptusobi snih na sané (tj. sila tfeni), ma
velikost F} = 23 N. Urcete:
(a) Praci W sily F;
(b) Praci Wy sily Fy;
(c) Praci Wg tihové sily.
Resent:
(a) W=7 W = Fscosa =40N cos20°12m = 451 J;
(b) Wy =2, W1 =F cos(éﬁl, ]71182) s = 23N cos180°12m = —276 J;
(c) Wg =7, Wa = G cos(4£G, WQ) s = Gscos(90° + ) = 80-12 (—sin10°) J = —167J.

2. Prace proménné sily pfi obecném pohybu ptisobisté. Uvazujme o télese, které vykonava
obecny pohyb a na které pisobi (kromé pfipadnych jinych sil) v jednom jeho bodé @ sila
F', které se (obecné) pfi pohybu méni. Pusobisté @) necht se pohybuje v jednom sméru po
trajektorii, kterou oznac¢ime c (obr. 2.47a). Orientujeme ji ve sméru pohybu a zavedeme na
ni drdhovou souradnici s. Prace, kterou vykona sila F na tseku P, P2, je definovana takto:
Rozdélime ¢ na malé elementy délky As a zavedeme prislusné vektory posunuti A7, a to
tak malé, ze na kazdém z nich je sila F priblizné konstantni. Trajektorii ¢ tak nahradime
lomenou ¢arou ¢ (obr. 2.47b), kterd se lisi od ¢ tim méné, éim jsou |A7] mensi.

{obr1.2-46} Obr. 2.47: Prace proménné sily pfi obecném pohybu ptisobisté.

Prace sily F' na malém (elementarnim) tseku A7 je ddna vztahem (2.62), tj. je

{1.2-61} AW = FAF = Fcosa|A7| = Fcosa As | (2.63)
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2.5. CASOVY A DRAHOVY UCINEK SILY

nebot |A7] = As. V limité pro As — 0 pak muzeme psat

{1.2-62} dW = Fcosads = Fyds. (2.64)

Veli¢ina Fy je v raznych bodech trajektorie rtznd, je funkei veliciny s, tj. Fs = Fs(s).
V obr. 2.48a je tato zavislost znazornéna kiivkou C. Elementarni prace AW dana vztahem
(2.64), je tmérna plosnému obsahu jednoho vysrafovaného prouzku (obdélnicku).

Préce sily F na tiseku P; P, je p¥iblizné rovna souctu viech elementarnich praci (2.63), tj.

{1.2-63} W = Z AW = FycosaiAsy + FocosasAsy + ... = Z F-AF. (2.65)

Definovana je (pfesné) jako limita sou¢tu (2.65) pro As = |A7] — 0, tj. jako Riemanntv
integral (viz odst. 1.4)

—

s2
S1 T1

S2 72 =
{1.2-64} W = / Fy(s)ds = / F(s)cosa(s)ds = / F.-dr. definice prace (2.66)
{ram-37} '

Zde jsme vyznadili, Ze veli¢ina Fy i thel « jsou funkcemi veli¢iny s. Déle: 71 a i jsou
polohové vektory boda P, Ps. Informace:

Fsa F;

C C

F; U4

As
S ' B > S S ’s

0 st g stAs 2 s 0 St 2

a) b)

Obr. 2.48: Geometricky vyznam prace sily F , jejiz prumét do sméru elementarniho posunuti d7”
{obr1.2-47} je Fy.

(a) Veli¢ina W, dana vztahem (2.66), je tmérné plosnému obsahu plochy pod kiivkou C
v obr. 2.48Db.

(b) Vypocet intgralt ve vztahu (2.66) vyzaduje v obecném piipadé ¢asto dikladnou zna-
lost integralniho poc¢tu. Pro nas je dulezité zejména to, Ze jsou to v podstaté soucty,
znazornéné plosnymi obsahy v diagramu typu obr. 2.48. Omezime se jen na vypocty
matematicky dostupné.

(c) Dilezité véta: Prace vyslednice nékolika sil pusobicich v jednom bodé je rovna souctu
praci jednotlivych sil. Tedy (F = Fy + Fy+ ...+ E,) — (W = Wi+ Wa+ ...+ W,).
Diikaz: Pti elementarnim posunuti A7 plati

AW = F-A7 = (Fy+Fo+. . 4+F,)-AF = FI-AF+Fy- A+ . +Fp-AF = AWy +. . +AW,,.
Celkova energie je rovna souctu elementarnich praci. Secteme nejprve elementarni

prispévky sily Fy, tj. prispévky AW a dostaneme W7y, poté seéteme AW, atd. Tim
je uvedené tvrzeni dokazano.
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2.5. CASOVY A DRAHOVY UCINEK SILY

J eshze teleso vykonava translacni pohyb, plati analogické tvrzeni i pro ptipad, ze sily
F1, Fg, .. F nepusobi v jednom bodé. To proto, Ze vektory posunuti pisobist vsech
sil jsou steJne.

KP 2.5-3
Hmotny bod o hmotnosti m byl pfenesen z bodu P; (o vysce hy = 14m) do bodu P» (o vysce
he = 6m) po trajektorii ¢ (obr. 2.49). Urcete praci, kterou pfitom vykonala tihova sila.

Reseni: B
T2 52
WG:/ G-dF:/ G cosads
1 51

(dW =) G cos ads = mg |dh| = —mgh.

Pozn.: Na tseku d7 se h zmensilo, tedy dh < 0, takze |dh| = —dh. Vztah |dh| = cosads
plyne z pravothlého trojthelnika o preponé |d7]. Tedy

h2 h2
Wa = / —mgdh = —mg/ dh = —mg(hg — h1) = mghy — mghs. (2.67)
h1 hl

To je vysledek, na némz je pozoruhodné: Zac¢iné-li trajektorie (kdekoliv) ve vysce h; a konéi-li
ve vysce hg, pak prace tithové sily je W = mg(h1 — ha), at méa trajektorie jakykoliv tvar.

h
c m
(8]}
P U A we
ST 2 e R\ B
S
! N h+dh
Fl G P2
C h
& — 1 s ‘2 G
O _/

Obr. 2.49

Priklad KP 2.5-3.

KP 2.5-4

Urcete préci vyslednice sil ptsobicich na séné v obr. 2.46 (viz piiklad KP 2.5-2) na tseku P; Ps.
Reseni:

Podle véty o praci vyslednice sil ptisobicich na téleso pii translacnim pohybu plati pro praci W
vyslednice F, sil pusobicich na sané

Wg, =W + Wg + Wi + Wa,

kde W5 je prace normalové slozky ﬁg, tj. sily, kterou na sdné plisobi naklonénd rovina. Jezto
Fy 1L PP, je Wo =01J. Veliciny W, Wqg, Wi jsou vypocteny v KP 2.5-2, tedy po dosazeni

Wpg, =451J —167J —276J = 8J.
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2.5. CASOVY A DRAHOVY UCINEK SILY

2.5.4 Kineticka energie hmotného bodu, E.

V této ¢asti zavedeme fyzikalni veli¢inu ,kineticka (neboli pohybova) energie hmotného bodu,
Ey* jakozto nejznaméjsi typ (druh) energie. Je definovana vztahem (2.69). K této definici jsme
vedeni velmi dilezitym vztahem (2.68), ktery ma zakladni vyznam ve vSech tivahach o energii.
Je to prvni ze vztahd mezi energiemi, praci a teplem, znizornénych schematicky v obr. 2.43,
2.44 a 2.45.

Zminény zékladni vztah zni: Nechf hmotny bod se pohybuje v inercidlni vztazné soustave
S (obr. 2.50) z bodu P; do bodu P» po libovolné trajektorii t¢inkem rtiznych sil. Necht F, je
jejich vyslednice. Pak prace Wg, p,—.p,, kterou pfitom vykona ﬁv, je dana vztahem

Lo 1 9

WE, pi—pP, = oMYy = STy zakladni vztah pro praci vyslednice sil (2.68)

Zde vy je velikost rychlosti hmotného bodu v Pj, vy velikost rychlosti hmotného bodu v bodé
P,. Nejprve dtikaz, potom komentar.
24

T

Obr. 2.50: Prace vyslednice sil F, pfi pohybu hmotného bodu hmotnosti m po libovolné
trajektorii.

Diikaz: Orientujme trajektorii od P, k P» a zavedme drahovou soufadnici s (obr. 2.50). Podle
definice (2.66) plati

T2 52 52 52 du,
Wr, p—p, = / Fo-di = / Fyds = / masds = / m—-—ds.
’ 7 s1 s1 s1 dt

1

Zde jsme uzili vztaht: £, = mad (S je inercidlni, F, vyslednice) — F, = mas, kde Fj, a; jsou
pruméty do orientované tecny k trajektorii. Déle plati a; = dvs/dt, kde vy je drahové rychlost
a dvs, dt jsou diferencidly (odst. 1.4). Pak

dvg ds

q de=dusy

= dws vs,

kde v, je drdhova rychlost. Tedy

Vs.2 Vs,2
1% = [ vy = | 22| = Eme2, - 2o (= B — Bia)
Fy,P1—Py = musdvs = | gmug | = gmugg — omug (= B — Eia).
Us,1 Vs,1

Jezto pro drahovou rychlost plati |vs| = |U] = v, dostavame vztah (2.68).
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{1.2-67}

{ram-39}

{1.2-68}

{ram-40}

{pr1.2-12}

2.5. CASOVY A DRAHOVY UCINEK SILY

Co je na vztahu (2.68) pozoruhodné? To, Ze k pfechodu hmotného bodu ze stavu 1, v némz
ma jeho rychlost velikost vy, do stavu 2, v némz je v = v, je zapotfebi vykonat vyslednici sil
vzdy stejnou praci Wg, p,—p,. Tato prace nezavisi ani na poloze bodd P; a P, ani na tvaru
trajektorie — zavisi jen na m, vy, ve. Zname-li m, vy, v2, zndme i Wg, p, . p,. To umoziiuje zavést
novou fyzikalni veli¢inu Ey nazvanou ,kineticka energie hmotného bodu* v uvazované vztazné
soustavé definicnim vztahem

L,

Ey = 5 mu”. definice kinetické energie hmotného bodu (2.69)

Tato veli¢ina charakterizuje pohybovy stav hmotného bodu. Z defini¢niho vztahu (2.69) a ze

vvvvvv

sil se zménou kinetické energie

Wg, . pi—p, = Fxo — Ex1 = AEy. zakladni vlastnost kinetické energie (2.70)

Informace:
1. Jednotky: [Ey] = kg-m?-s™;
2. Hodnota FEy zavisi na volbé vztazné soustavy;

3. Jestlize Wg, p—p, > 0, tj. kona-li vyslednd sila F, kladnou praci, rychlost v se zvétsuje
a FEy roste. Ke vzristu Fy je tedy tfeba vykonat kladnou praci;

4. Jeslize na hmotny bod piisobi jen sily zptisobené stykem s jinymi télesy, pak sily, kterymi
pusobi hmotny bod na své okoli, vykonaji pfi pohybu hmotného bodu z P, do P» praci
W' = -W = Ex1 — Exp.

5. Vztahy (2.68), (2.69), (2.70) i ostatni tvahy a informace plati i pro téleso kone¢nych
rozméri, které kona transla¢ni pohyb.

KP 2.5-5

Malé téleso (hmotny bod) o hmotnosti m = 0,2kg bylo vrzeno v bodé P; na povrchu Zemé
rychlosti o velikosti v; = 20m/s Sikmo vzhiru. V bodé P, ve vysce he = 12m mélo rychlost
o velikosti v2 = 10 m/s. Urcete:

1. Praci W, vyslednice sil ptisobicich na hmotny bod na tseku P Ps;
2. Préaci tihové sily na useku P Ps;

3. Rozhodnéte, zda na hmotny bod ptisobila pfi pohybu kromé sily G jesté dalsi sila. Jestlize
ano, uvedte kterd a urcete préci, kterou vykonala.

Reseni:
L Wy =Wy =Ex2— Ex1 = %mv% — %mv% =...=-30J;
2. Wg =7 Viz rovnice (2.67). Wg = mghy — mgha = 0 —mghy = ... = —24J;

3. Dalsi sila? W, # W, pusobila jesté dalsi sila, a to sila odporu vzduchu F;,. Pro praci W,
kterou vykonala, plati

Wy =W+ Wo — Wo =Wy — W5 =30] —24] = —6J.
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2.6. GRAVITACNI POLE
Reste piiklady KP 1.4-1 az KP 1.4-16 v textu Vybrané kapitoly z fyziky; KP 2.4-9 az KP 2.4-14.

2.5.5 Vykon

Vykon P je veli¢ina, kterd charakterizuje rychlost, se kterou konéd praci néjaka sila F' (neboli
rychlost, se kterou kona préci néjaké zafizeni, napi. stroj, které na své okoli puisobi silou F')
v uvazované vztazné soustave.

E

{obr1.2-50} Obr. 2.51: Vykon sily F pii pohybu ptisobisté rychlosti v.

1. Definice vykonu
Necht sila F' kond praci béhem uréitého ¢asového intervalu. Prace, kterou vykona od zacatku

déje, je funkci casu, W(t).
a) Stredni vykon Py;(At) sily F v ¢asovém intervalu (t,t5) je definovén vztahem

Py (At) = W(tii : E/(tl).

b) Vykon sily F v case t je definovan vztahem

o oy V) - W) _ AW ()
P(t1) = lim Fy:(At) = lim tp—tr dt

2. Vyjadfeni vykonu pomoci rychlosti ptisobisté sily

Necht ptsobisté sily F' se pohybuje v Case t; v uvazované vztazné soustavé rychlosti o
(obr. 2.51). Pak vykon této sily v ¢ase t; je podle definice
F-AF A7

AW -
P= lim ~~ — — P lim = = Fg
A0 At AtDo At Ao At Y

kde A7 je posunuti piisobisté sily F v Casovém intervalu (¢1,¢; + At). Tedy
P=F.

Reste pitklad KP 2.4-15.

2.6 Gravitacni pole

vitac§1Pals}
Nejprve jsou vyloZzeny obecné vlastnosti gravitacniho pole, poté je zavedena veli¢ina

yintenzita gravitacniho pole“ a vysloven Newtonlv gravitacni zdkon. V dalsi ¢asti je
vySetfeno gravitacni pole z energetického hlediska. Je dokdzéno, ze gravitacni pole je
konzervativni. Na zakladé této vlastnosti gravita¢niho pole je definovana potencialni
gravitacni energie hmotného bodu a potencial gravitacniho pole. V posledni ¢éasti je
podrobnéji vysetfeno gravitacni a tihové pole Zemeé.
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{1.2-69}

2.6. GRAVITACNI POLE

I) Umét pouzit uvedené vztahy a zakony uvedené v rameccich, vysvétlit pojmy,
veli¢iny a vysledky;

IT) Vylozit hlavni vlastnosti gravitacnich interakci, definovat a vysvétlit veli¢inu
yintenzita gravitacniho pole“, vyslovit a vylozit Newtoniv gravitacni zékon;

IIT) Vylozit pojem ,konzervativni silové pole“, definovat potencialni energii hmot-
ného bodu v gravitaénim poli a uzit ji k vypoctu prace gravitacnich sil. Defi-
novat potencidl gravitacniho pole;

IV) Vysvétlit vlastnosti gravitaéniho pole idedlni a skutecné Zemsé, vylozit sou-
vislost gravitacni a tihové sily, vysvétlit vlastnosti tihového pole v blizkosti
povrchu Zemé;

V) Resit pifklady feSené v tomto textu a priklady typu KP 1.5-2 v textu Vybrané
kapitoly z fyziky a KP 2.6-4 az KP 2.6-9.

2.6.1 Newtonuv gravita¢ni zakon
2.6.1.1 Gravitaéni interakce

Vysledky pozorovani a pokust ukazuji, Ze vSechny materidlni objekty vytvafeji (budi) ve svém
okoli i ve svém vnitiku gravita¢ni pole. Toto pole se projevuje zejména tim, Ze pusobi na jiné
hmotné objekty silami, které se nazyvaji sily gravita¢ni. Vzajemné pisobeni téles prostrednic-
tvim gravitac¢nich poli se nazyva gravita¢ni interakce. Je to jedno ze ¢tyt zakladnich ptisobeni
hmotnych objektt (viz odst. 2). Hovofime-li o hmotnych objektech, nemame na mysli jen ob-
jekty latkové, sestavajici z atomt a molekul, nybrz i objekty s nulovou klidovou hmotnosti, napt.
fotony, tj. Castice elektromagnetického pole, neutrina, atd. Gravita¢ni pusobeni je univerzalni.

Gravitacéni pole kazdého hmotného objektu sahé (teoreticky) do nekonec¢na a nelze jej odsti-
nit. Jeho mohutnost se vsak s rostouci vzdélenosti rychle zmensuje, takze gravita¢ni piisobeni
velmi vzdalenych objektt je vétsinou zanedbatelné malé. Gravitacni interakce jsou ostatné ze
znamych interakci nejslabsi. Napt. vzajemné gravita¢ni pisobeni objekt o hmotnostech srovna-
telnych s hmotnosti lidského téla je velmi slabé a lze je zjistit jen citlivymi pfistroji. Gravitacni
interakce se neuplatnuji ani ve svété atomt a atomovych jader. Pfesto vsak jsou gravitacni sily
v dennim Zivoté nejbéznéjsi, nebot Zijeme na Zemi, tj. na télese s obrovskou hmotnosti. Ve svété
planet, galaxii a v celém vesmiru maji gravitac¢ni interakce dominujici postaveni: udrzuji pohro-
madé planetérni systémy i celé galaxie a ovliviiuji vyznamnym zptisobem vyvoj vSech vesmirnych
objekti i vesmiru jako celku.

K poznani zédkladnich zédkonitosti gravitacniho pole prispél rozhodujicim zpiisobem I. Newton
(1642-1727), ktery na zakladé tehdejsich poznatki o pohybu planet odvodil zdkladni zakon
gravita¢niho ptsobeni (rovnice (2.76)). V tomto stoleti to byl zejména A. Einstein (1879-1955),
ktery polozil zaklady obecné teorie relativity, jejiz podstatnou casti je teorie gravitac¢niho pole.
Rada otézek gravita¢nich interakci jesté neni vyjasnéna.

2.6.1.2 Intenzita gravitaéniho pole, I?g

Pfesna méreni ukazala, ze gravitacéni sily pusobici v ur¢itém bodé P gravita¢niho pole na rizna
malé télesa o stejnych hmotnostech, zhotovend vsak z rtiznych latek (dievo, ocel atd.), jsou
stejné. Dale, Ze tyto sily jsou timérné hmotnostem téles, tj. Ze plati

Fy ~m, (2.71)
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{1.2-70}

{ram-41}

{obr1.2-51}

{1.2-71}

{ram-42}

2.6. GRAVITACNI POLE

kde ﬁg je gravitacni sila a m je veli¢ina, ktera vystupuje v druhém pohybovém zikoné F, = ma,
tj. hmotnost télesa. Vztah (2.71) vyjadiuje pfirodni zdkon a neni samoziejmy: mohlo by se totiz
stat, ze gravitac¢ni sily piasobici na 1kg oceli a na 1kg vody by byly rtzné. Pak by bylo nutno
zavést tzv. gravitacni hmotnost, kterd by byla pro zminéné télesa rtizna. Na zékladé ponékud
hmotnost je imérna setrva¢né hmotnosti®.

Poznamenejme jesté, ze sila ﬁg nezavisi na pohybu hmotného bodu. Z uvedeného vztahu
(2.71) plyne, Ze vektorova veli¢ina ﬁg /m nebude jiz zaviset na hmotnosti uvazovaného hmotného
bodu. Zavisi ovSem na mohutnosti gravitacniho pole v bodé P a tedy toto pole po strance silovych
ucinkt v bodé P charakterizuje. To vede k tomu, ze definujeme v obecném bodé P gravita¢niho
pole vektorovou veli¢inu K, ¢, zvanou intenzita gravitacniho pole vztahem

I

K, = —, intenzita gravita¢niho pole (2.72)

m
kde ﬁg je gravitacéni sila ptisobici v bodé P na libovolny hmotny bod o hmotnosti m.
Informace:

1. I?g je vektorova veliina, kterd ma stejny smér jako ﬁg. Jednotka: [Kg] = m/sz;

2. Jestlize je vztazna soustava, v niz gravita¢ni ptisobeni zkoumame, inercidlni a jestlize na
hmotny bod pusobi jen sila gravitacni, ma hmotny bod v bodé P zrychleni dy = Fg/m.
Srovnanim se vztahem (2.72), dostaneme K, = dj.

Gravitacni pole, v jehoz vsech bodech je Kg stejné, se nazyva homogenni, jinak je neho-
mogenni. Jestlize se I?g s Casem neméni, nazyva se pole stacionarni. Na zakladé dosavadnich
poznatkil soudime, ze zmény gravitacniho pole se jim §ifi rychlosti ¢, podobné jako zmény pole
elektromagnetického a Ze gravitacni interakce jsou zprostiedkovany ,,polnimi“ ¢asticemi, které
nazyvame gravitony. Gravitacni pole znazornujeme nékdy piehledné graficky gravitac¢nimi si-
lo¢arami. Jsou to orientované kiivky, jejichz orientovana tecna v libovolném bodé silo¢ary ma
smér piislusného vektoru I?g. Na obr. 2.52 a obr. 2.53 jsou zakresleny plnymi carami siloCary
gravitacniho pole Zemé a soustavy Zemé-Mésic.

Obr. 2.52: Silo¢ary gravita¢niho pole Zemé (orientované pfimky sméfujici do jejiho stiedu).

Superpozice gravitacnich poli Z experimenti plyne, Ze dva hmotné objekty Zy, Zo budi
gravitacni pole, jehoZz intenzita Ky v obecném bodé P je ddna vztahem

Xg = I?g,l + I?g,g, zékon superpozice (2.73)

kde Kg717 Kg72 jsou intenzity gravita¢nich poli, které by budily zdroje Z;, Z samostatné (obr. 2.54).
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2.6. GRAVITACNI POLE

Obr. 2.53: Silo¢ary gravitacniho pole soustavy Zemé - Mésic (orientované kiivky).

{obr1.2-52}
To znadi: Zdroje se v buzeni gravita¢nich poli neovliviiuji a jejich pole se prekladaji (superponuji).
Analogicky vysledek plati pro libovolny pocet zdroju. Nazyva se zadkon superpozice gravita¢nich
poli.
{obr1.2-53} Obr. 2.54: Zakon superpozice gravitacnich poli.
2.6.1.3 Newtonuv gravitaéni zakon.
Zakladni zakon gravita¢ni interakce zni: Hmotny bod H; o hmotnosti m; (obr. 2.55) budi gravi-
ta¢ni pole, které ptisobi na hmotny bod H> o hmotnosti mg ve vzdalenosti r silou Fy o velikosti
mim
{1.2-72a} By = n%, Newtonuv gravita¢ni zakon (2.74)
{ram-43}
ktera lezi ve spojnici H1Ho a je orientovana smérem k Hj. Pole buzené hmotnym bodem Hy
ptlisobi na Hy silou F'g, pro niz plati
{1.2-72b} ﬁ’g = —F"g. Newtonuv gravita¢ni zakon (2.75)
{ram-44}

Konstanta x se nazyvé gravitaéni konstanta. Jeji (experimentalné zjisténa) hodnota je k =

6,670 - 10~ Nm? kg 2.
Vztah pro silu F, lze zapsat ve vektorovém tvaru
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) "

ma Fg / Fg,; mo
0

|70 =1
{obr1.2-54} Obr. 2.55: K Newtonovu gravitaénimu zakonu.
{1.2-73} ﬁg = —nm;;@ 0, Newtonitv gravitacni zakon (2.76)
{ram-45}
kde 7 = HiH, / |fTH£ |, obr. 2.55. Zakon nazvany Newtoniv gravita¢ni zakon lze vyslovit
stru¢né: Dva hmotné body se pritahuji stejné velkymi silami o velikosti dané vztahem (2.74).

Informace:

1. Platnost gravitac¢niho zédkona, ktery vyvodil Newton rozborem pohybu planet kolem Slunce,
byla ovérena astronomickymi méfenimi, studiem pohybt druzic i experimenty v labora-
tofich. Naopak ze vztahd (2.74), (2.75) lze s uZitim pohybovych rovnic uréit teoreticky
trajektorie planet i zédkonitosti jejich pohybu, z nichz nékteré vyvodil J. Kepler na za-
kladé astronomickych pozorovani jesté pred Newtonem (t¥i Keplerovy zdkony). Nejvétsim
uspéchem a potvrzenim Newtonova gravitacniho zdkona bylo predpovédni existence, teo-
retické urceni polohy a objeveni osmé planety Slunce, planety Neptuna. Vypocty provedl
r. 1840 U. Leverrier na zakladé studia malych odchylek drdhy planety Uranu od eliptické
trajektorie, po niz by se Uran pohyboval jen i¢inkem gravita¢niho ptisobeni Slunce.

2. Zakon vyjadfeny vztahy (2.74), (2.75) plati tehdy, jsou-li hmotné body v klidu nebo kdyz
se pohybuji rychlostmi mnohem mensimi nez je rychlost svétla. P¥i velmi rychlych (relati-
vistickych) pohybech se uplatiiuji jevy zpozdéni zptisobené koneénou rychlosti sifeni zmén
gravitac¢niho pole.

3. Gravitacni sily, jimiz na sebe ptisobi dvé télesa 17, T> obecného tvaru a které tudiz nelze
dale povazovat za hmotné body (tj. télesa, jejichZ linedrni rozméry nejsou zanedbatelné
malé vzhledem k jejich vzdalenosti), nelze uréit prostym uzitim vztaht (2.76), (2.75).
Vzdyt pro takova télesa — napft. pro dva vedle sebe stojici domy — neni veli¢ina r ve
vztahu (2.76) vibec definovana. Gravitacni sily ﬁg pusobici na Ty lze uréit napf. takto:
Obe télesa T1,T, si predstavime rozdélena na tak malé elementy, Ze je lze povazovat za
hmotné body. S uzitim vztahi (2.76), (2.75) uréime gravitacni sily, jimiz na sebe navzajem
pusobi libovolné dva z téchto elementti. Poté secteme (vektorové) vSechny sily, které ptisobi
na vSechny elementy télesa 7. Tim ziskdme hledanou gravitacni silu ﬁg. Tento postup je
v obecném pripadé matematicky velmi naroc¢ny.

Lze vSak dokézat — a to bud s uzitim uvedeného postupu nebo podstatné snadnéji s uzitim
postupu, jimz se dokazuje tzv. Gausstuv zakon elektrostatiky (viz [9], 1.2), tento dilezity
vysledek: Dvé koule o hmotnostech m, ms, v nichz je hmotnost rozlozena s kulovou sy-
metrii (obr. 2.56), napt. tedy i dvé homogenni koule, jejichz stiedy jsou od sebe vzdaleny
o r, pusobi na sebe gravita¢nimi silami danymi vztahy (2.74), (2.75). Tento vysledek je
dilezity zejména pro gravitaéni pole Zemé.

4. Intenzita gravita¢niho pole hmotného bodu a koule se soumérné rozlozenou hmotnosti.
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Obr. 2.56: Dvé homogenni koule, jejichz stfedy jsou od sebe vzdaleny o r, ptisobi na sebe
{obr1.2-55) gravita¢nimi silami danymi vztahy (2.74) a (2.75).

Oznacime-li hmotnost M, plyne ze vztahit (2.72) a (2.76), Ze intenzita K, ve vzdélenosti
r od hmotného bodu nebo ve vzdalenosti r od stfedu koule v jejim vnéjsku (tj. pro r > R,
obr. 2.57) je dana vztahem

{1.2-74} Ky = —k—7". (2.77)

Pro velikost I?g dostavame K, = KM/ r2. V obr. 2.57 je zakreslen kiivkami k1, kp pribéh
veli¢iny K pro homogenni kouli. Vné koule je to kiivka k;. Lze dokazat, Ze uvniti koule
je to ¢ast primky (k2).

Obr. 2.57: Zavislost velikosti vektoru intenzity gravita¢niho pole K, ¢ na velikosti vzdalenosti r
{obr1.2-56} od stfedu koule se symetricky rozloZenou hmotou.

5. Silové pole, v némz pusobi na malé (bodové) téleso sily, které mifi do jednoho bodu C, se
nazyva centralni silové pole. Bod C' se nazyva centrum. Gravita¢ni pole homogenni koule
je tedy centralni.

{pr1.2-13a} KP 2.6-1
Urcete hmotnost Zemé za predpokladu, Ze je to nerotujici homogenni koule (idedlni Zemsé)
o poloméru Rz = 6,37 - 10m a Ze gravita¢n{ zrychleni na jejim povrchu je a; = 9,8 m/s*(= g).
Reseni:
Ze vztaht a; = K, a (2.77) plyne

ag = kMz /R — My = agR3 /K = 9,80 - (6,37 - 10%)%/6,67 - 10 ' kg = 5,96 - 10** kg.

Pozn.: tabulkova hodnota My = 5,974 - 10?4 kg.
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2.6.2 Gravitacni energie

&

V této casti budeme uvazovat o gravitac¢nich polich buzenych télesy, ktera jsou v klidu v nékteré
inercidlni vztazné soustavé S, nebo ktera se vzhledem k ni pohybuji pomalu. Takova gravitacni
pole se nazyvaji statickd nebo kvazistaticka.

2.6.2.1 Préace sil gravitaéniho pole

Pohybuje-li se hmotny bod v gravitacnim poli vzhledem ke vztazné soustaveé, v niz jsou zdroje
gravita¢niho pole v klidu (napf. druzice v poli Zemé), konaji gravitaéni sily praci. Jednou z nej-
premisténi hmotného bodu z né€jakého bodu P; do libovolného bodu P> zavisla pouze na poloze
bodt Py, P», nikoliv vSak na tvaru trajektorie. V obr. 2.58 jsou tedy préace gravitacnich sil na
trajektoriich t; a to stejné.
B
t1
to
S "By
m

Obr. 2.58: Hodnota prace gravitacnich sil pfi premisténi hmotného bodu o hmotnosti m
{obr1.2-57} z bodu P; do bodu P, nezalezi na tvaru trajektorie oba body spojujici.

Obr. 2.59: K vyjadfeni prace gravitaéni sily (kterd je buzena hmotnym bodem mg a ptsobi na
hmotny bod m), ktera byla vykonana pii pfemisténi hmotného bodu m z bodu P; do bodu Ps.
{obr1.2-58}

Dukaz:

a) V gravitaénim poli buzeném hmotnym bodem mq (jenz je v S v klidu, viz obr. 2.59) nechft
se pfemisti hmotny bod m po trajektorii ¢ z bodu P; do P». Gravita¢ni sila Fy, kterd na
néj pusobi, vykona praci

Wi = / aw,
t

kde
mom

dW = ﬁg -dif = —Fg|dFf]cosa = —k—
,

dr,

protoze
|d7] cosa = dr

Copyright © 2005, UFI FSI VUT v Brné 88


HRW - Fyzika
HRW 14.6, str. 364



2.6. GRAVITACNI POLE

(viz trojuhelnik ABC). Tedy

2 moem mom mom
{1.2-75} Wise = / —K 02 dr = k——— — k—2"_ préce sil grav. pole (2.78)
" T o 1

{ram-46}

Dulezity vysledek: W1_,5 nezavisi na tvaru trajektorie. Vztah (2.78) plati i v piipadé, ze je
gravitacni pole buzeno homogenni kouli o hmotnosti mg. Pfitom r je vzdalenost hmotného
bodu od stiedu koule.

b) Obecné gravitacni pole lze interpretovat jako pole vzniklé superpozici gravita¢nich poli
hmotnych bodt, na néz lze zdroj obecného pole rozlozit. Sila, kterou pusobi na hmotny
bod vysledné pole, je rovna souctu sil od téchto elementarnich poli. Déle: prace vyslednice
sil je rovna souctu praci jednotlivych sil. AvSak prace téchto jednotlivych sil podle (2.78)
nezavisi na tvaru trajektorie. Tedy ani vysledna prace nezavisi na tvaru trajektorie.

Vysledek:

Prace Wi_.9, kterou vykonaji gravitacni sily ptsobici na hmotny bod pri jeho premisténi
z bodu P; do Py, nezavisi na tvaru trajektorie C, tj. integral

P2 o P2 N
{1.2-76} Wi = / Fg-di=m Kg - dr (2.79)
P,C P,C

nezavisi na tvaru kiivky C. Pfemisti-li se hmotny bod po uzaviené kiivce C, tj. vrati-li se
do vychoziho bodu P;, uréime praci gravitac¢nich sil takto: Volime na C' dalsi bod Ps, tim
rozdélime C na dvé éasti ', C": C" ... PP, C" ... P,P;. Prace W, vykonana gravita¢nimi
silami na celé kiivce C, je dana vztahem W = Wi_o o +Wo_1 o = Wi cr —Wig or =
0. Tedy

{1.2-77} W = f Fy -dF = mj{ K, -d7 = 0. konzervativnost grav. pole (2.80)
C C
{ram-47}
Silové pole, které ma tu vlastnost, Ze prace sil, jimiz ptisobi na pohybujici se hmotny bod,
zavisi jen na pocatecni a vysledné poloze hmotného bodu v poli (nikoliv vSak na tvaru

trajektorie), se nazyva konzervativni silové pole. Nutna a postacujici podminka pro to,
aby silové pole F'(z,y, z) bylo konzervativni, zfejmé je

{1.2-78} f F.d7=0, podminka konzervativnosti silového pole (2.81)
C
{ram-48}

kde C je libovolna uzaviena kiivka. Obecné gravitaéni pole je tedy (vzhledem k platnosti
rovnice (2.80)) konzervativni.

2.6.2.2 Gravitac¢ni energie hmotného bodu

Na zakladé vysledku predeslého odstavce muzeme vyslovit definici gravitaéni potencialni energie
Eq:
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Gravitaéni potencidlni energie hmotného bodu (kratce: gravitaéni energie hmotného bodu)
v obecném bodé P obecného gravita¢niho pole (buzeného hmotnymi objekty lezicimi v koneéné
vzdalenosti od bodu P), je definovana takto:

1. V referen¢nim bodé Py — oo (v nekoneénu) je podle definice

{1.2-79} Eq(00) = 0; (2.82)
2. V obecném bodé P je
Eg(P) = —Wpy—.p = Wp_.py = Wp_o(= m/ th -dr),
P

kde Wp_,o je prace, kterou vykonaji gravitacni sily pisobici na hmotny bod pfi jeho
pfemisténi z bodu P do oo po libovolné kiivce (obr. 2.60) a kde K, je intenzita gravitaéniho

pole.

P. /Eg = Wroo

m
WP%oo P()

S

Obr. 2.60: Prace gravitacnich sil piisobicich na hmotny bod m pfi premisténi tohoto hmotného
{obr1.2-59} bodu z bodu P do Py — oo, ve kterém je zvolena E,; = 0.

Gravitacni energie hmotného bodu o hmotnosti m v gravita¢nim poli jiného hmotného bodu
o hmotnosti my nebo homogenni koule v jejim vnéjsku.

V bodé P (obr. 2.61) mad hmotny bod gravitaéni energii danou vztahem (2.82). Pfitom
Wp_.co je ddno vztahem (2.78), kde r; = r a 9 — oo. Tedy

mom

{1.2-80} Eg(P) =Wp_oo = —K

{ram-49}

grav. energie dvojice hmotnych bodu (2.83)

Vsimnéme si: Fy je zdpornd, s rostoucim r roste, pro P — oo je Ey — 0. Energii F; danou vzta-
hem (2.83) lze interpretovat i jako gravita¢ni energii soustavy ,koule + hmotny bod“. Vysledek
plati i pro dvé koule nebo dva hmotné body.

{pr1.2-13b} KP 2.6-2
Urcete:

1. Silu, kterou pritahuje Zemé Meésic;

2. Intenzitu gravitacniho pole Zemé v oblasti Mésice;
3. Zrychleni Mésice v geocetrické soustaveé;

4. Gravitacni energii soustavy ,,Zemé + Mésic®.

Reseni:
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{1.2-82}

2.6. GRAVITACNI POLE

S

Obr. 2.61: Gravitacni energie E; soustavy ,koule o hmotnosti mg + hmotny bod m* v bodé P
(nachézejici se mimo kouli).

1. ﬁg =7 Je orientovdna do stiedu Zemé. M4 velikost F, = /ﬁMfz'MM. Dosadime hodnoty
ZM

z tabulek na strané 401. F, = 1,99 - 10%° N;

2. Ky =7 Ky 1 Fy, Kg = i jf% = ... = 270107 m/s*;
3. @="d=Kg;
4. E, =7 B, = _M{ZZ%M =...=-762-10%87.

2.6.2.3 Potencial gravita¢niho pole

Gravitaéni pole lze charakterizovat nejen intenzitou gravitac¢niho pole I?g, nybrz i skalarni veli-
¢inou ¢, nazvanou potencial gravitacniho pole. Pfi jeji definici vychazime z toho, ze podle (2.82)
je gravitacni energie E; hmotného bodu v libovolném bodé P gravitacniho pole timérna jeho
hmotnosti m. Skalarni veli¢ina Ey/m tedy na m nezavisi. Potencial gravita¢niho pole ¢, v jeho
obecném bodé P definujeme vztahem

E
Pg = Eg’ potenciél gravitacniho pole (2.84)

kde E, je gravitacni energie hmotného bodu o (libovolné) hmotnosti m v bodé P.
Informace:

1. Jednotky: [pg] = J - kg™
2. Fyzikdlni vyznam: Volime-li m = 1kg, je {pg} = {W,}, tj. ¢iselné .. ;

3. 7Z predeslych Gvah vyplyva, Ze pro ¢, plati zdkon superpozice: Potencial ¢, pole buzeného
zdroji Z1, Za, ... je dan vztahem @z = @g1 + @g2 + ..., kde pg 1, g 2,... jsou potencidly
gravitacnich poli, které by budily jednotlivé zdroje Zi,Zs,..., kdyby existovaly samo-
statné;

4. Potencial gravitaéniho pole hmotného bodu. Podle (2.84) a (2.83) je potencial ¢y v bodé
P gravita¢niho pole buzeného (hmotnym bodem o hmotnosti mg) dédn vztahem

E, 1
LR (—/@mmo) S (2.85)
T T
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Zde m je hmotnost jiného hmotného bodu, vlozeného do bodu P a FE, jeho gravitacni
energie v poli, vytvofeném hmotnym bodem my. Vztah (2.92) plati i pro gravita¢ni pole
buzené homogenni kouli (napf. idedlni Zemi) v jejim vnéjsku.

5. Hladina stejného potencidlu (téz ekvipotenciala) gravita¢niho pole je plocha, na niz ma
potencial ¢, vSude stejnou hodnotu. V gravita¢nim poli buzeném hmotnym bodem, v ném?z
je pg dano vztahem (2.85), jsou hladiny potencialu soustfedné kulové plochy (r = konst.).
Hladiny potencidlu jsou vSude kolmé na gravitacni silo¢ary (viz obr. 2.52, 2.53).

6. Ze zakona superpozice gravitacnich poli plyne, ze gravita¢ni energie hmotného bodu v gra-
vitaénim poli buzeném nékolika zdroji (nap¥. Slunce + Zemé + Mésic + ...) je déna
vztahem

Eg=Eg1+ Ega+ ...+ Egn,

kde Fg 1, Egp2,... jsou gravitacni energie, které by hmotny bod mél v jednotlivych gravi-
tac¢nich polich.

Préci gravitac¢nich sil ptisobicich v obecném gravitacnim poli na hmotny bod pfi jeho pte-
misténi z bodu P; do P» lze vyjadfit takto (obr. 2.62)

{1 .2—83} Wio =Wiseo — Wooo = Eg71 — Eg’g. (286)
Uzili jsme definiéniho vztahu (2.82). Pomoci potencidlu — rovnice (2.84) — lze praci vyjadrit
takto
{1.2-84} Wisg = Eg1 — Ega = m(g1 — ¢g2)- (2.87)
Pg,1 Py

E;» 00

O

Obr. 2.62: K odvozeni prace gravitacnich sil ptisobicich v obecném gravitaénim poli na hmotny
bod o hmotnosti m pfi jeho pfemisténi z bodu P; do bodu P» vyjadfena pomoci potencialnich
{obr1.2-61} energii Fg 1, Fg2 a potencidli g1, g2 uréenych v bodech Py, resp. P.

{pr1.2-14} KP 2.6-3
Druzice o hmotnosti m = 4 000 kg, ktera se piivodné pohybovala ve vysce h = 4 000 km, pristala
na Zemi. Urcete:

1. Gravita¢ni energii druzice

a) ve vysce h,

b) na Zemi;
2. Praci, kterou vykonala gravitacni sila pfi sestupu druzice.
Reseni:

1. a) Eg1 =7 By = —kfiifs = ... = —154-10" ],
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{1.2-85}

{1.2-86}

{1.2-87}

2.6. GRAVITACNI POLE

b) Ega =7 Bgp = —r"gt =...=-250-10'"J;

2. W =W =Eg1 — Eg2=29,6-10"1J.

2.6.3 Gravitac¢ni pole Zemé
2.6.3.1 Idealni Zemé

predstavuje nerotujici kulové soumérné téleso o poloméru Rz = 6,37 - 106 m. Gravitaé¢ni sila ﬁg
pusobici na hmotny bod m na povrchu Zemé je centralni a méa velikost

Fy = k——.
g R%

Gravitacni zrychleni @, mifi rovnéz do stiedu Zemé a ma velikost
Fy My

ag = —

. 2,.
e RR—% =...=980m/s°(= g). (2.88)

Gravita¢ni energie hmotného bodu ve vzdélenosti (> Rz) od stiedu Zemé je ddna vztahem

M,
By = —k—2. (2.89)

r

2.6.3.2 Skuteéna Zemé

mé tvar banaté hrusky s vystouplym severnim pdlem. Gravitacni sily ﬁg pusobici na hmotny
bod i gravita¢ni zrychleni jsou v riznych mistech povrchu Zemé (vzhledem ke zmiriovanému ne-
rovnomérnému rozlozeni hmoty) rtizné velké a nejsou presné centralni. Oznaéime-li dp gravitaéni
zrychleni na pdlu a dr gravitacni zrychleni na rovniku, plati

ap — ag = 0,018 m/s>.

Tyto vysledky byly ziskany v posledni dobé na zédkladé zkoumani pohybu druzic Zemé.

Vzhledem k tomu, ze Zemé v geocentrické vztazné soustavé rotuje, je neinercialni vztaznou
soustavou a na télesa na jejim povrchu pulisobi i setrvacné sily. Jezto rotace Zemé je (témér)
rovnomeérna, ptsobi na klidny hmotny bod na jejim povrchu ze sil setrvaénych jen setrvacéna sila
odstiediva? ﬁ;‘ o velikosti F} = mv?/r. Na rovniku je 7 = Ryz, v = 465 m/s. Soucet sil ﬁg a ﬁ;“

se nazyva tihova sila nebo tize nebo tiha. Znadi se G (obr. 2.63):
G=F,+F". (2.90)

Ma nejveétsi velikost na pélech (G = Fy), nejmensi na rovniku (G = Fy — FY).
Rozdil velikosti tihového zrychleni ¢ definovaného vztahem

g=

3|

na severnim poélu a na rovniku je gp — gr = (9,8321 —9,7799) m/s* = 0,052 2m/s>.
Fyzikalni pole, které se projevuje tihovymi silami, se nazyva tihové pole.

3Lze ji rovnéz vyjadiit vztahem F} = —m@ x (& x ]%), kde B je polohovy vektor hmotného bodu v soustavé
spojené se stfedem Zemé.
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{obr1.2-62}

{TihovaSila}

{1.2-88}

{1.2-89}

{1.2-90}

{1.2-91}

2.6. GRAVITACNI POLE

Jih

Obr. 2.63: Tihové sila G je dana vektorovym souctem gravitacni sily ﬁg a odstredivé setrvacné
sily F*.

Ke vztahu (2.90) poznamenejme, ze sila G je soucet gravitacni sily ﬁg tj. sily skutecné
a setrvacné sily F:;" (ktera se nékdy povazuje za neskuteénou, zdanlivou). Séitani sil rtizného typu
je opravnéné proto, ze z hlediska u¢inkt neni mezi silami skuteénymi a setrva¢nymi rozdil. Nadto
je velmi pravdépodobné, Ze sily setrvacné jsou zptisobeny gravitacnim ptisobenim veskerych hmot
vesmiru, takze mezi obéma typy sil neni pravdépodobné podstatny rozdil ani z hlediska jeho
vzniku.

2.6.3.3 Tihové pole u povrchu Zemé

v neprilis velké oblasti je homogenni. Tihovéa sila

G =mg (2.91)
pusobici na hmotny bod ma v této oblasti vSude stejny smér a velikost. Je ddna vztahem (2.90)
— viz obr. 2.64a. Vektor G mé podle definice svisly smér. Pfiblizné plati

G = F,. (2.92)
Z predeslych tvah o obecném gravitacnim poli i z vysledku ptikladu 1.2-10 plyne, ze tihové
pole je konzervativni, tj. ze plati

f G-drF =0, (2.93)
C

kde C' je libovolna uzaviend kiivka. Pfemisti-li se hmotny bod z bodu P; ve vysce hy (obr. 2.64b)
do bodu P, ve vysce ha, vykond tihova sila G praci (viz piiklad KP 2.5-3)

WG,1_>2 == G(hl — h2) = mgh1 — mghg(: EGJ — EG’Q = —AEg) (2.94)

nezavislou na tvaru trajektorie, na rychlosti pohybu a na tom, zda na hmotny bod soucasné
pusobi i jiné sily. Je-li hy > ha (obr. 2.64b), je W > 0. Je-li hy < hg, je W < 0 (obr. 2.64c).

Na zékladé vztahu (2.94) definujeme potencidlni energii hmotného bodu v homogennim ti-
hovém poli (kratce: tithovou energii), ozna¢enou Eg, takto:

1. Volime libovolnou vodorovnou rovinu ¢ rovnobéznou s povrchem Zemé a pro kazdy jeji
bod P polozime
Eg(P)=01J.
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F¥ gy We>0

Wa< 0 | b
ha
Eqc=0
O o
/ d)
7

Obr. 2.64: Aproximace sily F tthovou silou G u povrchu Zemé (a). Prace tihové sily, piisobici
na hmotny bod po libovolné traJektorH (b), (c). Hladina nulové potenmalm tihové energie o je
{obr1.2-63} rovinou, v jejimz kazdém bodé P polozime Eg(P) = 0, je rovnobézna se zemskym povrchem.

Pozn.: rovina o se nazyva hladina nulové tihové energie (obr. 2.64d).

2. Zavedeme svislou osu Oh s poc¢atkem v roviné o, orientovanou nahoru. Tihova potencialni
energie v bodé P o soufadnici h je podle definice

{1.2-92} Eq¢(P) = mgh. (2.95)
Informace:
1. Jednotka [Eg] = joule. Pro h > 0 je Eg > 0, pro h < 0 je Eg < 0.
2. Z defini¢éniho vztahu (2.95) a ze vztahu (2.94) plyne, ze plati (obr. 2.64)

{1.2-93} Wa p—p, = Eq(P1) — Eg(P2) = —AEg. préce tihové sily (2.96)
{ram-51}
Tento vztah je zvlastnim piipadem obecného vztahu (2.86).

3. Lze dokazat (viz odst. 2.9), zZe tihova potencialni energie obecného télesa jei nelze poklédat

Vv

4. Za hladinu nulové tihové potencialni energie se voli nejcastéji povrch Zemé.

Pozndamka: Souvislost mezi vztahy (2.89) a (2.95). Potencidlni energie hmotného bodu v gra-
vita¢nim poli buzeném télesy rozlozenymi v ohrani¢ené oblasti vesmiru (napf. télesy slunecni
soustavy) byla definovédna vztahy (2.82) tak, Ze jsme volili hodnotu potencialni energie hmot-
ného bodu v nekonecné vzdaleném bodé Py rovnu nule, tj. Eq(Py — oco) = 0. Tato volba byla
ucelna, ale libovolna.
Volme nyni bod Py, v némz pro hmotny bod plati Eq(F) = 0, na povrchu idealni Zemé. Pak
v obecném bodé P ve vzdélenosti r > Ry bude mit hmotny bod gravitacni potencialni energii
{1.2-94} B (P) = ™2 ¢ (2.97)

r
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Konstantu C' ur¢ime z podminky, ze pro r = Rz mé byt E,(P) = Eg(FPy) = 0. Dosazenim
do (2.97) dostaneme C' = kmMzy/Ry.
Ve vysce h(< Ryz) nad povrchem Zemé mé pak hmotny bod gravitaéni potencidlni energii
priblizné rovnou tihové potencialni energii:
mMy mMy

= —kmMy(Ry + h)~!
(RZ—’-h)—i_ﬂ R, kmMyz(Rz +h)" + Kk

mMy My, L L
= RKR—"Mnh=m .
R, "RZ g

Ey = —k
Pri Gpravé jsme uzili binomického rozvoje
(Rz +h) =R;*1+h/Rz)™* = R,;*(1 - h/Ry)

a vztahu (2.88). Hlavni vysledek: rovnice (2.95) je pfiblizny vztah plynouci z obecného vztahu
(2.97).

Reste piiklady KP 1.5-2 v v textu Vybrané kapitoly z fyziky; KP 2.6-4 az KP 2.6-9.

2.7 Mechanicka energie hmotného bodu, pohyb hmotného bodu
v gravitac¢nim poli

Nejprve zde bude definovana mechanickd energie hmotného bodu v tihovém a gravitac-
nim poli, poté odvozen zakladni vztah mezi zménou mechanické energie hmotného bodu
a praci sil, které na néj ptusobi — rovnice (2.102). Zvlastnim p¥ipadem tohoto vztahu
je zakon zachovani mechanické energie, rovnice (2.107). V dalsi ¢asti jsou nejprve od-
vozeny zakonitosti idedlniho sikmého vrhu. Poté je odvozena energetickd podminka pro
setrvani hmotného bodu v gravitacnim poli nebo jeho tiniku do nekonec¢na. V dalsim je
diskutovan tvar trajektorii pfi pohybu hmotného bodu v centralnim gravitacnim poli
a vysloveny zdkonitosti tohoto pohybu (zobecnéni Keplerovych zékont). V zavéru jsou
vySetfeny tzv. kosmické rychlosti.

Cil: I) Vztahy a zdkony uvedené v rameccich, vysvétlit pojmy, veli¢iny a vysledky

v tomto textu;

IT) Definovat mechanickou energii hmotného bodu v gravita¢nim a tihovém poli,
vysvétlit souvislost jejich zmeén s praci piusobicich sil;

III) Vyslovit a vylozit zdkon zachovani mechanické energie hmotného bodu v gra-
vita¢nim a tihovém poli;

IV) Odvodit a vysvétlit zadkonitosti idedlniho §ikmého vrhu;

V) Odvodit a vysvétlit podminku setrvani hmotného bodu v gravitaénim poli
resp. jeho Uniku, vysvétlit zadkonitosti pohybu hmotného bodu v centralnim
gravitaénim poli — tvar trajektorii, zobecnéni Keplerovych zakoni;

VI) Vysvétlit pojem kosmickych rychlosti, odvodit vztahy pro velikost prvni a druhé
kosmické rychlosti, znat jejich velikosti;

VII) Resit samostatné piiklady uvedené v tomto textu a ptiklady typu KP 1.4-8
az KP 1.4-18, KP 1.4-10 az KP 1.4-11, KP 1.5-1, KP 1.5-3 v textu Vybrané
kapitoly z fyziky; KP 2.6-10 az KP 2.6-20.
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{1.2-97}
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2.7. MECHANICKA ENERGIE HMOTNEHO BODU, POHYB HMOTNEHO BODU V GRAVITACNIM POLI

2.7.1 Mechanicka energie hmotného bodu v tihovém a gravitaénim poli

%

2.7.1.1 Definice mechanické energie

Hmotny bod o hmotnosti m, ktery se pohybuje v tithovém poli Zemé (napf. kdmen vrzeny na

povrchu Zemé), mé ve vztazné soustavé dané povrchem Zemé (tj. v laboratorni vztazné soustave)

kinetickou energii Ey = %mv2 a potencialni tihovou energii £, = Eg = mgh (obr. 2.65a).

<y

E,.= %mv2+ mgh

m
h i

My,

a) c)
Obr. 2.65: Mechanické energie E,, hmotného bodu v tithovém poli Zemé (a), v gravita¢nim poli
soustavy ,,Zemé + Mésic* (b), v gravitaénim poli idedlni Zemé (c).

Hmotny bod, ktery se pohybuje v obecném gravitaénim poli (napf. kosmickd sonda), ma

v geocentrické (nebo heliocentrické) vztazné soustavé (obr. 2.65b) kinetickou energii Ey, = $mv?

a potencidlni gravitacni energii £, = F,;. V obou pfipadech definujeme mechanickou energii
hmotného bodu v uvazované vztazné soustavé vztahem

Ew = Ex + E,.  definice mechanické energie hmotného bodu (2.98)

Tento obecny definiéni vztah nabyva v konkrétnich pripadech tento tvar:

1. hmotny bod v homogennim tihovém poli Zemé, v laboratorni soustaveé, obr. 2.65a:

1
En = imUZ + mgh. (2.99)

2. hmotny bod v obecném gravitaénim poli, v geocentrické (nebo heliocentrické) soustave,

obr. 2.65b: )

Ep = imzﬂ + Eg. (2.100)
Konkrétni tvar funkce udéavajici F, zavisi na uvazovaném gravitacnim poli — viz pii-
klad KP 2.7-2.

3. hmotny bod v gravita¢nim poli idealni Zemé, v geocentrické soustavé, obr. 2.65c¢:

2.101
2 F&r (0)

Vyznam symboltl je zfejmy z obr. 2.65c. Analogicky vztah plati pro hmotny bod v gravi-
taénim poli Slunce, Mésice nebo obecné v gravitacnim poli hmotného bodu.
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{pr1.2-15} KP 2.7-1

Urcete mechanickou energii kamene o hmotnosti m = 0,2kg, ktery se ve vysce h = 15m
pohybuje v tthovém poli Zemé rychlosti v = 10 m/s.

Reseni:

Em = 3mv? + mgh = ... =401J.

{pr1.2-16} KP 2.7-2
Urcete mechanickou energii kosmické sondy v gravitacnim poli soustavy ,Zemé + Mésic“,
obr. 2.65b. Sonda mé& hmotnost m = 1000 kg, jeji rychlost v geocentrické soustaveé je v = 2km/s,
jeji vzdalenost od Zemé je r; = 3,80 - 10° km a od Mésice r5 = 1,00 - 10 km. Gravita¢ni pole
Slunce neuvazujte.

Reseni:
Mechanické energie sondy v geocentrické soustavé je ddna vztahem
1 mM. mM,
Em:fmv2+Eg, kde By = —k Z_x M.
2 1 T2

Uzili jsme zakona superpozice. Dosazenim a uzitim tabulkovych hodnot dostaneme FE,, =
4,6 - 108 J.

2.7.1.2 Prace a mechanické energie

Uvahy v této ¢asti navazuji na obecné ivahy o energii v odst. 2.5.2 a na tvahy o kinetické energii
v odst. 2.5.4. Budeme vySetiovat energetické poméry pii pohybu malého télesa (hmotného bodu)
v tihovém a gravitacnim poli v laboratorni a geocentrické vztazné soustavé S.

Uvazujme o hmotném bodu, ktery se pohybuje v homogennim tihovém poli Zemé — obr. 2.66a,
(resp. v obecném gravitacnim poli — obr. 2.66b) sou¢asnym t¢inkem tihové sily G (resp. gra-
vitaéni sily ﬁg) a dalsich sil. Hmotnym bodem miize byt napf. raketa, na kterou pusobi kromé
konzervativni sily G (resp. ﬁg) sila odporu vzduchu ﬁo a sila motoru ﬁm Oznacme Ey, 1 a B2
mechanickou energii hmotného bodu ve dvou bodech P, P, jimiz hmotny bod prochazi v uve-
deném potadi. Dokézeme, ze plati

{1.2-99} Em2 — Emi1 = Whekonz, souvislost zmény mech. energie s praci (2.102)
{ram-53}
kde Wiekons je soucet praci, které na tiseku P; P» vykonaji vSechny sily jiné nez konzervativni,
tj. sily jiné nez sila tihovad G (resp. gravitacni Fy). V piipadé rakety na obr. 2.66a je Whekonz
soucet praci sil odporu vzduchu F, a motoru rakety Fi,.
Diikaz: Soucet praci vSech sil ptisobicich na hmotny bod na tiseku P; Ps, tj. vysledna prace W,
je rovna zméné kinetické energie hmotného bodu (viz odst. 2.5.4):
L oo 1 4

{1.2-100} gmuy — 5muy = Wy, kde Wy = Wionz + Waekonz- (2.103)

Pfitom jsme vyjadfili W, jako soucet préce sily konzervativni (tthové resp. gravita¢ni), Wionz,
a prace vSech jinych sil, Wyekonz. Prace Wign, je rovna rozdilu potencidlnich energii, Wyon, =
Ey1 — Epp, kde E, mize byt napi. Eg nebo E,, viz rovnice (2.94), (2.86). Dosadime-li do
rovnice (2.103) a uzijeme-li defini¢niho vztahu (2.98), dostaneme po tpravé dokazovany vztah
(2.102).

V konkrétnich pfipadech nabude obecny vztah (2.102) tento tvar:
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{obr1.2-65} Obr. 2.66: Pohyb hmotného bodu v tihovém poli Zemé (a) a v obecném gravitacnim poli (b).

1. hmotny bod v homogennim tithovém poli Zemé (obr. 2.66a)

1 1
{1.2-101} imvg + mghg — <2mv% + mgh1> = Whekonz; (2.104)

2. hmotny bod v obecném gravita¢nim poli

1 1
{1.2-102} 5mv% + Ego — <2mv% +E ,1> = Whekonz: (2.105)

3. hmotny bod v centralnim gravitacnim poli idealni Zemé (obr. 2.66b)

1.2-103 —Mmvy — K —muv° — K
{ } 2

1, mMg (1, mMyz
2 2 2 1

) = Whekonz- (2.106)

{pr1.2-17} KP 2.7-3
Kéamen (hmotny bod) o hmotnosti m = 0,1kg byl vrzen v bodé P; na povrchu Zemé sikmo
vzhiru rychlosti ¢; o velikosti v; = 20m/s. V bodé P ve vysce hg = 14m méla jeho rychlost
velikost v3 = 10m/s. Pro usek P;P; trajektorie urcete:

1. Préci vysledné sily pusobici na hmotny bod;
2. Praci tihové sily;
3. Praci sily odporu vzduchu.
Resent:
1. W, =W, = %mv% — %mv% =...=—15J;
2. Wag =? Wg = mghy — mgho = —mghe = —14J;

3. Wo = Whekonz = m,2 — Em,l = (%mvg +mgh2) - (%m'l)% +mgh1) = %mvg + mghz —

smvf =...=—1J. [Nebo: Wy = Wg+ W, — Wo =W, —Wg=...=-11]].

Pozndmka: Sila odporu prostiedi koné vzdy zapornou préci, nebot mifi proti sméru pohybu.
Pilisobi-li na téleso pohybujici se v tihovém poli kromé sily G jen sila odporu prostiedi, Fyy,
klesd — viz rovnice (2.102). Tento proces pfemény mechanické energie hmotného bodu v energii
neuspoiadaného pohybu molekul okolniho prostfedi i jeho vlastnich se nazyva disipace energie.
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2.7.1.3 Zakon zachovani mechanické energie hmotného bodu

S

Jestlize se hmotny bod pohybuje v tthovém poli jen Géinkem tihové sily G (tj. jestlize na néj
nepiusobi jiné sily) nebo jestlize se hmotny bod pohybuje v gravitaénim poli jen G¢inkem sily gra-
vitacni, je ve vztahu (2.102) Wyekonz = 0. Vyjadiime-li v tomto vztahu Ey, podle rovnice (2.98),
dostaneme

(Bx2+ Ep2) — (Bx1+ Ep1) =0, tj. Exo+ Ep2 = Ex1+ Epa.

Jezto tyto vztahy plati pro libovolnou dvojici bodd P P> néalezejicich trajektorii hmotného
bodu, plati béhem celého pohybu

{1.2-104} Ex + E, = konst. zékon zachovani mechanické energie (2.107)
{ram-54}
Tedy:
1
{1.2-105} §mv2 + mgh = konst. v homogennim tithovém poli (obr. 2.64a) (2.108)
{ram-55}
1
{1.2-106} imv2 + E, = konst. v obecném gravitacnim poli (obr. 2.64b) (2.109)
{ram-56}
1 5 mM aTdd S .
{1.2-107} M~k — = konst. v centralnim gravitacnim poli (obr. 2.64c) (2.110)
T
{ram-57}

Zde jsou v, h, Eg,r proménné funkce casu.

Vztah (2.107) nebo vztahy (2.108) — (2.110) vyjadiuji zdkon zachovani mechanické energie
hmotného bodu v tithovém a gravita¢nim poli.
Informace:

1. Vztah B2 — EFm1 = Whekonz je jeden z typickych vztahtt zndzornénych schematicky
v obr. 2.43. Nalevo je rozdil hodnot mechanické energie ve stavech 1, 2, napravo je veli¢ina
Whekonz charakterizujici uréitym zptisobem déj, kterym hmotny bod ze stavu 1 do stavu 2
prechazi.

2. Vztah (2.107) plati i tehdy, kdyz na hmotny bod pusobi i jiné sily nez gravitaéni nebo
tihové, jestlize tyto sily nekonaji praci (Whyekonz = 0) — viz piiklad 1.2-19.

{pr1.2-18} KP 2.7-4
Startujici meteorologické raketa o hmotnosti m = 1kg méla v bodé P; ve vysce h; = 10m nad
Zemi rychlost v1 = 10m/s a v bodé P, ve vysce hy = 50m rychlost v = 20m/s. Povazujte
hmotnost rakety na tseku P; P> za stalou a feste tkoly:

1. Urcete Ex, Eq, Em v bodech Py, Ps;

2. Odhadnéte praci, kterou na tseku P; P> vykonala sila odporu vzduchu F"O, jestlize motor
rakety vykonal praci Wnet = 340J (obr. 2.67).

Reseni:
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—

U2
Py
FJ n
i
{obr1.2-66} Obr. 2.67: Piiklad KP 2.7-4.
1.
1 2 1 2
By = 5mof = o+ 1:10%J =501,
EG,l = mgh1 =...=100J.
1
Eyo = 5mvg =...=2001J,
EG”Q = mgh2 =...=250J.

Em1=FEx1+ Egi1=50J+100J =150,
Emn2 =450J;
2. Wot =7 Podle (2.102) plati Wyekons = Fmz2 — Em,1. Pitom Waekons = Winot + W, kde

—

W, je prace sily odporu vzduchu. Jezto W, < 0 (F, pusobi proti sméru pohybu), musi byt
Wnot > Whekonz = m,2 — Em71 = 300 J;

3. Wo =? Wnekonz = mot + Woa Wo = Wnekonz - Wmot =300J —340J = —40J.

{pr1.2-19} KP 2.7-5
Téleso (hmotny bod) o hmotnosti m = 0,5kg, zavésené na vldkné délky | = 80 cm (obr. 2.68),
bylo vychyleno z rovnovazné polohy (ihel @ = 60°) a pusténo s nulovou pocateéni rychlosti.
Zanedbejte odpor vzduchu a urcete:

1. Kinetickou energii hmotného bodu pfi prichodu rovnovaznou polohou;

2. Silu ﬁl, kterou ptisobi vlakno na hmotny bod v nejnizsim bodé trajektorie.
Reseni:

Téleso se pohybuje Gc¢inkem sily G, ktera je stala, a sily Fj, kterou na né ptisobi vlakno
a kterd se pfi pohybu méni. Oznac¢ime pocatecni bod Pi, nejnizsi bod trajektorie Ps.

1. Ex =7 Vyjdeme ze vztahu (2.102), kde Wiekonz je prace sily Fy. Tato sila je trvale kolmé

na trajektorii, tedy Whyekonz = 0. Mechanickd energie hmotného bodu pfi pohybu je tedy
stald — viz rovnice (2.102): Ep, = konst. Tedy

1 1
§mv§ + mghy = imU% +mghi, azaroven vy =0—

1
— Exo = imvg =mg(h1 — hg) =mg(l —lcosa) =mgl(l —cosa) = ... =2J.

2. Fi(Py) =? Fy + G = F, (obr. 2.68), F, = mv2/l (sila dostiedivd) — F} = G + mv?/l =
mg + 2B/l = ... = 10N.
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{obr1.2-67} Obr. 2.68: Priklad KP 2.7-5.

{pr1.2-20} KP 2.7-6
Téleso je vrzeno na povrchu idedlni Zemé svisle vzhiiru rychlosti v = 7km/s. Predpokladejte,
Ze na né€ pusobi jen gravitacni sila Zemé a urcete, do jaké vysky vystoupi.
o P>

h

U1

{obr1.2-68} Obr. 2.69: P¥iklad KP 2.7-6.

Reseni:
Oznac¢ime krajni body trajektorie Py, Py (obr. 2.69). Plati: Ey, = konst., kde E,, = mv?/2 —
kmMz/r, 3mv} — Mz Fmv3 — ™Mz Yde vy = v, r1 = Ry, v3 = 0, 79 = Ry + h. Po

T1 T2

dosazeni a tpravé dostaneme h = 4,09 - 10° m.

2.7.2 Pohyb hmotného bodu v tihovém a gravita¢nim poli
2.7.2.1 Pohyb hmotného bodu v homogennim tihovém poli Zemé

Vysetiime pohyb malého télesa (hmotného bodu) v homogennim tihovém poli Zemé, napi. pohyb
hozeného kamene nebo vystreleného projektilu. Pohyb budeme zkoumat ve vztazné soustavé
dané povrchem Zemé, tj. v laboratorni vztazné soustavé.

P1i tomto pohybu ptisobi na téleso tihova sila G = mg, sila odporu vzduchu ﬁodp a navic
ptisobi* Coriolisova sila ﬁé = —2m(dJ x ), kde ¥ je rychlost télesa v laboratorni soustavé, a sila
odtrediva ﬁj = —mw?rfi (viz rovnice 2.51). Zde se vSak omezime na vySetiovani idealizovaného
pohybu, pfi némz lze sily ﬁodp, F’Z‘ i ﬁé zanedbat a pii némz se téleso, jez lze povazovat za
hmotny bod, pohybuje v relativné malé oblasti, v niz je tthové pole homogenni. Takovy pohyb
nazveme idealni Sikmy vrh.

Formulace tilohy: Na vodorovném povrchu Zemé je v bodé Py vymrstén v ¢ase ¢ = 0 hmotny 5 ?

bod sikmo vzhtiru rychlosti ¢, ktera svird s vodorovnou rovinou thel «. Pfedpokladejme, Ze na @ 2

4Vzhledem k tomu, Ze laboratorni vztazna soustava rotuje v geocentrické inercialni soustavé spoleéné se Zemi
uhlovou rychlosti & (viz obr. 2.63 a rovnice 2.51) a Ze je tedy neinercialni.
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hmotny bod piisobi po vymrsténi jen tihova sila G= mg, kde g je v celé oblasti pohybu stejné.
Py

v

Vo sin o

— 7y /s T
Obr. 2.70: Pohyb hmotného bodu m v idealizovaném tihovém poli Zemé.

Ukol: Uréete rychlost #(t) a polohovy vektor 7(#) hmotného bodu jako funkce ¢asu.
Reseni:
Zavedeme soustavu souradnic Oxyz podle obr. 2.70 tak, Ze rovina Ozy je svisla a Ze v ni lezi
vektor ¢y. PFi pohybu hmotného bodu je polohovy vektor 7 a rychlost ¢’ funkci ¢asu. Zrychleni
hmotného bodu @ = g je stélé. Je to pohyb se stalym zrychlenim. Plati (rovnice 2.1, 2.4 a 2.7)

dz(t), dy(t) ., dz(t) -

U(t) = v ()7 + vy () T+ v (t)k = i 7+ I T+ It k,
o o dug(t), duy(t) L du.(t) -
a(t)=—gj= g 7+ & 7+ ” k.

Odtud plyne, zZe k TeSeni tlohy stac¢i urcit funkce v,(t),vy(t),v.(t) a funkce z(t),y(t), z(t)
udévajici soufadnice rychlosti ¥(t) a polohového vektoru 7(t). Tyto funkce musi spliiovat pod-

minky I a IL:
- (0:) 2 ) = 0,590 = 0.0
(ay(t) =>dU§t(t) =9 dlﬁ) = wlt)
(00 =) 5 =0, 52 =

IL.: pocateéni podminky: pro ¢ = 0 musi byt z(0) = y(0) = 2(0) = 0, v;(0) = vycosa,
vy (0) = vg sina, v,(0) = 0.

To je ryze matematicka tloha. Resi se postupnou integraci danych funkci, tj. uréovanim jejich
primitivnich funkci, analogicky jako v odst. 2.2.3. Tedy

1. Soutadnice v ose Ox: ag, vy (t), z(t):

a) vg(t) =7 Je dano a, = 0,v,(0) = vg cos
Reseni:
{ax = dv#(t), Qy = 0} — vy(t) = C1, kde C1 je libovolna konstanta o jednotce m/s.
Urceni konstanty C1: {v;(t) = C1,v5(0) = vpcosa} — C1 = vp cos a.
Tedy v, (t) = v cos a.
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b) z(t) =7 Je dano v, (t) = vg cos a, (0) = 0.
Reseni:
{vz(t) = d:fl—(tt),vz(t) = cosa} — z(t) = [wvocosadt = vgcosa - t + Cs.

Urceni Cy: {x(t) = vocosa -t + Ca,z(0) =0} — C2 = 0. Tedy z(t) = vocosa - t.
2. Soufadnice v ose Oy: ay, vy(t),y(t). Postup zcela analogicky:

a) vy(t) =7 Je dano ay = —g,vy(0) = vgsina.
Reseni:
{ay = d%paay = —9} —vy(t) = [ —gdt = —gt + C3. C3 =T:
{vy(t) = —gt + C3;vy(0) = vosina} — C3 = vgsina. Tedy: v, (t) = —gt + vosina.
b) y(t) - analogicky: y(t) = [v,(t)dt = —1gt*> + vosina - ¢ + C4. Dosadime t = 0,
dostaneme Cy = 0. Celkem y(t) = —3gt> + vosina - ¢.

3. Soufadnice v ose Oz: a,,v,(t), z(t). Analogickym postupem se dojde k vysledku v,(t) =

0,z(t) =0.
Vysledek:
Trajektorie lezi v roviné Oxy. Pohyb je popsan vztahy @ ?
{1.2-108a} U=v,0+vy(t)]), kde vy =wgcosa, vy(t) =vosina — gt (2.111)

7=zt)T+y(t)], kde x(t)=wvocosa-t, y(t)=wvpsina-t— Fgt>

{1.2-108b} idedlni sikmy vrh (2.112)
Vztahy (2.112) vyjadiuji trajektorii v parametrickém tvaru (parametrem je ¢as t). Vylouce-
nim parametru ¢ dostaneme rovnici trajektorie ve tvaru
{1.2-109} y=tgo- -x— EL@Q (2.113)
' 2v3cos?a’ '

Vztah (2.113) je rovnice paraboly. Trajektorie hmotného bodu pfi idedlnim Sikmém vrhu je
tedy parabola.

Poznédmky: Neni-li odpor vzduchu zanedbatelny, trajektorie neni parabola, nybrz tzv. balis-
ticka krivka. PTi stfelbé na velké vzdalenosti se uplatiiuje navic vliv Coriolisovy setrvacné sily
a pripadné i vliv nehomogenity gravitacniho pole a nas ptivodni pfedpoklad o idedlnim tihovém
poli Zemé jiz splnén neni.

{pr1.2-21} KP 2.7-7 ———

Malé téleso (hmotny bod) bylo vrzeno v ¢ase ¢ = 0 v bodé Py na vodorovném povrchu Zemé
rychlosti 7, ktera svirala s vodorovnou rovinou thel o = 60° a ktera méla velikost vg = 30m/s.
Povazujte pohyb za idealni Sikmy vrh a urcete:

1. Polohu hmotného bodu v ¢ase t; = 1s;

2. U1 a jeji velikost vy v Case t; = 2s;

3. Polohu nejvyssiho bodu P» trajektorie;

4. Misto dopadu — bod Ps (obr. 2.70).
Reseni:
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) =7 Uzijme rovnici (2.112): 1 = z(t1) = vocosa -t = 30-cos60° - 2m = 30 m.

( )7y( 1
Yy = y(t)—vosina-tl—%gt2:...:32m.
2. U1 =7, v1 =7 U1 = U(t1) = v (t)T+ vy(t1)): Zde vp(t1) =wvocosa = ... =15m/s,vy(t1) =

vosina — gty = ... = 6,0m/s; vp = |/v3(t1) +vi(t1) = 16,2m/s;

3. P, =7V nejvyssim bodé P, je v, = 0. Z této podminky uré¢ime piislusny cas to a dosadime
do (2.112): (vy(t2) =) vosina — gt = 0 — t3 = (vosina)/g = ... = 2,60s. Soufadnice
bodu Py: 9 = x(t2) = vgcosa-ta = 39,0m, ya = y(t2) = vosina-to— %gt2 =...=33,7Tm;

4. P3 =7 V bodé Ps je y3 = y(t3) = 0. Z této podminky uréime t3 a dosadime do (
(y(ts) =) vosina - t3 — %gt% =0 — th = 0 (start); t5 (dopad), t§ = (vo sina)/(Qg) =...=
5,28; x3 = vgcosa -ty =...="T78m.

2.7.2.2 Podminka uniku hmotného bodu z gravita¢niho pole

Uvazujme o hmotného bodu, ktery se pohybuje v obecném gravitacnim poli buzeném objekty
nachézejicimi se v ohranicené oblasti prostoru pouze G¢inkem gravitac¢nich sil. Mtze to byt napt.
kosmickd sonda, ktera se pohybuje s vyfazenymi motory v oblasti sluneéni soustavy, nebo téleso,
které vniklo do slunecéni soustavy ze vzdalenych oblasti vesmiru. Pfedpokladejme, Ze v nékterém
okamiiku t1 zname polohu hmotného bodu a jeho rychlost v inerciélni vztazné soustaveé spojené

Polozme si otazku, zda a za jakych podminek se hmotny bod bude pohybovat v ohranicené
oblasti prostoru, (tj. kdy jeho pohyb bude finitni) a naopak, za jakych podminek se bude trvale
vzdalovat do libovolné velkych vzdalenosti, tj. kdy unikne do nekonecna.

Odpovéd 1ze najit ivahou o mechanické energii hmotného bodu. Pusobi-li na hmotny bod
pii pohybu jen gravitacni sila (E, = Ej), je jeho mechanicka energie Ey, stald, tj. plati

{1.2-110} (B :)%m’UQ + Ey = Ep. (2.114)
Zde v je (obecné se ménici) velikost rychlosti hmotného bodu v uvazované vztazné soustave,
E, jeho (obecné se ménici) gravitacni energie a £, 1 jeho mechanickd energie v ¢ase t1. Gravitacni
energie hmotného bodu je pritom definovana tak, ze v nekonecné vzdaleném bodé P,, ma hmotny
bod gravita¢ni energii nulovou, tj. Ze plati Fy o = 0. Celkova mechanickd energie hmotného bodu
v bodé Py je tedy

1 1
Emoo—imv + FE, oo—2mv3020,

kde v, je rychlost hmotného bodu v nekonecnu. Ma-li tedy hmotny bod, jehoZ energie Ey, je
déna vztahem (2.114), uniknout do nekoneéna, musi platit Ey,; > 0. Plati-li Ep,; < 0, pak je
pohyb hmotného bodu finitni. Shriime vysledek tivah:

M34-1i hmotny bod v nékterém bodé gravita¢niho pole takovou kinetickou energii Fy a takovou
gravitacni energii Eg, Ze plati

{1.2-111} 1. Ex + E; <0, tj. By <0, podminka finitniho pohybu (2.115)
{ram-58}

neunikne do nekonec¢na, jeho pohyb je finitni.
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{1.2-112} 2. B +E; =0, tj. Ey=0, meznipiipad tniku (2.116)
{ram-59}

mutize uniknout (a lze dokézat, Ze unikne) do nekone¢na, kde ma limitni rychlost ve, = 0

{1.2-113} 3. By + Eg >0, tj. Ey >0, podminka tniku (2.117)
{ram-60}
muze uniknout (a lze dokézat, ze unikne) do nekoneéna, kde ma limitni rychlost vo, > 0.
Pfitom se samoziejmé predpokladd, ze hmotny bod se nesetka s jinym télesem (napt. ze
nenarazi na Zemi).

Je-li uvazované gravitacni pole buzeno kulové soumérnym télesem, tj. je-li centralni, je Ey
v podminkéch (2.115) az (2.117) dano vztahem (2.83), tj.

M
{1.2-114} E, = k2 , (2.118)
T

kde m je hmotnost hmotného bodu, M hmotnost télesa T budiciho gravita¢ni pole a r vzdalenost
hmotného bodu od stifedu télesa 7.

{pr1.2-22} KP 2.7-8
VysSettete, zda je finitni pohyb télesa (druzice, kosmické sondy), které se pohybuje pouze Géin-
kem gravita¢niho pole Zemé tak, ze ve vysce h = 3000 km nad Zemi ma rychlost, jez ma velikost
v =6,00km/s a jez je orientovand smérem od Zemé.

Reseni:
Je nutno rozhodnout, ktery ze vztaht (2.115) az (2.117) plati, pficemz E, je dano vztahem
(2.89). Tedy
1 M
Em=m<2v2—nRth> =...=m-(-1,80-10"m?-s72) < 0.

Za My a Ry jsme dosadili tabulkové hodnoty. Odsud a ze vztahu (2.115) plyne, Ze pohyb
télesa je finitni, t€leso neunikne do nekonecna.

2.7.2.3 Pohyb hmotného bodu v centralnim gravita¢nim poli
ntralniPole} &

Tvar trajektorie a zakonitosti pohybu hmotného bodu v centralnim gravita¢nim poli s centrem
C' (napft. druzice v poli Zemé, planety v poli Slunce atd.) lze vySetfit teoreticky na zakladé New-
tonova gravitac¢niho zakona a pohybové rovnice F, = m@ s uzitim diferencialniho a integralniho
poctu. Zde uvedeme pouze vysledky. Budeme uzivat vztazné soustavy, v niZ je silové centrum
C v klidu, a budeme o ni predpokladat, Ze je inercidlni. V této soustavé plati:

I. Mozné trajektorie hmotného bodu jsou kuzelosecky — elipsy (a jejich zvlastni piipady -
kruznice) hyperboly a paraboly (ve zvlastnim pfipadé to mohou byt i pfimky jdouci centrem C).
Jedno z jejich ohnisek (nebo stied kruznice) lezi v centru. Oznacime-li Ey, celkovou mechanickou
energii hmotného bodu v uvazovaném poli, pak trajektorie je

elipsa nebo kruznice «— FE,, <0,
parabola — m =0,

hyperbola — FEn>0.
{ram-61}
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Tvar trajektorie tedy zavisi na pocatecni poloze a pocateéni rychlosti hmotného bodu. Na
obr. 2.71 jsou znazornény trajektorie druzic vystielovanych ve vodorovném smeéru ve velké vysce
nad povrchem Zemé s postupné se zvétsujicimi rychlostmi. K¥ivka ¢ miize byt napr. i hyperbo-
licka trajektorie objektu prilétajiciho k Zemi z vesmiru.

ds'=ds U

hyperboly

elipsy + E,=0
kruznice K

Obr. 2.71: Trajektorie druzic vystrelovanych ve velké vySce nad povrchem Zemé s postupné se
{obr1.2-70} zvétsujicimi rychlostmi.

II. Plochy dS obecnych trojiuhelnikit ABC, A’ B’C opsanych privodi¢em hmotného bodu ve
stejnych dobéach dt na jedné trajektorii (libovolného typu) jsou stejné. Plosna rychlost dS/dt na
jedné trajektorii je stala.

III. Pri pohybu hmotného bodu na dvou libovolnych uzavienych trajektoriich v témze poli
plati

T} _ o
T3 af

Zde Ty je obé&zna doba na jedné trajektorii (elipse nebo kruznici), a; je délka jeji hlavni
poloosy nebo polomér kruznice. Stejny vyznam maji 75, as na druhé trajektorii.

Zvlastnim pripadem téchto zdkonitosti jsou t¥i Keplerovy zakony, které vyslovil astronom
J. Kepler pro pohyb planet kolem Slunce na zakladé astronomickych pozorovani. Vyslovte je
samostatné! =

2.7.2.4 Kosmické rychlosti

Kosmickymi rychlostmi se obvykle nazyvaji tii rychlosti, které jsou vyznac¢né z hlediska pohybu
télesa (hmotného bodu) v gravitaénim poli Zemé a Slunce.

1. Prvni kosmicka rychlost v; (tzv. kruhova rychlost) je velikost rychlosti, se kterou by se
pohyboval hmotny bod vzhledem ke geocentrické vztazné soustavé po kruznici kolem Zemé
v tésné jeji blizkosti, kdyby nebylo odporu vzduchu.

{pr1.2-23} KP 2.7-9
Urcete prvni kosmickou rychlost.
Reseni:
Uvazujme o hmotném bodu, ktery se pohybuje v centralnim gravita¢nim poli idealni Zemé

(My, Ry) v geocentrické vztazné soustavé (GCS) po kruznici o poloméru Ry (obr. 2.72).
GCS je priblizné inercidlni, jestlize se v ni zanedbd gravitacni sila Slunce (viz odst. 2.4),
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{obr1.2-71} Obr. 2.72: Piiklad KP 2.7-9.

plati v ni tedy F = ma. Zde F = é, kde G = mg, priCemz g je tihové zrychleni na pélu
(9 = 9,80m/s?).
Zrychleni a: @ 11 ﬁg, a = v?/Ryz. Tedy mv?/Rz = mg —

{1.2-115} v1 = \/gRz =7,9km/s. prvni kosmicka rychlost (2.119)
{ram-62}

Ptiblizné touto rychlosti se pohybovala prvni uméla druzice Zemé — Sputnik.

2. Druhd kosmicka rychlost vy (tzv. parabolickd rychlost) je minimalni velikost rychlosti,
kterou by musel mit na povrchu Zemé hmotny bod, aby unikl do nekone¢na, kdyby nebylo
Slunce a planet a kdyby odpor vzduchu byl zanedbatelny (hmotny bod by se pohyboval
do nekoneéna po parabole nebo pfimce).

{pr1.2-23a} KP 2.7-10
Urcete druhou kosmickou rychlost va.
Resent:
Podle rovnic (2.12), (2.13) unikne hmotny bod pohybujici se v gravita¢nim poli ideélni
Zemé do nekonecna tehdy, kdyz pro jeho mechanickou energii bude platit Ey > 0, tj.

1 M
B+ By 2 0,t). Smo? - RIVEZ S .
Odtud plyne (pro v = ve,r = Ryz)
1 M. 1
{1.2-116} 5V~ HR—ZZRZ =0, 503 —gRz =0, (2.120)

kde g je tihové zrychleni dané vztahem (2.88). Ze vztahu (2.120) plyne

{1.2-117} va = v/2gRz =11,2km/s. druha kosmicka rychlost (2.121)

{ram-63}

3. Tteti kosmicka rychlost vs (tzv. inikova rychlost) je minimalni velikost rychlosti méfené
v geocentrické soustaveé, kterou by musel mit na povrchu Zemé hmotny bod, aby pii za-
nedbatelném odporu vzduchu unikl ze slune¢ni soustavy do nekonecna. Jeji hodnota je
vz = 16,7km/s.
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Reste piiklady KP 1.4-8 az KP 1.4-18, KP 1.4-10 az KP 1.4-11, KP 1.5-1, KP 1.5-3 v textu
Vybrané kapitoly z fyziky; KP 2.6-10 az KP 2.6-13 a KP 2.6-14 az KP 2.6-20.

2.8 Mechanika hmotnych soustav

Uvod k ¢astem 2.9, 2.10:

Pfi zkoumani pohybu skupiny hmotnych bodd nebo téles (tuto skupinu budeme nazyvat
,hmotna soustava®) je ¢asto obtizné (a nékdy i nemozné) vysetfovat detailné pohyb jednotlivych
¢asti soustavy jako celku. Proto se zavadéji vhodné veli¢iny charakterizujici soustavu jako celek
— energie soustavy, celkova hybnost soustavy, moment hybnosti soustavy a zkoumaji se jejich
zmény v zavislosti na silach, které na soustavu ptisobi. Vysledky se vyslovuji ve formé fyzikalnich
vét a zakonl. Zvlastnim pripadem téchto zakont jsou tzv. zdkony zachovani. V ¢asti 2.9 jsou
odvozeny vztahy mezi zménami energie hmotné soustavy a vysloven zdkon zachovani energie.
V ¢asti 2.10 jsou odvozeny vztahy mezi zménou hybnosti soustavy a momentem pisobicich
sil. Jsou to pohybové rovnice hmotné soustavy. Jejich zvlastnim piipadem je zakon zachovani
hybnosti soustavy a zdkon zachovani momentu hybnosti soustavy.

2.9 Energie hmotnych soustav

Hlavni poznatky obsazené v této ¢asti jsou: Hmotné soustavy (HS) maji pfi mecha-
nickém pohybu mechanickou energii, kterd sestava z energie kinetické a potencidlni,
jejimz zvlastnim pfipadem je energie elastickd. Zmény téchto energii souviseji zcela ur-
¢itym zptsobem s praci zcela urcitych sil ptisobicich na soustavu. Zvlastnim pripadem
hmotné soustavy jsou izolované soustavy. Probihaji-li v nich pouze mechanické déje,
plati zdkon zachovéni mechanické energie. Probihaji-li v nich i jiné déje (napf. che-
mické, elektromagnetické atd.), plati pro né zakon zachovani energie v obecné formé.

Vv

a moment setrvacnosti télesa vzhledem k primce.
Cil: I) Definovat a vysvétlit pojmy a veli¢iny: hmotna soustava, kineticka energie,
potencialni energie, elastickd energie a mechanickd energie hmotné soustavy;

II) zpaméti vztah (2.129) mezi AFEy a praci vSech sil, vztah (2.137) mezi AE,
a praci konzervativnich sil a vztah (2.145) mezi AE,, a praci nekonzervativ-
nich sil, vysvétlit je a naznacit postup jejich odvozeni;

III) zpaméti definici hmotného stfedu a momentu setrvaénosti télesa vzhledem
k pfimce, vysvétlit hlavni vlastnosti, vyznam a uziti;

IV) zpaméti a na ptikladech vysvétlit zakon zachovani mechanické energie a obecny
zékon zachovani energie;

V) vztahy pro uréeni kinetické energie rotujiciho télesa a obecné se pohybujiciho
se télesa;

VI) zpaméti vztahy a zdkony uvedené v rameccich a podtrzené plnou ¢arou v tomto
textu.

VII) fesit samostatné priklady uvedené v tomto textu a ptiklady typu KP 1.4-9,
KP 1.4-22, KP 1.4-23 a KP 1.6-3, KP 1.6-4 v textu Vybrané kapitoly z fyziky;
KP 2.6-21 az KP 2.6-27.
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2.9.1 Hmotna soustava, hmotny stred
{1.2.7a}

2.9.1.1 Hmotna soustava

Hmotnou soustavou zde budeme rozumét skupinu objektt, které maji nenulovou klidovou hmot-
nost — télesa (nebo jen jedno téleso), ¢astice, molekuly atd. Tuto skupinu vy¢lenime (myslen-
kové) z ostatnich téles, a to ve slozeni, jez se ndm jevi ucelné a uvazujeme o ni jako o jednom
objektu. Jako piiklad je na obr. 2.73 znazornéna hmotna soustava HS; sestavajici ze Zemé
a druzice a hmotné soustavy HSs sestavajici ze Zemé druzice a Mésice. Jednotlivé ¢asti hmot-
nych soustav budeme nazyvat prvky nebo elementy hmotné soustavy.
Ffj - —
g o
/// "int\ M \
F QR
l Z—»- F‘ext HS
\\ FiNF2 ] HSy
\f\\\IIS{/,/ /
~. T 7

~— g

Obr. 2.73: Vnéjsi (horni index ,ext“) a vnitini (index ,int*) sily pisobici na hmotné objekty
soustavy HSq, kterd se sklada ze Zemé a druzice. Dale je zde vyznacena hmotné soustava HSo,
{obr1.2-72} sestavajici ze Zemé, druzice a Mésice.

Prvky hmotné soustavy se v obecném ptipadé pohybuji uc¢inkem sil, jez délime do dvou
skupin:

1. Sily vnitini, neboli interni, jez oznac¢ujeme F'™, jsou sily, kterymi na sebe navzajem ptisobi

prvky soustavy bud pfi vzéjemném dotyku, nebo prostiednictvim svych poli. Napi. v HS;
jsou to gravitacni sily, kterymi na sebe navzajem ptuisobi Zemé a druzice.

2. Sily vnéjsi, neboli externi, jez oznacujeme F ext jsou sily, kterymi na prvky soustavy ptisobi
objekty, které do ni nepatii. Napt. v HS; jsou to gravitacni sily, kterymi na Zemi a na
druzici pisobi Slunce, Mésic a planety. Které sily jsou vnitini v soustavé HSy?

Dulezité vlastnosti vnitinich sil: jejich (vektorovy) soucet je roven nule, tj plati

{1.2-118} Fint  fint 4 Fitt = 0. soudet vnitnich sil (2.122)
{ram-64}
Tento vztah plyne z toho, ze vnitini sily splnuji tfeti Newtontv pohybovy zakon — soucet dvou
sil, jez jsou ve vztahu akce a reakce, je roven nule (odstavec 2.4.3).

Izolovana hmotna soustava je soustava, na niz neptsobi vnéjsi objekty, takze vnéjsi sily
neptsobi, jsou nulové:

{1.2-119} Ft = 0. izolovana hmotna soustava (2.123)
{ram-65}

Izolované hmotné soustavy ve skutecnosti neexistuji, nebot na kazdy objekt piisobi gravitaéni
pole viech ostatnich objektt vesmiru. Casto vSak jsou vnéjsi sily ve srovnani s vnitinimi zane-

dbatelné malé. Nékdy vnéjsi sily malé nejsou, ptisobi vsak tak, ze hmotné soustava se chové jako
izolovand — uvidime to na konkrétnich prikladech. Pro pohyb izolovanych hmotnych soustav
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{1.2-121}

{obr1.2-73}

2.9. ENERGIE HMOTNYCH SOUSTAV

plati vSechny zakonitosti, jimiz se Fidi pohyb obecnjych soustav, tyto zakonitosti vsak naby-
vaji jednodussiho tvaru. Nékteré veli¢iny charakterizuji pohybovy stav soustavy, napf. energie
soustavy, hybnost soustavy atd., se v izolovanych soustaviach neméni. Tyto vysledky jsou vyslo-
vovany jako ,zédkony zachovani®.

2.9.1.2 Hmotny stied (t&ziste)

Vv

Hmotnou soustavu rozdélime na tak malé ¢asti (elementy), Ze je miZeme povazovat za hmotné
body a od¢islujeme je. Jejich hmotnosti necht jsou my,mo,...,my, celkovd hmotnost hmotné
soustavy je m = mj+ma+...+my. Zavedeme (libovolné) soustavu souradnic Oxyz a polohové
vektory hmotnych bodi hmotné soustavy oznacime 71, r3, . .. rp. Hmotny stied hmotné soustavy
je podle definice ten bod C, jehoz polohovy vektor 7¢ je dan vztahem

o = %(mlf’l + maofy + ...+ my7y,). definice hmotného stfedu (2.124)
Odsud plyne
xo = %(mlxl +maxe + ...+ mpTy),
Yo = %(mﬂ/l + may2 + ... + Mpyn), (2.125)
Zc = %(mlzl +mazo + ...+ Mmpzp).
Tyto vztahy plynou ze vztahu (2.124) tak, ze v ném vyjadiime V§echny vektory 7o, 71, ..., Th

v semikartézském tvaru ro = ot + yosj+ zok, 11 = 17+ y17+ 21k atd. a porovndme postupné
¢leny obsahujici 7, 7, k.

Informace:

1. Hmotny stfed C' ma tyto vyznacéné vlastnosti (pro které se vlastné zavadi): jeho pohyb
zéavisi jen na vnéjsich silach ptisobicich na hmotnou soustavu a s jeho uzitim lze snadno
vyjadrit: celkovou hybnost hmotné soustavy, otac¢ivy moment tihovych sil, pfipadné po-
tencialni energii hmotné soustavy v tthovém poli Zemé atd.

2. Lze dokézat (zde to nebudeme dokazovat), Ze poloha bodu C' nezavisi na volbé soustavy
soufadnic Oxyz.

3. Polohovy vektor 7 pro téleso se spojité rozloZenou hmotnosti M je definovan vzta-
hem (2.126) analogickym vztahu (2.124). Ziskame jej takto: O té€lese budeme uvazovat
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{obr1.2-74}
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Obr.

jako o souboru elementtt o hmotnostech dm, pro kazdy element vytvofime soucin rdm,
kde 7 je polohovy vektor elementu a vsechny takto vzniklé vektory seCteme a délime M.
V limité bude®:

1
o= 57 /M 7dm. (2.126)

Tohoto vztahu vsak nebudeme v dalsim uzivat.

. Hmotny stfed hmotné soustavy sestavajici z né€kolika téles o hmotnostech My, Mo, ..., M,

lze urcit takto:

(a) Najdeme hmotné stiedy C4,Cy,...,C), vSech téles;
(b) do bodt Cy,Cy,...,C, vlozime hmotné body o hmotnostech M, Ma, ..., Mpy;

(c) ur¢ime hmotny stied C’ této soustavy hmotnych bodt. Tento bod je totozny s hmot-
nym stfedem C soustavy téles.

Dikaz: Dikaz provedeme pro jednoduchost jen pro hmotnou soustavu sestavajici ze dvou
téles Tl,TQ (obr. 2.75).

Téleso T povazujeme za soubor hmotnych elementii (hmotnych bodu), které ocislujeme
1,2,... k. Podobné téleso T», jehoz elementy o¢islujeme (k + 1),(k + 2),...,n. Zave-
deme libovolnou soustavu soutadnic Ozyz a podle rovnice (2.125) a uréime z¢: ro =
m(mlxl + maoxo + ... + mpwy) — (My + Mo)ze = M - Mil(mlazl 4+ moxo + ...+
mkxk) =+ MQMi2(mk+1a:k+1 + Mpy2Tp42+ ...+ mnxn) = lecl + M21'02. Tedy

1
ro = M(Mlaﬁcl + M21'02) =uxcr, kde M = My + M.

Podobné se urdi yco, zo.

2.75: K vypoctu hmotného stfedu C' (t6zist€) hmotné soustavy sestavajici ze dvou téles
Tl a Tz.

. Hmotny stfed homogennich rota¢né symetrickych téles lezi na jejich ose soumérnosti. Da-

kaz se provede tak, Ze se zvoli souradnicova soustava Oxyz tak, aby osa Oz splyvala s osou
soumeérnosti télesa. Téleso se rozdéli na dvojice stejné hmotnych elementti soumérné polo-
zenych vzhledem k ose Oz. Ze vztahu (2.125)a, b pak plyne z¢ = 0,yc = 0. Analogicky
plati: Stfed soumeérnosti homogennich bodové soumérnych téles je jejich hmotnym stfedem.
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Obr. 2.76

KP 2.9-1

Urcete hmotny stied soustavy sestavajici se ze tfi hmotnych bodd o hmotnostech m; = 2g,
mg = 0,8 g, m3 = 1,2 g, rozmisténych podle obr. 2.76, kde a = 40 cm, b = 30 cm, ¢ = 28 cm.
Reseni:

K urceni polohy bodu C' mtizeme zavést libovolnou soustavu soufadnic Oxyz. Soutadnice x¢, Yo, z¢
vypocteme podle vztaht (2.125). V konkrétni situaci zavedeme Ozyz tak, aby vypocet byl co
nejjednodussi. V uvazovaném pripadé zavedeme soustavu Oxy napt. podle obr. 2.76. Pak

_ 1 _
XC = FiFmatms (m1z1 + moxe +m3r3) =

= 1 . . 103 %o . —
(240,8+1,2)-10-3 kg(2 01+08:04+0)-10""kg-m = 0,13m,
= . ( + + ) = = (2-0,284+0+0)-103k =0,14
(M m m = (2 . m = m.
Yo M1+ Mg + M3 191 2Y2 3Y3 110 %kg , g ,

Dopliiujici tkol: Uréete bod C tak, ze zavedeme jiny (opét vhodny) systém soutradnic.

2.9.2 Kineticka energie hmotné soustavy

Kineticka energie hmotné soustavy v urcité vztazné soustavé S je definovana na zakladé tohoto
dulezitého vysledku (ktery pozdéji dokdzeme):
Necht se hmotnd soustava pohybuje (vzhledem k S) a nechf pfitom na ni (obecné) pisobi

vnitini a vnéjsi sily. Oznacime v, s, . . . , U, vektorové funkce ¢asu udavajici rychlosti hmotnych
bod hmotné soustavy o hmotnostech my, ma, ..., my,. Vyslednici vnitinich sil pisobicich na

k-ty hmotny bod oznacime ﬁ‘i,n,g, vyslednici vnéjsich sil oznac¢ime ﬁ?}f (obr. 2.77). V nékterém
okamziku necht je hmotna soustava v uréitém pohybovém stavu 1, charakterizovaném polohami
a rychlostmi jejich hmotnych bodi (obr. 2.77). Uéinkem vnitinich a vné&jsich sil se jeji pohybovy
stav méni, takze v nékterém pozdéjsim okamziku je jeji pohybovy stav 2. Prikladem miiZe byt
napft. startujici bézec: V okamziku startu je jeho pohybovy stav 1, pak se bézec pohybuje i¢cinkem
vnéjsich sil (tihova sila, sila od povrchu Zemé na jeho chodidla, sila odporu vzduchu) a vnitinich
sil (vzéjemna pusobeni svali a kosti). Po nékolika sekundach je v jistém pohybovém stavu 2.

Oznacime Wy 1_,5 soucet praci, které vykonaly pfi pfechodu 1 — 2 vsSechny sily, tj. vnéjsi
1 vnitfni, ptsobici na hmotnou soustavu v uvazované inercialni vztazné soustavé S. Pak plati

1 1 1 1 1 1
Wy = <2m1vf + §m2v§ + ...+ 2mnv721>2 — <2m1v% + §m2v§ + ...+ 2mnv721>1 ,
(2.127)

kde symboly ()1, ()2 oznacuji hodnoty uvedenych vyrazi ve stavu 1 a 2.

5Viz téz prechod od vztahu 1.21 ke vztahu 1.22.
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HS _ Exp

O O
- o

T IR / m \

Obr. 2.77: K vypoctu zmény kinetické energie hmotné soustavy.

Na zakladé tohoto vysledku definujeme kinetickou energii F hmotné soustavy v libovolné
(inercidlni i neinercidlni) vztazné soustavé vztahem

1 1 1
Ex = imlv% + §m2v§ +...+ anvi, definice kinetické energie hmotné soustavy (2.128)

tj. jako soucet kinetickych energii jejich hmotnych bodt. Pak lze vztah (2.127), platny v inercialni
vztazné soustavé, psat ve tvaru

Ex o — Ex1 =W, 1. zékladni vztah mezi kinetickou energii a praci vSech sil (2.129)

Diikaz: Dikaz vztahu (2.127): Uvazujme o pohybu k-tého hmotného bodu hmotné soustavy
v inercidlni vztazné soustavé S (obr. 2.76). Jeho pohybova rovnice (druhy Newtontv pohybovy
zékon — rovnice 2.36) zni
mydy = ﬁfﬁct + _;1,1’1;: .
Pii pohybu hmotné soustavy ze stavu 1 do stavu 2 vykonaji sily F’f’}g a F;i,n,g, které na néj
piisobi na trajektorii ¢, celkovou praci Wy, 12, pro kterou plyne ze vztahu (2.68)

Wi = %mkvig - %mkv;l. (2.130)
NapiSeme-li tyto rovnice pro k = 1,2, ..., n, a tyto rovnice seéteme, dostaneme vztah (2.127).
Informace:
1. [Ey] = kg -m?-s72 = joule;
2. Fy zavisi jen na velikostech rychlosti v, 03, ..., U,, nezavisi na jejich sméru. V raznych

vztaznych soustavach je riizna;

3. Zména Fy o — Fy 1 zavisi jen na souctu praci, vSech vnéjsich a vnitinich sil. Nezavisi na
tvaru trajektorii hmotnych bod@ ani na rychlostech béhem pfechodu 1 — 2 v uvazované
vztazné soustave;
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4. Vztah (2.129) je zcela analogicky vztahu (2.70) platnému pro hmotny bod;

5. Pii vypoctu kinetické energie hmotné soustavy se spojité rozlozenou hmotnosti (napi. té-
lesa) na zdkladé vztahu (2.128) je nutno nahradit soucet konecného poctu ¢lent integralem

1
Ey = / p(P)v*dV,
2 )v

kde p(P)dV je hmotnost malého elementu o objemu dV obsahujiciho bod P. Tento vztah
uvadime pouze pro informaci, nebudeme jej pouzivat.

6. Poznamenejme vyslovné, ze Gvahy jsme provedli pouze pro nerelativistické rychlosti, pri
nichz hmotnosti hmotnych bodu jsou stélé. S timto omezenim je definovana napt. (2.128)
i kineticka energie Fk.

Priklady déju, pfi nichz se méni kineticka energie soustavy tc¢inkem vnéjsich nebo vnitinich
sil.

Ek,2_Ek,1: WG + W1+ Wodp (: I/Vnekonz)

Obr. 2.78: Tuhy véalec valici se po drsné naklonéné roviné.

FPXt

Ekl—
/)
Fext Ek2> 0

Eyo— By, =W™

Obr. 2.79: Sikovny experimentéator na koleckovych bruslich se uvadi do pohybu odtladovanim
od zdi.

1. Na obr. 2.78 je zndzornén tuhy valec, ktery se vali na drsné naklonéné roviné. Na valec
pfitom piisobi jednak vnitini sily (elementy vélce pusobi na sebe navzajem), jednak vnéjsi
sily: G - tihova sila (Je vnéjsi, i kdyz pisobi v celém objemu valce, nebot ji vyvolava
vnéjsi tihové pole), Fy - sila, kterou ptuisobi na valec naklonéné rovina, F, - sila odporu
vzduchu. Tyto sily vykonaji pfi pfechodu 1 — 2 prace Wg, Wy, W,,. Plati: Ex s — Fx1 =
Wa + W1 + W,, nebot vnitini sily v tuhém® télese nekonaji praci.

5Tuhé téleso ma neproménné vzdalenosti jednotlivich svych element®, tedy piftomné vnitini sily (které jej
udrzuji pohromadé) nemohou konat préci.
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2. Na obr. 2.79 je znadzornén Sikovny experimentator na koleckovych bruslich (bez tfeni),

ktery se uvadi do pohybu odtlacovanim ode zdi. Vnéjsi sily jsou: F - tihové sila, _'th -
sténa na jeho ruce, ﬁth - sila na jeho brusle (je svisld). Prace kazdé z téchto sil je nulova.
Clovek ziskava pohybovou energii jen praci vnitinich sil: Fy o — Ex1 = Wt kde Wt je

prace vnitfnich sil.

3. Na obr. 2.80 je naznacena idealizovand jizda automobilu se zanedbatelnym valivym odpo-
rem i zanedbatelnym odporem vzduchu. Vnéjsi sily C_j, ﬁf"t, ﬁf"t konaji praci nulovou —
automobil se v jistém smyslu ,,odtlacuje“ od silnice tak, jak v obr. 2.79 ¢lovék ode zdi, a to
silou F$**. Zména jeho vnitin{ energie je rovna praci jeho vnitinich sil: Ey o — By 1 = W,

O, RO,
1 TN Ey 1 Ey
ld1o ’ofoi
rrext
2 é’ Ek,Q _ Ek,l — Wmt

Obr. 2.80: Idealizovana jizda automobilu (se zanedbatelnym valivym odporem
a zanedbatelnym odporem vzduchu), ktery se pohybuje silou F§*t.

2.9.3 Potencialni energie hmotné soustavy

Potencialni energie hmotné soustavy je veli¢ina, ktera charakterizuje, podobné jako kineticka
energie, urcitym zpuasobem stav hmotné soustavy. Kineticka energie hmotné soustavy zavisi na
rychlostech jejich elementi — viz rovnice (2.128) a jeji zména zavisi na praci vsech (tj. vysled-
nici) sil ptisobicich na hmotnou soustavu — viz rovnice (2.129). Potencialni (neboli polohova,
konfiguracni) energie hmotné soustavy vsak zavisi jen na polohach elementtt hmotné soustavy —
viz napf. rovnice (2.131) a jeji zménu lze vyjadiit pomoci préace konzervativnich sil ptisobicich
na soustavu — viz rovnice (2.137).

2.9.3.1 Potencialni energie hmotné soustavy v poli vnéjsich konzervativnich sil

Pohybuje-li se hmotnéa soustava vzhledem k néjaké inercidlni vztazné soustavé, pusobi na jeji
elementy obecné sily vnéjsi a vnitini (obr. 2.76). Uvazujme konkrétné napf. o détském auticku
na péro, které jede po naklonéné roviné smérem vzhiru. Na auticko, jez povazujeme za hmotnou
soustavu, pusobi sily vnéjsi (sila tihovd, sila od podlozky, sila, kterou ptsobi vzduch) a vnitini
(jednotlivé elementy auticka véetné pruziny na sebe navzajem). Pohyb auticka zkoumame v labo-
ratorni soustave, v niz je tthové pole homogenni a ¢asové neménné. Sily tihové jsou konzervativni.
Pfejde-li hmotnd soustava (tj. auticko) ze stavu 1 (obr. 2.81) do stavu 2, vykonaji tithové sily
praci (viz rovnice (2.67))

WG71_>2 = (gm1h1 + gm2h2 + ...+ gmnhn)l — (gm1h1 + gm2h2 + ...+ gmnhn)g, (2.131)

kde hi, ho, ..., hy, jsou vysky hmotnych elementd o hmotnostech my, ms, ..., m, nad povrchem
Zemé. Na zakladé tohoto vysledku definujeme potencialni energii hmotné soustavy v tihovém
poli, kratce tihovou energii hmotné soustavy, vztahem
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{1.2-128} Eqg = gmihi + gmahg + ... + gmph,. definice tthové energie hmotné soustavy (2.132)

{ram-69}
Vztah (2.131) lze psat ve tvaru

{1.2-129} Wagi1—2 = Egi1 — Ega. vyjadfeni prace tihové sily pomoci tihové energie (2.133)

{ram-70}
Jestlize auticko po naklonéné roviné stoupé, ptsobi tihové sily proti sméru pohybu a konaji
zapornou praci, Wg 12 < 0. Tedy Eg1 < Egp2, tj. Eg roste.

{obr1.2-80} Obr. 2.81: Prace tihovych sil pii prechodu auticka ze stavu 1 do stavu 2.

Vyjadreni potencialni energie obecné hmotné soustavy v homogennim tihovém poli pomoci

MV oen

tézisté. Defini¢ni vztah (2.132) pro E¢g lze s uzitim vztahu (2.125) upravit takto:
{1.2-130} E¢ = g(mihy + mahy ...+ myhy) = gmhe, (2.134)

kde m = m1 +mgo + ... + my, je celkovd hmotnost uvazované soustavy. Fyzikalni obsah vztahu
(2.134): Potencialni energie hmotné soustavy o hmotnosti m v tihovém poli je rovna tihové

Ve

m
—0

hc

Obr. 2.82: Potencialni energie hmotné soustavy o hmotnosti m v tthovém poli je rovna

Vv

{obr1.2-81} potencialni energii hmotného bodu o hmotnosti m umisténého ve vysce tézisté C.

Informace:

1. V jiném poli nez homogennim, napf. v obecném gravitacnim poli, potencidlni energie

Vv

2. Vztahy (2.131) az (2.134) plati nezévisle na tom, zda na hmotnou soustavu sou¢asné pusobi
¢i neptisobi i jiné sily.
Zcela analogicky jako tihova energie se definuje potencidlni energie hmotné soustavy v li-
bovolném jiném vnéjsim konzervativnim silovém poli, napf. potencidlni energie hmotné
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soustavy v obecném gravitacnim poli, nebo potencialni energie soustavy elektricky nabi-
tych ¢astic v elektrostatickém poli. Napf. potencidlni energie hmotné soustavy ve (vnéjsim)
gravitacnim poli (krétce: gravitacni energie) je definovana vztahem

E;=FE;1+Eg2+...+ Eg,, definice potencidlni energie hmotné soustavy v grav. poli

{1.2-131} (2.135)
{ram-71}
kde Fs;1 je potencidlni gravitacni energie prvniho elementu hmotné soustavy atd. Pro
zménu gravitacni energie plati, analogicky vztahu (2.133), vztah
{1.2-132} Wgi1—2 = Eg1 — Eg 0, (2.136)

{1.2-133}

{ram-72}

kde Wy 1.2 je prace, kterou vykonaji sily vnéjsiho gravita¢niho pole ptisobiciho na soustavu
pfi jejim pfechodu ze stavu 1 do stavu 2.

2.9.3.2 Potencialni energie hmotné soustavy v poli vnit¥nich sil

Podobné jako vnéjsi sily mohou i vnitini sily v hmotné soustavé byt konzervativni (napf. sily
gravitacni v soustavé Zemé - Mésic, nebo sily elastické neboli pruzné, nebo sily elektrostatické),
tak nekonzervativni (napf. sily vnitiniho tfeni v latkach). Vnitini konzervativni sily maji tuto
dilezitou vlastnost: Jestlize v hmotné soustavé probéhl néjaky déj a jestlize pfitom vzajemné
polohy jejich elementt byly na konci déje stejné jako na jejich zac¢atku (fikdme, Ze konfigurace
soustavy se nezménila), pak konzervativni sily vykonaly béhem dé&je nulovou praci.
7Z této vlastnosti konzervativnich sil plyne, podobné jako dfive, ze ma hmotna soustava v poli
vnitfnich sil potencidlni energii, kratce vnitini potencialni energii Eli)nt, pro kterou plati: Prejde-
li hmotna soustava pfi néjakém déji ze stavu 1 do stavu 2, vykonaji vnitini konzervativni sily
praci Witt,  pro kterou plati
Wi, = B - B

2.9.3.3 Celkova potencialni energie hmotné soustavy

Celkova potencidlni energie hmotné soustavy £, 1 je rovna podle definice souctu vsech jejich
potencidlnich energii v poli vnéjsich i vnitinich konzervativnich sil. Napi. potencialni energie F,
auticka na obr. 2.81 je soucet jeho tihové energie E a jeho vnitini potencialni energie pruznosti,
FEelast (tj. elastické energie jeho pruziny). Piejde-li hmotna soustava pii néjakém déji ze stavu 1
do stavu 2, vykonaji vnéjsi i vnitini konzervativni sily praci Wy 1_.o danou vztahem

Wii1—2 = Ep1 — Ep2 = —AFE, . zména potencialni energie soustavy (2.137)

Napf. pti pohybu autic¢ka podle obr. 2.81 konaji (vnéjsi) tthové sily zapornou praci (a tihova
energie roste), pruzné (vnitini) sily konaji praci kladnou (a elasticka energie klesé). Soucet obou
praci mize byt kladny, zaporny nebo nulovy.

Informace: Pti Givahéch o potencidlni energii hmotné soustavy v poli vnéjsich sil Ize postupovat
takto: K télesim uvazované hmotné soustavy priclenime navic téleso, které je zdrojem vnéjsiho
silového pole. Tim dostaneme novou (8irsi) hmotnou soustavu HS', v niz se staly sily, které
v hmotné soustavé byly sily vnéjsi, silami vnitfnimi. Napt.: Pfi pohybu druzice D v gravita¢nim

Copyright © 2005, UFI FSI VUT v Brné 118



{prip2-25}

{obr1.2-82}

2.9. ENERGIE HMOTNYCH SOUSTAV

poli Zemé bud povazujeme druzici za hmotnou soustavu, kterd se pohybuje ve vnéjsSim gravitac-
nim poli Zemé, nebo povazujeme druZici a Zemi za jedinou soustavu HS'. V této nové soustave
HS' = (D + Z) jsou gravitaéni sily, kterymi na sebe navzajem pusobi druzice a Zemé, silami
vnitfnimi. Potencidlni energie této nové soustavy je pak jeji potencialni energii v poli vnitfnich
sil, kterd zavisi jen na vzajemnych polohach téles soustavy, tj. na jeji konfiguraci.

KP 2.9-2

Dvé mald télesa (hmotné body) o hmotnostech my,ms, spojend pruznym vldknem o zanedba-
telné hmotnosti, byla vyhozena vzhiiru na vodorovném povrchu Zemé (obr. 2.83). V case ¢/
méla télesa soufadnice y; a rychlosti v} (j = 1,2), (stav 1), v case t"(> t') byly soufadnice y7
a rychlosti v} (stav 2). Pfedpokladejte, ze veli¢iny mi, ma,yy,ys, v3, Y1, ¥s, V], v3, g jsou dany.
Uvazujte o této dvojici hmotnych bodu jako o soustavé (hmotné soustavé) a feste tikoly:

1. Vyjmenujte vSechny sily, které ptisobily na hmotnou soustavu béhem pohybu 1 — 2;

2. Urcete soucet praci vSech sil, které ptisobily na hmotnou soustavu;

3. Urcete praci, kterou vykonaly tihové sily;

4. Urcete soucet praci, které vykonaly ostatni sily (tj. sily od vldkna a sily odporu vzduchu).
Reseni:

1. Psobily tihové sily Gy, Ga, sily od vlékna a sily odporu vzduchu;

2. Wig =AFEx = Exs — Ex1 = %mlvi’Q + %mgvé’z - (%mlv’f + %mgvéz);

3. Wa 12 = Wions1—2 = —AE, = Eg1 — Eg 2 = g(may) + mayh) — g(mayy + mayh);

4. Wnekonz,1~>2 =Wig — Wkonz,1~>2 =Wis — WG,lHZ-
/N

Obr. 2.83: Dvé mald télesa (hmotné body) a o hmotnostech m; a mg spojend pruznym
vldknem o zanedbatelné hmotnosti vyhozena vzhiiru nad vodorovnym povrchem Zemé.

2.9.4 Elasticka energie hmotné soustavy
2.9.4.1 Elasticka energie pruzného télesa

V této ¢asti pojedndme struéné o energetickych pomeérech pii deformovani (zméné tvaru) pruz-
nych téles pisobenim jinych téles nebo silovych poli. Deformace téles je z hlediska fyzikalniho
slozity dé€j, jehoz priibéh zavisi na molekularni struktuie téles, na asovém priitbéhu ptisobicich sil
a na mnoha dalsich faktorech. Zvlastni skupinu téles tvori télesa pruznd, tj. takova télesa, ktera
se po odstranéni vnéjsich pricin deformace sama vraci do stavu velmi blizkého stavu puvodnimu.
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Idealizované téleso, které se vrati presné do ptivodniho stavu, se nazyva dokonale pruzné téleso.
Skutecné télesa se dokonale pruznému télesu pfi malych deformacich svymi vlastnostmi vétSinou
velmi blizi.

.....

N

i sila tihova) jistou praci Wi_,a (obr. 2.84). Tato prace nezavisi u dokonale pruzného télesa na
zpusobu, jakym téleso preslo ze stavu 1 do stavu 2, nybrz jen na pocateénim a koneéném stavu.
Tento vysledek plyne z definice dokonale pruzného télesa a jeho priblizna platnost pro realnéa
télesa je ovérena experimentalné.

—

Ga F jsou vngjsi sily  stav

Eelast,1 e ——— @

G
t
Eelast,Q oy
i
{obr1.2-83} Obr. 2.84: Elasticka energie pruzného télesa pri prechodu ze stavu 1 do stavu 2.

Na zékladé uvedeného vysledku definujeme potenciadlni energii pruznosti, neboli elastickou
energii télesa, Felast, takto

¢ V nedeformovaném stavu, ktery oznacime indexem 0, je Felast,0 = 0.

e V deformovaném stavu (stav 1) je Eepast1 = W, kde W, je préace, kterou vykonaly
pri deformaci vnéjsi sily pusobici na téleso za predpokladu, Ze v pocateénim i vysledném
stavu bylo téleso v klidu.

{1.2-134} (definice elastické energie télesa) (2.138)

{ram-73}

Z této definice plyne pro elastické energie Fejast, 1, Felast,2 Ve dvou stavech 1, 2 vztah

{1.2-135} Felast.2 — Felast1 = W™y, préce vngjsich sil p¥i pruzné deformaci (2.139)
{ram-74}
kde WXL, je prace, kterou vykonaji vngjsi sily piisobici na téleso pii deformovani télesa ze stavu
1 do stavu 2.
Diikaz:
t t t t t t
Eelast,Z = W()eiz = W()ei&HQ = ngl Wleiz = elast,l + WleiQ - — WleiQ = elast 2 Eela,st,l'
Préce sil, kterymi ptisobi pruzné téleso na okoli pii deformaci 1 — 2, je Wirt, = —Wt,. Tedy
{1-2_136} W1m_t>2 = elast,l - Eelast,2 = _AEelast . (2140)

V technickych zafizenich pruzna télesa (napf. pruziny) v nékterych fazich déje energii ptijimalj,
v jinych fazich ji opét vydavaji (vzduchové pistole, pruziny ventil, tlumic¢a atd.).
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Poznamenejme, Ze elastickd energie je vnitini energii soustavy. Nékdy vSak (pii obecnych
uvahach) se z vnitini energie vy¢lenuje a uvadi zvlast.

2.9.4.2 Elasticka energie idealni pruziny

Idedlni pruzina je pruzina, kterd ma zanedbatelné malou hmotnost (m = 0), kterd je dokonale @
pruznd a ktera spliiuje Hooktv zdkon (protazeni ~ pusobici sila, Al ~ F, viz odst. 1.4, obr. 2.20). @ !
Pruzné vlastnosti pruziny jsou charakterizovany veli¢inou k, kterd se nazyva tuhost pruziny

a ktera je definovana vztahem

F
{1.2-137} k= Tl definice tuhosti pruziny (2.141)
x
{ram-75}

Zde F je velikost sily ptisobici deformaci a x je jeji prodlouzeni (z > 0) nebo zkraceni (z < 0),

obr. 2.85; [k] = N/m.
m =10 %
(z<0)
-0
(x>0)
x F

Obr. 2.85: Sila F zpusobuje deformaci pruziny — jeji prodlouzeni (z > 0) nebo zkraceni
{obr1.2-84} (z <0).

SRS

Z defini¢niho vztahu Eepage = W, viz definici (2.138) a ze vztahu (1.24) plyne

1
{1.2-138} FEeoast = 5]{::1;2; elastickd energie pruziny (2.142)
{ram-76}

{pr1.2-26} KP 2.9-3
Pruzina ventilu je stlacena o 8 mm silou o velikosti 40 N. Urcete jeji tuhost a jeji elastickou
energii. Povazujte pruzinu za idedlni.
Reseni:

1. k=F/|z| =40N/(8-1073m) = 5 - 10* N /m;
2. Belast = ska? = 15.10% - (8-107%)2J = 0,16 J.
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2.9.5 Mechanicka energie hmotné soustavy
2.9.5.1 Mechanicka energie hmotné soustavy

Mechanické energie F,, hmotné soustavy v urcité vztazné soustavé je definovana vztahem

En = Fx + Ep, definice mechanické energie hmotné soustavy (2.143)

kde E¥ je jeji kineticka energie — rovnice (2.128) a E}, jeji potencialni energie — odst. 2.9.3.1.
Napr. mechanickd energie hmotné soustavy tvorené stoupajici kabinou zdviZze o hmotnosti my,
v niz na pruziné kmitd téleso 7' o hmotnosti mg, je (v laboratorni soustavé) soucet kinetic-
kych energii vSech jejich prvku, tithovych energii vsech jejich prvka a elastické energie pruziny
(obr. 2.86).

—

Fy
% @ Em,Z
Gy [F=
2 a
17' ﬁl Wn71%2
ml\ [
sl | 1) (orH
A
Z Kz
Go Gy

Obr. 2.86: Mechanické energie hmotné soustavy.

Mechanické energie hmotné soustavy je veli¢ina velmi dtilezita v technické praxi. Jeji zmény
pri ruznych déjich souviseji s praci sil, které na hmotnou soustavu ptisobi, a to podle vztahu
(2.145) ptipadné podle vztahu (2.147), ktery je zvlastnim pfipadem pfedeslého vztahu. V dalsim
oba vztahy odvodime a vysvétlime.

Uvazujme konkrétné o hmotné soustavé znézornéné na obr. 2.86, tj. o soustavé ,kabina
+ pruzina + téleso T“. Budeme pfedpokladat, ze vliv vzduchu v kabiné na pribéh déje je
zanedbatelné maly. V urcitém case je hmotna soustava ve stavu 1, pozdéji je ve stavu 2. Pfti
pfechodu hmotné soustavy ze stavu 1 do stavu 2 vykonaji vSechny sily ptisobici na soustavu
(vnéjsi i vnitini) celkovou praci Wy 1.2, pro kterou podle vztahu (2.129) plati

Ex o — Ex1 = Wyi-a2, (2.144)

kde F¥ je kineticka energie hmotné soustavy. Vyjadiime Wy 1_.o takto: Sily ptisobici na hmotnou
soustavu rozdélime na dvé skupiny:

1. konzervativni (to jsou sily tihové a elastické) a

2. vSechny jiné (sila od lana, sily odporu vedeni a vzduchu).

P1i déji 1 — 2 vykonaji konzervativni sily praci Wyonz1—2 = Ep1 — Ep 2, viz rovnice (2.137).
Soucet praci vSech jinych sil oznac¢ime Wyekonz 12 Vztah (2.144) pak lze upravit takto

Ek,2 - Ek,l = WV,1~>2 = Wkonz,1—>2 + Wnekonz,1—>2 = Ep,l - Ep,2 + Wnekonz,1—>2-
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Odtud plyne tpravou
(Ek,2 + Ep,2) - (Ek,l - Ep,l) = Wnekonz,1—>27
tj.

Em2 — Em1 = Whekonz,1—2. nejdilezitéjsi vztah pro Ep, (2.145)

Pripomenime: F, je mechanicka energie hmotné soustavy. V piipadé hmotné soustavy na obr. 2.85
je B = Ex + Eg + Eelast. Veli¢ina Wyekonz,1—2 je prace jinych sil nez konzervativnich. V pfi-
padé hmotné soustavy na obr. 2.86 je to soucet praci sily ﬁl, kterou piisobi lano na kabinu
a (zdpornd) prace, kterou vykonaji sily odporu. V technické praxi je Wiekonz VEtSinou préce sil,
kterymi ptsobi na uvazovanou hmotnou soustavu ostatni télesa, s nimiz je hmotna soustava

vvvvvv

napsat i ve tvaru
AEy + AE, = AEy = Whekonz, 1—2- (2.146)

KP 2.9.5-1

Na idedlni nezatiZenou pruzinu (m = 0, F' = k|z|) zavésime téleso o hmotnosti m (obr. 2.87).
Nejprve je pridrzime a poté pustime s nulovou pocatecni rychlosti, takze téleso za¢ne kmitat.
Puvodni stav soustavy ozna¢ime 1. Po uréitém case (po nékolika kmitech) se soustava dostane
do stavu 2 naznaceného na obr. 2.87b, v némz métfenim zjistime, ze téleso mé rychlost v. Urcete:

1. Mechanickou energii soustavy ve stavu 1 a 2;

2. Praci W,, kterou vykonaly sily odporu vzduchu.

F

@ ®

m 2
f

v

Obr. 2.87: Priklad KP 2.9.5-1.

ol

Reseni:
1. a) Emi1=FEx1+ Egi+ Eelastg = 0+ mgh + 0,
b) Emg2 = %va +mg(hy — d) + %k‘dz;
2. Wo = Whekonz = Em2 — Em1 = ... (< 0). Pozn.: Kromé sily odporu vzduchu ptisobi na

soustavu sila F' v misté uchyceni. Jeji ptisobisté je v klidu, jeji prace je tedy nulova. Proto
plati Whekonz = Wo + Wr = W,
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2.9.5.2 Zakon zachovani mechanické energie

Pfi mnoha déjich probihajicich v hmotné soustavé je veli¢ina Wyekonz,1—2 v rovnici (2.145) velmi
mald, témér nulova. Zejména v izolovanych soustavach, v nichz je navic zanedbatelné malé
vnitini tfeni, je Whekonz,1—2 = 0, takze vztah (2.145) nabude tvar

E., = konst., zakon zachovani mechanické energie,

{12143} By + B, = konst.  (je-li Waekons 12 = 0)

(2.147)
{ram-79}
Kazdy z téchto vztaht vyjadiuje zdkon zachovani mechanické energie.
Diskuse: V odst. 2.9.1 jsme uvedli, ze izolovana soustava neexistuje. Kdy tedy plati zadkon

zachovani, vyjadieny vztahy (2.147)7 Plati vzdy, kdyz ve vztahu (2.145) plati Whekonz,1—2 = 0,
tj. tehdy, kdyz:

1. Nekonzervativni sily piisobici na hmotnou soustavu jsou tak malé, Ze jejich prace Whekonz,1—2
je ve vztahu (2.145) téméf rovna nule. P¥iklady: hmotné soustava zndzornéna na obr. 2.83
v pripadé, Ze sily odporu a vnitiniho tfeni jsou zanedbatelné. Nebo: srazka dvou dokonale
pruznych mici nebo pruzna srazka dvou molekul plynu.

2. Nekonzervativni sily jsou zanedbatelné malé, konaji vsak nulovou praci. Priklady:

a) Vozik na toboganu za predpokladu, Ze sily tfeni jsou zanedbatelné malé (obr. 2.88a).
Sila ﬁn (od kolejnic) je kolma na smér pohybu, kond tedy nulovou praci. Plati rov-
nice (2.147);

b) hmotna soustava sestavajici z idealni pruziny a télesa, které na ni kmité (obr. 2.88b).
Na soustavu pusobi v bodé A pruziny sila ﬁn(# 6), kterou vyvozuje zavés. Bod A je
v klidu, sfla F, kona nulovou praci, plati rovnice (2.147);

c) Zcela analogicka je situace u matematického kyvadla na obr. 2.88c;

d) Dveé kulicky spojené idealni pruzinou se pohybuji po dokonale hladké naklonéné roviné
(obr. 2.88d). Sily F, od podlozky jsou kolmé na smér pohybu kulicek, jejich prace je
nulové, plati rovnice (2.147).

Fy

" A
F, o
v k . F,

FIl
m
/.

a) b) c) d)

Obr. 2.88: Priklady, kdy plati zdkony zachovani mechanické energie (nekonzervativni sila F,
kona nulovou préci). Vozik na toboganu (a), téleso na idedlni pruziné (b), matematické kyvadlo
{obr1.2-g7} (c) a hmotné body spojené pruzinou pohybujici se po dokonale hladké naklonéné roviné (d).

{priu2-28} KP 2.9.5-2
Na idealni nedeformovanou pruzinu o tuhosti £ = 50 N/m upevnénou v bodé A podle obr. 2.88b,
zavésime téleso o hmotnosti m = 0,4 kg a pustime je s nulovou pocatecni rychlosti, takze zac¢ne
volné kmitat. Odpor vzduchu je zanedbatelny; g = 10m - s~2. UvaZujte o soustavé ,pruzina +
téleso“ a vyreste ukoly:
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1. Rozhodnéte a zdtvodnéte, které z veli¢in Ey,, Eq, Fy, Feast S€ méni a které nikoliv;
2. Urcete nejvétsi protazeni pruziny;
3. Rychlost télesa v okamziku, kdy je pruzina protazena o 10 cm.

Reseni:

1. Vyjdeme ze vztahu (2.145), v némz Wiyekon, je soucet praci sily F, (obr. 2.88b) a nulové
sily odporu vzduchu. Je tedy Wyekon, = 0, takze E, = konst. Veli¢iny Ey, Eq, Felast S€
méni.

2. Oznaéime h (proménnou) vysku télesa nad zemskym povrchem. Stav, v némz je téleso
v nejnizsim bodé, oznacime 2. Pak Alp.x = h1 — he. Plati:

a) v nejvyssim bodé En 1 = Ex1 + Eg1 + Felastg = 0+ mghy +0
b) v nejnizim bodé Ey 2 = 0 = mghs + $k(hy — ha)?
1 2
Eni1 = Eyn2 — mghy = mghs + ik(hl —h9)® —
1) hy = hg - trivialni
2) Alpax = h1 —hy = 224 = ... = 0,16 m.

3. Oznacime indexem 3 stav v némz je pruzina protazena o Al = 10 cm. Pak Fy, 1 = Ep3 =
mgh1 = mghs + 1mv2 + Ik(hi — h3)% b — hg = Al = v = Al(2g — EAl) = v3 =
...=+/0,75=0,87m s

Pokyn: Reste priklady KP 2.6-21, KP 1.4-9, KP 1.4-22, KP 1.4-23 v textu Vybrané kapitoly
z fyziky; KP 2.6-22 az KP 2.6-24.

2.9.6 Kineticka energie tuhych téles
TuhychTeles}

Tuhym télesem (nebo ,dokonale tuhym* télesem) se nazyva takové téleso, v némz jsou vzajemné
vzdalenosti jeho elementii stalé. Tuhé téleso je abstrakce, model realnych téles, jez se pti ptisobeni
sil vzdy deformuji, v nichZ jsou molekuly v neustalém pohybu atd. VySetfime vlastnosti kinetické
energie tuhych téles pfi rotacnim a pii obecném pohybu.

2.9.6.1 Kineticka energie rotujiciho télesa. Moment setrvacnosti

Dokézeme toto tvrzeni: Kinetickou energii tuhého télesa, rotujiciho tihlovou rychlosti & kolem
osy p pevné v soustavé S (inercidlni nebo neinercidlni) (obr. 2.89), lze v této soustavé vyjadrit
ve tvaru

1
{1.2-144} Ey = ilwg. kinetickd energie rotujiciho télesa (2.148)

{ram-80}
Zde I je veli¢ina nazvand ,moment setrvacnosti télesa vzhledem k pfimce p*, definovana takto:

Rozdélime téleso na tak malé elementy, Zze je mizeme povazovat za hmotné body a ocislujeme
je. Hmotnost j-tého elementu oznacime m;, jeho vzdalenost od pfimky p oznacime r;. Pak

Copyright © 2005, UFI FSI VUT v Brné 125


HRW - Fyzika
HRW 11.6, str. 273



{1.2-145}

{ram-81}

{obr1.2-88}

{1.2-146}

{pr1.2-29}

{1.2-147}

2.9. ENERGIE HMOTNYCH SOUSTAV

IT=mir? tmari + ...+ murl = Z mjr?- . definice momentu setrvacnosi (2.149)

Obr. 2.89: K vypoctu kinetické energie rotujiciho télesa.

Diikaz: Do vztahu (2.128) pro Ey dosadime vjz = ¥; -0, =| & x 7 [>= (rjw)? (obr. 2.89)
a dostaneme

1 1 1 )

1
Ey = §m1(r1w)2 + §M2(T2w)2 + ...+ imn(rnw) = §W2(m17"% + m27“§ +..ot mnri)'

Zavedeme-li I definiénim vztahem (2.149), dostaneme vztah (2.148).

Informace:

1. Vztahem (2.149) je definovan i moment setrvac¢nosti libovolné soustavy hmotnych bodi,
nejen télesa. PTi konkrétnim vypoctu I pro téleso se spojité rozlozenou hmotnosti na
zakladé definice (2.149) je nutno nahradit soucet koneéného poctu ¢lenti integralem

I= / r2(P)p(P)dV, (2.150)
1%
kde p(P) je hustota télesa v elementu o objemu dV v bodé P ve vzdalenosti r od pfimky
p. Jednotka [I] = kg - m?.
KP 2.9.5-3

Urcete moment setrvacnosti vzhledem k ose Oy soustavy hmotnych bodd naznacené
v obr. 2.76.

Reseni:
I = mlr% +m2r% + mgr% =my(a—0b)?+moa®+m30? =2-103kg-0,12m? +0,8-10 3 kg -
0,4°m? = 1,48 -10~*kg - m?.

2. Moment setrvacnosti I vzhledem k libovolné piimce télesa sestavajiciho z nékolika casti
o momentech setrva¢nosti I, Io, ..., I, (vzhledem k téZe pfimce) je dén vztahem

Diikaz: Soucet na pravé strané defini¢niho vztahu (2.149) rozdélime na n souétt vztazenych
k jednotlivym télesiim a dostaneme p¥imo vztah (2.151).
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3. Steinerova véta

Moment setrvacnosti I, libovolného télesa vzhledem k piimce p (obr. 2.90) a jeho moment
setrvacnosti I, vzhledem k pfimce o jdouci hmotnym stfedem C' rovnobézné s p jsou vazany

vztahem
{1.2-148} I, = I, +md? Steinerova véta (2.152)
{ram-82}

kde m je hmotnost télesa a d je vzdalenost pfimek p a o.
Uziti: Vypocet I, integralem (2.150) je mnohdy obtizny, vypocet I, je vétsinou snadnéjsi,
nadto je I, pro fadu téles jednoduchych tvart tabelovano. Napr. pro kotouc¢ na obr. 2.90
je I, = mr?/2. Vztah (2.152) Ize dokézat s uzitim definiéniho vztahu (2.149) a jednoduché
geometrické ivahy.

{obr1.2-89} Obr. 2.90: Priklad KP 2.9.5-3.

{pr1.2-30} KP 2.9.5-4
Kotou¢ na obr. 2.90 mé parametry m = 6 kg, » = 30 cm. Urcete:

1. I,
2. I, prod=20cm.
Resent:
1. I, = 3mr? = 1 6kg - 0,32 m? = 0,27kg - m?

2. I, =1, + md* = (0,27 + 6 - 0,2%) kg - m? = 0,51 kg - m?.

{pr1.2-31} KP 2.9.5-5
Kotou¢ zadany v KP 2.9.5-4 (piedesly piiklad) se ot4¢i thlovou rychlosti w = 457! kolem

1. prfimky o,
2. primky p.
Urcete v obou ptipadech jeho kinetickou energii.

Resent:
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1. By = 3I,w? = 0,27kg - m?4%s72 = 2,16 J;

N—= NI

2. Bl =1I,w? = 10,51kg - m?4?s72 = 4,08J.

2.9.6.2 Kineticka energie hmotné soustavy p¥i obecném pohybu s uzitim tézistové
soustavy

Kinetickou energii Ey libovolné hmotné soustavy v libovolné inercidlni vztazné soustavé S
(obr. 2.91) lze vyjadrit takto: Oznaéime m jeji hmotnost a v rychlost jejiho hmotného stfedu
C. Zavedeme vztaznou soustavu S¢ s pocatkem v C, ktera kond v S transla¢ni pohyb. Nazveme
ji ,tézistova soustava“. Oznacime F ¢ kinetickou energii hmotné soustavy v soustavé Sc. Pak
plati

1
Ey = imvé + Ek,C = Ek,trans + Ek,C‘ (2153)
Velicina 1
Ek,trans = 577“)% (2154)

se nazyva energie translaéniho (postupného) pohybu hmotné soustavy ve vztazné soustavé S.
Udavéa kinetickou energii, kterou by hmotna soustava méla, kdyby vykonavala ve vztazné sou-
na volbé vztazné soustavy S nezavisi, udava tedy kinetickou energii vnitiniho pohybu hmotné
soustavy. Vztah (2.154) nebudeme dokazovat.

Obr. 2.91: Kinetické energie hmotné soustavy urcovana ve vztazné soustavé S je dana jeji
celkovou hmotnosti m a rychlosti jejtho hmotného stiedu v (vzhledem k soustavé S).

Vv

v Sc pevné, téleso tedy kond v S¢ ota¢ivy pohyb kolem pevného bodu C. Lze dokazat (zde to
nebudeme dokazovat), ze rychlosti elementt tuhého télesa v S¢ jsou v kazdém okamziku takové,
jako kdyby se téleso pravé otacelo kolem jisté (s ¢asem proménné) pfimky o jdouci bodem C
(obr. 2.92). Je tedy Ex ¢ energii rota¢niho pohybu, tj. Ex ¢ = Ekyot. Oznacime-li moment
setrvacnosti télesa vzhledem k o symbolem [, a symbolem w jeho okamzitou tthlovou rychlost,
pak kinetickou energii tuhého télesa, kterd kona v S zcela obecny pohyb, lze vyjadrit ve tvaru

1 1
e = B trans - Lk ror — 5mv% + 510 w?.  kinetické energie tuhého télesa (2.155)

Tedy: Kinetickd energie tuhého télesa konajiciho obecny pohyb je rovna souctu kinetickych
energii transla¢niho a rotacniho pohybu.
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Mechanicka energie tuhého télesa pohybujiciho se v homogennim zemském tihovém poli je
dana vztahem

FE, = %mv% + %IOWQ + mghc,

kde vyznam symbolu je zfejmy.
KP 2.9.5-6

Po klidné vodorovné podloZce se vali plny valec o poloméru R a o hmotnosti m rychlosti 7.
Urcete jeho kinetickou energii.

Reseni:

Neni-li v zadéni uvedeno vyslovné, ve které vztazné soustavé se ma energie urcit, povazujeme

vétsinou za samoziejmé, ze jde o laboratorni soustavu, tj. zde o soustavu spojenou s podlozkou.

Uvedeme dva zplisoby vypoctu.

Obr. 2.93: Priklad KP 2.9.5-6.

1. Zavedeme opét soustavu S¢ - viz obr. 2.93. V ni se valec otaci kolem své osy soumeérnosti
o thlovou rychlosti w = v/R ve sméru otac¢eni hodinovych rucicek. Uzijeme vztah (2.155)
a dostaneme
1 1 1 1/1 vy2 3
Ek = 5771’1]% + §Iow2 = 577’“]2 + 5 (2mR2> (E) = va2. (2156)
2. Valivy pohyb vélce lze v kazdém okamziku interpretovat jako jeho otaceni kolem osy dané
primkou dotyku p, a to thlovou rychlosti w’ = v /R = v/R(= w). Kinetickd energie valce

je tedy
1
Ek = 5 pw27

kde I, je moment setrvacnosti vélce vzhledem k ose p. Ze Steinerovy véty (2.152) plyne
1 3
I,=I,+mR*= 5mR2 +mR? = imR2.

Dosadime-li do predeslého vztahu, dojdeme k vysledku

13 3
=3 §mR2 2 = S,

Ek = prw2 1
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ktery je shodny s (2.156).

2.9.7 Zakon zachovani energie

P1i dosavadnich tivahach o energii hmotnych soustav jsme uvazovali jen o jejich mechanické
energii. Hmotné soustavy vSak maji i jiné formy energie. Piiklady: Atomy a molekuly ve vSech
latkach konaji neusporadany (tepelny) pohyb a v rtznych vzdjemnych vzdélenostech na sebe
plsobi pritazlivymi nebo odpudivymi silami. V dtsledku toho maji latky tzv. vnitini energii,
kterou obvykle znac¢ime U. Dale: V atomech a molekulach jsou v interakci atomova jadra s elek-
trony elektronového obalu. V dtsledku tohoto vzajemného piisobeni maji latky energii, ktera se
méni napf. pfi chemickych reakcich (avsak i pfi jingch dé&jich — napf. pfi ozafovani), proto se
nazyva energie chemické vazby, kratce energie chemické. Dale: Soustava ¢astic tvoricich atomové
jaddro — proton a neutrony — m4 energii, kterd se nazyvéa energie jadernd Ej,q. Zmagnetovany
kus oceli méa energii magnetickou, nabity elektricky kondenzator mé energii elektrickou. Celkova
energie hmotné soustavy je definovana jako soucet vsech jejich energii:

E=FEc+Ey+ U+ Epem + ... - (2.157)

Pfi déjich probihajicich v hmotnych soustavich se (obecné) méni jak jednotlivé formy (neboli
druhy) energie, tak i celkova energie soustavy.

Z mnoha experimentt konanych s nejriznéjsimi soustavami v makroskopickém i atomarnim
métitku vyplyva, Ze energie hmotné soustavy, kterd neni v interakci s okolim, tj. kterd je izo-
lovana, se neméni. Celkova energie izolované soustavy ztustava stald pti vSech dé&jich, které v ni
probihaji. Plati:

E = konst. zakon zachovani energie (2.158)

ez

konii, ma obecnou platnost.
Pfechézi-li izolovana soustava z jednoho stavu (1) do druhého (2), plyne z rovnice (2.158),
ze plati £y = Es, tj Eo — E7 = 0, neboli

AE=0, tj. AE +AE,+AU+...=0. (2.159)

Pri konkrétnich déjich se mohou nékteré z energii zmensovat, jiné zvétsovat a nékteré se
nemusi ménit vitbec (malokdy se méni nap¥. Fj,q). Vime-li pfi zkoumani urcitého déje piedem,
ze ur¢ity druh energie se pfi ném neméni, pak ve vztazich (2.159), (2.158) ptislusny ¢len obvykle
viibec nevypisujeme. Méni-li se napt. jen mechanickd energie hmotné soustavy, prejde vztah
(2.158) na vztah (2.147).

Zakon vyjadreny vztahem (2.158) se v literatufe ¢asto nazyva také ,zdkon zachovéani a pre-
mény energie®.

Reste piiklady KP 1.4-9, KP 1.4-22, KP 1.4-23 v textu Vybrané kapitoly z fyziky; KP 2.6-21
az KP 2.6-27.
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2.10. POHYBOVE ROVNICE SOUSTAVY CASTIC

2.10 Pohybové rovnice soustavy castic

Nejprve jsou zavedeny veliciny, které charakterizuji pohybovy stav hmotné soustavy
jako celku: celkova hybnost hmotné soustavy P (charakterizuje pohybovy stav hmotné
soustavy z hlediska postupné slozky jejiho pohybu). Prvni (resp. druhd) pohybova
rovnice” pro hmotnou soustavu vyjadiuje souvislost ¢asové zmény hybnosti (resp. mo-
mentu hybnosti) hmotné soustavy se silami (resp. s momenty sil), které na hmotnou
soustavu pusobi. Prvni a druhd impulsové véta vyslovuje tvrzeni o zménach uvedenych
velic¢in v ¢asovém intervalu konecné délky. V zavéru je vySetfena pohybova rovnice pro
téleso, které kona otacivy pohyb kolem pevné osy.

Cil: I) Umét pouzit vztahy a zdkony uvedené v rameécich, vysvétlit pojmy, veli¢iny

a vysledky v tomto textu;

IT) Vyslovit a vylozit prvni pohybovou rovnici a prvni impulsovou vétu pro hmot-
nou soustavu, vysvétlit jejich souvislost a vylozit analogii s pohybovou rovnici
a impulsovou v€tou pro hmotny bod. Vyslovit zdkon zachovani hybnosti, vy-
lozit podminky jeho platnosti;

III) Vysvétlit zakonitosti, jimiz se idi pohyb hmotného stfedu soustavy;

IV) Vysvétlit a vylozit druhou pohybovou rovnici a druhou impulsovou vétu pro
hmotnou soustavu, vysvétlit jejich souvislost. Vysvétlit analogii a rozdil mezi
prvni a druhou pohybovou rovnici. Vyslovit zdkon zachovani momentu hyb-
nosti, vylozit podminky jeho platnosti;

V) Vysvétlit zédkonitosti rota¢niho pohybu tuhého télesa kolem pevné osy. Vy-
svétlit formalni analogie mezi pohybovou rovnici rotujiciho télesa a pohybovou
rovnici hmotného bodu;

VI) Resit samostatné ptiklady fesené v tomto textu a piiklady KP 1.4-3, KP 1.4-4,
KP 1.6-1, KP 1.6-2 v textu Vybrané kapitoly z fyziky; KP 2.6-28 az KP 2.6-38.

2.10.1 Prvni pohybova rovnice a prvni impulsova véta pro hmotné soustavy

Uvedena rovnice a véta vyslovuji tvrzeni o souvislosti hybnosti hmotnych soustav se silami, které
na soustavu pusobi. Dale v textu uvedené rovnice (2.161) resp. (2.162) jsou formalné shodné
s pohybovou rovnici (2.38) pro hmotny bod resp. s rovnici (2.59) vyslovujici impulsovou vétu
pro hmotny bod. Prvni pohybova rovnice i prvni impulsova véta jsou dusledkem pohybovych
rovnic pro hmotny bod.

2.10.1.1 Definice celkové hybnosti hmotné soustavy
P

Celkova hybnost P hmotné soustavy je dalsi z veli¢in, které charakterizuji jeji pohybovy
stav. Zakonitosti, jez celkova hybnost hmotné soustavy spliiuje, umozni ziskat uzite¢né informace
o pohybu hmotné soustavy jako celku, aniz bychom detailné zkoumali pohyb jejich jednotlivych
casti.

Celkova hybnost hmotné soustavy v urcité vztazné soustavé S je vektorova veli¢ina P defi-
novana vztahem

"V nékteré literatufe byva obsah téchto vét pojmenovavéan jako I., respektive II. impulsova véta, které jsou v
tomto textu vyhrazeny k pojmenovani mirné odlisnych tvrzeni — viz nize.
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2.10. POHYBOVE ROVNICE SOUSTAVY CASTIC

P — ~ \HS
mo \ o
[ p \ p i >p 2
\ = mg | u D3
\ p3/ my / D4
AN = °
~ \p4_ -

Obr. 2.94: Celkova hybnost P hmotné soustavy HS je ddna vektorovym souc¢tem hybnosti

{obr1.2-93} jednotlivych jejich element.
{1.2-156} P=p1+ps+...+ P, definice celkové hybnosti hmotné soustavy (2.160)
{ram-86}
kde p1,pa, . - ., Pn jsou hybnosti jejich elementid tak malych, Ze je lze povazovat za hmotné body

Vv

soustavy jsou vSechny vektorové veli¢iny ve vztahu (2.160) obecné funkcemi ¢asu.

{pr1.2-33} KP 2.10-1 —
Urcete celkovou hybnost P soustavy sestavajici ze dvou téles T1,T> o hmotnostech mi, mo =
2m1, pohybujicich se podle obr. 2.95a. Urcete velikost a smér této hybnosti.

Uy
[ m p1
T v
Uy
my l P N\yp2 —u1
vy
T
a) b)
{obr1.2-94} Obr. 2.95: Piiklad KP 2.10-1.

Reseni:
a) ]3 :?; ﬁ = ﬁl —i—ﬁg, viz obr. 2.95b. Pfitom ’172‘ = ‘171’, P2 = Moy = 2m1v2 = 2m11}1 = 2p1.
b) P=ta=%P =i+ =i+ @2 =5 p =5 mu; a = arctanZl =
arctan% = 27°.

Pozn.: Hybnost jsme urdili v laboratorni soustavé. Urcete hybnost téze hmotné soustavy ve
vztazné soustavé S’ spojené s télesem T; (v soustavé S’ je 0 = 0, vy = vy — U1, obr. 2.95).

2.10.1.2 Prvni pohybova rovnice a prvni impulsova véta pro hmotné soustavy

Prvni pohybova rovnice pro hmotnou soustavu a prvni impulsova véta pro hmotnou soustavu

vvvvvv

druhého Newtonova pohybového zakona a véty o impulsu sily pro hmotny bod, viz rovnice (2.38),
(2.59).
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{1.2-157}

{ram-87}

{obr1.2-95}

{1.2-158}

{ram-88}

2.10. POHYBOVE ROVNICE SOUSTAVY CASTIC

Prvni pohybova rovnice pro hmotnou soustavu zni: Nechf se hmotné soustava pohybuje
v inercidlni vztazné soustavé S ¢inkem vnéjsich sil (F°*') a vnitinich sil (F™'), obr. 2.96. Jeji
hybnost P(t) se pfitom (obecné) méni tak, ze plati

dP(t o LA =
di) =P(t) = Z F&' = F* prvni pohybova rovnice pro hmotné soustavy  (2.161)
k=1

Slovy: Derivace vektoru celkové hybnosti P hmotné soustavy podle ¢asu je rovna souctu vnqsmh
sil (tj. vyslednici F¢ et vnéjsich sil), které na ni pisobi. To znadi, ze vnitini sily nemaji na P vliv.

stav @; t1 ,]51 stav ; € ,]32

Obr. 2.96: Prvky hmotné soustavy HS se pohybuji v inercialni vztazné soustavé S ti¢inkem
vnéjsich (F°) a vnitinich sil (F).

Diikaz: NapiSeme pohybové rovnice (viz rovnice (2.38)) vSech elementtt hmotné soustavy ve
vztazné soustaveé S, kterd je podle predpokladu inercidlni, a secteme je. Dostaneme

d_, n N n
dt Fext 1nt k‘_ 1 2 n; — dl Z ke ’
k=1 k=1
pfi¢emz jsme uzili toho, Ze soucet vnitinich sil, které splnuji tfeti Newtontav pohybovy zakon (viz
strana 60), je roven nule. UZijeme-li v poslednim vztahu vztah, ktery dostaneme derivovanim
rovnice (2.160) podle ¢asu, dostaneme vztah (2.161). Srovnejte tuto rovnici s (2.38).

Prvni impulsovou vétu, rovnice (2.162), dostaneme takto: Necht uvazovana hmotna soustava
naznacend na obr. 2.96 mé v Case t; hybnost P1 a v pozdéjsim case to hybnost P2 V prubéhu
déje 1 — 2 se v malém c¢asovém intervalu délky d¢ zmeéni vektor P o diferenciél dP, pro ktery ze
vztahu (2.161) plyne dP = Fextdt, kde F&* je vyslednice vngjsich sil. Se¢teme-li viechny tyto
zmény v celém ¢asovém intervalu (¢, t2), tj. integrujeme-li obé strany rovnice (2.161) podle ¢asu
v intervalu (t1,t2), dostaneme vztah

— — t2 —
P,— P = / F®™'dt. prvni impulsova véta pro hmotné soustavy (2.162)
t1

Vektor dany integralem na pravé strané je impuls vnéjsich sil v ¢asovém intervalu (1, ta), srov-
nejte rovnice (2.56) a (2.59). Impuls sily se znaci I.

Vztahy (2.161), (2.162) jsou sice formalné shodné se vztahy (2.38), (2.59) platnymi pro
hmotny bod, maji vSak obecnéjsi fyzikalni obsah. Poznamenejme, ze vztahy (2.161), (2.162)
jsou teoreticky ziskané z vysledki plynoucich z Newtonovych pohybovych zékont.
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{pr1.2-34}

{obr1.2-96}

{1.2-159}
{ram-89}

2.10. POHYBOVE ROVNICE SOUSTAVY CASTIC

KP 2.10-2

Vystfeleny délostrelecky granat o hmotnosti m explodoval v ¢ase t1, kdy mél hybnost P,. Uréete
celkovou hybnost vSech stiepin a produktti exploze v pozdéjsim case to. Predpokladejte, Zze odpor
vzduchu byl zanedbatelny a ze zadna ¢ast granatu jesté nedopadla na zem (obr. 2.97).

<:> }% o ‘\(:>
( m ° o P,
m
¥ R
ty N\ B/
~ __ o ﬁ2

o

mg (t2 — t1)

Obr. 2.97: Priklad KP 2.10-2.

Resent:
Grandt i s nalozi povazujeme za hmotnou soustavu. Pfi pohybu v ¢asovém intervalu (t1,%2) na
ni plisobily vnitini sily a z vnéjsich sil, podle pfedpokladu, pouze sily tihové, jejichz vyslednice
byla G = mg. Z prvni impulsové véty (2.162) dostaneme (obr. 2.97):

2

ﬁ2:ﬁ1+ édt:ﬁ1+m§(t2—t1).
t1

2.10.1.3 Zakon zachovani hybnosti hmotné soustavy

Je-li soucet vnéjsich sil pusobicich na hmotnou soustavu roven nule, plyne ze vztahu (2.161), ze
plati dP/dt = 0, neboli Ze je

P = konst., tj. p1+pa+...+p, = konst., zdkon zachovani celkové hybnosti hmotné soustavy
(2.163)

kde pi, pa, - .., Pn jsou hybnosti jejich elementti. Celkova hybnost takové soustavy je tedy stala.

Hybnosti jednotlivych elementti se mohou ménit, jejich (vektorovy) soucet je vSak konstantni.

Vztah (2.163) vyjadiuje zékon zachovani hybnosti. Je-li zejména na poc¢atku pohybu P= 0, je

Pk = 0 v kazdém dalsim okamziku. Tento zdkon plati napt. pro izolované soustavy, plati vSak

i pro soustavy, které izolované nejsou a na které ptisobi i vnéjsi sily, jejichz soucet je vsak nulovy.
Priklady uziti zdkona zachovani hybnosti

a) Na obr. 2.98a je ¢lovék v lodce na klidné vodé. Pvodné byla soustava ,¢lovék + lodka“
v klidu, poté zacal ¢lovek kracet doprava. Odpor vody byl zanedbatelny Na soustavu
pusobily tyto vnéjsi sily: celkova tihova sila G a vztlakova sila vody, F = -G. Jejich
vyslednice byla trvale rovna nule, Ff"t =G+ F =0. Ze vztahu (2.161) plyne, ze hybnost
soustavy je konstantni — nulové, nebotf byla nulova v ptivodnim stavu. Lodka se tedy
zacne pohybovat doleva tak, aby pro jeji hybnost po platilo po = —pi, kde p} je hybnost
¢loveka (v laboratorni soustaveé).

b) Na obr. 2.98b jsou dvé télesa tésné pred srazkou (stav 1) a tésné po ni (stav 2). Byl-li
impuls vnéjsich sil pfi srédzce zanedbatelné maly, pak hybnost soustavy zistala konstantni
nezavisle na tom, zda srazka byla pruzna nebo nepruzna. Mechanicka energie soustavy se
ovsem mohla zménit.
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{obr1.2-97}

{1.2-160}

{obr1.2-98}

2.10. POHYBOVE ROVNICE SOUSTAVY CASTIC

gall

N
.
©
©

S I — ﬁ1J ﬁLQ
. — B
G - .
@ - D21 P2,2
— p172 —
2,2 Py P12
—=— U S —
_ -/ — — ;:SF:::igl :;;ZEPZQ
S - 2B Fit B
Py=P1, p1o=—p22 Py = P4 1
a) b) c)

Obr. 2.98: Priklady uziti zékona zachovani hybnosti: ¢lovék v lodce (a), srazka dvou téles (b)
a rotujici setrva¢nik (c).

c) Na obr. 2.98c je rotujici soumérny setrvacnik s volnou osou, na ktery pisobi pouze dvé
vnéjsi sily: Fy a Fp = —F}. Jezto soucet vnéjsich sil je roven nule, hybnost setrva¢niku se
nemeéni, i kdyz se jeho rotacni pohyb a jeho kinetickd energie méni.

2.10.1.4 Souvislost zmén hybnosti hmotné soustavy s pohybem jejiho hmotného
stredu

Ve

Vv

Vv ew

Vv

vztazné soustavé (obr. 2.99) a je-li P jeji celkova hybnost, pak plati

P = migc. (2.164)
Skutecné je: P = mqv +motiy + ... - m, T, = mldd—il —i—mg% + ... —i—mn% = %(mlf’l +
Moy + ...+ mpiy) = %(mfg) = muc. Pritom jsme uzili vztahu (2.124). Vysledek (2.164)
lze vyjadiit slovy takto: Hybnost hmotné soustavy o hmotnosti m je stejnd jako hybnost
hmotného bodu o hmotnosti m pohybujiciho se rychlosti hmotného stiedu.

soustava

_

m=mi+ 77—15—0— e M0y,

Obr. 2.99
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{obr1.2-99}

{1.2-161}

2.10. POHYBOVE ROVNICE SOUSTAVY CASTIC

b) Véta o pohybu hmotného stiedu

Tato zajimava a uzitecna véta zni: Hmotny stied hmotné soustavy o hmotnosti m, ve které
pusobi vnitini a vnéjsi sily (tyto pak o vyslednici ﬁth), se pohybuje v inercialni soustaveé
stejné jako hmotny bod o hmotnosti m, na ktery pusobi sila Fé"t (obr. 2.100). Vnitini sily
nemaji na pohyb hmotného stredu vliv.

hmotna soustava

hmotny bod

m=mi+ mo+ ... +my

Obr. 2.100

Tato véta vyplyva ze vztahu (2.165), ktery odvodime: Pro celkovou hybnost P soustavy
plati vztah (2.164). Jeho derivovanim podle ¢asu dostaneme
dve

mic) = m—— = mdc,

T AT

kde dc je zrychleni hmotného stfedu. Dosadime-li sem za d]3/ dt velicinu ﬁf"t ze vztahu
(2.161) platného v libovolné inercidlni soustavé, dostaneme

F* — mdc. zrychleni hmotného stiedu (2.165)

{ram-90}

bovaRovnice}

Vztah F, = ma je vsak pohybova rovnice hmotného bodu o hmotnosti m, na ktery ptsobi
sily o vyslednici F,. Ze vztahu (2.165) plyne, ze hmotny stfed ma stejné zrychleni jako zminény
hmotny bod. Maji-li hmotny bod a hmotny stied stejné pocate¢ni rychlosti, pohybuji se po
stejnych trajektoriich, viz obr. 2.100.

Priklady uziti vztahu (2.165):

1. Je-li F&t = (0 (hmotna soustava je napf. izolovana), plyne ze vztahu (2.164) dc = 0.
Hmotny stied je bud v klidu nebo se pohybuje rovnomérné primodcare.

2. Pohybuje-li se libovolnd hmotnd soustava jen téinkem homogenniho tihového pole (bez
odporu vzduchu), je soucet vnéjsich sil dan vztahem F&' = G = mg. Ze vztahu (2.165) pak
plyne dc = §. To zna¢i: hmotny stfed hmotné soustavy se pohybuje obecné po parabole.

Ve

v oo

2.10.2 Druha pohybova rovnice a druha impulsova véta pro hmotné soustavy

Uvedeme véty vyslovujici zakonitosti, které se vztahuji k rotacni ¢asti obecného pohybu obecné
hmotné soustavy. Jeji hlavni smysl vysvétlime na pohybu desky znézornéné v obr. 2.102. Ho-
mogenni ¢tvercova deska, na kterou neptisobi vné&jsi sily, nechf se v nékterém okamziku otaci
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{obr1.2-100}

{obr1.2-101}

{obr1.2-102}

2.10. POHYBOVE ROVNICE SOUSTAVY CASTIC

c parabola
C

Obr. 2.101

v inercialni soustavé S kolem primky ¢. Jeji hybnost P je rovna nule, nebot celou desku lze
povazovat za soustavu dvojic hmotnych elementti o stejnych hmotnostech polozenych soumérné
vzhledem k p¥imce ¢, pro néz plati ] 4+ po = 0 (obr. 2.102). (Pozn.: takovy pohyb lze realizovat
v kosmu nebo v soustavé, kterd je v nezatizeném stavu).

b
@IL
mip= mg, pl— —P2, D1 +p2—

Obr. 2.102

Polozme si otazku: Mize se deska sama od sebe, jen pusobenim vnit¥nich sil, zac¢it otacet
rychleji nebo pomaleji? Tusime, Ze ne. Prvni pohybova rovnice vSak na tuto otdzku nedéva
odpovéd, tvrdi jenom, viz rovnice (2.163), ze P = konst., tj. v nasem piipadé P = 0. Tento
vztah by ovSem platil, i kdyby deska zménila svoji tthlovou rychlost. Tedy: Zména rota¢niho
pohybu hmotné soustavy bez piisobeni vnéjsich sil neni v rozporu s prvni pohybovou rovnici pro
hmotnou soustavu. To, Ze zména rotacniho pohybu izolované soustavy neni mozné, vyplyva az
z tzv. druhé pohybové rovnice pro hmotnou soustavu, rovnice (2.169), kterou v dalsim odvodime.
Nejprve vsak budeme definovat veli¢iny, které se uplatniuji pfi rotacnim pohybu — moment
hybnosti a moment sily.

2.10.2.1 Moment hybnosti, moment sily

a) Moment hybnosti hmotného bodu vzhledem k bodu P je vektorova veli¢ina definovana
takto: Necht hmotny bod se pohybuje vzhledem k néjaké soustavé S v urc¢itém okamziku
bodem A rychlosti ¥, takze ma hybnost p. Volme libovolné bod P a sestrojme vektor
7= DPA (obr. 2.103). Moment hybnosti hmotného bodu vzhledem k bodu P je vektorova
veli¢ina [ definovéna vztahem

Obr. 2.103
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2.10. POHYBOVE ROVNICE SOUSTAVY CASTIC

[=F7x p=7xmu. definice momentu hybnosti hmotného bodu vzhledem k bodu

{1.2-161a} (2.166)
{ram-91}

Informace:
(a) ) = kg m? 51

(b) Vektor ['se umistuje do bodu P, ktery se nazjva pdl. Velikost i smér vektoru [ zavist
na volb& bodu P. Velikost vektoru [ :| [ |= rpsina = rmusina, kde 0° < o < 180°
(obr. 2.103). Smér vektoru 017, p, vektory 7, p, [ umisténé v jednom bodé tvori
pravoto¢ivy trojhran, pfitom postupujeme od 7 k p nejkratsi cestou (o < 180°).
Pozn.: Uréeni sméru [ zde Casto ¢ini potize.

(c) Vsimnéte si: Je-li pél P pevny a hmotny bod se pohybuje rovnomérné po piimce
(7 = konst.), je [ = konst.

(d) Za pdl P se nejcastéji voli pocatek souradnic, P = O.

b) Celkovy moment hybnosti L hmotné soustavy vzhledem k bodu P je definovan jako (vek-

torovy) soucet momentt hybnosti vSech jejich elementt vzhledem k bodu P (obr. 2.104),
tj.

{obr1.2-103} Obr. 2.104

{1.2-162} I = fl +f2+. . .—}-fn =7 XP1+...+7Tn XpPn. definice L pro hmotnou soustavu (2.167)
{ram-92}

V obr. 2.104 je pro pfehlednost zakreslena hmotné soustava sestavajici pouze ze dvou hmot-
nych bodt. Pohybuji-li se elementy hmotné soustavy, pak momenty hybnosti 1, lo, .

= *t ln,
a L se obecné mohou, ale také nemusi, ménit.
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2.10. POHYBOVE ROVNICE SOUSTAVY CASTIC

{pr1.2-35} KP 2.10-3

Urcéete moment hybnosti bicyklového kola rotujictho tihlovou rychlosti & kolem osy o
podle obr. 2.105, a to vzhledem k pdlu P lezicimu ve stfedu kruznice k. Pfedpokladejte,
ze hmotnost m kola je rozlozena na kruznici & o poloméru R.

Resent:
Kolo povazujeme za hmotnou soustavu sestavajici z malych elementd — hmotnych bodu
o hmotnostech Amy, Ama, ..., Am, a rychlostech ¥, vs,...,¥,, jeZ maji stejné velikosti,

v] =vg =...= v, = Rw. Hybnost k-tého elementu oznacime Ap}, jeho moment hybnosti
vzhledem k pdlu P oznac¢ime Alg. Pak plati

n
L= Al =AL+ Al + ...+ Al =71 x APy + 75 X Afh + ... + Ty X Ay,
k=1
kde 7} je polohovy vektor k-tého elementu vzhledem k pdlu P.

Vsechny vektory Al_;; =7, X Apg, k=1,2,...,n maji smér osy o. Jejich velikosti jsou

\Al_;;] = |7k| - |Apk| - sin90° = RAmyvy - 1 = RAmiRw = AmiRw.

Jezto vSechny vektory maji stejny smér, mé jejich (vektorovy) soucet velikost (obr. 2.105)

n
340
k=1

kde I je moment setrvacnosti kola vzhledem k ose o.

n

= Z |Al| = zn:AmkRQw = Jw,
k=1 k=1

L] =

{obr1.2-104} Obr. 2.105
¢
¢) Moment sily F' vzhledem k bodu P. Necht na néjaky hmotny bod nebo na néjaké téleso
v jeho bodé A pusobi sila F' (obr. 2.106). Volme (libovolné) pdél P a ozna¢me 7 = PA.
Moment sily F' vzhledem k bodu P je vektorova veli¢ina M definovana vztahem @ ?
{1.2-163} M =7 x F. definice momentu sily vzhledem k bodu (2.168)
{ram-93}
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Interaktivní pøíklad
Tìleso na kladce


{obr1.2-105}

2.10. POHYBOVE ROVNICE SOUSTAVY CASTIC

téleso

Obr. 2.106

Informace:

(a)
(b)

[M] =N -m(= kg -m?-s72); uziva se N - m;

Vektor M se umistuje do pdlu P. Vektor M zavisi na poloze polu.
Ma velikost:
IM|(=M)=rFsing, 0°</<180°.

Smér:

M L7 F.
Vektory 7, ﬁ, M umisténé v jednom bodé tvoii pravotoéivy trojhran (rovnéz: pravidlo
pravotoc¢ivého Sroubu). Viz obr. 2.106;
Usecka PQ, kde @ je pata kolmice spusténé z P na nositelku sily ﬁ, tj. pfimku f
v obr. 2.106, se nazyva rameno sily F'. Jeji délka d = rsin 3 se nékdy rovnéz nazyva

rameno sily. Pak lze psat
M = Frsin 8 = Fd.

7 predchoziho plyne, Ze posouvé-li se pusobisté A po primce f, zistava M = konst;
Velic¢ina M charakterizuje otacivy ucinek sily umisténé v bodé A, vzhledem k bodu
P. Proto se nazyva otacivy moment sily;

Ptisobi-li v bodé A nékolik sil, Fy, Fy, ..., Fy, (viz obr. 2.106), pak z experimentu
plyne, Ze jejich celkovy otacivy tcinek je stejny, jako otacivy ucinek jejich vyslednice

F,=F+F+...+F,

Moment vyslednice sil je tedy roven souc¢tu momenti jednotlivych sil, M, = M +
My + ...+ M, Tento vysledek plyne i matematicky ze vztahu (2.65).

2.10.2.2

Druha pohybova rovnice a druha impulsova véta pro hmotnou soustavu

Pohybova rovnice pro hmotnou soustavu zni: Nechf se soustava pohybuje v inercidlni vztazné
soustavé S ucéinkem vnéjsich sil (ﬁ eXt) a vnittnich sil (ﬁ int) " obr. 2.107. Jeji celkovy moment
hybnosti L vzhledem k libovolnému (ale v S pevnému) bodu P je (obecné) funkci ¢asu a méni
se tak, Ze plati
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{1.2-164}

{ram-94}

{obr1.2-106}

2.10. POHYBOVE ROVNICE SOUSTAVY CASTIC

dL(t) -
dz(f) = M&*  druh4 pohybové rovnice pro hmotnou soustavu (2.169)

kde MS’“ je vysledny moment jednotlivych vnéjsich sil ptsobicich na soustavu.

dL = M&tdt

Obr. 2.107

V obr. 2.107 jsou znazornény vektory La ]\Zl'f,’xt v case t. V elementarnim ¢asovém intervalu
(t,t + dt) zméni se L(t) na L(t 4+ dt) = L(t) + dL, kde podle vztahu (2.169) je dL = Mtdt.
Dikaz: Povazujme hmotnou soustavu za soubor hmotnych elementt o hmotnostech my, mo, ..., my,,
o hybnostech pi,ps,...,P, a 0 momentech hybnosti fl,l;, e ,l_;L. Oznacme 77,7, ..., 7, jejich
polohové vektory vzhledem k P, dale F ext, F int atd. vnéjsi a vnitini sily, které na né ptisobi,

a M ext, Mt atd. momenty odpovidajicich sil vzhledem k P. Pak plati

dL d(f+f+ +1) d(ﬂx*+”><ﬂ+ 7 X ) d(ﬂx*)+d(ﬂx*)+ +d(ﬂ X D)
— == = —(7 T T = — — (7 ot —(F .
d dt12 n dtlpl 2XP2 nXPn dtlldt2p2 dtnpn
Jednotlivé ¢leny upravime s uzitim vztahu
d . . -
< (6(16) X b(t)) —Gixb+axhb,
dt
ktery se dokazuje ve vektorové analyze. NapiSeme pouze upravu prvniho ¢lenu:
R dri . dp - ex oin N7« pext | = o pin rex rin
a#mxm):?ixm+ﬁxi%::mxm+mx(ft+ﬂf):0+mefH4p<1t:Aﬁt+MiP

Zde jsme uzili toho, ze 1 7T p1 a toho, Ze soustava S je inercialni a ze plati pohybové rovnice

W e g _
o SRt = E

Secteme-li tyto ¢leny, dostaneme

=g n n n
L SN DD = S NI 4 0 = NI (= )
k=1 k=1 k=1
Zde jsme uzili toho, ze vnitini sily spliujici tfeti pohybovy zédkon (akce a reakce), takze je
1ze seskupit do dvojic sestavajicich ze stejné velkych opac¢né orientovanych sil lezicich na jedné
pfimce. Moment kazdé z téchto dvojic vzhledem k libovolnému bodu je nulovy. Dikaz je tim
proveden.

Informace:
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2.10. POHYBOVE ROVNICE SOUSTAVY CASTIC

Obr. 2.108

1. Pohybové rovnice (2.169) méa tvar analogicky tvaru prvni pohybové rovnice (2.161). Plati
i tehdy, kdyZ pohyb hmotné soustavy zkoumame v tézistové soustavé a bod P lezi v jejim

Vv

strana 307.

2. Ptisobi-li na rotujici hmotnou soustavu, napt. na tuha télesa, ota¢ivé momenty, reaguji na
né hmotné soustavy zptisobem, ktery je pro nezasvéceného pozorovatele necekany. Uve-
deme priklady:

a)

Na obr. 2.108 je znazornén symetricky setrvacnik sestavajici ze dvou homogennich
kotoucd spojenych hiidelem rotujici v nékterém okamziku kolem své osy soumeérnosti.
soustavy, a je vodorovny. Moment vnéjSich sil vzhledem k pélu P = C je roven
nule, M\?Xf = 0. Ze vztahu 2.169 plyne, Ze moment hybnosti setrva¢niku, ktery ma

smér osy symetrie, se nemeéni, L = konst. Setrvacnik tedy rotuje stalou thlovou
rychlosti a smér jeho osy se nemeéni. Zacne-li na setrvacnik piisobit silova dvojice
(Fy, F5) o momentu M$**, vektor L se za¢ne souhlasné s 2.169 ménit. Jeho zména
v elementarnim casovém intervalu délky dt bude dL = Mvefgdt = Mﬁ”“dt. Smér

vektoru dL je tedy rovnobézny se smérem vektoru MSX') ktery lezi ve vodorovné

roviné a je kolmy na osu setrvacniku. Osa setrvacniku se zaCne otacet ve sméru
naznaceném v obr. 2.108 Sipkami $;, $9, takZe ztustane vodorovna. Konce hiidele se
budou pohybovat kolmo na smér pisobicich sil.

Na rotujici soumérnou kac¢u podepfenou v bodé P ptisobi tihové sily momentem
Mt = 7o x G (viz obr. 2.109). Jeito podle vztahu (2.169) plati dL = Metdt,
pohybuje se konec vektoru L ve sméru daném okamzitym smérem vektoru M\?Xt. Osa
setrvac¢niku tedy opisuje kuzel K a soucasné opisuje (jiny) kuzel i vektor Mf’“. Oba
kuzely maji spole¢nou osu o a vrchol P. Takovy pohyb setrva¢niku se nazyva precesni.
Podobny precesni pohyb koné i Zemé vlivem sil nehomogenniho gravita¢niho pole
Slunce a jimi zpusobeného momentu. Osa Zemé se pohybuje (pfiblizné) po kuzelové

MV oe N

roku.

3. Zakon plosné rychlosti pro pohyb hmotného bodu v centralnim silovém poli. P¥i pohybu
télesa (hmotného bodu) v centralnim silovém poli, napt. pii pohybu druzice v gravita¢nim
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2.10. POHYBOVE ROVNICE SOUSTAVY CASTIC

Obr. 2.109

poli Slunce, jsou plochy, opsané pruvodi¢em 7 hmotného bodu v €asovych intervalech
stejné délky na jedné trajektorii, stejné (viz ods. 2.7.2.3, druhy Keplertuv zédkon pro pohyb
planet). Tento zakon nyni dokdzeme.

Drikaz: Necht hmotny bod se pohybuje v centrdlnim silovém poli s centrem A, jenZ je

v klidu v inercialni vztazné soustavé (viz obr. 2.108). Uzijeme pro hmotny bod vztah
(2.169), pri¢emz P volme v bodé A. Plati:

-

ar - d S
E:Mvext, . 3 (Fxmi) =7x F =0,

nebot sila F je orientovana do bodu P. Odtud plyne (E =)7x mt = konst. Jezto LL17 7%,
plyne odtud, Ze trajektorie je rovinnd. Vypocteme velikost vektoru L (vyznam uzitych
symboltl je zfejmy z obr. 2.110):

Pohled shora

trajektorie

ds=vdt, dsy=dssina

Obr. 2.110
. d srd d
| L|=L=rmvsina = mrd—i sino = mr% = m22iit80 = m2£,

kde dS je plosny obsah obecného (v obr. 2.108 vysrafovaného) trojuhelnika, opsaného za
dobu dt privodi¢em hmotného bodu. Jezto L = konst., dostavame

n = konst.
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Druhé impulsova véta obsahuje tvrzeni o zméné momentu hybnosti hmotné soustavy v ¢a-
sovém intervalu konecné délky. Svym obsahem a formou zéapisu je analogickd prvni vété
impulsové, rovnice (2.162). Zni takto: Necht se hmotnd soustava pohybuje v inercialni
vztazné soustavé S uc¢inkem vnéjsich sil. Oznacme M &t (obecnd ¢asové proménny) mo-
ment hybnosti vzhledem k bodu P, ktery je vzhledem k S v klidu. Necht celkovy moment
hybnosti soustavy vzhledem k P v case t; je L1 a v Case ta(> 1) je L2 Pak plati

(3
Ly— L = / M®tdt. druhé impulsové véta pro hmotné soustavy (2.170)

t1

{ram-95}

{1.2-166}

{ram-96}

Vektorova veli¢ina na pravé strané se nazyva impuls momentu sil v ¢asovém intervalu
(t1;t2). Vysledek (2.170) se nazyva druha impulsova véta. Plyne z rovnice (2.169) jeji
integraci v éasovém intervalu (tl;t2> Zﬁstévé v platnosti i tehdy7 kdyi pohyb hmotné

v e

soustavy. Impuls momentu sil se oznacuje L.

2.10.2.3 Zakon zachovani momentu hybnosti

Jestlize moment vnéjsich sil piisobicich na hmotnou soustavu je roven nule (M ext — (), pak
z rovnice (2.169) plyne ze celkovy moment hybnosti L hmotné soustavy se neméni, tj. ze plati
L = konst. Podminka M ext — ( je splnéna zejména u izolované soustavy.

Plati tedy: Pohybuje-li se izolovand hmotna soustava v inercidlni vztazné soustavé, pak jeji
celkovy moment hybnosti vzhledem k pevnému bodu P je staly,

L = konst. zakon zachovéni celkového momentu hybnosti izolované soustavy (2.171)

Tento Vysledek zflstévé v platnosti i pfi zkouméani pohybu hmotné soustavy v jeji t&zistové
Vysledek vyjadieny vztahem (2.171) se nazyva zédkon zachovani momentu hybnosti.
Ddsledky zékona zachovani momentu hybnosti:

a) Setrvac¢nikovy (gyroskopicky) kompas. Umély horizont v letadle. Symetricky setrvaénik
rotujici kolem své osy symetrie vznasejici se v beztizném stavu ve volné letici druzici, na
ktery neptisobi otacivé momenty, zachovava vzhledem k inercidlni soustavé (napft. helio-
centrické nebo geocentrické) jednak smér svoji osy, jednak svoji tthlovou rychlost
({dL/dt = Mt Mt = §} — L = konst.) Jeho osa miif trvale do ur¢itého sméru vesmiru,
tj. k nékteré ze stalic (obr. 2.111). Je-li setrva¢nik upevnén v tzv. Cardanové zavésu, je
moment vnéjsich sil (za predpokladu, Ze sily tfeni v loziskach a sily odporu vzduchu jsou
zanedbatelné) rovnéz nulovy. Osa tohoto setrva¢niku, roztoceného kolem osy jeho symet-
rie, je v geocentrické soustaveé stala, i kdyz je setrva¢nik umistén napr. na povrchu Zemé.
Umistime-li takovy setrvac¢nik napt. v letadle, 1ze vhodnym mechanizmem, jehoz je setrvac-
nik soucasti, trvale registrovat podélny i pii¢ny sklon letadla vzhledem k vodorovné roviné
(umély horizont). Setrvaénik umistény ve vhodném zévésu zaujima pfi pohybu na povrchu
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2.10. POHYBOVE ROVNICE SOUSTAVY CASTIC

L v klidu
g vzhledem k Zemi
Zemé
\K'\H druzice
{obr1.2-110} Obr. 2.111

Zemé smér mistniho poledniku (setrva¢nikovy kompas). Setrva¢nikt se uzivé k navigaci
lodi, letadel a kosmickych sond, k jejich stabilizaci i k jejich automatickému fizeni. Pfesné
teorie setrvacnikil je slozité.

b) Uvede-li se do chodu rué¢ni elektrickd vrtacka zavésend podle obr. 2.112, ktera byla zZpo-
catku v khdu a jejiz celkovy moment hybnostl v laboratorni soustavé byl nulovy, L1 = 0
ztistane L = 0 i pii otdceni rotoru, nebot M ext — Nabude li rotor moment hybnosti l2,
tak musi byt tento vektor takovy, aby stale platilo li + I3 = Ly = 0. Pouzdro vrtacky se
tedy zacne otacet opacnym smérem nez rotor.

{obr1.2-111} Obr. 2.112

2.10.3 Pohybova rovnice tuhého télesa otacejiciho se kolem pevné osy
aKolemPevne}

V této ¢asti se budeme zabyvat zdkonitostmi rota¢niho pohybu tuhych téles a budeme studovat
prislusnou pohybovou rovnici (2.179), kterd vyjadfuje souvislost kinematické veli¢iny & (viz
vztah 2.23) s dynamickou veli¢inou M (rovnice 2.168).

2.10.3.1 Definice hlavnich veliéin

Uvazujeme o tuhém télese T', které koné otacivy pohyb kolem osy o, pevné v inercidlni vztazné
soustavé S (obr. 2.113). MizZe to byt napt. ozubené kolo v rychlostni skiini, nebo setrvac¢nik,
nebo fyzické kyvadlo. Pohyb télesa je charakterizovan thlovou rychlosti & a thlovym zrychlenim
£, které jsou (obecné) jistymi funkcemi ¢asu. Na téleso pfitom pusobi vnéjsi a vnitini sily. (Sily
nejsou pro prehlednost v obr. 2.113 zakresleny.)
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2.10. POHYBOVE ROVNICE SOUSTAVY CASTIC

Obr. 2.113

Pohybovy stav rotujiciho télesa je charakterizovan veli¢inou celkovy moment hybnosti télesa
vzhledem k ose o, ktery se oznacuje L,a ktery budeme v dalSim definovat. Povazujeme téleso za
soustavu hmotnych elementd, jez se vSechny pohybuji po kruznicich a jejichz vzajemné vzdale-
nosti se neménni (téleso je tuhé). Elementy ocislujme indexem k a ozna¢me mj hmotnost k-tého
elementu, r, polomér kruznice, po niz se tento element pohybuje, a 0}, jeho (obecné proménnou)
rychlost. Moment hybnosti k-tého elementu vzhledem k ose o je definovan takto: Oznacime 77
polohovy vektor k-tého elementu vzhledem ke stfedu jeho trajektorie (bod Cj v obr. 2.113)
a jeho moment hybnosti l_;k vzhledem k ose o definujeme vztahem

- _,  definice momentu hybnosti k-tého

oy = Th X Mk hmotného bodu vzhledem k ose o (2.172)

Tato vektorova veli¢ina, kterd je rovnobézna s vektorem &, se umistuje do bodu Cj. Celkovy
moment hybnosti télesa vzhledem k ose o se znaci L,. Je definovan souctem
= definice celkového momentu hybnosti

n
Lo= log =Y 7k X my. .
° P ok e~ k FPE* hmotné soustavy vzhledem k ose o

(2.173)

Vektor L, je rovnobézny s vektorem & a ma velikost, kterou lze vyjadfit ve tvaru

n n n n
g loj| = E llok| = g rEMEVE - sin 90° = g TEMET W =
k=1 k=1

k=1 k=1

’EO‘ =

n
= (me“i) cw = 1w,
k=1

kde I je moment setrvacnosti télesa vzhledem k ose rotace. Rovnost mezi druhym a tfetim
vyrazem plyne z toho, Ze vektory [, ; maji stejny smér. Jezto plati L, 1T &, miizeme psat

Eo = I&. vztah mezi L, a & (2.174)
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2.10. POHYBOVE ROVNICE SOUSTAVY CASTIC

Obr. 2.114

—

Moment sily vzhledem k ose o, tj. M,, je vektorova veli¢ina, kterd charakterizuje otacivy
ucinek sily pusobici na téleso, jez se muze otacet kolem osy o. Nazyva se otacivy moment sily
vzhledem k ose o.

Moment sily ﬁk pusobici na k-ty element télesa T' (obr. 2.114) definujeme takto: Silu ﬁk
rozlozime na dvé navzajem kolmé slozky F, k|| & F}, |, z nich# prvni je rovnobézné s osou o a druhé
lezi v roviné kolmé na osu o. Z bodu C}, (viz obr. 2.113-2.114) vedeme opét polohovy vektor 7
(kolmy na osu o) a moment Z\_jo’k sily Fy vzhledem k ose o definujeme vztahem

Mo,k =7 X Fi1. moment sily F, vzhledem k ose o (2.175)

Tento vektor se umistuje do bodu C}. Je bud souhlasné nebo nesouhlasné rovnobézny s vektorem
. Zvolime-li kladny smysl otaceni tim, Ze osu o orientujeme a prumét vektoru Mo,k do oriento-
vané osy o oznacime M, j, pak mize byt bud M, ;, > 0 (sila ma otacivy Gcinek v kladném smyslu),
anebo M, < 0 (sila ma otacivy ucinek v zaporném smyslu), pficemz |M, x| = rpF) . sinag.
Z obr. 2.114 je patrny smysl uzitych symbolt (napt. oy, je vzdy kladny thel, ktery sviraji vektory
7. a Fy)). Pokud bude aj = 0°, pfipadné 180°, je M, = 0 a sila Fj, nema otacivy ucinek na
k-ty element télesa.
Vysledny moment sil piisobicich na téleso vzhledem k ose o je definovan jako soucet

n

Mo,v = Z ]\;I’OJC. vysledny moment sil ptisobicich na téleso vzhledem k ose o (2.176)
k=1

2.10.3.2 Pohybova rovnice pro rota¢ni pohyb télesa

—

Analogii druhého pohybového zdkona ma = F, pro hmotny bod je rota¢ni pohyb télesa kolem
pevné osy (viz rovnice 2.179). Odvodime ji ttvahou o momentech hybnosti vzhledem k ose o
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2.10. POHYBOVE ROVNICE SOUSTAVY CASTIC

jednotlivych elementt télesa. Tedy pro k-ty element plati

Ay d ., di L AT o~ L m o
dotk :&(rkxmkvk):d—thmvk—l—rernkd—tk:O—i—rkxmkak:rkka:rkx( ,;“t—i—Flfth—i— X,
(2.177)

Pfi Gpravach jsme uzili vztahu may = F, K, kde F, i je vyslednice sil ptisobicich na k-ty element.
Tuto silu jsme vyjadiili jako soucet vyslednic vnitinich sil (Fi**) a vnéjsich sil (F**) plisobicich

na bod k. Vyslednici vnéjsich sil jsme déle rozlozili na dvé slozky: F& = ﬁ,gﬂ‘t + F ) vig
obr. 2.114. Seé¢teme nyni vSechny rovnice, které dostaneme z (2.177) dosazenim k = 1,2,...,n,
a uzijeme vztahu 2.173. Vychazi

dt dt

n
k=1 k=1 k=1 k=1 1

dL, i, = R ot L . B .
° = OE N A M mox Fat > mox Bt = 040+ MES = MO (2.178)
k=

Pri pravach jsme pouzili toho, ze:

1. Vnitini sily splnuji zakon akce a reakce a pisobi na spojnici bodti, 1ze je tedy usporadat
do dvojic, z nichz kazda ma nulovy moment vzhledem k ose o;

2. Vektor dL,/dt lezi na ose o, zatimco kazdy z vektoru 7 x F, l?ﬂ“ je, pokud se sdm nerovna
n —
nule, na osu o kolmy. Jezto posledni ¢len na pravé strané (tj. > 7 x F{X") lezi v ose o,

k=1
musi tedy platit

n
> Fx Bt =0.
k=1

Ze vztaht (2.178) a (2.174) dostavame

=

pohybové rovnice

dL - do - - 23 -
L= MY, I = MY, IE= MY, 4. If = Mg telesa otadejiciho se
kolem pevné osy
{1.2-174} (2.179)
{ram-102}
Informace:

1. Zopakujme fyzikalni vyznam veli¢in ve vztahu (2.179): Skaldrni veli¢ina I je moment setr-
vacénosti vzhledem k ose o, viz definice (2.149). Charakterizuje setrvacné vlastnosti télesa
pii jeho otaceni kolem pevné osy. Uhlové zrychleni télesa £ je kinematické veli¢ina, ktera
charakterizuje ¢asovou zménu thlové rychlosti télesa. Vektorova velic¢ina M, g’;t — vysledny
moment vnéjsich sil vzhledem k ose o — charakterizuje otacivy tcinek sil vzhledem k ose.
8 Vektory Lo,@',é’,Mgfﬁ,t lezi v ose o. Pro konkrétni vypocty je uziteéné rovnice (2.179)
prepsat do skalarniho tvaru.

2. Analogie mezi pohybovymi rovnicemi pro hmotny bod a pro tuhé téleso rotujici kolem
pevné osy o:

dp = q dr, - -
{1.2-177} diz =R, ma="F, ma,=F; =N, =M, Ie=MZ (2180

8Nezaméiujte s momentem vyslednice vnéjsich sil!
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wo ﬁ

7

S
{obr1.2-114} Obr. 2.115

3. Pro priaméty vektori ng;t,M;;xt do osy o muze platit kterykoliv ze vztahil Moe’ff 2=
0, MP** = 0. Znaménko zavisi na volbé kladného smyslu rotace a na smyslu otacivého
ucinku ptlisobicich sil, viz néasledujici priklady.

{pr1.2-36} KP 2.10-4 —
Kotouc o poloméru R a o momentu setrvacnosti I vzhledem k ose o obr. 2.115 rotuje s thlovou
rychlosti wg. V ¢ase t = 0 s na néj zacne pusobit to¢na sila F' podle obr. 2.115. Urcete:

1. Uhlové zrychleni e kotoude;
2. Uhlovou rychlost kotouce jako funkci ¢asu;
3. Cas, v némz se kotou¢ zastavi.

Reseni:

1. e =7 Smysl otac¢eni kotouce budeme povazovat (zvolime za) kladny, tj. osu o orientujeme

za nakresnu. Veli¢inu ¢ uréime s pomoci rovnic (2.180), tj. Ie = ng;t, kde M(‘ff,t = —RF.

(Pozn.: Vektor M = R x F mii pred nékresnu, takze jeho prtimét do orientované osy je
zaporny). Tedy:

RF

Ie=—RF — ¢ = A (=konst.; otacivy pohyb rovnomérné zpomaleny)
2.
w(t) =7 € dw w=e¢et+wy w=uw —RFt
= = —_— f— . — _ .
dt 0, 0 I 3
> RF I
. w

{pr1.2-37} KP 2.10-5 ——
Na plné homogenni kladce 77 o hmotnosti m1, poloméru R a momentu setrvacnosti I = %ml R?
je navinuto vldkno, na jehoz konci je pfipevnéno téleso To o hmotnosti my (viz obr. 2.116).

Reste tkoly:
1. Kladka je zajisténa proti otaceni kolikem K. Urcete tah ve vlakné;

2. Kladka je uvolnéna, tfeni v lozisku je zanedbatelné. Urcete
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{obr1.2-115} Obr. 2.116

a) zrychleni télesa Tb,
b) tah ve vlakné.

Reseni:
1. F =7 Pohybova rovnice télesa Ty zni: moed = Go + ﬁ, kde @ = 0. Tedy F = —ég,
F =mag;

2. a'vr =7 Pohybova rovnice télesa Th: mod = Gy + F' — meal, = Gy — F’'. Pohybova
rovnice kladky: zvolime kladny smér otaceni podle obr. 2.116, pak Ie = Mg’f,t, kde M(‘f"‘,t =
+F'R, ¢ = %. Tedy

a/

Ifx — F'R - I% = (G — mad,)R — ag = Go/(I/ R + my);

’r ;- r
F'=" FF=Gy—maa,=...

Dopliikovy tkol: Urcete silu, kterou kladka ptsobi na h¥idel v pfipadech 1 a 2. (Vysledek:
1) szg'(ml—l—mg); 2) FV:§m1+(—F/) :)

{pr1.2-38}) KP 2.10-6 —

my

O xc xk z

{obr1.2-116} Obr. 2.117

Fyzické kyvadlo je libovolné téleso, které se kyve kolem vodorovné osy v homogennim tihovém
poli Zemé (viz obr. 2.117). Reste tkoly:

1. Rozhodnéte, které veli¢iny musime znat, abyste mohli urcit zrychleni fyzického kyvadla;
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2. Urcete tihlové zrychleni fyzického kyvadla naznaceného na obr. 2.117.

Resent:
Kyvadlo kona otac¢ivy pohyb (kyve se) kolem osy o. Zvolme kladny smysl ota¢eni podle obr. 2.117,
tim orientujeme osu o pred nakresnu. Pohybova rovnice kyvadla zni

Ie = Mext

o,V

kde Mg’f,t je pramét vysledného (otac¢ivého) momentu vSech tihovych sil pusobicich na elementy

kyvadla vzhledem k ose o do této osy (orientované pred nakresnu). Je obr. 2.117
Mg?(vt = —mMi1gxri1 —magra — ... — MpdnTy = —g(mlxl + moxo + ...+ mn.rn) = —gmzxc,
Ie = —gmaxc = —gml -sinp — e = —gml - singp/I.

K urceni € musime znat m, [, I, ¢.

{pr1.2-39} KP 2.10-7
Vysvétlete, jak bruslaf, ktery kona piruetu, vyuziva pii zvySovani a snizovani své tthlové rych-
losti zakon zachovani momentu hybnosti.

Reseni:
W
e
7
I
0
a) b)
{obr1.2-117} Obr. 2.118

1. faze pohybu — zacatek piruety obr. 2.118a. Bruslar se mirné otac¢i kolem osy o jako tuhé
téleso. M4 pritom roztazeny paze a obvykle i zvednutou nohu. M4 velky moment setrvac-
nosti I; a malou thlovou rychlost ;. Jeho celkovy moment hybnosti vii¢i ose otaceni o je
Ly = 11

2. faze pohybu — roztaceni. Bruslar pfitahuje ruce i nohu. Jezto moment vnéjsich sil je
zanedbatelné maly — plsobi pouze moment sil odporu vzduchu a ledu — je pfiblizné
L = konst. (= L;).

3. faze pohybu — rychlé otaceni. Bruslaf mé pfitazeny ruce i nohu a otaci se opét jako tuhé
téleso. M4 maly moment setrvacnosti Io(< I1) a moment hybnosti Ly = Ir&s, kde s je
jeho vysledna thlova rychlost. Jezto Ly = El, tj. [101 = Ixda, je |Wo| > |WJ1| — bruslaf se
otaci rychle — obr. 2.118b.
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{pr1.1-7}

{obr1.1-23}

2.11. PRIKLADY K CASTI 1.1

Reste priklady KP 1.4-3, KP 1.4-4, KP 1.6-1, KP 1.6-2 v textu Vybrané kapitoly z fyziky;
KP 2.6-28 az KP 2.6-38.

2.11 Priklady k ¢asti 1.1

V této Casti jsou uvedeny dalsi priklady. Jejich Tfeseni vede k neformalnimu porozumeéni teorie
a k pochopeni vyznamu obecnych vysledkt pro rozbor konkrétnich déju. Jezto ve vykladu te-
orie se zCasti opakuji a upfesnuji sttedoskolské poznatky, na néz vysokoskolskd latka navazuje,
jsou zde uvedena i ¢isla vhodnych prikladd ze skripta Vybrané kapitoly z fyziky. Priklady jsou
usporadany po tématech.

2.11.1 Skalarni a vektorové veli¢iny

Viz také priklady KP 1.1-10 az KP 1.1-15 v textu Vybrané kapitoly z fyziky;

KP 1.3-5

Urcete nasledujici veli¢iny a jejich velikosti, definované s uzitim obr. 2.119, v némz vektory
a,b,c lezi v roviné Ozxy. Vysledky vhodnou formou zapiste. Jsou-li uréované veli¢iny vektory,
urcete i jejich smér a zakreslete je do vhodnych nacrtki:

—

1. a

2. a

Obr. 2.119

2.11.2 Kinematika

2.11.2.1 Polohovy vektor 7(t). Rychlost ¥(t)
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{pr1.2-40}

{pr1.2-41}

{pr1.2-42}

{pr1.2-43}

2.11. PRIKLADY K CASTI 1.1

KP 2.2-4
Poloha pohybujiciho se bodu P v soustavé Ozyz je ddna (v hlavnich jednotkach SI) témito
funkcemi casu:
z(t) =05t +2, y(t)=sin2t, z=1t>—1.
Reste tikoly:
1. Uvedené funkce x(t),y(t), z(t) znazornéte (pfiblizné) graficky v ¢asovém intervalu (—1;2) s;

2. urcete a v soustavé Oxyz zakreslete polohovy vektor bodu P v Case t = 0s;

3. urcete tyto funkce ¢asu a) soufadnice rychlosti bodu P, b) slozky rychlosti bodu P, ¢)
rychlost ¥ v bodu P, jeji velikost a thel, ktery svirad s osou Ox;

4. urcete hodnoty funkci, uvedenych v predeslém tukolu 3, v ¢ase t = 0s. Vektory zakreslete.

2.11.2.2 Zrychleni d

KP 2.2-5
Pro bod P uvedeny v predeslém piikladé KP 2.2-4 urcete:

1. Funkce ¢asu udavajici a) soufadnice zrychleni, b) slozky zrychleni, ¢) zrychleni @, jeho
velikost a thel, ktery svira s osou Ox;

2. Hodnotu funkci, uvedenych v predeslém bodé 1, v ¢ase t = 0s. Vektory zakreslete.

2.11.2.3 Rovnomérny pohyb po kfivce
KP 2.2-6
Kotou¢ o poloméru R = 60 cm, na jehoz obvodé bylo pfipevnéno malé téleso (hmotny bod),
se zacal v ¢ase t; = 0's roztacet z klidu se stalym thlovym zrychlenim e = 0,5rad/s?. Sestrojte
nacrtek a feste ukoly:
1. Urcete, jak zavisi na Case a) velikost te¢né slozky zrychleni, b) velikost norméalové slozky
zrychleni, ¢) zrychleni d@, d) velikost zrychleni | @ | hmotného bodu;

2. Urcete a) polohu, b) rychlost ¥, ¢) zrychleni @ hmotného bodu v ¢ase to = 2. Zakreslete.

KP 2.2-7

Kotoué¢ o poloméru R = 0,5m rotujici s periodou 7' = 2s se zacal v ¢ase t; = 0s pohybovat
rovnomeérné zpomalené tak, ze se zastavil v case to = 4. Na jeho obvodé bylo pripevnéno malé
téleso (hmotny bod). Sestrojte nacrtek. Urcete, jak zavisi na ¢ase:

1. Uhlové zrychleni kotoude;
Uhlové rychlost;

Uhlova draha;

Drahova rychlost;

Zrychleni @ hmotného bodu.

AR e R

Urcete pocet otocek, které kotouc¢ vykonal béhem zastavovani.
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{pr1.2-44}

{obr1.2-118}

{pr1.2-45}

{obr1.2-119}

{pr1.2-46}

2.11. PRIKLADY K CASTI 1.1

KP 2.2-8
Malé téleso (hmotny bod) zavésené na vlakné majici délku I = 1,25 m a zanedbatelnou hmotnost

g=10m/s’

Obr. 2.120

(tj. matematické kyvadlo) bylo vychyleno z rovnovazné polohy do bodu A obr. 2.120 a pusténo
s nulovou pocatecni rychlosti. Odpor vzduchu byl zanedbatelné maly, takze bodem B proslo
rychlosti o velikosti v = v/2gl = ... = 5m/s, vystoupilo do bodu C atd. Uréete jeho zrychleni
aa,ap,dc v bodech A, B, C. Zakreslete.

2.11.3 Pohybové zakony klasické fyziky
2.11.3.1 1., II. a III. pohybovy zakon
Viz také priklady KP 1.3-1 az KP 1.3-23 v textu Vybrané kapitoly z fyziky.

KP 2.4-4
Malé téleso (hmotny bod) o hmotnosti m = 0,06 kg viselo na vldkné, jez mélo délku [ = 0,8 m

U
TITITIITTTTT
Obr. 2.121

a zanedbatelnou hmotnost (matematické kyvadlo). V poloze A obr. 2.121 mu byla udélena jista
rychlost, takze se zacalo pohybovat po kruznici (kyvadlo vykyvlo). V poloze B, v niz bylo
a = 30°, bylo vlakno napinéno silou o velikosti 7" = 0,7N. Odpor vzduchu byl zanedbatelny.
Pro polohu B urcete:

1. Smér a velikost te¢né slozky zrychleni d; télesa. Zakreslete;
2. Smér a velikost normalové slozky zrychleni d,. Zakreslete;
3. Velikost a smér zrychleni a. Zakreslete;

4. Velikost rychlosti v.

KP 2.4-5

Ve voziku tazeném se stalym zrychlenim @ o velikosti a = 2m/s? podle obr. 2.122 visi na
vlakné o zanedbatelné hmotnosti malé téleso (hmotny bod) o hmotnosti 20 g v poloze naznacené
na obr. 2.122 a je vzhledem k voziku v klidu. Nésledujici tulohy feste a) v laboratorni soustavé
S, b) v soustavé S’ spojené s vozikem. Ukoly:
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{obr1.2-120}

{pr1.2-47}

{obr1.2-121}

{pr1.2-48}

{obr1.2-122}

2.11. PRIKLADY K CASTI 1.1

g
my/ |
° |
O O
S
Obr. 2.122

1. Vyjmenujte a do dvou nacértkt zakreslete priblizné vSechny sily, které pisobi na hmotny
bod;

2. Urcete zrychleni hmotného bodu;

3. Urcete vSechny sily piisobici na hmotny bod.

KP 2.4-6 ———
Na podlaze kabiny zdvize byla tazena stélou silou F\ bedna o hmotnosti m = 40 kg podle

Obr. 2.123

obr. 2.123 a pohybovala se pfitom vzhledem ke kabiné rovnomeérné. Soucinitel dynamického
tfeni byl fy; = 0,1. Kabina se pritom:
I) pohybovala rovnomérné smérem doli,
IT) pohybovala se smérem nahoru,
III) rozjizdéla se zrychlenim o velikosti @ = 2m/s? a) smérem dolfi, b) smérem nahoru.
Urcete:

1. Svislou slozku sily, kterou ptsobila bedna na podlahu;

2. Silu F.
KP 24-7 ——
V 1ahvi naplnéné vodou byl pingpongovy micek (viz obr. 2.124). Lahev byla zpoc¢atku v klidu
A ? B?
- G O
| ° DO s

Obr. 2.124

v poloze A, poté byla rychle pfesunuta do polohy B a ponechéna v klidu. VySetiete pohyb micku
vzhledem k lahvi pfi presunu.
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{pr1.2-49}

{obr1.2-123}

{pr1.2-50}

{pr1.2-51}

2.11. PRIKLADY K CASTI 1.1

KP 2.4-8
Malé téleso (hmotny bod) o hmotnosti m = 80g se pohybovalo na vlakné délky | = 60 cm,

Obr. 2.125

jez mélo zanedbatelnou hmotnost, po kruznici o poloméru » = 30 cm podle obr. 2.125. Odpor
vzduchu byl zanedbatelny. VySetifujte pohyb v laboratorni soustavé S a reste tkoly:

1. Vyjmenujte a ptiblizné zakreslete vSechny sily, které na hmotny bod pii pohybu ptisobi;
2. Urcete tecnou slozku vysledné sily pisobici na hmotny bod;

3. Rozhodnéte a zduvodnéte: pohyb hmotného bodu po kruznici je/neni rovnomérny;

4. Urcete vyslednici sil ptisobicich na hmotny bod;

5. Urcete zrychleni hmotného bodu;

6. Urcete velikost rychlosti hmotného bodu. Vektory zakreslete.

2.11.4 Casovy a drahovy tcinek sily
2.11.4.1 Hybnost, impuls sily

Viz také ptriklady KP 1.4-1 az KP 1.4-12 v textu Vybrané kapitoly z fyziky.

KP 2.4-9

Raketa o hmotnosti m = 500kg se pohybovala v ¢asovém intervalu (t,t2),ta = t1 + 10s,
v geocentrické soustavé po primce rovnomeérné zrychlené tcinkem tazné sily motorid, jez méla
velikost F1 = 2000 N. Odpor prosttedi byl zanedbatelné maly. V ¢ase ¢; méla jeji rychlost velikost
v1 = 50m/s. Sestrojte nacrtek a urcete:

1. Hybnost rakety v case t1. Zakreslete;
2. Impuls sily F, v intervalu (t1,t2). Zakreslete;

3. Rychlost rakety v case ty. Zakreslete.

KP 2.4-10
Pravotihlym kolenem potrubi o priifezu S = 10 cm? proudi voda rychlosti v = 5m/s. Nakreslete
nacrtek a urcete:

1. Hybnost vody, ktera do kolena vstoupi za dobu At = 0,001 s;

2. Hybnost vody, kterd z kolena vystoupi za tutéz dobu At;
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3. Zménu hybnosti vody v kolené za dobu At;
4. Impuls sily, kterou ptisobi koleno na vodu, v dobé At;

5. Silu, kterou pisobi voda na koleno. Zakreslete.

{pr1.2-52} KP 2.4-11
Ridi¢ automobilu, jehoz hmotnost byla m = 500 kg, jedouci piimocafe nejprve rychlosti v; =

5/\
(N)
1500
1000
500
0 5 i
(s)
Obr. 2.126

{obr1.2-124}

10 m/s, pridaval v ¢asovém intervalu (¢, o), kde t; = 0s, to = 5, plyn tak, Zze pramét vysledné
sily do sméru pohybu mél pribéh zndzornény na obr. 2.126. Nakreslete nacrtek a urcete:

1. Impuls sily F v ¢asovém intervalu (ty,to). Zakreslete;
2. Hybnost automobilu v ¢ase t; a v Case to. Zakreslete;

3. Rychlost automobilu v case 5.

2.11.4.2 Prace, kineticka energie, vykon
Viz také priklady KP 1.4-13 az KP 1.4-16 v textu Vybrané kapitoly z fyziky.

{pr1.2-53} KP 2.4-12
Primeét vysledné sily F' plisobici na automobil o hmotnosti m = 800kg do trajektorie orien-

E 4
(N)
1000
500
0 >
0 100 200 300 K
400} — — — — — — — . (m)

{obr1.2-125} Obr. 2.127

tované ve sméru pohybu mél na tseku s; = O0m, sy = 300m prubéh znazornény na obr. 2.127.
Ptvodni rychlost automobilu byla v; = 20m/s. Sestrojte naértek a naznacte v ném smér teéné

slozky sily F na jednotlivych tsecich trajektorie. Urcete:

1. Praci sily F na tiseku (s1,82);
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{pr1.2-54}

{pr1.2-55}

{pr1.2-56}

{pr1.2-57}

2.11. PRIKLADY K CASTI 1.1

2. Konec¢nou kinetickou energii automobilu;

3. Konecnou rychlost automobilu.

KP 2.4-13

Téleso o hmotnosti m = 0,2kg bylo vrzeno na stfese domu ve vysce h = 15m Sikmo vzhiru
rychlosti v1 = 10m/s a dopadlo na vodorovny povrch Zemé rychlosti v = 15m/s. Nakreslete
nacrtek a urcete:

1. Zménu jeho kinetické energie;

2. Préci, kterou na trajektorii vykonala a) vyslednice sil ﬁv, ptisobicich na téleso, b) tihova
sila G, c) sila odporu vzduchu Fy;

3. Rychlost, se kterou by téleso dopadlo, kdyby odpor vzduchu byl zanedbatelné maly.

KP 2.4-14

Bedna o hmotnosti m = 20 kg, ktera byla zpocatku v klidu, se volné sesunula po drsné nakolo-
néné roviné, kterd svirala s vodorovnou rovinou tthel o = 30°. Trajektorie méla délku [ = 5m,
soucinitel smykového tieni byl f; = 0,1. Nakreslete nacrtek a urcete:

1. Normalovou a te¢nou slozku sily, kterou na bednu ptisobi naklonéné rovina. Uvedte piiso-
bisté této sily, zakreslete ji a oznacte;

2. Préci, kterou na trajektorii vykonala a) tihova sila, b) sila tfeni, c) vyslednice sil;

3. Vyslednou kinetickou energii bedny.

KP 2.4-15

Automobil o hmotnosti m = 800kg se v ¢ase t = 0s zacal rozjizdét na vodorovné vozovce z klidu
se stalym zrychlenim a = 1,5m/s?. Predpokladejte, ze sily tfeni a odporu byly zanedbatelné
malé. Urcete vykon, se kterym pracoval motor v ¢ase a) t; = 10s, b) to = 20s. Znézornéte
zévislost vykonu motoru na case graficky.

2.11.5 Gravitacni pole
2.11.5.1 (Gravitac¢ni sila, gravita¢ni energie)

Viz také priklad KP 1.5-2 v textu Vybrané kapitoly z fyziky.

KP 2.6-4
S uzitim vztahu (2.88) dokazte, Ze na téleso o hmotnosti m, které je ve vzdalenosti r od stfedu
Zems, plisobi gravita¢ni sila o velikosti F, = gR2m/r? a Ze gravitacni energie je Ey = —gRZm/r.
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KP 2.6-5
Volné se pohybujici kosmicka orbitalni stanice o hmotnosti m = 4000kg je v jistém okamziku
ve vzdalenosti 7 = 10*km od sttedu Zemé. Nakreslete nac¢rtek a urcete:

1.

2.

Gravitacéni silu, ktera na ni ptisobi;

Jeji zrychleni (v geocentrické soustavé);

. Gravitacni silu, kterou ptisobi druzice na Zemi;
. Zrychleni, které by Zemé ziskala i¢inkem této gravitacni sily;

. Préci, kterou by vykonala sila gravita¢niho pole Zemé, kdyby a) stanice unikla do neko-

necna, b) se stanice vratila na Zemi.

Pozn.: Uzijte pfipadné vysledkt predeslého prikladu KP 2.6-4.

{pr1.2-59} KP 2.6-6
Uvazujte o soustavé Zemé - Mésic a s uzitim tabulkovyjch hodnot urcete:

{pr1.2-60}

{pr1.2-61}

1.

2.

6.
7.

Silu, kterou je pritahovan Meésic k Zemi;

Zrychleni Mésice (v geocentrické soustavé GS);

. Rychlost Mésice za predpokladu, ze se pohybuje v GS po kruznici;
. Intenzitu gravitacniho pole Zemé v oblasti Mésice;

. Intenzitu gravita¢niho pole soustavy Zemé - Mésic v bodé A, jenz je stfedem tsecky spo-

jujici sttedy Zemé a Mésice;
Gravitacni potencial pole soustavy Zemé - Mésic v bodé A;

Gravitacni energii kosmické sondy o hmotnosti m = 200kg v bodé A.

Pozn.: Zemé a Mésic se ve skutecnosti pohybuji (rotuji) kolem spole¢ného hmotného stiedu.

KP 2.6-7

Urcete silu, kterou by ptisobilo na povrchu Mésice jeho gravitacni pole na ¢lovéka o hmotnosti
m = 80kg. Urcete, jakou vysku by priblizné zdolal v klimatizované hale na Mésici skokan, ktery
na Zemi skoc¢i do vysky 200 cm. Predpokladejte pritom, ze Mésic ma hmotnost 81krat mensi nez
Zemé a ze jeho polomér je 3/11 stfedniho poloméru Zemsé.

KP 2.6-8
Dva kosmonauti, kazdy o hmotnosti 70 kg, se volné vznaseji v kosmickém prostoru. V okamziku,
kdy jsou od sebe vzdaleni o 4 m, pohybuji se v geocentrické soustavé stejnymi rychlostmi. Urcete:

1.
2.

3.

Gravitacni sily, kterymi na sebe piisobi;
Jejich relativni zrychlent;

Zménu jejich vzdalenosti béhem jednoho dne.
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{pr1.2-63}

{pri.2-64}

{pr1.2-65}

{pr1.2-66}

2.11. PRIKLADY K CASTI 1.1

KP 2.6-9

Urcete praci, kterou vykoné sila, kterou plisobi gravitacni pole Zemé na druzici o hmotnosti
2000 kg vracejici se k Zemi na tiseku mezi body P;, Ps, z nichz prvni je ve vysi 8 000 km a druhy
ve vysi 1000 km nad povrchem Zemé.

2.11.6 Mechanicka energie. Pohyb hmotného bodu v gravitacnim poli
2.11.6.1 (Ey, v tihovém a gravitaénim poli Zemé)

Viz také priklady KP 1.4-8 az KP 1.4-18 a KP 1.4-11 v textu Vybrané kapitoly z fyziky.

KP 2.6-10

Kosmicka sonda o hmotnosti m = 1000 kg se pohybovala se spusténymi motory v oblasti Zemé

tak, ze v bodé P; ve vysi 100 km nad povrchem Zemé méla rychlost 2km/s a v bodé P, ve vysce
1000 km rychlost 3km/s. Povazujte hmotnost sondy za konstantni a urcete:

1. Energii sondy v bodé P;.

2. Praci, kterou na tseku P; P> vykonala gravitacni sila.

KP 2.6-11
Druzice Zemé o hmotnosti 8 000 kg se pohybovala s vyfazenymi motory. V bodé P; ve vzdalenosti
15000 km od stfedu Zemé méla rychlost 1km/s. Urcete:

1. Mechanickou energii druzice v bodé Py;

2. Rychlost druzice ve vzdalenosti 10 000 km od stfedu Zemé.

KP 2.6-12

Téleso o hmotnosti m = 20kg padd volné k Zemi s nulovou poéateéni rychlosti 1) z vysky
1000km, 2) z nekone¢na. Zanedbejte odpor vzduchu a urcete jeho: a) mechanickou energii,
b) kinetickou energii, ¢) rychlost; vSe pfi dopadu na povrch Zemé.

KP 2.6-13
Téleso je na povrchu Zemé vrzeno svisle vzhiiru rychlosti 4km/s. Zanedbejte odpor vzduchu
a urcete:

1. Rychlost, kterou bude mit ve vysce 500 km;

2. Maximalni vzdalenost od povrchu Zemé.

2.11.6.2 (Vlastnosti trajektorii v centralnim gravita¢nim poli)

Viz také priklady KP 1.5-1, KP 1.5-3 v textu Vybrané kapitoly z fyziky.
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{pr1.2-67} KP 2.6-14 —
Dokazte tato tvrzeni o pohybu druzic Zemé po kruhovych trajektoriich:

1. Rychlost v druzice zavisi na poloméru r trajektorie podle vztahu v = C1//r, kde Cy =

Rz.\/9g;

2. Obézna doba T druzice zavisi na poloméru r trajektorie podle vztahu T = Cs - V73, kde
02 = 27T/(RZ\/§)

{pr1.2-68} KP 2.6-15 ————
S uzitim vysledku predeslého prikladu KP 2.6-14 urcete:

1. a) Prvni kosmickou rychlost, b) pfislusnou dobu obéhu;

2. a) Polomér trajektorie stacionarni druzice Zemé, b) jeji obéZnou rychlost.

Pozn.: Stacionarni druzice se pohybuje po kruznici v roviné rovniku s obéznou dobou 7' = 23 h 56 min.

{pri.2-69} KP 2.6-16 ——
Druzice Zemé o hmotnosti m = 200kg se pohybuje po kruhové trajektorii s obéznou dobou
T = 2h. Urcete:

1. Vysku druzice nad povrchem Zemé;
2. Rychlost druzice;
3. Zrychleni druzice;

4. Mechanickou energii druzice.

Vektorové veliCiny zakreslete do nacértku.

{pr1.2-70} KP 2.6-17 ————
Kosmicka sonda, kterd nebyla opatiena motory, se ve vySce 100 km nad povrchem Zemé vzda-
lovala rychlosti 6 km/s. Rozhodnéte, zda se vzdali do nekoneéna nebo zda je jeji pohyb finitni.

{pr1.2-71} KP 2.6-18 ——
Téleso o hmotnosti m = 100kg a) je v klidu na povrchu Zemé, b) pohybuje se jako stacionarni
druzice Zemé. Urcete maximéalni energii, kterou je mu nutno dodat, aby se vzdalilo do nekonecna.
Odpor vzduchu zanedbejte. Pozn.: Uzijte vysledku piikladu KP 2.6-15.

{pr1.2-72} KP 2.6-19 ———
Urcete prvni a druhou kosmickou rychlost Mésice.

{pr1.2-73} KP 2.6-20 —
Ruska kosmicka raketa, vypusténa r. 1959, se stala druzici Slunce a pohybuje se tak, zZe jeji
nejmensi vzdalenosti od Slunce je 1,46 - 108 km a nejvétsi vzdalenost 1,97 - 108 km (obr. 2.128).
Urcete:

1. Tvar a rozméry trajektorie této umélé druzice;

2. Obéznou dobu (srovnanim s pohybem Zemé - Kepleruv zakon).
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Tmax

{obr1.2-126} Obr. 2.128

2.11.7 Energie hmotnych soustav

2.11.7.1 (Hmotny stfed)

{pr1.2-74} KP 2.6-21
Urcete polohu hmotného stiedu C' soustav znazornénych v obr. 2.129. Desky jsou homogenni.

homog. &
1Y C1(x1,91,21) W & . D Zemeé
‘7
m C(x2,y2,22) =
‘ C? 07 C? ﬁda'] e_viz MéSiC
- — tabulk
/O G m — hmotnost T Sy =0.2my abulka
Z mo = 0,5my
a) b) c) d)
{obr1.2-127} Obr. 2.129

Zakreslete C' do nadrtku.

2.11.7.2 (Energie obecné soustavy)

Viz také priklady KP 1.4-9, KP 1.4-22, KP 1.4-23 v textu Vybrané kapitoly z fyziky.

{pr1.2-75} KDP 2.6-22
Na svisle visici pruziné o zanedbatelné hmotnosti a o tuhosti ¥ = 100 N/m bylo zavéseno téleso
o hmotnosti m = 0,5kg a bylo pusténo s nulovou pocatecni rychlosti, takze zacalo kmitat. Po
chvili se vlivem odporu vzduchu ustalilo v rovnovazné poloze a ztistalo v klidu. Urcete:

1. Rovnovéznou polohu;
2. Pribliznou rychlost, se kterou téleso prochazelo poprvé rovnovaznou polohou;

3. Ztatu mechanické energie soustavy ,,pruzina - téleso* celého déje.

{pr1.2-76} KP 2.6-23
Teéleso T' o hmotnosti m = 0,60 kg, které je ve vysce h; = 0,65 m nad deskou stolu, dopadne na
misku pérovych vah, ktera je ve vysce hy = 0,25m nad deskou stolu (viz obr. 2.130) a jejichz
pruzina ma tuhost k = 2-103 N/m. Poklddejte hmotnosti misky a pruziny za zanedbatelné malé,
zanedbejte ztratu mechanické energie pri narazu a urcete:
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ha

{obr1.2-128} Obr. 2.130

1. a) tihovou, b) kinetickou, c¢) elastickou, d) celkovou energii soustavy ,téleso - vahy* tésné
pred dopadem télesa na misku;

2. Tytéz energie v okamziku, kdy je pruzina stlacena o z = 40 mm.

{pr1.2-77} KP 2.6-24 ——
Na pruziné o tuhosti £ = 120N/m je pfipevnéno téleso 77 o hmotnosti m; = 1,5kg. K nému

k Ty my To mo

AW

{obr1.2-129} Obr. 2.131

priléha volné téleso T3 o hmotnosti me = 1,0 kg podle obr. 2.131. Silou ptsobici na 75 zprava se

N

zacnou z klidu ucinkem sily pruziny pohybovat doprava. Zanedbejte hmotnost pruziny, podlozku
povazujte za dokonale hladkou. Popiste pohyb a urcete:

1. Energii stlacené pruziny;
2. Zrychleni téles na zacatku pohybu;
3. Silu, kterou na zac¢atku pohybu bude ptisobit 75 na T7. Zakreslete;

4. Vyslednou rychlost télesa T»;

ot

. Amplitudu, se kterou bude 77 kmitat nakonec na pruziné.

2.11.7.3 (ENERGIE TUHEHO TELESA)

{pr1.2-78} KP 2.6-25 ———
Pro kazdou z kruhovych desek znazornénych v obr. 2.129b,c, urcete pro hodnoty r = 20 cm,
m = 4kg, m; = 1kg:

1. Moment setrvac¢nosti vzhledem k ptfimce p jdouci stfedem S desky kolmo k roviné desky;
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{pr1.2-80}

{pr1.2-81}

{obr1.2-130}

{pr1.2-82}

2.11. PRIKLADY K CASTI 1.1

2. Kinetickou energii, jestlize deska rotuje kolem piimky p s tthlovou rychlosti w = 3s71.

KP 2.6-26 —

Homogenni kruhova deska o hmotnosti m; = 6kg a o poloméru r = 40cm znazornéna na
obr. 2.129¢ (bez piidavného téliska 7') se muze otdc¢et v homogennim poli Zemé kolem piimky
q jdouci bodem P kolmo na rovinu desky. Desku vychylime z dolni rovnovazné polohy o 90°
a pustime s nulovou pocatecni rychlosti, takze se deska zaCne kyvat. Zanedbejte sily odporu
a urcete:

1. Moment setrvacnosti desky vzhledem k pfimce ¢;

2. Rozdil tihovych energii desky v horni poloze a v rovnovazné poloze.

KP 2.6-27 ——
Urcete kinetickou energii soustavy sestavajici z kladky T3 a télesa Th znazornéné na obr. 2.116
v okamziku, kdy téleso ma rychlost v.

2.11.8 Pohybova rovnice soustavy c¢astic

2.11.8.1 Prvni pohybova rovnice, prvni impulsova véta

KP 2.6-28 ——
Dvé télesa o hmotnosti m; = 1,5kg, me = 3kg, spojend pruzinou o hmotnosti msz = 0,5 kg,

mo ms3 mi .
AV -

Obr. 2.132

lezi zpocatku v klidu na dokonale hladké vodorovné roviné. V urcitém okamziku zacne na prvni
téleso pusobit stala sila o velikosti F7 = 10 N podle obr. 2.132, takZe soustava se da do pohybu.
Pruzina se pritom protahuje a zkracuje, takze pohyb télesa neni pravidelny. Rozhodnéte, jak se

Vv e

KP 2.6-29 ——

Clovék o hmotnosti m; = 100kg stal na zadi pramice, jez méla hmotnost mo = 200kg a délku
[ = 4,8m (viz obr. 2.98a). Pramice byla v klidu na klidné vodé. Poté ¢loveék piesel ptid pramice
a zastavil se tam. Predpokladejte, Ze odpor vody byl zanedbatelné maly. Popiste pohyb soustavy
a urcete:

1. Pocatecni polohu tézisté soustavy ,Clovek - pramice®;
2. Pohybovy stav soustavy na konci déje. Zdtvodnéte;

3. Zménu polohy pramice;

4. Pohybovy stav soustavy za predpokladu, Ze odpor vody nebyl zanedbatelny. Zdivodnéte.
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{pr1.2-84}

{pr1.2-85}

{pr1.2-86}

2.11. PRIKLADY K CASTI 1.1

KP 2.6-30

Do bedny s piskem o hmotnosti m; = 4kg visici v klidu na zavésu délky I = 2m byl ve
vodorovném sméru vstielen projektil o hmotnosti mg = 20 g rychlosti v = 250 m/s a uvizl v ni.
Popiste d€j a urcete:

1. Hybnost soustavy ,bedna + projektil“ pfed narazem a tésné po ném,;

2. Kinetickou energii soustavy pred narazem a tésné po ném. Vysvétlete vysledek;
3. Vysku, do které bedna pii vykyvu vystoupi;

4. Maximalni tthlovou vychylku zavésu.

Poznamka: Toto zarizeni, dfive uzivané k méfeni rychlosti stfel, se nazyva balistické kyvadlo.
Vysvétlete jeho uziti.

2.11.8.2 Druha pohybova rovnice, druha impulsova véta

KP 2.6-31

Na obvodé plného homogenniho kotouce o hmotnosti m; = 10kg a o poloméru r = 50 cm, ktery
se otacel kolem osy soumérnosti s thlovou rychlosti w; = 5571, zacala v ¢ase t; = 0s piisobit
stala tecna sila F o velikost F = 20N ve sméru otaceni a pusobila po dobu 7 = 10s. Sily odporu
a tfeni byly zanedbatelné. Urcete:

1. Moment setrvacnosti kotouce vzhledem k ose o;
2. Moment sily F vzhledem k ose o. Zakreslete;
3. Uhlové zrychleni kotoude;

4. Uhlovou rychlost kotouce v ¢ase ts.

KP 2.6-32
Pro déj popsany v piikladu KP 2.6-31 urcete:

1. Moment hybnosti kotouce v Case t1. Zakreslete;
2. Impuls momentu sily F| v ¢asovém intervalu (ty, t; + 7). Zakreslete;
3. Moment hybnosti kotouce v ¢ase to = 7. Zakreslete;

4. Uhlovou rychlost kotouce v ¢ase ts.

KP 2.6-33
Pro déj popsany v piikladu KP 2.6-26 urcete:

1. Vysledny moment vnéjSich sil vzhledem k ose g na zacatku pohybu desky. Zakreslete do
nacrtku;

2. Uhlové zrychleni desky na za¢atku pohybu;

3. Moment hybnosti desky vzhledem ke ¢ v nejnizsi poloze desky. Zakreslete.
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{pr1.2-87}

{pr1.2-88}

{pr1.2-89}
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Obr. 2.133

KP 2.6-34

Na tuhé vodorovné tyci o zanedbatelné hmotnosti jsou navleceny dvé malé koule o hmotnostech
m1 = 0,1kg, me = 0,15kg a pfipoutdany vlakny délek I; = 40cm, [ = 30cm k ose o podle
obr. 2.133. Ty¢ se ota¢i kolem osy o stilou tthlovou rychlosti w1 = 20s™! (tieni v loziscich je
zanedbatelné). Poté vlakna postupné prepalime, koule se pfesunou ke koncim tyce, kde jsou
zarazky, takze koule jsou ve vzdélenosti I = 60 cm od osy o. Povazujte koule za hmotné body,
urcete:

1. Vyslednou thlovou rychlost tyce;

2. Kinetickou energii soustavy na zacatku a na konci otaceni. Vysvétlete.

KP 2.6-35

Krasobruslar znazornény v obr. 2.118 se na za¢atku piruety (stav(1)) otacel s periodou 77 = 1s
a mél moment setrvacnosti vzhledem k ose ota¢eni I; = 10kg - m?. P¥i maximalnich otackach
v pirueté (stav(2)) se otacel s periodou T3 = 0,5s. Urcete:

1. Moment setrva¢nosti vzhledem k ose otaceni ve stavu (2);
2. Kinetickou energii a) ve stavu (1), b) ve stavu (2);

3. Praci, kterou vykonal pfi pfitahovani pazi a nohou v pirueté.

KP 2.6-36
Dvé malé koule K, Ko (hmotné body) o hmotnostech m; = 0,2kg, mas = 0,6 kg jsou upevnény
na koncich tenké tuhé tyce délky | = 1,2m o zanedbatelné hmotnosti. Ty¢ rotuje s periodou

Vv

1. Polohu tézisté soustavy;
2. Moment setrvacnosti soustavy vzhledem k ose o;
Kinetickou energii soustavy;

Hybnost P soustavy;

-~ W

5. Silu, kterou puisobi osa o na ty¢ (tihové sily neuvazujte);
6. Vyslednici sil, kterymi ptisobi osa na loziska;

7. Moment hybnosti soustavy vzhledem k ose otaceni.
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{pr1.2-90} KP 2.6-37
Tenka tuhé ty¢ délky | = 1 m o zanedbatelné hmotnosti, na jejiz koncich jsou pripevnény kulicky
(hmotné body) o hmotnostech m; = 0,2kg, ms = 0,3kg, se mize otacet kolem vodorovné osy o
jdouci jejim stiedem kolmo na ty¢ v tithovém poli Zemé. Ty¢ drzime nejprve v klidu ve vodorovné
poloze a poté uvolnime, takze se zacne otacet kolem osy o. Zanedbejte sily odporu a urcete:

1.

2.

Moment setrvac¢nosti soustavy vzhledem k ose o;

Vv

. Uhlové zrychleni tyée v okamziku a) pocatecnim, b) kdy ty¢ svira se svislou p¥imkou thel

a = 60°;

. a) Kinetickou energii; b) thlovou rychlost ty¢e pii pricchodu rovnovaznou polohou.

{pr1.2-91} KP 2.6-38
Tenkosténnd trubka o poloméru r = 5cm a o hmotnosti m = 3kg se v okamziku ¢; = 0s zacne
valit z klidu po naklonéné roviné, ktera svira s vodorovnou rovinou tthel o = 30°. V ¢ase t2 byla
draha, kterou trubka urazila, | = 2m. Urcete:

1.

2.

3.

4.

V jakém poméru se rozdéli kinetickd energie trubky na energii postupného pohybu a na
energii rota¢niho pohybu;

Préci, kterou vykonala na uvedeném tseku tihova sila piisobici na trubku;

Kinetickou energii trubky v case to;

Ve

Reste uvedené tkoly pro plny valec o stejnych parametrech.
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3. Specialni teorie relativity

3.1 Relativisticka kinematika
aKin¢RatiRA}

{STR}

V této casti se uvazuje o vztazich mezi fyzikalnimi pojmy, veli¢inami a zakony vyjad-
fenymi v riznych inercidlnich vztaznych soustavach. Relativnost kinematickych veli¢in
v klasické fyzice je vyjadiena v tzv. Galileové transformaci. Galiletv princip relativity
vyslovuje tvrzeni o relativnosti mechanickych déja. Einstein provedl jeho zobecnéni
na déje elektromagnetické a na vsechny fyzikalni déje ve specialni teorii relativity.
Jejim zakladem jsou dva postulaty specidlni teorie relativity. Vztahy mezi kinematic-
kymi veli¢inami ve specialni teorii relativity jsou vyjadfeny Lorentzovou transformaci.
Z postulatl speciélni teorie relativity (nebo z Lorentzovy transformace) vyplyvaji te-
oreticky zajimavé dusledky: relativnost soucasnosti, relativistické sklddani rychlosti,
dilatace casu, kontrakce délek. Vsechny tyto jevy se uplatnuji pouze pii rychlostech
srovnatelnych s rychlosti svétla.

Cil: 1) Zpaméti zakladni zdkony a vztahy zvyraznéné v ramedcich, vysvétlit pojmy,

veli¢iny a vysledky zvyraznéné v tomto textu;

IT) Vyslovit, vylozit, zdivodnit a na piikladech ilustrovat Galiletv princip re-
lativity. Napsat Galileovu transformaci a vyvodit z ni disledky pro rychlost
a zrychleni;

III) Vysvétlit klasické predstavy o Sifeni svétla, vysvétlit cil méfeni Michelsona
a Morleye a jeho vysledek. Vyslovit a objasnit postulaty specidlni teorie rela-
tivity;

IV) Lorentzovu transformaci a srovnat ji s Galileiho transformaci. Vysvétlit roz-
dilné postaveni ¢asu a prostoru v klasické fyzice a ve specialni teorii relativity;

V) Na zékladé postulati specialni teorie relativity nebo na zakladé Lorentzovy
transformace vysveétlit: relativnost soucasnosti, dilataci ¢asu a kontrakci délek.
Na zékladé Lorentzovy transformace naznacit postup pii odvozeni relativis-
tického vztahu pro skladani rychlosti;

VI) Uvést nékterd experimentalni ovéreni vysledki specidlni teorie relativity.

3.1.1 Specialni teorie relativity

Specidlni teorie relativity, jejimz zakladem je préace [11] A. Einsteina z r. 1905, je dnes jiz klasicka
a experimentalné dobte ovérena Cast fyziky, kterd pojednava o obecnych zakonitostech, jimiz se
Fidi v8echny fyzikalni déje, jestlize je zkoumdme a matematicky popisujeme v inercialnich (navza-
jem libovolné rychle se pohybujicich) vztaznych soustavach. Takto formulovany obsah specidlni
teorie relativity nepfinasi zdanlivé mnoho nového ve srovnani s klasickou Newtonovou (predre-
lativistickou) mechanikou a fyzikou. Vime ovSem, ze ivahy Alberta Einsteina, tvirce specialni
teorie relativity, vedly k dalekosahlym dtsledkim a k velmi podstatnym zménédm v nazorech na
¢as, prostor i pohyb.

Kromé speciélni teorie relativity vypracoval Einstein a po ném fada dalsich fyzika zobecné-
nou teorii, ktera se zabyvala studiem fyzikalnich jevtu v gravita¢nich polich s uzitim libovolnych
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vztaznych soustav, tj. i soustav zrychlenych, rotujicich atd. Tato teorie, ktera vznikla v r. 1915,
se nazyva ,,Obecna teorie relativity*. Je pojmové i matematicky velmi naro¢na. Zde se budeme
zabyvat pouze specialni teorie relativity.

Z dtvodu konvence budeme oznacovat predrelativistickou fyziku nazvem ,klasicka fyzika“.

Einsteinova specialni teorie relativity spociva v podstaté na zobecnéni (v klasické fyzice zna-
mého) Galileiho (neboli mechanického) principu relativity (viz ods. 2.4.6), a to jeho zobecnénim
z dé&ju mechanickych na vSechny fyzikalni déje, zejména na déje elektromagnetické. Einsteinova
zékladni prace o specialni teorii relativity, publikovana v r. 1905, se nazyva , Elektrodynamika
pohybujicich se prostiedi“ a jejim obsahem je studium zakonitosti elektromagnetickych jevi
zkoumanych v riznych inercidlnich vztaZznych soustavach.

Hlavnim cilem Einsteinovych tvah bylo teoretické vyjadieni a zdtvodnéni vysledki pokust
z oblasti elektromagnetismu, které byly konany koncem pfedminulého stoleti, a hledani odpovédi
na otazku, zda a jak je nutno formulovat zédkony elektromagnetismu (a snad i jinych oblasti fy-
ziky), aby vystihovaly skuteény pribéh déju v riznych libovolné rychle se navzajem pohybujicich
inercidlnich vztaznych soustavach.

Z tzv. Galileova (neboli mechanického) principu relativity (ods. 2.4.6 - prostudujte a pro-
myslete jej znovu!) plyne napt. tento vysledek:

v = konst.
—_—

6/7’\%@ r GQJ\ oon

a) b)
Obr. 3.1

Vrhneme-li na povrchu Zemé téleso pocateéni rychlosti ¥y vzhledem k soustavé S spojené
s povrchem Zemé (tj. v laboratorni inercidlni soustavé), pohybuje se po parabole p — obr. 3.1a.
Vrhneme-li totéz téleso ve vagonu rovnomérné piimocaie jedouciho vlaku (ktery predstavuje
jinou inercialni soustavu S’ - obr. 3.1b) tak, ze téleso ma vzhledem k vagonu rychlost o, = , pak
se téleso vzhledem k S’ pohybuje po parabole p/, ktera je shodné s parabolou p. Podobné i téleso
zavéSené na pruziné kmita v S’ zcela stejné jako shodné téleso na shodné pruziné v S. Takto
shodné probihaji v obou soustavich (a ve vSech inercidlnich soustavich) vSechny mechanické
déje. To je vlastni fyzikalni obsah uvedeného Galileova principu relativity.

Pri studiu elektromagnetickych jevli v ruznych inercidlnich vztaZznych soustavach vznika
otazka, zda pro né plati podobna jednoduché zdkonitost. Napr.: Plati Coulombuv zékon v sou-
stavé S i §'? Jsou sily F. a F’ stejné — obr. 3.1a,b? Ma Faradaytiv zékon elektromagnetické
indukce stejny tvar v S'i .S’? Pracuje elektromagneticky transformator stejné, je-li v klidu vzhle-
dem k S nebo vzhledem k S’? Sifi se elektromagnetické viny (coz je rovnéz elektromagneticky
déj) stejné vzhledem k S i vzhledem k S'? Zejména posledni problém tykajici se Sifeni elektro-
magnetickych vin véetné svétla je velmi zajimavy a dtlezity jak z hlediska poznani zakladnich
obecnych zakonitosti prirody, tak z hlediska praktického. Nadto lze zakonitosti Sifeni svétla
zkoumat experimentalné s dostate¢nou presnosti relativné snadnéji nez zakonitosti jinych elek-
tromagnetickych jevt.

Einstein se zabyval uvedenymi otézkami. Provedl rozbor zakonu elektromagnetismu, zfor-
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mulovanych v tzv. Maxwellové teorii elektromagnetického pole, zejména vsak rozbor vysledku
experimentil fyzikd Michelsona a Morleye, ktefi mé¥ili rozdily v rychlosti sifeni svétla na Zemi
v riznych smérech a zjistili, ze tyto rozdily jsou nulové. Dosel k zavéru, ze vSechny zakonitosti,
jimiZz se Fidi elektromagnetické déje ve dvou libovolnych inercidlnich soustavach S a S’ jsou zcela
stejné a ze to plati i pro libovolné fyzikalni déje. Dale postuloval, Ze svétlo (a rovnéz vsechny elek-
tromagnetické viny) se $ifi ve vakuu ve vSech inercidlnich soustavéch stejnou rychlosti nezavislou
na sméru Sifeni, rychlosti c.

Diusledkem téchto dvou nendpadnych relativné jednoduchych a pro toho, kdo zna Galiletiv
princip relativity, velmi srozumitelnych tvrzeni, jenz Einstein vyslovil jako postulaty specidlni
teorie relativity, jsou vSechny zdanlivé paradoxni vysledky, jimiZz specialni teorie relativity pre-
kvapuje kazdého, kdo je zvykly myslet v pojmech klasické fyziky. Vétsi Cast teorie relativity
predstavuje logické vyvozovani dtsledkt plynoucich z uvedenych dvou postulati. V dobé vzniku
specidlni teorie relativity byla vétsina z ni plynoucich teoretickych vysledkti povazovana mno-
hymi fyziky za pouhé spekulace, které mohou, ale také nemusi, odpovidat skutecnosti. Vétsinu
z nich nebylo pfi tehdejsim stavu experimentélni techniky ovéfit. Dnes uz témétr vSechny vy-
sledky specialni teorie relativity experimentalné ovéreny jsou a bézné se s nimi pocita nejen ve
fyzikéalnich laboratofich a tstavech, nybrz se jich vyuziva i v mnoha odvétvich techniky.

Zajimavé je, Ze prijeti Einsteinovych postuldti nevedlo ke zménam ve formulaci zakonitosti
elektromagnetického pole, nybrz Ze bylo nutno zmeénit formulaci zakond kinematiky a mechaniky.
Studium téchto zakonitosti bude obsahem dalSich ¢asti tohoto textu.

3.1.2 Relativnost v klasické mechanice
3.1.2.1 Galileiho transformace

Galileiho transformace je soustava vztaht (3.1). Je zvlastnim (jednoduchym) pfipadem vztaht
(2.42) uvedenych v odst. 2.4.5.

Ve vztazich (3.1) jsou z, y, z soufadnice néjakého bodu P v inercidlni vztazné soustavé S
obr. 3.4 a 7/, 3/, 2’ soufadnice téhoz bodu v jiné inercidlni soustavé S’, ktera se vzhledem k S
pohybuje stalo rychlosti ¢. Veli¢iny ¢ a t' jsou ¢asy méfené v obou soustavach.

Einstein dosel ve svych tvahach vedoucich ke specialni teorii relativity k zavéru, ze Galileiho
transformace, ktera se v klasické mechanice povazuje za spravnou, je pouze limitnim pfipadem
obecné platné tzv. Lorentzovy transformace (3.12), pro piipad, Ze pro relativni rychlost ”v”
inercidlnich soustav plati v < c.

V této ¢asti vysvétlime fyzikalni smysl Galileiho transformace tak, abychom byli pfipraveni
i na nasledujici relativistické avahy.

Uvazujme o néjaké inercialni vztazné soustavé - napr. o volném télese, které nerotuje vzhle-
dem ke stalicim, viz ods. 2.4.1. Zavedme v ném pravouhly pravotoéivy systém soufadnic Ozyz
tak, ze zvolime tfi navzajem kolmé orientované primky - osy. Bodim téchto os pridame disla
tak, ze uzijeme jako normalu délky (napf. 1 m) tyée N zhotovené z uré¢itého materidlu a tuto ty¢
prikladame postupné na osy, tak jak se to déla casto v praxi. Déleni pak zjemnime. Tim pfifa-
dime kazdému bodu os, a poté zndmym zplisobem i kazdému prostoru, trojici ¢isel - soufadnic
x, y, z obr. 3.2. Kromé toho zavedeme v této soustavé Cas t tak, ze pfedpokladame v souladu
s Newtonem, Ze cas je velicina absolutni, ve vSech bodech vesmiru a ve vSech vztaznych sousta-
vach stejna. V uvazované soustavé jej ukazuje napi. soustava stejnych mechanickych hodin H,
rozmisténych (teoreticky) ve vSech bodech prostoru. Pfedtim jsem je synchronizovali (tj. sefidili
tak, aby ukazovaly stejné) v poc¢atku soufadnic podle taméjsich hodin Hy, viz obr. 3.2. Hodiny
H jsou vzhledem k Ozyz v klidu. Vztaznou soustavu se zavedenou soustavou soutadnic Oxyz
a Casem t oznacime S.

Uvazujme nyni o jiné vztazné soustavé, ktera se pohybuje (pro jednoduchost) rovnomérnou
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Obr. 3.2
translaci rychlosti ¢ o velikosti v ve sméru osy Oz. (Pozn.: veli¢iné | ¥ |= v(> 0) budeme

pro kratkost fikat rovnéz ,rychlost“. V této nové vztazné soustavé obr. 3.2 zavedeme rovnéz
soustavu soutradnic, nyni O’'z'y’z’, a to tak, aby v dase t = 0s splyvala osa O'z’ s osou Oz, osa
O’y s osu Oy a O’z s osu 0z. Bodtim na osach O'z’, O'y/, Oz’ pfifadime ¢isla tak, ze uzijeme
stejné tyce (nebo jeji vérné kopie) stejnym zptsobem jako v soustavé S. Tato ty¢ - normél N’ -
je v klidu v O'z'y'2'. V této vztazné soustavé zavedeme Cas t’ s uzitim hodin H'. Tyto hodiny
sefidime takto: hodiny H{) umisténé v poc¢atku O’ sefidime podle hodin Hy v okamziku t = 0s
(nastavime na nich ¢ = 0s) a ostatni hodiny H' nastavime podle hodin H|. Hodiny H’ jsou
v O'z'y'Z" v klidu, tuto druhou soustavou oznac¢ime S’.

Dégj, ke kterému dojde v ur¢itém ¢ase v ur¢itém bodé P (napt. sepnuti kontakti nebo dopad
elektronu na stinitko) nazveme ,udélost“. Udalost je v soustavé S charakterizovina z hlediska
prostoru a c¢asu ¢tyimi veli¢inami x, y, z, t, kterym se rikd ,soufadnice udalosti“. Z toho jsou
x, y, z prostorové soufadnice a t soufadnice Casova. Tataz udalost je v S’ charakterizovana
soufadnicemi «’, o/, 2/, t'. Zakladni otézka, na kterou dava odpovéd Galileiho transformace, zni:
Jaky je vztah mezi étveficemi soufadnic (z, y, 2, t), (2, v/, 2/, t')? Jak se uréi 2/, ¢/, 2/, ', jsou-li
dany z, y, z, t (a naopak)?

/

y Y/ Th — ) =x0— 11

U

(e

s IO—0O TO—0O1L O 0O
O o ) ) X
w o't

Obr. 3.3

P1i hledani odpovédi vychézime z kazdodenni zkuSenosti tykajici se casu a délky: 1. Libovolé
hodiny H' (klidné v S’) ukazuji stejné jako hodiny H (klidné v S, s nimiz jsou v koincidenci
(tj. jsou ve stejném misté). Jedeme-li totiz ve vlaku (soustava S’ v obr. 3.3), ukazuji naSe
hodiny H’ stejné jako hodiny H na néadrazi, kterym pravé projizdime. Poznamenejme ihned, ze
mame smyslovou zkuSenost pouze s pomalymi pohyby a Ze takto nemérime cas dosti presné.
Uvahy speciélni teorie relativity vedou k zavéru, ze hodiny H' a H neukazuji stejné. 2. Délka [’

Copyright © 2005, UFI FSI VUT v Brné 171



{2.1-1}

{2.1-2}

{obr2.1-4}

{2.1-3}

3.1. RELATIVISTICKA KINEMATIKA

libovolného predmétu klidného napt. v S/, napt. délka vagonu, kterou naméiime v ', je stejna
jako délka [ pohybujiciho se vagonu, tj. jako délka, kterou namé¥i pozorovatel (nebo pfistroj)
klidny v S. Vztah I’ = [ povazujeme za samozifejmy, nebot délku pfedmétu povazujeme za
velic¢inu charakteristickou pro predmét samotny, nezavislou na jeho pohybu. I zde vsak tivahy
specialni teorie relativity vedou k zavéru, ze vztah I’ = [ nemé obecnou platnost.

Uvedené ,samoziejmé* pozadavky spliiuje tzv. Galileiho transformace - soustava vztaht mezi
¢tvericemi velicin (z, y, 2, t), (2, 3/, 2/, t') charakterizujicich tutéz udélost ve dvou uvazovanych
vztaznych soustavach S, S” (obr. 3.4):

¥ =x—-wvt, v =y, =2 t =t. QGalileiho transformace (3.1)

Tuto soustavu vztaht lze napsat i ve vektorovém tvaru
7 =7F—0t, ' =t, QGalileiho transformace ve vektorovém zapise (3.2)

srovnejte (2.42) pro R(t) = vt, viz obr. 3.4. NaSe pozadavky stejného ¢asu a stejné délky jsou

Y T
N/ ‘
vt J x! }
T = i
S vt S’ '
o) 04 T
z z!
Obr. 3.4

skuteéné splnény: 1. Plati t’ = ¢, tj. hodiny H' a H ukazuji stejné; 2. Plati !’ = [. Nebot oznacime-
li 2} a 2, soufadnice konce a ¢ela vagonu v S v uréitém (libovolném) case to, je | = xo — x1. Ze
vztahu (3.1) dostaneme x4 — &) = o — z1, tj. I' = L.

3.1.2.2 Dusledky Galileovy transformace

Zakon skladani rychlosti Pohybuje-li se néjaky hmotny bod vzhledem k S’, pohybuje se
(obecng) i vzhledem k S. Jeho soufadnice ', 3/, 2’ jsou funkcemi ¢asu ¢, jeho soutadnice z, y,
z jsou funkcemi ¢asu t. Tyto funkce jsou vazany vztahy (3.1) resp. (3.2). Oznaéime @’ = d7’/dt/
rychlost hmotného bodu v §" a podobné @ = dr’/dt jeho rychlost v S. Pro soufadnice rychlosti
dostaneme derivovanim rovnic (3.1) vztahy

, dz’  dzx dt dz
Uy = — =— —V—=— —0U=1Uy— 0,
v a¢ A de dt ‘
(nebot ¢ =t — dt’ = dt)
u;/ = Uy, u'zl = Uy, tj.
Wy = Up =V, Uy = Uy, Uy = Us. (3.3)

Analogicky derivovanim rovnice (3.2) podle ¢’ dostaneme
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=/

u =u— v, Kklasicky zakon skladani rychlosti (3.4)
viz rovnice (2.43). Vztah (3.4) je tedy disledkem Galileiho transformace.

Zrychleni v inercialnich soustavich Derivovanim vztahu (3.4) podle ¢’ dostaneme

=/

a@ =d, zrychleni hmotného bodu v inercidlnich soustavach (3.5)
viz rovnice (2.45). Rovnéz vztah (3.5) je diisledkem Galileiho transformace.

Galileiho princip relativity Galileiho princip relativity byl vysloven v odst. 2.4.6. Pfipome-
neme jej. Uvazujme o malém télese (hmotném bodé), na které pusobi jiné télesa a zkoumejme
jeho pohyb v inercialni soustavé S a v inercidlni soustavé S’ obr. 3.4. V soustavé S plati pohybova
rovnice

. 2p dp =
a) ma = Fy, tj.b) my = E,, tj.c) dit) =F, (3.6)

kde m, d, F, , T, P jsou veli¢iny definované, méfené, resp. pocitané v S. Pritom F, je
vyslednice sil pisobicich na hmotny bod v S.

V soustavé S’ je: 1. @ = d, viz rovnice (3.5); 2. O hmotnosti télesa predpokladame, ze
nezavisi na jeho pohybu, Ze tedy plati m’ = m; 3. Sily charakterizujici ptisobeni ostatnich téles
jsou zavislé na vzdjemné vzdalenosti téles a na jejich vzajemnych rychlostech. Ty jsou, podle
Galileiho transformace, stejné v S'i S’. Proto o silach predpokladejme, Ze plati F, = ﬁﬁ S uzitim
téchto vysledki a vztahu (3.6) dostdvame

—/ nl : / > nl : d*p' nll
a)mada = F,, tj.b) m T F,, tj.c) moz = I (3.7)

Pohybové rovnice (3.6) v S a pohybové rovnice (3.7) v S’ maji tedy stejny tvar. To znaci:
Jestlize hmotny bod o hmotnosti m, ktery ma v S pocatecni rychlost ¢y, se pohybuje Gcinkem
okolnich téles vzhledem k S po trajektorii T', pak jiny hmotny bod o stejné hmotnosti, ktery ma
v S’ poéateéni rychlost o, = ¥, se bude pohybovat po trajektorii 7", kterda ma stejny tvar jako
T, viz obr. 3.1.

Analogickd zédkonitost plati zfejmé pro mechanické pohyby vSech hmotnych soustav. Vyslo-
vuje se jako Galiletv (neboli mechanicky) princip relativity: Rovnice vyjadiujici zdkony mecha-
niky maji stejny tvar ve vSech inercialnich vztaznych soustavach.

3.1.3 Fyzikalni zaklady specialni teorie relativity
3.1.3.1 Invariantnost a kovariantnost

Fyzikalni velic¢iny, kterymi charakterizujeme vlastnosti téles, poli, fyzikalni déje, maji v riznych
vztaznych soustavach bud rizné nebo stejné hodnoty. Napt. v inercialnich soustavach (SI), pro
néz plati Galileiho transformace, mé délka télesa stejnou hodnotu. Rikdme, Ze délka télesa je
invariantni vzhledem ke Galileové transformaci. Dalsf invariantni veli¢iny (vzhledem ke Galileiho
transformaci) jsou zfejmé plosny obsah, objem, zrychleni hmotného bodu, hmotnost, sila atd.
Invariantni vzhledem ke Galileiho transformaci nejsou napt. veli¢iny: rychlost, hybnost, kineticka
energie atd.

Jestlize néjaky vztah (napf. rovnice) mezi fyzikdlnimi veli¢inami, formulovany v inercidlni
soustavé S, nezméni p¥i jeho prepsani do soustavy S’ s uzitim Galileiho transformace sviij tvar,
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iikame, 7e je kovariantni vzhledem ke Galileiho transformaci. Napi. rovnice (3.6)c je kovariantni
vzhledem ke Galileiho transformaci, nebot ma v S’ stejny tvar rovnic (3.6)c, (3.7)c je vsak
stejny, tedy rovnice dp/dt = F, je kovariantni. Je-li néjaky fyzikalni zakon vyjadien matematicky
rovnici, ktera je kovariantni vzhledem k néjaké transformaci, kterou jsou vazany souradnice a ¢as
ve dvou vztaznych soustavach, tj. ma-li fyzikalni zdkon v obou soustavach stejny tvar, probihaji
déje, jez se timto zakonem Fidi, v obou soustavach za stejnjych podminek stejné.

3.1.3.2 Postulaty specialni teorie relativity

Uvazujme nyni o elektromagnetickych déjich. Jejich zakonitosti, jako je napt. Coulombuv zakon,
Gaussuv zékon (ktery hovori, zhruba feceno, o poc¢tu silocar, které vystupuji z kladného elektric-
kého naboje), Faradayuv zékon elektromagnetické indukce atd., jsou shrnuty v tzv. Maxwellové
teorii elektromagnetického pole, (viz [10], odst. 1.5.2). Lze dokazat, Ze ve vztazné soustave,
v niz plati Maxwellovy rovnice (vyjadiujici hlavni zakonitosti elektromagnetickych déji) se Sifi
elektromagnetické zareni (tedy i svétlo) ve vakuu vSemi sméry stejnou rychlosti danou vztahem

1
VEoHo

Zde ¢¢ je konstanta, kterd se nazyva permitivita vakua a pg je konstanta, kterd se nazyva
permeabilita vakua. Jejich hodnoty lze najit v tabulkové casti na strané 400.

CcC =

(3.8)

y\
/y/ )
S’ i
c'=c+wv /_c’»—c—v .
O/ _U> $/
S = |
o_ OO0 1 OO QO QO ¢
c c
Obr. 3.5

Predpoklddejme, ze uvedené zékony elektromagnetismu plati v urcité inercidlni vztazné sou-
stavé S a uvazujme o jiné inercidlni soustavé S’, kterd se vzhledem k S pohybuje rychlosti v
podle obr. 3.5. Pfedpokladejme, ze soufadnice (z, y, z, t), (2/, ¥/, 2/, t') udalosti v obou sousta-
véach jsou véazany rovnicemi (3.1), tj. ze plati Galileiho transformace. Pak rychlost i libovolného
objektu (télesa nebo pole) méfend v S a jeho rychlost @' méfend v S’, jsou vazany vztahem
(3.4). Svétlo by se tedy mélo v S’ §ifit ve sméru osy O’z’ rychlosti ¢ = ¢—v a ve sméru opacném
Zemi. V soustavé S spojené se Zemi se zvuk Sifi vSemi sméry stejnou rychlosti, kterou oznacime
c, obr. 3.5. V soustavé S’ spojené s vagonem jedoucim ve sméru osy Oz rychlosti v se zvuk Sifi
rychlosti ¢ = ¢ — v ve sméru osy O’z a rychlosti ¢’ = ¢+ v ve sméru opa¢ném. Kdyby tomu tak
bylo, musely by mit rovnice vyjadiujici zdkony elektromagnetismu v soustavé S’ jiny tvar nez
v soustavé S. Kdyby totiz mély stejny tvar, sifilo by se svétlo i v soustavé S’ rychlosti danou
vztahem (3.8). Jinak Feceno: rovnice vyjadiujici zékony elektromagnetismu nejsou kovariantni
vzhledem ke Galileové transformaci.

A7 do vzniku specialni teorie relativity se pfedpokladalo, Ze Galileiho transformace je spravna
a ze zakony elektromagnetismu formulované v rovnicich Maxwellovy teorie plati presné jen
v jedné vztazné soustavé. Tato vztazna soustava Ze ma tedy vyznacné (privilegované) postaveni
a ze je tedy v jistém smyslu ,,absolutni“. Pfirozené se pfedpokléddalo, Ze je to soustava spojena
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s vesmirem, se stalicemi. Pfesnéji vyjadreno, je to soustava, v niz ma vesmir jako celek nulo-
vou hybnost i nulovy moment hybnosti. Tuto soustavu budeme pro stru¢nost nazyvat vesmirna
soustava (VS). O elektromagnetickém vlnéni se predpokladalo, ze musi mit, podobné jako me-
chanické vlnéni (napf. zvuk), néjakého nositele, néjaké prostiedi, kterym se toto vinéni §ifi. Jezto
elektromagnetické viny se $ifi i vakuem, predpokladalo se, Ze nositelem elektromagnetickych vin
je néjaké jemné prostiedi s mizivou hmotnosti, které je v celém vesmiru, ve vakuu i v latkach
a jehoz funkce je to, Ze umoznuje Sifeni elektromagnetickych vin. Toto prostfedi se nazyvalo
svétovy éter, kratce éter. Vylucnost vesmirné soustavy spocivala v tom, Ze éter je v ni v klidu.

Podle téchto predstav (byly povazovény za jediné spravné, nebyly vSak experimentalné po-
tvrzeny) se mélo svétlo $ifit v8emi sméry stejnou rychlosti ¢ danou vztahem (3.8) pouze ve
vesmirné soustavé (VS). V jiné inercidlni vztazné soustavé S, kterd se vzhledem k VS pohybuje
rychlosti ¥, se mélo svétlo §ifit riznymi sméry riznou rychlosti - napi. ve sméru pohybu soustavy
S rychlosti ¢ = ¢ — v, v opa¢ném sméru rychlosti ¢’. Vzhledem k takové soustavé S se mél éter
pohybovat rychlosti —¢, mél v ni ,,vanout éterovy vitr*, pravé tak, jako vznika skutecny vitr
v soustavé S’ spojené s jedoucim vagonem v obr. 3.5.

vesmirna _ Zems, S’
soustava, - — — —
VS v

rychlost Zemé vzhledem
k VS

|

rychlost ,éterového vétru“
vzhledem k S’

Obr. 3.6

Rozhodnout o spravnosti téchto predstav mohlo jediné méfeni, experiment. Tato méfeni
provedli s dostate¢nou pfesnosti r. 1887 A. Michelson a E. Morley. Za soustavu S pohybujici
se vzhledem k VS zvolili obr. 3.6 Zemi, ktera se v heliocentrické soustavé pohybuje rychlosti,
jejiz velikost je asi v = 29km/s, jez je dostatecnéd pro to, aby bylo moZno zjistit, zda svétlo
se §ifi vzhledem k Zemi v souhlase s predeslou éterovou teorii. Uzili velmi citlivého pfistroje -
optického interferometru, dnes nazyvaného ,,Michelsontuv interferometr*. V ném se svétlo vyslané
z jediného zdroje rozdélilo na dva paprsky, které postupovaly ve smérech navzajem kolmych
a poté se opét setkaly a sladaly (interferovaly). Rozborem vysledného interferen¢niho obrazce
vzniklého slozenim obou paprski zjistili, Ze svétlo urazi na Zemi za stejnou dobu stejnou drahu,
at se §if1 kterymkoliv smérem. Zjistili, Ze ,éterovy vitr“ je jejich metodou nezjistitelny.

Tento prekvapujici zaporny vysledek jejich méfeni vzbudil velky rozruch, protoze byl v roz-
poru s tehdejsimi predstavami. Proto oba fyzici méreni opakovali se zvétsenou presnosti. Kromé
jejich experimentti byla provedena fada dalSich méfeni riznymi metodami za riiznych podminek,
napf. ve velkych vyskach atd. V poslednich desitkach let byla konadna méfeni s uzitim druzic
a kosmickjch sond. Zadny z téchto pokust nevedl ke zjisténi pohybu nasi Zemé vidi éteru. Vy-
sledky nékterych pokust bylo mozno vysvétlit vhodnymi pfedpoklady, napt. ze éter je latkami
éastecné strhavan, Ze predméty se pfi pohybu vici éteru smrstuji, Ze svétlo mé konstantni rych-
lost pouze vzhledem ke svému zdroji atd. Zadny z téchto predpokladi viak nevedl k vysvétleni
vSech experimentalné zjisténych zakonitosti Sifeni svétla.

Einstein vyftesil rozpor mezi klasickymi pfedstavami a vysledky experimentt originadlnim
a pritom jednoduchym a na prvni pohled pfirozenym zptisobem. Jezto zadny pokus nevedl
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k dikazu existence svétového éteru a jezto naopak hypotéza existence éteru ztézovala vyklad
experimentil, dosel Einstein k zavéru, ze éter neexistuje, ze elektromagnetické pole véetné elek-
tromagnetickych vln a svétla nepotiebuje ke své existenci nositele. Jezto dale vysledky pokust
lze vylozit s uzitim predpokladu, ze svétlo se §ifi v kazdé inercidlni soustavé ve vakuu rych-
losti ¢ danou vztahem (3.8), ktery plyne z rovnic vyjadiujicich zakonitosti elektromagnetického
pole, dosel Einstein k zavéru, Ze rovnice elektromagnetického pole maji ve vSech inercidlnich
soustavach stejny tvar. Analogicky vysledek pro mechanické déje byl jiz zndm jako tzv. Galileiv
princip relativity. Proto Einstein vyslovil jako fyzikalni princip tvrzeni, ze libovolny fyzikalni déj
se Tidi v libovolné inercialni soustavé stejnymi zadkonitostmi. Koneéné pak vyslovil jako fyzikalni
princip tvrzeni, Ze svétlo se Sifi ve vakuu ve vSech inercidlnich soustavach stejnou (na sméru
nezavislou) rychlosti.

Princip relativity Postulat 1: Rovnice, jimiz se jsou vyjadieny fyzikalni zakony, maji ve
vSech inercialnich vztaZznych soustavach stejny tvar.

Princip konstantni rychlosti svétla Postulat 2: Svétlo se §ifi ve vakuu ve v8ech inercidlnich
vztaznych soustavach stejnou rychlosti c.

Poznamenejme jesté, ze z Einsteinovych tuvah a vztaht, které odvodil, vyplyva, ze rychlost
libovolného télesa v inercidlni soustavé je vzdy mensi nez c.

3.1.3.3 Dusledky Einsteinovych postulatu specialni teorie relativity

Obr. 3.7

Zavedeni vztaznych soustav Budeme uvazovat, tak jako difive, o dvou inercidlnich vztaz-
nych soustavach S a S’, z nichz S se pohybuje ve sméru osy Ox rychlosti @ (obr. 3.7). Soustavu
soutadnic Ozyz zavedeme obdobné, jako v klasické fyzice: bodiim prostoru prifadime trojice
¢isel - prostorové soufadnice s uzitim urcité tyce - normalu délky, ktera je vzhledem k S v klidu.

Cas v S budeme méiit na hodinach, které jsou rozmistény ve vSech bodech prostoru a jsou
v klidu v S. Synchronizujeme je podle hodin Hy umisténych v pocatku O takto: V case t = 0
vysleme z bodu O radiovy signal a na hodinadch H v obecném bodé P ve vzdalenosti r od O
obr. 3.7 nastavime p#i pfichodu signalu ¢as ¢ = r/c, nebot podle druhého postulatu svétlo,
a tedy i rddiovy signal, se Sifi v kazdé inercialni soustavé rychlosti ¢ (pozn.: respektovani doby
letu radiovych signéld je béznd praxe zejména pii Fizeni druzic, kosmickych sond atd.).

Soustavu soutadnic O'z'y'z" v S" zavedeme opét tak, aby pocatky O a O’ splyvaly v case
t = 0. Prifazeni prostorovych soufadnic provedeme opét s uzitim stejné tyce - normalu - jako
predtim v S s tim, ze ty¢ je nyni v klidu v S’. Hodiny H|, umisténé v poc¢atku O’ sefidime podle
hodin H' v okamziku t = t' = 0, kdy Hp a H), jsou v koncidenci. Ostatni hodiny H' pevné
v S” synchronizujeme s hodinami H{j opét uzitim rddiového signélu, ktery se §i¥i i vzhledem k S’
rychlosti c¢. Na H' nastavujeme t' = 7’ /c, obr. 3.7.
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Obr. 3.8

Relativnost soucasnosti Uvazujme o hypotetickém superexpresu, ktery jede stalou rychlosti
v =2-108m/s a ktery piedstavuje inercialni soustavu S’ (obr. 3.8). Piesné ve stfedu vagonu je
zdroj svétla Z’. Tento zdroj vysle v okamziku, kdy pravé miji pozorovatele P pevného v pozemské
soustaveé S, svételny signal. Tento signal se $ifi vzhledem k S’ rychlosti ¢ vSemi sméry, dorazi
tedy na zadni sténu A vagonu a na predni sténu B soucasné. Dvé udalosti: dopad svétla na A
a na B jsou v S’ soucasné.

k nému pfiblizuje, pfedni sténa B se od néj vzdaluje. Signal dopadne na A v dobé, kdy paprsek
letici k B je jesté od B vzdalen — obr. 3.8b. Dopad svétla na A a B jsou tedy v S dvé udalosti
nesoucasné. Zopakujme: Dvé nesoumistné udalosti, které jsou v .S’ soucasné, jsou v S nesoucasné.
Soucasnost nesoumistnych jevi je tedy pojem relativni.

Paradoxni skladani rychlosti Svétlo se $ifi vzhledem k vagonu smérem od Z’ k B rychlosti
c = 3-108m/s obr. 3.8a, vagon jede ve stejném sméru rychlosti v = 2 - 10¥m/s. Podle vztahu
(3.4) plynouciho z Galileovy transformace by mélo mit toto svétlo vzhledem k S rychlost ¢ =
c+v = 5-108m/s. Tento, z hlediska klasické fyziky paradoxni, vysledek ukazuje, Ze vztah
(3.4) a tedy i Galileova transformace v specialni teorii relativity neplati. Relativistické skladani
rychlosti bude vyloZeno v dalsim.

Dilatace ¢asu Ukazeme, ze pohybujici se hodiny jdou pomaleji nez hodiny, které jsou v klidu.
Predpokladejme, ze pozorovatel v jiném vagonu uvazovaného superexpresu (v = 2-108 m/s) vysle
ze zdroje svétla Z' na podlaze vagonu svételny signdl svisle smérem ke stropu, kde je umistén
detektor D’ ve vzdalenosti d — obr. 3.9a. Signéal dopadne na D’ za dobu At' =d/c.

Pozorovatel klidny v S vzhledem k némuz se vagon pohybuje rychlosti v, zjisti, Ze signal
dopadne na D’ po uplynuti jisté doby At. Vagon urazil za tu dobu drahu As = vAt obr. 3.9.

V soustavé S se paprsek musel §ifit po $ikmé tiseéce Z'D’ v obr. 3.9b. JeZto svétlo se Sifi
v S rovnéz rychlosti ¢, letél paprsek ze Z' do D' po dobu At = |Z'D'|/c. Z obr. 3.9b plyne
|Z'D'|? = (vAt)? 4 d?. Dosazenim dostaneme

/
A(AL)? = ? (A2 + A(AY)? — At = Ait dilatace casu (3.9)
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D/
c At p S’

v At

Jezto /1 — Z—; < 1, je At > At'. To znac¢i: d¢&j, ktery trva ve vagonu po dobu At trva
v soustavé, v niz se vagon pohybuje, po dobu At > At’, tedy déle. Kdybychom do mista D’
a Z' dali rovnobézna vodorovnéa zrcadla, mezi nimiz by se paprsek pohyboval vzhledem k vagonu
nahoru a dolii, mohli bychom toto zafizeni povazovat za hodiny H’, v nichz probiha periodicky
déj o periodé T" = 2At’. Perioda téhoz déje v soustavé S, v niz se hodiny H' pohybuji, by byla
T = 2At > T'. Tedy: pohybujici se hodiny H' ukazuji méné a jdou tedy pomaleji nez hodiny H,
s nimiz jsou praveé v koincidenci. Tato vlastnost ¢asu se nazyva dilatace casu.

Cas méfeny na hodinéch, které jsou v klidu v inercilni soustavé, v niz je uvazovany objekt
v klidu, se nazyva vlastni cas.

Poznamenejme, %e pro pozorovatele, ktery je v klidu v S’, se pohybuji hodiny H rychlosti
—v. Srovnava jejich idaje s idaji téch hodin H', jez jsou s H pravé v koincidenci a zjisti, Ze plati
At < At'. Dilatace ¢asu je tedy relativni, zjisti ji na pohybujicich se hodin4ch jak pozorovatel
klidny v S, tak pozorovatel klidny v S’.

Experimentalni ovéreni dilatace ¢asu bylo provedeno mnohokrat. Bézné se s ni pocita ve
fyzice elementarnich ¢astic, pfi pohybu ¢astic v urychlovacich atd. Prvni jev, ktery bylo mozno
vysvétlil dilataci ¢asu, byl prilet ¢astic g (miont) atmosférou. Miony jsou nestabilni ¢astice,
které maji v laboratofi v klidu stfedni dobu zZivota asi 79 = 2us. Kdyby nebylo dilatace casu,
mohly by miony, které se mohou pohybovat rychlostmi mensimi nez ¢, urazit nanejvys drahu
s=T19c=2-10"%-3.108m = 600 m. Ve skutecnosti vak miony vznikaji v hornich vrstvich
atmosféry ve vysce nékolika desitek tisic metri nad Zemi tc¢inkem kosmického zaieni a mnoho
z nich doleti az na povrch Zemé, takze urazi drdhu fadové 10* m. Vysvétleni: Cas 79 je vlastni
¢as. Je to doba, po kterou miony existuji, méfena v hodindch na hodinach, vzhledem k nimz se
miony nepohybuji. V soustavé, v niz se miony pohybuji (v nasem piipadé je to soustava spojena
s povrchem Zemg), maji miony stfedni dobu Zivota 7 danou vztahem (3.9), tj 7 = 70(1—v?/c?)1/2,
tj. vétsi nez 7.

3.1.3.4 Kontrakce délek

Ukéazeme, ze rozmeéry pohybujiciho se pfedmétu, méfené ve sméru pohybu, jsou mensi nez roz-

méry predmétu klidného. Rozméry ve sméru pricném ke sméru pohybu ztistavaji beze zmény.
Uvazujme opét o jednom vagonu superexpresu, ktery jede rychlosti ' kolem plotu, jehoz délka

v soustavé S spojené s povrchem Zemé je Iy (obr. 3.10). Vagon tvoii soustavu S’. Pozorovatel ve
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Obr. 3.10

vagonu chce zjistit délku plotu, ktery se vzhledem k nému, tj. vzhledem k soustavé S’, pohybuje
rychlosti —¢. Provede to takto: na svych hodinadch H' zjisti ¢asy t], t,, kdy jel kolem zacatku
a konce plotu a délku ur¢i ze vztahu I’ = v(th, —t}) = vAt'. Pozorovatel P, ktery je v klidu v S,
zjisti na hodindch Hy, Hy Casy t1 a to, kdy vagon mijel rychlosti ¢ za¢atek a konec plotu a pro
délku [y plotu, ktery je v klidu, dostaneme ly = v(t2 — t1) = vAt. Délenim vztaht dostaneme
'/lo = At'/At. Dosadime-li sem At'/At ze vztahu (3.9), dostaneme

2
U=1lpy/1— %2 . kontrakee délek (3.10)

To znadi: Délka I’ pohybujiciho se pfedmétu (zde délka plotu pohybujiciho se v S’ rychlosti
—4) je mensi nez délka téhoz predmétu v klidu (zde délka) plotu v soustavé S. Tento jev se
nazyva kontrakce délek. Délka [y se nazyva klidova délka. Pravé tak bylo mozno dokazat, Ze
jedouci vagon méa v S mensi délku nez je jeho klidova délka.

Pokud jde o rozméry predmétti ve sméru kolmém ke sméru jejich pohybu, ziskdme vysledek
takto: Postavime se vedle vagonu, v ruce mame kiidu, kterou drzime ve vySce horniho okraje
vagonu. Necht nyni vagon jede rychlosti ¢. Jestlize se jeho vyska pfi pohybu zmensi, k¥ida bude
vys nez horni okraj vagonu a nezanecha na vagonu stopu. Z hlediska soustavy spojené s vagonem
se vsak pohybujeme my rychlosti —v, takze se zmensime my a kiida zanecha na vagonu stopu.
Avsak kiida nemuZe na vagonu stopu soucasné zanechat a souCasné nezanechat, vyska vagonu
se tedy nezméni. Rozmeéry predmétti ve sméru piicném k pohybu se tedy neméni.

3.1.3.5 Lorentzova transformace

Transformaéni vztahy Uvedli jsme, Ze soufadnice (z, y, 2, t) a (z/, ¥/, 2/, ') jedné udalosti
ve dvou inercidlnich vztaznych soustavach S, S’, z nichz S’ se pohybuje rychlosti ¢ vzhledem k S
rychlosti ¢ podle obr. 3.11, nemohou byt vazany rovnicemi Galileovy transformace (3.1), nebot
v specialni teorii relativity neplati zdkon skladani rychlosti (3.4), jenz z Galileiho transformace
vyplyva.

Ukazuje se, ze Einsteinovy postuldty specidlni teorie relativity jsou splnény, jestlize sourad-
nice (z, y, z, t) udélosti v S a soufadnice (', 3/, 2/, t’') téze udélosti v S’ jsou vazany vztahy,
které se nazyvaji Lorentzova transformace a které maji tvar
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Yy Y
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{obr2.1-11} Obr. 3.11
/ t/ t/+ E"E,
{2.1-11} a) r = Lvy b)y=y, ¢)z2=2, d)t= 7022 Lorentzova transformace (3.11)
v v
T2 T2

To jsou rovnice, pomoci kterych ziskdme ze soutadnic (2, i/, 2/, t') v soustavé S’ soufadnice
(z, y, 2, t) téze udalosti v S.

Jsou-li naopak dany soufadnice (z, y, 2, t) néjaké udalosti v S’ ziskdme z nich soufadnice v S’
ze vztaht (3.11) zédménou x < 2/, y < ¢/, z < 2/, t & ¢/, v < —v. Dostaneme tak z Lorentzovy
transformace ve tvaru

— ot t— Sz
{2.1-12} a)a' = u, b)y =y, ¢)z =z d)t' = ——. Lorentzova transformace (3.12)

1. Lorentzova transformace je zobecnéni Galileovy transformace, kterou dostaneme z Lo-
rentzovy transformace pro pfipad rychlosti v, pro néz plati v < ¢ (tzv. nerelativistické
rychlosti). Skute¢né pro v/c < 1 dostaneme ze vztaht (3.12) vztahy o' =z — vt, ¥ =y,
2/ = z, t' = t. Galileiho transformace je tedy limitnim piipadem Lorentzovy transformace
pro v/c — 0

2. Ze vztahu (3.12)d plyne, Ze ¢as neni absolutni. Cas ¢ udélosti méieny v S’ zavisi nejen na
case t této udalosti v 5, nybrz i na jeji prostorové souradnici. Ve specialni teorii relativity
nejsou prostorové a casové souradnice nezavislé, prostorové a casové charakteristiky déju
spolu souvisi. Z tohoto dtivodu se ve specialni teorii relativity uzivad kromé pojmu prostoru
a Casu i sjednocujiciho pojmu prostorocas.

3. Lze ukazat, ze rovnice elektromagnetického pole jsou vzhledem k Lorentzové transformaci
kovariantni, tj. ze zdkony elektromagnetismu maji ve vSech inercidlnich soustavéach stejny
tvar. Zejména pro rychlost svétla ve vakuu vychézi (v souhlasu se 2. postulatem specialni
teorie relativity) ve vSech inercidlnich soustavéach stejnd hodnota dana vztahem (3.8). Zato
zékony klasické mechaniky nejsou, jak lze ukazat, vzhledem k Lorentzové transformaci
kovariantni a je nutno je modifikovat.
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4. Maji-li rovnice (3.11) popisovat dé&je probihajici v redlném prostoru a ¢ase, musi byt vyraz
(1 —v%/c?)'/? redlny a nenulovy, tj. musi platit v < ¢. Odsud plyne, e vzajemné rychlosti
inercidlnich vztaznych soustav musi byt mensi nez c. Tedy i rychlost libovolného télesa
v libovolné inercialni vztazné soustavé musi byt mensi nez c, nebot toto téleso muze tvorit
vztaznou soustavu.

5. V predeslych ivahach jsme ukazali, Zze nékteré veli¢iny a pojmy, které jsou v klasické fyzice
»absolutni“, jsou ve specialni teorii relativity relativni, zavislé na uzité vztazné soustavé.
Plati to napi. o rozmérech predmétii, o délkadch Casovych intervald a o pojmu soucas-
nosti. V prikladech 2.1-1 az 2.1-4 ukazeme, Ze tyto vysledky plynou pifimo z Lorentzovy
transformace.

6. Kdyby bylo ¢ — oo, ptesla by Lorentzova transformace v Galileiho transformaci.

Relativistické skladani rychlosti V této ¢asti odvodime vztah (3.13), ktery je relativistic-
kym zobecnénim vztahu (3.14) platného v klasické fyzice.

v

Y )

Y

u/
O
S S’ w="?
0 o z’
vt v
z 2!
{obr2.1-12} Obr. 3.12

Uvazujme o malém télese (hmotném bodu), ktery se pohybuje vzhledem k inercialni vztazné
soustaveé S’ podél osy O'z’ obr. 3.12. Pro jeho soufadnice plati 3/ = y = konst., 2’ = z = konst..
Jeho soufadnice 2’ je v S funkei ¢asu ', tj. 2/(¢’). Jeho rychlost @ v S’ i rychlost @ v S méa
smér osy O'z’, tj. i osy Oz. Plati u, = u(t) = da/dt, u}, = v = da’/dt’. Odvodime vztah mezi
u a u'. Pfedem uvedeme tento pomocny vztah, ktery budeme potiebovat

!/ / !/ /
t:t+c%x B t:dt+c%dm.
v2 v2
= =
Nyni pocitejme u:
=% _d o ot da +odt! dz’ + vdt’ dr’ +vdt! 4w W 4w
U = —_—= — = e PN ; = = ) n = 7
-5
u 4 v e . i .
{2.1-13} u(t) = T vztah specialni teorie relativity pro skladani rychlosti (3.13)
&

Copyright © 2005, UFI FSI VUT v Brné 181


HRW - Fyzika
HRW 38.9, str. 1020
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1. Vztah (3.13) nahrazuje ve specidlni teorii relativity klasicky vztah v = «' + v, je jeho
zobecnénim. Vztah v = v’ + v je limitnim pifpadem vztahu (3.13) bud pro vu < c?
(nerelativistické rychlosti), nebo pro ¢ — oo.

2. Pro v/ > 0 plyne ze vztahu (3.13), ze vzdy plati u < v’ + v.

3. Pro jakékoliv hodnoty rychlosti v/(< ¢) a v(< ¢) dava vztah (3.13) vysledek u < c.

Dikaz: Oznacéme
W =(1-p)c, kde 0 <p <1,

v=(1-¢q)e, kde 0<q<1
Dostavame

yod=petd-qe  1-ptl-q = 2-p-q __
14 Updl=ge 14+1-p—q+pg (2-p—q) +pg

C
C

Zejména pro v’ — ¢ (p — 0) vychazi, Ze rovnéz u — c. Vztah (3.13) je tedy v souhlase
s druhym postuladtem specialni teorie relativity.

3.1.3.6 Dusledky Lorentzovy transformace v prikladech

U= —Uy
Yy Yy’
—
S s’ i@
u | P o '
0 x
z !
Obr. 3.13

KP 3.1-1

Elektron e se pohybuje v soustavé S’ rychlosti u; = 0,9 ¢ ve sméru osy Oz’ obr. 3.13, proton
p se pohybuje v téze soustaveé rychlosti us = 0,8 ¢ v opa¢ném sméru. Urcete relativni rychlost
elektronu vzhledem k protonu.

Reseni:
S protonem spojime vztaznou soustavu S obr. 3.13. Vzhledem k této soustavé se soustava S’
pohybuje rychlosti ¥ = —us ve sméru osy Ozx. Relativni rychlost elektronu vzhledem k protonu

je rovna rychlosti u elektronu vzhledem k soustavé S. Ze vztahu (3.13), v némz v’ = u, v = ug,

dostaneme
up +uz  0,9c+0,8c

YT T mE T 110809
Podle klasické fyziky by mélo byt v = 1,7 c.

=0,988372¢ (< ¢)

Copyright © 2005, UFI FSI VUT v Brné 182



{kpr2.1-2}

{kpr2.1-3}

{kpr2.1-4}

3.1. RELATIVISTICKA KINEMATIKA

KP 3.1-2
Dokazte, ze z Lorentzovy transformace plyne relativnost soucasnosti.
Diikaz: Uvazujme o dvou déjich soucasnych v S” obr. 3.13. Jejich souradnice v S’ necht jsou (27,
Yt 21, 1)), (xh, yh, 25, th = t]). Pak jejich ¢asové soufadnice v S jsou podle (3.11)d,
t/ _|_ lx/ t/ + EZL,/
L2l =22 kde th=t].

tzi =
- eE T i)

odectenim dostaneme
v
At =ty —t1 = 6—2(33’2 — ) /(1 —=v?/A)Y?

Je-li o) = b, je ta = t; a dé&je jsou v S soucasné. Je-li v8ak zf, # 2/, je to # t1, tj. déje jsou
v S nesoucasné.

KP 3.1-3

S uzitim Lorentzovy transformace dokazte platnost vztahu (3.9) pro dilataci ¢asu.

Diikaz: Uvazujme o dvou udalostech, které nastaly v S’ obr. 3.13 ve stejném misté v riznych
¢asech. Jejich souradnice v S’ jsou (21, y1, 21, 1), (25 = 2}, vy = v}, 25 = 21, t5). Jejich casové
soufadnice v S jsou, podle (3.11)d,

. t) + ) . ty + Fa]
1= ) 2 = .
V1—0v%/c? V1—0v%/c?
Odec¢tenim dostaneme
th — ¢ At
At=t) -t = ——2—1_ =

VI—v2/2 1w/

coz je vztah (3.9).

KP 3.1-4

S uzitim Lorentzovy transformace dokazte platnost vztahu (3.10) pro kontrakci délek.

Diikaz: Uvazujme o ty¢i, kterd lezi v klidu v soustavé S’ na ose Oz’ (obr. 3.7) a kterd v ni
mé délku [, (klidova délka), prostorové soufadnice jejich konanych boda pro vSechna t' jsou
(21,0,0), (a, =z} +10,0,0). Délku tyée v soustavé S ur¢ime tak, ze uréime soufadnice x1, x2(=
x1+1) jejich koncovych bodi v S v libovolném, ale pevném, ¢ase ty. Z Lorentzovy transformace,
rovnice (3.12)a, plyne

o xl—vto ; ﬂjg—vto
T = y Lo = 37 2
V1 —v/c? \/1—0/0
odectenim dostaneme
’ Tro9 — T l

ly=ay—x

L= \/1—1)2/02 B \/1—1)2/(:2’

coz je vztah (3.10).

Copyright © 2005, UFI FSI VUT v Brné 183



ckaDynamika}

3.1. RELATIVISTICKA KINEMATIKA

Problém — paradox Stojici vlak ma stejnou délku Iy jako tunel, jimz bude projizdét, plati
lo = Lo, kde Ly je délka tunelu. Projizdi-li vlak relativistickou rychlosti ¢ tunelem, tvrdi na
zakladé svych méfeni.

1. Pozorovatel Z stojici na Zemi: tunel se pohybuje rychlosti —v, jeho délka je mensi nez [y,
tedy [ < lg = Lg. To znadi, zZe vlak je kratsi nez tunel. V nékterém okamziku je vlak cely
v tunelu schovéan a jesté v tunelu zbyva misto.

2. Pozorovatel V stojici ve vlaku: tunel se pohybuje rychlosti —/, jeho délka L je mensi Ly,
tj. L < Lo = lp. To znadi, Ze tunel je kratsi nez vlak. V nékterém okamziku je soucasné
cast lokomotivy i posledniho vagonu vné tunelu. Pokuste se vysvétlit.

3.1.4 Relativisticka dynamika

V této casti jsou vysvétleny zakladni vysledky mechaniky hmotného bodu ve specialni
teorii relativity. P¥i definici veli¢in a p¥i formulaci zdkladnich zékoni se vychézi z po-
zadavkt kovariantnosti rovnic vyjadiujicich zakony mechaniky vzhledem k Lorentzové
transformaci, z pozadavkid platnosti zakont zachovani relativistické hmotnosti, hyb-
nosti a energie a pozadavku, aby zédkony speciélni teorie relativity ptesly pro v/c — 0
v zakony klasické fyziky. Z téchto pozadavkt vyplyva zejména: zavislost hmotnosti
na rychlosti hmotného bodu, dale definice hybnosti hmotného bodu a relativisticka
pohybova rovnice pro hmotny bod, jez jsou sice formalné shodné s vysledky klasické
fyziky, jejichz fyzikalni obsah i jejich disledky se vSak od klasické fyziky podstatné lisi.
speciélni teorie relativity je vztah vyjadiujici vzajemnou souvislost energie télesa s jeho
hmotnosti.

Cil: I) Umét pouzit zékladni zakony a vztahy zvyraznéné v rameccich, vysvétlit po-

jmy, veli¢iny a vysledky zde v textu uvedené;

IT) Zpaméti relativistické vztahy pro hmotnost a hybnost hmotného bodu, vy-
svétlit disledky plynouci ze zavislosti hmotnosti na rychlosti, umét znazornit
zavislosti hmotnosti a hybnosti na rychlosti graficky;

III) Vyslovit, vysvétlit a na piikladech ilustrovat zédkon zachovani relativistické
hmotnosti a energie;

IV) Napsat relativistickou pohybovou rovnici pro hmotny bod a vysvétlit souvis-
lost mezi zrychlenim hmotného bodu a vyslednici sil, kterd na néj ptisobi;

V) Napsat relativisticky vztah pro kinetickou energii hmotného bodu (télesa)
a pro jeho celkovou energii, vylozit a na pfikladech ilustrovat jejich vyznam.
Zmazornit grafiky zavislost rychlosti hmotného bodu na jeho kinetické energii;

VI) Vysvétlit vztah mezi relativistickou a klasickou mechanikou.

3.1.5 Relativistickd hmotnost

Zakladni pohybové zdkony mechaniky jsou pohybové zadkony pro hmotny bod. V klasické mecha-
nice jsou to t¥i pohybové zakony. Prvni z nich - zakon setrvacnosti vyslovujici tvrzeni o existenci
inercidlni vztazné soustavy plati, samoziejmé, i ve specidlni teorii relativity. Podobné je tomu
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i s tfetim pohybovym zakonem - principem akce a reakce. Pokud jde o druhy pohybovy zakon,
vyjadieny vztahem
d?r 5

Mg = Iy, (3.14)
tomu tak neni. Tato rovnice je kovariantni vzhledem ke Galileové transformaci, neni vSak ko-
variantni vzhledem k transformaci Lorentzové. Skutecné: napiSeme-li ji napf. v soustavé S pro
téleso, které se pohybuje ve sméru osy Oz, ve tvaru du,/dt = F, a zavedeme-li do této rov-
nice veli¢iny, charakterizujici jeho pohyb v inercialni soustavé S’, pak namisto u, zavedeme u’,
vztahem

, Uy — ST
_ c

Uy = 1 — Ugv .
2

Podobné musime nahradit derivaci podle ¢ derivaci podle ¢’ atd. Vysledna rovnice nebude mit
cialni soustavé platila pohybova rovnice ve tvaru (3.14) tak, aby nova rovnice byla kovariantni
vzhledem k Lorentzové transformaci a aby pfi nerelativistickych rychlostech pfesla v rovnice
(3.14), nebot pii nerelativistickych rychlostech je rovnice (3.14) spravna.

Relativisticky kovariantni pohybovou rovnici hmotného bodu lze ziskat rtznymi zpisoby.
Naznacime zde velmi stru¢né myslenkovy postup, ktery vsak vede k ziskani vztahu vyjadiujiciho
zavislost hmotnosti télesa na jeho rychlosti v ve zndmém tvaru

m
m=——2__  relativistickd hmotnost t&lesa (3.15)

1—/v?/c?

Zde je mg tzv. klidova hmotnost télesa, tj. hmotnost télesa ve vztazné soustavé, vzhledem
k niz je v klidu. Veli¢ina m je hmotnost téhoz télesa v soustave, vzhledem k niz se téleso pohybuje
rychlosti v. Pfipomenime, Ze hmotnost je mirou setrvacnych vlastnosti télesa.

Zminéna uvaha vedouci ke vztahu (3.15) je takovato: Zékladni zékony fyziky jsou zakony
zachovani - zachovani energie, hmotnosti, hybnosti, elektrického naboje atd. Proto pri zobecno-
vani fyzikalnich zédkontd, o nichz je zndmo, ze plati za urcitych omezujicich podminek, je nutno
definovat nové zobecnéni fyzikalni velic¢iny tak, aby zdkony zachovani ztistaly v platnosti. Ve spe-
cialni teorie relativityi se proto hmotnost m hmotného bodu a jeho hybnost p’ definuji tak, aby
pro celkovou hmotnost hmotné soustavy definovanou vztahem m = mi + mg + ... + m, a pro
celkovou hybnost hmotné soustavy definovanou vztahem p'= p1 + p2 + ... + p,, platily zakony
zachovani: hmotnost izolované hmotné soustavy i jeji hybnost v urcité vztazné soustaveé je stala
pri v8ech déjich, které v ni probihaji. Vyjadifeno matematicky:

a) m = konst., b) p'= konst. (3.16)

Rozborem jednoduchych mechanickych déji, napf. rozborem srazky dvou pruznych castic
s uzitim vztaht (3.16)a,b a kinematickych vztahi specialni teorie relativity, které jsme odvodili
v predeslé c¢asti, lze dokazat, Ze hmotnost castice pohybujici se v urcité vztazné soustavé S
rychlosti ¥ je ddna v této soustavé vztahem (3.15). Jeji hybnost v soustavé S je ddna vztahem

Fomi= 0T
V1 —02/c?

Informace: Informace ke vztahu (3.15) pro m a ke vztahu (3.17) pro p

(3.17)

1. Ze vztahu (3.15) plyne, Ze relativistickd hmotnost télesa neni veli¢ina, kterd by charakte-
rizovala jen téleso, nybrz charakterizuje i jeho pohybovy stav. Zavisi na rychlosti télesa,
tj. i na volbé vztazné soustavy;
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my=1kg relativisticky
5 T 5
£ Joo /
B / ; AT Klasick
9 W 9 A L asicky
1 ] 1 —

0" 02 04 06 08 1,0 0 0204 06 08 1,0
v Y
C

3l

a) b)
Obr. 3.14

2. Hmotnost m pohybujiciho se télesa je vzdy vétsi nez jeho klidovd hmotnost mg, plati
m > myg. Pouze pri nerelativistickych rychlostech je m pfiblizné konstantni, m = my.
Pritom klidovd hmotnost mg télesa je totozna s jeho hmotnosti definovanou v klasické
fyzice;

3. Pro v — ¢ je m — oo. Hmotnosti relativistickych c¢astic urychlenych v urychlovacich
jsou mnohonasobné vétsi nez jejich klidové hmotnosti. Zadny objekt s nenulovou klidovou
hmotnosti nemtze dosahnout rychlosti svétla. Zavislost hmotnosti m na v a hybnosti p
na v je znazornéna v obr. 3.14a,b. Napf. elektron, ktery ziskal v urychlosvaéi rychlost
v = 0,999999999 7 c, tj. jen asi o 10cm/s mensi, nez je rychlost svétla, ma hmotnost
m = 4 -10*mg, kde mg je jeho klidova hmotnost;

4. Vztah (3.16)a vyjadiuje, Ze se zachovava relativistickd hmotnost soustavy. Objasni to
priklad: Dvé stejné castice o klidovych hmotnostech mg se pohybuji v soustavé S proti
sobé stejné velkymi opac¢né orientovanymi rychlostmi 4, v'. Srazi se, srazka je nepruzni,
takze vznikne jedno téleso, které je v .S v klidu. Hmotnost M tohoto télesa (a je to jeho
klidova hmotnost, tedy My) neni rovna 2my, nybrz je ddna vztahem

2
M:M0:m+m: 10 + 1o == 1o (> 2m0)

V1-v2/2 1 —0v2/2  \/1—02/c?

Tedy vysledné klidovad hmotnost této soustavy na konci déje je vétsi, nez soucet klidovych
hmotnosti jejich ¢leni! Klidova hmotnost se nezachovava,

5. Relativistické zvétsovani hmotnosti bylo experimentalné ovéieno jiz r. 1909 a od té doby
bylo prokazano nescetkrat s velkou pfesnosti. Vztahy (3.15) a (3.17) se bé&zné uzivaji pii
studiu vsech déju, kde se objekty pohybuji relativistickymi rychlostmi (televizni obrazovka,
urychlovace atd).

3.1.6 Relativisticka pohybova rovnice

V odst. 3.1 jsem uvedli, zZe druhy pohybovy zakon klasické fyziky, rovnice (3.14), neni kovari-
antni vzhledem k Lorentzové transformaci, proto pii relativistickych rychlostech neplati. Jeho
relativistické zobecnéni musi byt vyjadreno rovnici, ktera je kovariantni vzhledem k Lorentzové
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transformaci a kterd pro nerelativistické rychlosti pfejde v rovnici (3.14). Ukazuje se, Ze tyto
pozadavky spliiuje rovnice

dp = moll
(2.1-16} a) L= F, kde b) p=mi= 2" (3.18)
dt u?
Tz
tj. rovnice
dp’ mou = e . . .
{2.1-17} - F'. relativistickd pohybova rovnice pro hmotny bod (3.19)
=
Zde P’ je hybnost hmotného bodu o klidové hmotnosti mgy pohybujiciho se rychlosti 4 a F je
vyslednice sil, které na néj ptsobi.
Vztahem (3.18)a je formélné shodny se vztahem dp/dt = F klasické fyziky, ve skute¢nosti
vSak se od néj velmi podstatné odlisuje tim, ze hmotnost m zavisi na rychlosti hmotného bodu.
Jezto rychlost @ zavisi (obecn€) na ¢ase, zavisi i m na ¢ase a v derivaci rovnice (3.19) se to projevi.
Diisledkem jsou nékteré zvlastnosti zakonitosti pohybt. Navic se ukazuje, ze ve specialni teorii
relativity neni F' invariantni.
3.1.6.1 Sila a zrychleni maji (obecné) riuzny smeér.
Vyplyva to ze vztahu (3.19), v néz provedeme naznacenou derivaci. Pfitom @ (a rovnéz u) je
funkeci Casu.
- d moid d my mo du mos  du mo
2.1-18 F=——r—=— U+ - = € — U+ ——=da. (3.20
{ } dt _ u2 dt u2 u2 dt ( u2)3/2 dt u2 ( )
V 2 V- 2 V-~ & - Tz
Jezto @ ma (obecné) jiny smér nez @, nejsou @ a F' (obecné) rovnob&iné (obr. 3.15).
{obr2.1-15} Obr. 3.15

3.1.6.2 Podélna a priéna hmotnost

a) Podélnd hmotnost

Ptisobi-li sila F' ve sméru rychlosti @, oznac¢ime pruméty veli¢in F', @ a @ do sméru rychlosti
i symboly F, u, a. Z predeslého vztahu dostaneme

u
_ Moz 4L Mo - mo
= 3/2 au a = 3/2 a.
u? u? u?
-z T -z

3/2

V analogii se vztahem F' = ma se nazyva veli¢ina mgo/(1 — 7;—;) podélnd hmotnost.
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b) Pfi¢nd hmotnost

u2

Ptisobi-li sila F' kolmo na rychlost @, 1ze dokazat, ze plati F' = ma, kde m = mq/ -

Posledni veli¢ina se proto nazyva piricnd hmotnost.

3.1.6.3 Pro u < c,

tj. pro nerelativistické rychlosti, pfechazi vztah (3.19) v klasicky vztah myd = F. Je to ziejmé
ze vztahu (3.20), v némz polozime u?/c? = 0.

KP 3.1.4-1

Na ¢éstici o klidové hmotnosti mg, ktera je nejprve v klidu, za¢ne v linedrnim urychlovaci v case
t = 0 pusobit sila F. VysSetiete jeji pohyb

Reseni:

V tomto pfipadé plyne z rovnice (3.20), Ze veli¢iny F , @, ¥ maji stejny smér, ¢astice se bude
pohybovat po primce. Orientujme tuto primku, kterou zvolime za osu Oz, ve sméru @ a oznac¢ime
praméty veli¢in @, @, F do Oz symboly u, a, F. Z rovnice (3.20) dostaneme

t
d_mou . mou /th
dt / u2 /

e 7 0

Z tohoto vztahu ur¢ime u jako funkci ¢asu

F t
P /10, (3.21)
1+ (F/moc)t
Diskuse:
Pro velmi mald ¢, tak mald, 7e plati (F/(moc)?)t? < 1, nabude posledni vztah tvar
. F
u=—1.

mo

To je vSak znamy vztah klasické fyziky: v = at, kde a = F/mg. To znac¢i: Na zacatku
pohybu roste rychlost linearné s ¢asem, ¢astice se pohybuje rovnomeérné zrychlené se zrychlenim
a = F/my, tak jako podle zakont klasické fyziky. Pro velmi velkéd ¢ (pro t — o) lze zanedbat
ve jmenovateli ve vztahu (3.21) jednicku, takze u = ¢ (u — ¢). To znaéi: Po uplynuti dostateéné
velkého Casu se pri konstantni ptasobici sile se rychlost ¢astice témér nezvétsuje a blizi se k c.

Draha: Ze vztahu (3.21), v némz polozime u = dz/dt, dostaneme integraci za predpokladu,
Ze Castice byla na zacatku urychlovani v poloze x = 0, vztah

t

z = /u(t)dt — .= moc (\/1 (F/moc)22 — 1) (3.22)

0

Pro velmi malé hodnoty ¢asu ¢ mizeme rozvinout funkci z(¢) v okoli bodu ¢ = 0 v Taylorovu
fadu a v rozvoji se omezit na prvni ¢len. Vychazi

1 F
= —qt’> kde a = —.
2 mo

Pohyb je zpocéatku pfiblizné rovnomérné zrychleny. Pro ¢t — oo nabude vztah (3.22) tvar
x = ct —moc?/F. To je vztah pro rovnomérny pohyb rychlosti c. Zavislost rychlosti a drahy na
Case, dané vztahy (3.21), (3.22), jsou graficky znézornény v obr. 3.16.
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klasicky

U € — lE 2
/= r, =yt /

/o

c klasicky / s
/ e / T =ct—
relativisticky Y relativisticky
o\ tga = ¢
0 t 0 t
a) b)
Obr. 3.16

3.1.7 Relativisticka energie

vvvvvv

fyzikalniho objektu (¢astice, télesa, hmotné soustavy atd.) a jeho celkovou energii F, vyjadfené
vztahem

E = mdc>. (3.23)

vztah mezi energii a hmotnosti

Naznacime postup, kterym se k tomuto vztahu dojde a provedeme jeho diskusi.

Obr. 3.17

3.1.7.1 Kineticka energie

Pfi definici kinetické energie ¢astic nebo télesa (hmotného bodu) ve speciélni teorie relativity se
voli stejny postup jako v klasické fyzice. V klasické fyzice je kineticka energie hmotného bodu

definovana v urcité vztazné soustavé vztahem FEy = %mvz na zakladé tohoto vysledku obr. 3.17:

Pohybuje-li se hmotny bod z bodu 1 do bodu 2 Géinkem sil o vyslednici ﬁv, pak prace Wi_,o
této vyslednice na uvedeném useku trajektorie souvisi s jeho pocatecni rychlosti v a koneénou

rychlosti 03 vztahem
1 1
Wio = §mv§ — imv% = Fx2— Fx1,
kde jsem zavedli kinetickou energii Fy vztahem Fy = %mv2 tak, aby pro v = 0 bylo Fx = 0, viz
ods. 2.5.4.

Provede-li se analogicky vypocet prace sily F, na tseku 1,2 v obr. 3.17 pro hmotny bod

(3.24)
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o klidové hmotnosti mgy v ramci specialni teorie relativity, dojde se k vysledku

Wi = — == moc? — myic? = Ach, (3.25)

kde m1 a mo jsou relativistické hmotnosti pohybujiciho se hmotného bodu na zac¢atku a na konci
aseku 1,2. Kinetické energie Fy hmotného bodu se definuje opét tak, aby platil vztah

Wio = FEx2 — Fx1 aaby pro v =0 méla Ey hodnotu FEy =0.
S uzitim vztahu (3.25) odsud plyne: Ey = mc? + K, kde K = —mgc?.

Vysledek:
Hmotny bod o klidové hmotnosti mg pohybujici se (v ur¢ité vztazné soustavé) rychlosti ¢ ma
kinetickou energii

my 5  relativistickd kineticka energie
E. = mc? — 2 - | —— — ) 2
k = meT = moc = " hmotného bodu B20)
T2
P1i této definici plati
Wi2 = Exo — Ex1-
Vsimnéme si, ze pririistek kinetické energie AFy = Fy o — Fi 1 lze vyjadrit ve tvaru
AEyx = Ey s — Ex1 = (m202 — m()CQ) — (m102 — m002) = (mg — ml)c2 = Amc?. (3.27)

Zavislost Ex na v, ddna vztahem (3.26), je graficky znézornéna v obr. 3.18a (pfi daném
mg). V obr. 3.18b je pro nazornost vynesena graficky zavislost rychlostmi na kinetické energii.
Z obr. 3.18b je zfejmé, ze pii urychlovani ¢astic nejprve jejich rychlost prudce roste, pak se
vzrist rychlosti zmirni a v zavéru se rychlost témér nezvétsuje a asymtoticky se blizi k ¢ (viz
ptiklad 2.1-5).

relativistick
o Y

o

klasicky

Obr. 3.18

Napf. v linedrnim urychlovaci, v némz urychlované elektrony ziskavaji celkovou kinetickou
energii 20 GeV = 2 - 100 elektronvoltt (1eV = 1,6 - 1071 J), nabude elektron doddnim prvnich
10 GeV rychlost 0,999 999 999 c¢, tj. rychlost jen o 0,39 m/s nizsi nez c. Zvysi-li se jeho kineticka
energie o dalsich 10 GeV vzroste jeho rychlost o pouhych 0,29 m/s a pfiblizi se rychlosti svétla
na 0,1m/s.
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Relativisticka kineticka energie definovana vztahem (3.26) nemd zdanlivé mnoho spole¢ného
s klasickdm vztahem Fy = %mvz. Neni v8ak tomu tak, pro v < ¢ pfechézi vztah (3.26) v klasicky
vztah. Skuteéné: rozvineme-li vyraz (1 —x2)~%/2, kde = = v /¢, ve vztahu (3.26) podle binomické
véty (nebo vyjadiime-li jej Taylorovou fadou v okoli bodu x = 0), dostaneme

2\ —1/2 2 4
v 1v 3v o1
By = moc? [(1_02> —1] = moc? <1+202—|—8c4+...—1> zimovz.

Zde jsme se nakonec omezili na prvni ¢len rozvoje. Vysledek pro v < ¢ plati
1
Ex = mc® — moc® = §m01)2 (3.28)

v souhlase s klasickou fyzikou.

3.1.7.2 Obecny vztah mezi energii a hmotnosti

Vztah (3.27) vyjadiujici tmeérnost mezi AEy ~ Am lze zobecnit na formy energie: je-li AE
zména jakékoliv energie hmotné soustavy a Am zména jeji hmotnosti, plati

AE = Amc?. (3.29)
v —U
m = 1my
M
OWME o

M=M, ~I"=™M0__ =M
O ©
!/

Ey =Ex Ey g, =Fxo
Obr. 3.19

V dalgim ukézeme, jak tento vztah vyplyva z pozadavku platnosti zdkona zachovéni (relati-
vistické) hmotnosti a zdkona zachovéani energie izolované soustavy pro konkrétni piipad poten-
cialni energie.

Uvazujme o izolované hmotné soustavé sestavajici z pruziny P a dvou stejnych téles T
(obr. 3.19). V prvni fazi déje (stav 1) je pruzina v soustavé S v klidu a télesa se pohybuji
smérem k S rychlostmi v, —¥ tak, Ze poté soucasné narazi na pruzinu. Pruzina se deformuje a ve
stavu 2, kdy je maximalné deformovéana, je celd soustava v klidu. Oznaéme hodnoty hmotnosti
a energii ve stavu 1 bez ¢arky, ve stavu 2 s ¢arkou. Pfitom M a E je hmotnost a energie kazdého
z téles T; m a Ep je hmotnost a energie pruziny P. Veli¢iny mg, my, My jsou klidové hmotnosti.

3.1.8 Zakon zachovani energie: ' = E, tj.

Ep+2Ep = Ep + 2E7 + 2(Eor + Egr)

neboli
El +2Egr = Ep + 2Eor + 2(M — Mp)c? . (3.30)

Zde jsme vyjadrtili Ep ve tvaru Er = Tor + Exr, kde Eyr je kinetickd energie télesa T a Eyr
néjaké (nezndméd) konstanta. Déle jsme uzili vztahu E/. = Egr.
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/ _
vsl —

mg + 2Mo = mg + 2M . (3.31)

3.1.9 Zakon zachovani hmotnosti: m Myg t].

Odtud ihned plyne: jezZto hmotnost M télesa T' v pohybu je vétsi nez jeho klidova hmotnost
Moy, je my > my, tj. deformovand pruzina ma vétsi hmotnost nez pruzina nedeformovand, takze
Am = mg—mgy > 0.

Vypocteme-li ze vztahu (3.30) veli¢inu AEp = E, — Ep, dostaneme s uzitim vztahu (3.31)
vynasobeného ¢ vysledek

AEp = 2(M — My)c* = (mgy — mg)c?,

tj.
AEp = Amc? . (3.32)

To je vztah zcela analogicky vztahu (3.27). Poznamenejme, Ze zatimco se pfi zvétseni kine-
tické energie télesa zvétsila jeho relativistickd hmotnost m, pficemz jeho klidovd hmotnost se
nezmeénila, pak pri zvétseni elastické energie pruziny se zvétsila jeji klidova hmotnost.

Analogickou tuvahu lze zfejmé provést pro jakykoliv druh energie, takze plati obecny vztah
(3.29).

Vztah (3.29) byl ovéfen mnohokrat experimentalné a bézné se jej uziva zejména v atomové
a kvantové fyzice, jaderné energetice atd. Ohfejeme-li napi. téleso, zvétsi se tim nepatrné jeho
hmotnost, pravé tak jako se zvétsuje hmotnost pruziny hodinek pfi jejich natahovani. Zmény
hmotnosti v téchto piipadech jsou oviem zanedbatelné malé, plati pro né Am = AE/c?, kde ¢? =
9-10'%m?/s2. V jaderné fyzice vak dochazi ¢asto k velkym zménam energie a piisluiné zmény
hmotnosti se projevuji velmi zietelné. Napt. pfi vzniku atomovych jader syntézou elementarnich
¢astic se uvolnuji relativné zna¢nd mnozstvi energie. Hmotnost soustavy ¢astic, z nichz vznika
jadro, se zmensuje. Proto klidovad hmotnost atomového jadra je vzdy mensi nez soucet klidovych
hmotnosti protont a neutronti v jadfe obsazenych. Rozdil obou hmotnosti se nazyva hmotnostni
schodek.

Uvahami do jisté miry analogickymi tém, které jsme uvedli, lze dojit k zavéru, Ze celkové
energie hmotné soustavy m je dana vztahem

E =mc® . relativisticks energie (3.33)

Tento vztah je analogicky vztahu (3.29). Je-li hmotna soustava v klidu a mé-1i klidovou hmotnost
my, je jeji energie ddna vztahem

Eo = moc®.  klidové energie (3.34)

Tato energie se nazyva klidova energie hmotné soustavy. S uzitim vztahu (3.33) a (3.34) lze
napsat vztah (3.26) pro kinetickou energii hmotného bodu ve tvaru

Ex=FE — Ey — E = Ex +moc>.

Ze vztahu (3.33) plyne, ze v 1atkach je koncentrovano obrovské mnozstvi energie. V jadernych
elektrarnach se ji zuzitkovava jen nepatrné cast.

3.1.10 Priklady k casti 3
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KP 3.1.4-2
Mimozemsky kosmicky cestovatel prolétd slunecni soustavou rychlosti v = 0,99 c. Predpoklé-
dejte, ze prumeér slunecni soustavy je roven primeéru trajektorie planety Pluta a urcete:

1. Dobu prtletu namérenou piistroji pevnymi ve sluneéni soustave;
2. Dobu pruletu, kterou naméfi cestovatel svymi pristroji;

3. Prameér sluneéni soustavy, kterou naméii cestovatel.

KP 3.1.4-3

Kosmicky cestovatel proléta pobliz Zemé a vrati se po dvou hodinach letu méfenych na Zemi.
Jeho hodiny v8ak ukazuji, ze uplynula pouze hodina. Urcete velikost jeho rychlosti v geocentrické
soustavé za predpokladu, Ze byla béhem letu priblizné stala.

KP 3.1.4-4

Elektron byl urychlen v televizni obrazovce tak, Ze pii dopadu se pohyboval rychlosti v = ¢/3 =
108 m/s. Délka jeho trajektorie méfené v laboratorni soustavé byla I = 30 cm. Pro okamzik
dopadu elektronu na obrazovku urcete jeho:

1. Hmotnost;
2. Hybnost;
3. Energii a) celkovou, b) klidovou, ¢) kinetickou;

4. Napéti na televizni obrazovce (pozn.: urychlujici napéti se ¢iselné rovna praci vykonané
silami urychlujiciho pole plisobicimi na elektron, vyjadiené v elektronvoltech);

5. Délku trajektorie méfenou v soustavé s elektronem v okamziku dopadu.

KP 3.1.4-5
Urcete celkovou energii:

1. Klidné c¢astice o hmotnosti rovné atomové jednotce hmotnosti u;

2. Klidného elektronu. Vyjadiete v eV.

KP 3.1.4-6

Elektron byl urychlen v televizni obrazovce elektrick§m polem o napéti U = 1,5 - 10* V, takze
ziskal kinetickou energii Fy = 1,5-10%eV. Pro okamzik dopadu elektronu na obrazovku urcéete
jeho:

1. Celkovou energii;
2. Hmotnost;
3. Rychlost;

4. Rychlost za pfedpokladu, ze by platily zakony klasické fyziky.
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KP 3.1.4-7
Urcete maximalni napéti, jimz je mozno urychlit elektron tak, aby jeho rychlost nepfesahla
hodnotu 0,1 c.

KP 3.1.4-8
Pro elektron dopadajici na antikatodu v rentgenové trubici pracujici na napéti 80 kV urcete:

1. Celkovou energii;
2. Hmotnost;
3. Rychlost;

4. Relativni zkraceni elektronu v podélném sméru.

KP 3.1.4-9
Sluneéni zéieni dopada do hornich vrstev atmosféry s intenzitou I = 1,37 kW /m?2. Urcete:

1. Vykon, se kterym vyzatuje Slunce;
2. Rychlost, se kterou se vyzafovanim zmensuje hmotnost Slunce;

3. Ubytek hmotnosti Slunce vlivem vyzafovani za 24 hodin. Urcete objem vody o stejné
hmotnosti.

KP 3.1.4-10
Urcete:

1. Hmotnostni schodek a
2. Vazebnou energii ¢astic: a) deuteronu, b) ¢astice a.

Pozn.: Deuteron je jadro deuteria, obsahuje 1 proton 1 neutron; ¢astice « je jadro hélia, obsahuje
dva protony a dva neutrony). Potfebné hodnoty najdéte v tabulce na strané 400 tohoto textu.

KP 3.1.4-11
Dokazte, Ze pro superrelativistickou ¢astici, ktera se pohybuje rychlosti témér rovnou rychlosti

svétla, plati
V1—02/2 =V2\/(c—v)/c.

KP 3.1.4-12
S uzitim vysledku piikladu KP 3.1.4-11 teste priklad: Fiktivni kosmické lod se pohybuje ve
sméru Zemé-Mésic rychlosti, kterd je jen o 3m/s mensi neZ rychlost svétla c. Urcete:

1. Dobu letu Z — M zjisténou pfistroji pevnymi v geocentrické soustave;
2. Dobu letu namétrenou v lodi;

3. Vzdalenost Zemé-Mésic naméfenou v lodi.
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KP 3.1.4-13
Dva elektrony se pohybuji v laboratorni soustavé rychlostmi v; = 0,5 ¢, v = 0,6 ¢ v jedné
pfimce v opacnych smérech. Urcete jejich relativni rychlost.

KP 3.1.4-14
Elektron a proton se pohybuji v laboratorni soustavé po pfimce ve stejném sméru, prvni z nich
rychlosti v1 = 0,9 ¢, druhy rychlosti v = 0,95 c. Urcete jejich relativni rychlost.

KP 3.1.4-15
Z transformacnich rovnic (3.11) odvodte rovnice (3.12).

KP 3.1.4-16
Kosmicka lod K7 letici od Zemé k Jupiteru miji Mars rychlosti v; = 0,4 ¢. Posaddka zpozorujeme
pied sebou jinou kosmickou lod K5, pohybujici se smérem k Jupiteru rychlosti vo = 0,8 ¢

vzhledem ke K7 a mé za sebou dalsi kosmickou lod K3, kterd se vzhledem k nim pohybuje
rychlosti vs = 0,8 ¢ smérem k Zemi. Urcete, jakou rychlost lodi K4, Ko, K3 zaregistruji pristroje
na Marsu.

KP 3.1.4-17
Urcete maximalni napéti, kterym muize byt urychlen ptivodné klidovy proton, mé-li jeho rychlost
pfesahnout 0,1 c.

KP 3.1.4-18
Kladné nabité klidné piony maji hmotnost mg = 273 m, a stfedni dobu Zivota 7 = 2,6 - 10~ %s.
V urychlovagdi ziskaji rychlost v = 0,8 ¢. Urcete:

1. Stfedni dobu jejich zivota v laboratorni soustave;

2. Stfedni dréhu, kterou urazi v laboratofi, nez se rozpadnou (dobu pohybu v urychlovaci
zanedbejte);

3. Stfedni vzdélenost urychlovace od mista rozpadu piontt mérenou v jejich klidové vztazné
soustave;

4. Hmotnost pionti v laboratorni soustave;

5. Kinetickou energii pionii v laboratorni soustaveé.

KP 3.1.4-19

(Science fiction). Uc¢itel zadal studentim hodinovou kontrolni praci, nasedl do kosmické lodi
a vzdaloval se (k velkému potéSeni studentti) rychlosti v = 0,97 ¢. Po hodiné letu, naméfené na
jeho hodinkach, zaslal studenttim radiovou depesi, aby praci ukondili, jakmile jim depese prijde.
Ti to ucinili. Jak dlouho pracovali na kontrolni praci?
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4. Zaklady molekularné kinetické
teorie

4.1 Molekulova stavba latek

V této Casti jsou struéné vylozeny zakladni pojmy, nazvoslovi a veli¢iny molekulové

stavby latek: hmotnost molekuly, relativni molekulovd hmotnost, latkové mnozstvi

a jeho jednotka, Avogadrova konstanta a jeji vyznam.

Cil: I) Vylozit zédkladni pojmy a vztahy zvyraznéné v rameccich a definovat veli¢iny
odpovidajici veliciny.

IT) Samostatné fesit jednoduché piiklady v tomto textu a piiklady podobného
typu, feseni zdivodnit.

Molekulova fyzika predstavuje obor fyziky vychézejici z molekularné kinetickych predstav.
Zabyva se stavbou a vlastnostmi latek. V souhlase s témito pfedstavami libovolna latka (tuha,
kapalna nebo plynna) se sklada z velkého poétu velmi malych ¢astic - molekul. Molekuly kazdé
latky se nachazeji v neusporadaném, chaotickém pohybu vSemi sméry, kde zadny smér pohybu
nemad prednost. Intenzita pohybu zavisi na teploté latky a rozmérech c¢astic.

Bezprostrednim dukazem existence chaotického pohybu molekul je brownovsky pohyb. Tento
jev spociva v tom, ze velmi malé ¢astice (viditelné jen mikroskopem) rozptylené v kapaling, vzdy
se nachazi ve stavu neustalého neusporadaného pohybu, ktery nezavisi na vnéjsich pric¢inach,
ale je projevem vnitiniho pohybu latek. Brownovské c¢astice uskutec¢nuji pohyb vlivem nérazu
molekul na pozorované ¢astice.

Molekularné kineticka teorie vysvétluje fyzikalni jevy na zakladé pohybu molekul, tj. vysvét-
luje tepelné vlastnosti latek z hlediska jejich molekulové struktury a vyuziva zakond statistické
fyziky. Zde budeme aplikovat kinetickou teorii latek jen na plyny, protoze interakce mezi moleku-
lami v plynech jsou mnohem mensi nez v kapalinidch a pevnych latkach a matematické vyjadieni
je snazsi.

Termodynamika pojednéava jen o makroskopickych veli¢inach, které jsou primo pozorovatelné
a méritelné, jako teplota, tlak a objem. Jeji zakladni zakony, vyjadiené pomoci téchto veli¢in,
nefikaji nic o slozeni latky z atomi a molekul. VSechny termodynamické proménné velic¢iny dove-
deme vyjadrit jako urcity prumér vlastnosti atomil a molekul. Pocet atomi a molekul je obvykle
v makroskopickém systému tak veliky, Ze takové priméry jsou presné definované hodnoty.

Molekuly a atomy jsou velmi slozité atvary, skladajici se z jader a obald osazenych elektrony.
Tyto zakladni ¢astice se navic neridi zakony klasické mechaniky. O skute¢ném tvaru molekul vime
velmi malo a velikost nemtizeme piesné mérit. Ze zkusenosti vime, ze molekuly jsou atvary dosti
stabilni. Existuje veli¢ina, kterd je pro molekulu charakteristicka, a tou je hmotnost molekuly.

V kinetické teorii latek zavadime jednak hmotnost molekuly m, jednak relativni molekulovou
hmotnost M;. Hmotnost molekuly vyjadifujeme v kg. Relativni molekulovd hmotnost M, je
bezrozmérnd veli¢ina, udavajici, kolikrat je hmotnost molekuly vétsi nez klidova hmotnost jedné
dvanactiny atomu uhliku 12C (kterou zna¢ime symbolem m,,)

my = (1,66044 + 0,000 08) - 102" kg ..
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Hmotnost molekuly Ize pak vyjadfit vztahem
{3.1-1} m = Mymy, . (4.1)

Méjme urcité mnozstvi latky o hmotnosti My, jeji relativni molekulovd hmotnost necht je
M, 1. Poc¢et N1 molekul latky o hmotnosti M; lze urcit ze vztahu

My = Nymi = N1 M, 1my ,
kde m; je hmotnost molekuly. Analogicky vztah miZeme psat pro druhou latku o hmotnosti My
M2 = N2m2 = Nng,gmu .

Pro pomér hmotnosti obou latek dostavame

My NiMry
My  NoM,o'

Obsahuji-li obé mnozstvi latek stejnd pocet molekul (N7 = N3), pak hmotnosti dvou latek
jsou ve stejném pomeéru jako jejich relativni molekulové hmotnosti
My _ My
My, Mo’

Predstava, ze se latka skldda z molekul, umoziiuje posuzovat mnozstvi latky podle poctu
molekul. Zavadi se proto veli¢ina latkové mnozstvi, které je urceno poctem molekul v jistém
objemu latky. Jednotkou latkového mnozstvi je mol, coz je takové mnozstvi soustavy, které
obsahuje stejny pocet elementéarnich jedincti, kolik je atomt ve 0,012kg nuklidu uhliku '2C.
Pro latkové mnozstvi uzivame obvykle jednotky nasobné kilomol (kmol). Kilomoly latek vSech
skupenstvi obsahuji stejny pocet molekul. MtzZeme urcit hmotnost kilomolu libovolné latky,
zvolime-li za mnozstvi druhé latky jeden kilomol nuklidu ?C. Pak hmotnost kilomolu libovolné
latky je Ciselné rovna jeji relativni molekulové hmotnosti. Znacime ji My, a nazyvame molova
hmotnost; jeji jednotkou je kg - kmol~!.

Pocet molekul v jednom kilomolu libovolné latky udava Avogadrova konstanta N, jejiz
hodnota je

Na = (6,02252 4 0,00028) - 102 kmol .

Znéme-li molovou hmotnost My, latky, vypoc¢teme hmotnost jedné molekuly

My,

{3.1-2} m = Na
{pr3.1-1} KP 4.1-1

Uréete linearni rozmér molekul vody, jestlize jeden mol vody zaujima objem Vi, = 18 cm3.

Resent:

K pribliznému urceni rozmérd molekul musi byt splnén predpoklad, Zze molekuly v latce jsou

rozlozeny blizko vedle sebe. U kapalin tento pifedpoklad je splnén. Nejprve vypocteme, jaky

objem piislusi jedné molekule

(4.2)

Vm 18- 10~ m3mol !

_ _ -30_..3
= Ny 6.02-10Bmol 1 o010 TmT.

Vo

Linearni rozmér molekuly bude

a=Vo=+v30-10"30m? =31-10""m = 3,1A .
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4.2. IDEALNI PLYN

4.2 Idealni plyn

Tato ¢ast obsahuje definici idedlniho plynu z hlediska makroskopického a mikroskopic-
kého. Je zde vylozen vyznam proménnych veli¢in (charakterizujici idealni plyn) a uve-
dena rovnice vyjadiujici jednoduchy vztah mezi nimi.

Cil: I) Definovat ideélni plyn z hlediska makroskopického a mikroskopického.

IT) Pouzit stavovou rovnici k feSeni problémii.

4.2.1 Makroskopicky popis

Plyn, ktery vykazuje jisty jednoduchy vztah mezi termodynamickymi proménnymi veli¢inami
p, V a T, se nazyva idealni plyn. Je-li néjaky plyn o celkové hmotnosti M v teplotni rovnovéaze,
mizeme métit jeho tlak, teplotu a objem. Pro plyny o malé hustoté se da experimentéalné ukazat,
ze

1. pro dané mnozstvi plynu je tlak za konstantni teploty nepfimo tmérny objemu (Boyliv-
Mariottuv zakon),

2. pro dané mnozstvi plynu je objem pii konstantnim tlaku pfimoimérny teploté (Gay-
Lussactv zékon).

Tyto dva experimentalni vysledky zapiSeme ve tvaru

1%
% = konst.  (pro stalé mnozstvi plynu) (4.3)

Objem zaujimany plynem (redlnym nebo idedlnim) pfi daném tlaku a teploté je imérny jeho
mnozstvi. Tedy konstanta v (4.3) musi byt tmérnd mnozstvi plynu. Vyjadiime-li mnozstvi plynu
latkovym mnozstvim ny, (tj. v kilomolech), napiSeme uvedenou konstantu ve tvaru

konst. = n, R,

kde ny, je latkové mnozstvi (pocet (kilo)mol) a R musi byt uréeno experimentélné pro kazdy
plyn. Jestlize experimenty provadime pti dostate¢né malé hustoté plynd, ma R konstantni hod-
notu pro vsechny plyny

R = (8,3143 £ 0,001 2) - 103 J kmol 'K ~*

a nazyva se univerzalni plynovéa konstanta. Rovnici (4.3) piSeme ve tvaru

pV =ny RT  stavova rovnice pro ideédlni plyn (4.4)

a idealni plyn definujeme jako takovy, ktery spliiuje tento vztah za vsech podminek. Tato rovnice
se nazyva stavova rovnice pro idealni plyn.

4.2.2 Mikroskopicka definice

Rovnéz z mikroskopického hlediska musi idealni plyn spliovat zakony uvedené pro tento plyn
v makroskopickém popisu.
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4.3. TLAK IDEALNIHO PLYNU

1. Plyn se sklada z velkého poctu castic zvanych molekuly. Kazda molekula se sestava z jed-
noho atomu nebo skupiny atomi. VSechny molekuly stejného plynu jsou stejné.

2. Pohyb molekul je dokonale chaoticky, pficemz jsou zachovany Newtonovy pohybové za-
kony. Molekuly se pohybuji riznymi rychlostmi ve vsech smérech. Smér a rychlost pohybu
kterékoliv molekuly se mtze nédhle ménit pii srazce se sténou nebo jinou molekulou.

3. Objem molekul je zanedbatelny proti objemu, ktery zaujima plyn.

4. Vzajemné plisobeni molekul je zanedbatelné s vyjimkou kratkych okamzikii vzajemnych
srazek. Molekuly se proto mezi srazkami pohybuji rovnomérné pfimocare.

5. Molekuly se chovaji jako pruzné koule, takze srazky molekul se sténou i mezi sebou trvaji
zanedbatelné kratce. Kinetickd energie molekul ziistava zachovéana.

6. Koncentrace ¢astic n (tj. po¢et molekul N v objemové jednotce n = %) je ve vSech mistech
stejna (n =konst.).

Upravou jednotlivich pfedpokladii Ize vystihnout i vlastnosti realného plynu. Podle definice
se mohou jednotlivé idealni plyny lisit jen hmotnosti molekul.

{pr3.1-2} KP 4.2-1 ———
Napiste stavovou rovnici idealniho plynu ve tvarech obsahujicich a) objem, b) kilomolovy objem,
¢) mérny objem plynu, d) koncentraci ¢astic.
Reseni:

Nm

Nam

a) Stavova rovnice obsahujici objem je pV = ny, RT, kde ny, = M /M, =
moli, (N celkovy pocet éastic a Na je Avogadrova konstanta).

= NﬁA je pocet

b) Zavedeme-li kilomolovy objem vk = V/ny, do pfedchozi rovnice, dostaneme

{pV = nmRT ,vx = V/nm} — poxnm = nmRT — pvx = RT .

c¢) Podobné zavedenim mérného objemu v = % dostaneme rovnici ve tvaru

m BT mRT
n]\]; —>pv:n h — pv = M, RT.

{pV =nmRT ,v=V/M} — pvM = ny RT — pv = i

NRT nRT T

_— = — — =N

VNa PNy P ’

kde k = R/Ny je plynovéa konstanta vztazené na jednu molekulu — tzv. Boltzmannova
konstanta (1,38054 - 10722 J.K~!) a n piedstavuje koncentraci ¢astic.

{pV = nmRT ;ny = N/Np} —p =

4.3 Tlak idealniho plynu

{TlakPlynu} A
V této casti je naznacen vyklad tlaku plynu z pohledu statistické fyziky. V odst. 4.3.1 je

vyloZena hustota toku molekul na sténu nadoby a jeji matematicka formulace a v odst. 4.3.2
je proveden kineticky vyklad tlaku plynu. Vyklad veli¢iny stfedni kvadraticka rychlost
molekul je proveden v odst. 4.3.3.
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4.3. TLAK IDEALNIHO PLYNU

I) Vylozit a matematicky formulovat hustotu toku molekul na sténu nadoby.

IT) VylozZit a odvodit vztah pro tlak plynu a stfedni kvadratickou rychlost mole-
kul.

III) Samostatné fesit piiklady uvedené v tomto textu.

4.3.1 Hustota toku molekul na sténu nadoby

Molekuly plynu pii svém pohybu narazeji na stény nadoby, coz se navenek projevuje jako tlak.
Na jeho urceni potiebujeme védét, kolik molekul dopada na sténu néddoby za jednotku casu.
Zvolime si na sténé nekonecné maly plosny element dS a zjistime, kolik molekul plynu na néj
dopadne za cas dt. Mezi dopadajicimi molekulami budou molekuly s raznymi rychlostmi @,
tedy nejen o rtiznych velikosti, ale i smért. Rozdéleni absolutnich hodnot rychlosti je spojité
a lze jej charakterizovat hustotou pravdépodobnosti vyskytu ur¢ité rychlosti f(v), kterd, je-li
plyn v ustaleném stavu, nezavisi na ¢ase. Funkce f(v) nezavisi ani na sméru pohybu molekul,
protoZe rozdéleni jejich rychlosti je izotropni (ani jeden smér neni upfednostnény). To souhlasi
s pfedpokladem o chaotickém pohybu molekul. Vyraz f(v)dv udéva pravdépodobnost, ze velikost
rychlosti molekuly lezi v intervalu (v, v + dv). Prubéh funkce f(v) (jak vime ze statistické
fyziky) za uréitych predpokladi miZzeme znazornit kiivkou na obr. 4.1. Ohranicend plocha o Sifce
dv predstavuje pravdépodobnost, ze rychlost molekuly lezi v intervalu (v, v 4+ dv). Potom ke
kazdé rychlosti z tohoto intervalu mizeme ptiradit stejnou pravdépodobnost P;, pficemz vSechny
rychlosti zaokrouhlime na hodnotu v;. Chyba, které se pfitom dopustime, nepfesahne hodnotu
% a zjemnovanim déleni ji mizeme zmensit na predem stanovenou hodnotu. Misto funkce f(v)
budeme déle pouzivat posloupnost rychlosti v; s pfifazenymi pravdépodobnostmi jejich vyskytu
P

Fw)a

d\/

v v+dv
Obr. 4.1

Okolo plosky dS opiseme polokouli s polomérem v;dt. Potom vSechny molekuly s rychlosti
v;, které dopadnou béhem casového intervalu dt na plosku d.S, lezi uvniti polokoule. Pfedpo-
klddame, ze tyto molekuly se za Cas dt nesrazi, tzn., Ze se nezméni ani velikost rychlosti, ani
smér pohybu. Protoze srazky mezi molekulami mtzeme zanedbat, pak tuto skute¢nost musime
zahrnou do vypoctl. Lze to provést dvéma zptisoby:

1. Zvolime cas dt tak maly, Ze srazky na vzdalenosti v;dt se neprojevi.

2. Vyuzijeme stacionarnost rozdéleni rychlosti: poc¢et molekul, které po dobu srazek zmeéni
rychlost nebo smér (pfipadné oboje) nahradime stejnym poc¢tem molekul, které v prubéhu
jinych srazek opét ziskaji pozadovanou rychlost a smér.
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4.3. TLAK IDEALNIHO PLYNU

Oba dva zpisoby poskytuji stejné vysledky. V dalsich tivahach budeme nejprve sledovat
molekuly, které maji rychlosti v;. Tyto mohou dopadat na plosku dS pod rdznymi uhly 1,
ktery svird smér pohybu molekuly s normalou 7i° k plosce d.S (jednotkovy vektor normaly 7°
sméfuje ven z nadoby). Vybereme jen ty molekuly, které sviraji s normélou uhel (¢, + dv)
a které dopadaji ze vzdalenosti r az r 4 dr, pficemz 0 < r < v;dt. Jejich pocet je urceny jednak
poc¢tem molekul s rychlosti v; v elementu objemu ve tvaru prstence (viz obr. 4.2), jehoz polomér
je rsind, vyska dr a Sitka rdd, a jednak pravdépodobnosti, Ze molekuly se budou pohybovat
smérem k plosce dS. Pocet molekul dN(dV') o rychlostech v; v prstenci vypocitdame, kdyz objem
prstence dV vynésobime jejich koncentraci n;:

AN (dV) = n;dV = n;(2rr sin9)(rdd)dr = n;27r? sin9drdd . (4.5)

Na zékladé predpokladu, ze vSechny sméry pohybu molekul jsou rovnocenné, bude do stej-
nych prostorovych thla (libovolné orientovanych) dopadat za jednotku ¢asu stejny pocet mo-
lekul. Potom pravdépodobnost P;(¢) dopadu molekuly o rychlosti v; na plosku dS pod thlem
¥ je rovna pomeéru prostorového uhlu, pod kterym vidime plosku ze vzdalenosti r, k plnému
prostorovému thlu 47. Z prstencového elementu vidime plosku pod thlem 9, takze jeji zdanliva
velikost se rovna pramétu dS do tohoto sméru, tj. cos ¥dS. Pomér prostorovych thli je pak dan

dS cos v 47 dScos?

Hledany poéet molekul dN(v;) s rychlosti v;, které dopadnou pod thlem ¥ az 9 4+ d¢ na dS
za Cas dt z prstencového elementu, dostaneme vynasobenim poc¢tu molekul v prstenci a pravdeé-
podobnosti dopadu

dS cos v = 1nZ sin ) cos ¥drdddsS .

dN(v;) = AN (AV)P;(0) = n;(2nr? sin z9dq9dr)ﬁ 5
wr

Integraci podle r od 0 az po v;dt dostaneme pocet Castic s rychlosti v;, které dopadnou za
¢as dt na dS pod thlem 9 az ¥ + dod

v;dt

1 1
dN(v;) = 5”1 sin ¥ cos ¥dvdS / dr = inivi sin ¥ cos ¥dvdSdt .
0

Podélime-li tuto rovnici dtdS, dostaneme pocet ¢astic dopadajicich na jednotku plochy za
jednotku ¢asu pod thlem ¥ az 9 + dv s rychlosti v;. Tento pocet nazyvame hustota toku castic
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a znacime jej

{3.1-7} dh;(9) =

qtdS — ghavisin ¥ cos ¥dv . (4.7)

Integraci podle ¥ v mezich od 0 do /2 (tj. zajimame se jen o ,horni“ poloprostor nad
plochou dS - viz obr. 4.5) dostaneme hustotu toku vsech molekul, které dopadaji za jednotku
¢asu na jednotkovou plochu (napt. stény nadoby) s rychlosti v;

w/2 w/2
1 1
{3.1-8} h; = / dh;(9) = MY / sin ¥ cos 9dv = 71V (4.8)
0 0

kde n; je koncentrace ¢astic (tj. jejich pocet v objemové jednotce) s rychlostmi v;. P¥i vypocétu
tohoto integralu jsme s tspéchem vyuzili substituce!.

KdyZ secteme vSechny hustoty tokiu, kterymi prispivaji vSechny molekuly s riznymi ve-
likostmi rychlosti v;, dostaneme celkovou hustotu toku vsech molekul na jednotkovou sténu
nadoby

! 1! LA 1 L 1 1 hustotu toku
h = Zhi =1 anvz =1 ngvz = an ivi = inZviPi = Znﬁ, molekul na jednot-
i=1 1=1 i=1 i=1 =1 kovou plochu
{3.1-9} (4.9)

kde n = n;/P; je koncentrace vSech molekul bez ohledu na jejich rychlost a v = > v; P; je stfedni
rychlost; je to stfedni hodnota velikosti vektoru rychlosti ¢' a je mirou mikroskopického pohybu
molekul.

4.3.2 Kineticky vyklad tlaku plynu

tickyVyklad}
Pri kazdém néarazu na sténu si molekuly plynu vyménuji s molekulami stény energii a impuls.
Narazy se projevuji jako silové pisobeni. Stfedni hodnotu narazt velkého po¢tu molekul mtizeme
interpretovat jako tlak plynu na sténu nadoby. Budeme uvazovat, ze mame plyn o N molekulach
uzavieny v nadobé libovolného tvaru. Pro zjednodusSeni vypoc¢tt zvolime pripad tzv. idealné
hladké stény, tj. bez molekulové struktury.

Molekula po dobu narazu na idealné hladkou sténu zméni svoji hybnost o Ap. Podle prvni
impulsové véty je zména hybnosti molekuly rovna impulsu sily, ktery odevzdala sténé. Podle
zakona zachovani hybnosti musi byt soucet hybnosti dvou srazejicich se téles pred a po srazce
stejny. Sténa je stale v klidu, a proto se jeji hybnost po dobu srazky neméni. Impuls sily, kterou
pusobi molekula na sténu po prepoctu na jednotku plochy, predstavuje prispévek k celkovému
tlaku na sténu nadoby. Souc¢tem prispévkl od jednotlivych molekul pres vSechny mozné sméry
a velikosti rychlosti dostaneme vysledny tlak plynu na sténu. Oznacime-li ¥ rychlost, kterou
molekula dopad4 na sténu, a ¢’ jeji rychlost po odrazu od stény, zdkon zachovani hybnosti se da
napsat ve tvaru

{3.1-10} mv =mv + Ap, (4.10)
kde m je hmotnost zminované molekuly.

Mezi rychlostmi ¥ a ¥ existuje ur¢ita souvislost. Po dobu dokonale pruzného narazu molekuly
nepohyblivéa sténa nepfebird zadnou energii a tedy kinetické energie pfed a po narazu je stejna.

L o 1 5

{3.1-11} gmw” = gmu”. (4.11)

'Napft. {z =sin®¥ — dz = cos¥d¥} — sin ¥ cos ¥d¥ = zdz.
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Vektor rychlosti ' si mizeme rozlozit na dvé slozky - norméalovou #,, a tangencialni (te¢nou) ¥
(viz obr. 4.3). Podobny rozklad provedeme pro rychlost ¢’. Protoze sténa je dokonale hladka, tak
po dobu srazky molekula na povrchu stény sklouzne bez pribrzdéni, proto tangencialni slozky
zlistanou stejné @, = ¥,. Uvazime-li, ze plati v? = v2 +v? a v? = ¥? + ¥, z rovnice (4.11)

dostaneme vysledek v2 = o2 — |v,| = —|v},| nebo |&,| = |t,|. Posledni rovnice mé dvé Feseni
U, = U], a U, = —7),, . Fyzikdlné mozny je jen druhy p¥ipad, kdy normélovéa slozka rychlosti po
odrazu zméni svoje znaménko, ¢emuz prislusi zrcadlovy odraz molekuly od dokonalé stény.
—/
Un Y ‘
7,
| ot
G /
1\ /
Un /
\—r—
\? |9/
\|/
(@)
1o
Obr. 4.3

Na zéakladé vyse odvozenych zékonitosti mizeme odevzdanou hybnost Ap'(neboli silu, kterou
ptisobi molekula na sténu) z rovnice (4.10) vyjadfit nasledovné

Ap=m(0—0") =m(0, + % — T, — ) = m(T, — 0,,) = 2mi, .

Oznacéime-li 70 jednotkovy vektor ve sméru normaly ke sténé a 9 tihel dopadu molekuly na

sténu (obr. 4.3), dostaneme
AP = 2mw,it® = 2mii®v cos V. (4.12)

Podle (4.7) dopadne pod uhlem ¥ az ¥ + dd na jednotkovou plochu dS za jednotku ¢asu celkem
dh;(¥) molekul o rychlosti v;. Tyto molekuly odevzdaji tomuto plosnému elementu stény veli-
kosti dS za jednotku ¢asu celkovou hybnost Ap;dh;(9¥)dS. To mizZeme interpretovat v souladu
s druhym Newtonovym zakonem jako silu, ktera ptsobi na plosny element dS. Pouzitim 4.12
a (4.7) dostaneme pro silovy pfispévek od molekul s rychlosti v;, dopadajicich pod thlem ¥ + dv
na elementarni plochu dS, hodnotu

S 1
dF; = Ap;dh;(9)dS = 2miiv; cos 1957%%' sin ¥ cos ¥dvdS = mnivf sin ¥ cos® 97°dS do,

kde n; je koncentrace molekul s rychlostmi v;. Z vySe uvedeného vztahu vidime, Ze silovy pri-
riistek dF; pusobi vzdy kolmo na plosny element d.S, nezédvisle na hlu ¥ a rychlosti v;. Pak jed-
notlivé silové prispévky muZzeme scitat jen algebraicky. Vydélime-li absolutni velikost silového
prispévku plochou dS, dostaneme vyraz zavisly jen na parametrech plynu, ktery predstavuje
¢astecny (parcidlni) prispévek dp; k tlaku, jenz pochézi od molekul s rychlosti v; a dopadajicich
na jednotkovou plochu (napf. stény néddoby, uzavirajici plyn) pod thlem ¢ az ¢ + dv

|dF;|
dpi = ~1g

Vysledny parcidlni tlak od molekul s rychlostmi v; dostaneme integraci? podle thlu ¥ od 0

= mn;v? sin 1 cos? ¥do . (4.13)

2Napf. substituci {z = cos?¥ — dz = —sin¥dd} — sin ¥ cos® 9d¥ = —z>dz.
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az po m/2
/2 w/2

1
pi = / dp; = mn;v? / sin ¥ cos? ¥d = gman-
0 0

7
Sec¢teme-li prispévky p; pres vSechny mozné rychlosti (tj. provedeme-li Zi:o) a oznacime-li
pravdépodobnost vyskytu molekul s rychlostmi v; jako P; = n;/n (kde n je celkova koncentrace,
tj. pocet molekul v objemové jednotce a n; je koncentrace téch molekul, které maji rychlost v;),
dostaneme vztah pro tlak idedlniho plynu na sténu

l l l
1 1 1 1
{3.1-13} p=-m g niv? = 3™m E (nP)v? = 3mn E V2P, = gmnﬁﬁ, tlak idealniho plynu (4.14)
i=1 i=1 i=1

!
kde m je hmotnost jedné molekuly, n je koncentrace molekul a vyraz ﬁﬁ = " v2P; se nazyva

=1
stfedni kvadratické rychlost.
Zavedeme-li vyraz
Nova3.1.-13} Wy = 5 MU, (4.15)
tzv. stfedni kinetickou energii jedné molekuly - pak rovnice (4.14) nabude tvar
2
{3.1-14} p= gnﬁk (4.16)

a dava ndm do souvislosti tlak idedlniho plynu se stfedni kinetickou energii molekuly.
Rovnice (4.14) a (4.16) jsou odvozené pro dokonale hladkou sténu, plati v§ak i pro libovolnou
realnou sténu s molekulovou strukturou. Diikaz v rdmci molekulové fyziky by byl velmi slozity.
{pr3.1-3} KP 4.3-1 —
Nédoba ve tvaru krychle o hrané ¢ = 0,1m je naplnénd O2 o teploté T" = 300K a tlaku
p = 10° Pa. Vypoctéte:
a) pocet N molekul v nadobé;

b) stfedni kvadratickou rychlost molekuly vy, stfedni kvadratickou hodnotu jeji hybnosti p
a impuls sily I’, kterym ptisobi molekula na sténu pfi kolmém dopadu;

c) stfedni pocet narazt jedné molekuly za sekundu (tj. frekvenci nérazii) na jednu sténu;

o,

) stfedni silu F'; a stiedni tlak p; na sténu nadoby od jedné molekuly;

e) pocet molekul N, které pii kolmém dopadu na sténu vyvinou tlak 10° Pa.
Resent:

a) Pocet molekul N v naddobé je roven souc¢inu Avogardova ¢isla Np (pocet ¢astic v jednom
kilomolu) a latkového mnozstvi (tj. po¢tem kilomolt) ny, v kilomolech. Ze stavové rovnice

(4.4) plyne
_ v
m = R
pak
VN 6,02 - 1026 kmol ! - 10° Pa - 103 m3
N =ngNy = 2224 2 mo a M _ 9411022 gstic.

RT 8314 J kmol~1K—1 - 300K
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b) K vypoctu stiedni kvadratické rychlosti vy uzijeme vztahu (4.14), ve kterém p je tlak, n
koncentrace a m hmotnost jedné molekuly

_— 3p 3V _ 3-10°Pa- 1073 m?  484ms-]
= Vom = Vivm 2,41-1022-32- 1,66 - 102" kg ’

Stredni kvadratickd hodnota hybnosti molekuly

P=mux=232-1,66-10"2"kg -484ms ' =2,57-10 2 kgms'.

Impuls I’ sily, kterym ptisobi molekula pfi kolmém nirazu na sténu

I'=2mt, =2-32-1,66-102"kg-484ms ' =5,14-10 2 kgms".

c¢) Stfedni doba ¢ mezi dvéma narazy jedné molekuly na tutéz sténu je

_ 2a
t:j
Vk

a frekvence nérazt na sténu

1 7 484ms~1!
oo Uk 2RSS 5 opgl.
t 2a 2.-0,1m

d) Stfedni sila F'; jedné molekuly je

_ I
Fi= = I'f =514-100 B kgms™1-2420s7 1 =1,24- 1071 N.

Jedina molekula pfispiva celkovému tlaku prispévkem

F  124-1009N
D= — =" " _1924.-10"'"Pa.
=7 0,12 m? ’ &

e) Tlak p = 10° Pa v nadobé tedy vyvine pocet molekul

NP 10° Pa

_ . ra 102
p 1,24-1017Pa 8,06- 10

4.3.3 Stredni kvadraticka rychlost molekul
Kvadraticka}

Stfedni kvadratickou rychlost mtzeme urcit také tak, ze najdeme rychlost, kterou by se musely
pohybovat vSechny molekuly plynu, aby se jejich celkova kinetickd energie rovnala skutecné
energii plynu. Kineticka energie vSech molekul s rychlosti vy je

AN 1, 1
;277%1)12{ = 2’Uk;mi = ENmEl%,

kde m; zna¢i hmotnost i-té molekuly, a protoze hmotnosti vSech molekul jsou stejné (m; = m),
N

je celkovd hmotnost N molekul > m; = Nm Ghrnnou hmotnosti plynu.
i=1
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4.4. TEPLOTA A JEJI KINETICKA INTERPRETACE

Rychlost vy je tedy urcéena podminkou

1 ANy 1 &
§Nm@ﬁ = Z Emlvf = §mzv§,
i=1 i=1
tedy

v

StrKvadr Vg =
{ } k N

stiedni kvadratickd rychlost (4.17)
{ram-105}

MiuzZeme ji vypodist z (4.14) vy, = \/3—51, a protoze® nm = p (kde n je koncentrace ¢astic, m je
hmotnost jedné molekuly a p je hustota plynu), mizeme psat

_ 3p
Vg =4/ — .
p

Tato rovnice vyjadiuje vztah mezi makroskopickou veli¢inou tlakem p a mikroskopickou
veli¢inou vy.

4.4 Teplota a jeji kineticka interpretace

ickaenergie}
Pri kinetické interpretaci teploty je tfeba najit souvislost mezi celkovou kinetickou energii mole-
kul systému a teplotou plynu. Vyjdeme ze vztahu (4.14), ktery upravime tak, ze jej vyndsobime
objemem plynu V, a za soucasné rovnosti n = N/V dostaneme
{3.1-15} p = gnmuvy — pV = gnV muy = gvak = konst., (4.18)
kde N =nV je celkovy pocet molekul.
Tim je odvozen experimentalni Boyltiv-Mariotttv zdkon. Tento vztah mtzeme dale upravit
na tvar 5 1
-2
pV = 5(5]\7 muy,)
Zavedeme-li vztah Nm = (nyyNA)(Mpu/Na) = npm My, kde ny, je latkové mnozstvi v kilo-
molech a My, je molarni hmotnost, pak
2.1 9
{3.1-16} pV = §(§anmvk) . (4.19)
Srovnanim se stavovou rovnici idealniho plynu pV = ny, RT obdrzime
1 5 3
{3.1-17} 5vak = 5RT. (4.20)

Celkové kineticka energie neusporddaného pohybu molekul jednoho kilomolu idealniho plynu
je tmérna teploté. Tuto rovnici miuzeme povazovat za definici teploty plynu v kinetické teorii
plynu nebo v mikroskopickém pohledu.

Vv

Vv
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{3.1-18}

{ram-106}

{pr3.1-4}

{Nova4.19}

{Nova4.20}

4.4. TEPLOTA A JEJI KINETICKA INTERPRETACE

systému, se na teplotu nevztahuje. Jedna se jen o kinetickou energii postupného pohybu mole-

N4

pocitana i stfedni kvadraticka rychlost vy.
Vydélime-1i obé strany rovnice (4.20) Avogardovou konstantou N, obdrzime

1Mwn , 3R

—— T =-—1T
2N, kT aN,
kde
My,
_o_m
Na
je hmotnost molekuly a
R
 —k
Na

je Boltzmannova konstanta. Pak mtuzeme psat

1 3
§m@2{ = §kT . stfedni hodnota kinetické energie postupného pohybu molekul (4.21)

Boltzmannova konstanta k = (1,380 54 4 0,00018) - 10723 JK~! m4 vyznam plynové konstanty
vztazené na jednu molekulu. Stfedni hodnota kinetické energie postupného pohybu molekul za-
visi jen na absolutni teploté a je ji pfimo tmérna. Nezavisi na druhu plynu (hmotnosti molekul).
Z rovnice (4.21) plyne, Ze pii stejné teploté T pomér stfednich kvadratickych rychlosti dvou
molekul je roven druhé odmocniné pomeéru prevracenych hodnot hmotnosti molekul

Vk,1 mo

Vk,2 my

Tento vztah ukazuje, ze molekuly leh¢iho plynu se pohybuji rychleji nez tézsiho plynu. Leh¢i
plyn difunduje do nadoby s poréznimi sténami rychleji, nez plyn tézsi.

KP 4.4-1

Nadoba obsahujici urcité mnozstvi jednoatomového plynu se pohybuje rychlosti v. Nadoba se
néhle zastavi. Jak se zméni stfedni kvadratickd rychlost molekul plynu a teplota plynu?
Reseni:

Celkova kineticka energie neusporadaného pohybu molekul plynu vici tézistové soustavé (pohy-
bujici) nadoby je .

By = ianmﬁil = gnmRTl, (4.22)

kde Ty je stfedni kvadraticka rychlost a 77 je teplota plynu v nddobé pred zastavenim. Celkova
kineticka energie usporddaného pohybu (tj. vici soustavé, v niz se nddoba s plynem pohybuje)
je

ianmUQ .

U jednoatomovych plynt vSechna dodanda energie zvysuje kinetickou energii neusporadaného
pohybu. Po zastaveni nddoby bude mit plyn teplotu 75, protoze neuspofadany pohyb molekul
se bude dit s jinou @%2, pro kterou bude platit

1 1 1 /
§anm6]%2 = ianmﬁzl + ianm'U2 — @kQ = @il + 'U2 . (423)
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4.5. VNITRNI ENERGIE A TEPELNA KAPACITA IDEALNIHO PLYNU

Pfedchozi rovnici 4.23 mtzeme psat rovnéf ve tvaru

3 3 1
inmRTQ = inmRTl + 5anm/U2’

odkud pro pfiriistek teploty jednoatomového plynu po zastaveni nddoby dostaneme
Mm 2

— .

3R

Na strané 211 bude uveden vysledek obdobného ptikladu, kdy se bude v nddobé nachézet dvou-

atomovy plyn. Dospéjeme tam k vysledku (4.35), ktery bude mozna v této chvili prekvapivy,
a sice, Ze teplota dvouatomového plynu (pfi stejném zastaveni ldhve) nevzroste o stejny dil.

AT =T, —T; = (4.24)

4.5 Vnitini energie a tepelna kapacita idealniho plynu

V odst. 4.5.1 je proveden vyklad veliciny vnitini energie idealniho plynu. Zavedeni veli-

¢iny tepelné kapacity, jeji souvislost s latkovym mnozstvim a zévislost na podminkéch,

pfi kterych probihd ohfev latky, je vySetfovano v odst. 4.5.2. Zékon rovnomérného

rozde€leni energie je vysloven a diskutovan v odst. 4.5.3.

Cil: I) Vylozit zakladni zdkony a pojmy zvyraznéné v rameccich, veli¢iny a vysledky
zde v textu uvedené.

IT) Samostatné fesit piiklady v tomto textu a feSeni zdivodnit.

4.5.1 Vnit¥fni energie idealniho plynu
Experimenty ukazuji, ze vnitini energie idedlniho plynu zavisi na teploté
U=KT, (4.25)

kde K je koeficient amérnosti, ktery zustava konstantni v Sirokém intervalu teplot. Jeho
vyznam si osvétlime v dalsim textu.

7 definice idealniho plynu vyplyva, Ze v ném neexistuje vnitfni potencialni energie. Tedy
vnitfni energie plynu odpovidé jen kinetické energii postupného, dokonale neuspoiddaného po-
hybu molekul.

Stfedni kinetickd energie postupného pohybu 1 molekuly idedlniho plynu hmotnosti m je
rovna (viz (4.15)) wy = %mﬁi Tedy stfedni kinetickd energie postupného pohybu molekul
jednoho kilomolu idealniho plynu je

1 1
Naw), = §NAm@ﬁ = §va§. (4.26)
Z rovnice (4.20) plyne, ze
1 3 3
3 T = g NAkT = SRT =U. (4.27)

Veli¢ina U se nazyva vnitini energie idealniho plynu. Tento vysledek plati jen za predpokladu,
ze molekuly jsou koule, tj. jen pro plyny, které maji jednoatomové molekuly. Pro teplo molekuly
nejsou mozné energie kmitavého pohybu a rotacni energie jsou zanedbatelné. Pouze v tomto
pripadé se vnitini energie plynu U rovna kinetické energii postupného, neusporadaného pohybu.
7 kinetické teorie vyplyva tvrzeni, ze vnitini energie idedlniho plynu zavisi pouze na teploté
plynu a je ji imérna. Nezavisi ani na tlaku, ani na objemu plynu.
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4.5. VNITRNI ENERGIE A TEPELNA KAPACITA IDEALNIHO PLYNU

4.5.2 Tepelna kapacita idealniho plynu

7 predchozich ivah miiZzeme definovat pojem tepelné kapacity idealniho plynu. Tepelna kapacita
libovolné latky je mnozZstvi tepla, které dodame latce, aby se jeji teplota zvysila o jeden kelvin.
Jestlize mnozstvi tepla 6Q dodané latce podélime zménou jeho teploty dT', pak tepelnd
kapacita bude urcena vztahem
oQ

C= aT tepelnd kapacita (4.28)

Tato veli¢ina se méif v JK 1.

Uvazujeme-li jednotkové mnozstvi latky jednoho molu, pak tepelna kapacita ¢, = C/ny, se
nazyva molova tepelné kapacita. Mé se v. J K 'mol 1.

Tepelna kapacita jednotkové hmotnosti latky se nazyva mérnou tepelnou kapacitou c. Méfi
se v.JK 'kg~!. Mezi molovou c¢,, a mérnou kapacitou c stejné latky plati vztah

c

Cm n C
- = m _ 4.29

kde M, je molova hmotnost latky a C je tepelna kapacita latky. Pro molové tepelné kapacity
plynt jsou dulezité dvé varianty — pokud ohfivani probiha pii konstantnim objemu cy nebo
pfi konstantnim tlaku c,. V této kapitole se budeme zabyvat molovou tepelnou kapacitou pii
konstantnim objemu.

Probiha-li ohfivani (napt. jednoho molu) latky pfi stdlém objemu, latka nekond praci a vSechno
teplo se spotrebuje na prirustek vnitini energie

0Q =dU.
Potom mtizeme psat
6Q dU d /3 3

Molérni teplo ¢y plynu je tedy nezavislé na teploté a pro viechny? idealni plyny je stejné.
Tento vysledek je v dobrém souladu s hodnotou molové tepelné kapacity jen pro plyn s jed-
noatomovymi molekulami. Pro dvou a viceatomové molekuly musime zmeénit model idealniho
plynu.

Pouzijeme-li rovnici (4.25) pro jeden mol a zdiferencujeme ji podle T' a srovname s (4.30)
dostaneme, ze ¢y = K. Pak vyraz pro vnitini energii jednoho molu idealniho plynu muzeme
napsat ve tvaru

U = cyT. vnitini energie jednoho molu idealniho plynu (4.31)

Vnitini energie plynu o celkové hmotnosti M bude rovna vnit¥ni energii jednoho molu vynéso-
bené latkovym mnozZstvim obsazenych v hmotnosti M

M
NmU = nmeyT = M—ch. (4.32)

m

4Jednoatomové idealni plyny.
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4.5. VNITRNI ENERGIE A TEPELNA KAPACITA IDEALNIHO PLYNU

4.5.3 Ekviparti¢ni teorém

V modelu plynu pro jednoatomové molekuly vidime jednoznac¢né, Ze primeérna kineticka energie
molekul postupného neusporddaného pohybu urcuje teplotu plynu. Pokud bychom si zobrazovali
molekuly jako ¢astice s vnitini strukturou, pak bychom ke zvyseni teploty viceatomového plynu
(tedy k ,navySeni“ jeho neusporadaného transla¢niho pohybu jednotlivych molekul) museli do-
dat vice tepla, nebot takové molekuly mohou ménit (a méni) jesté svoji energii rotacniho pohybu
a energii kmitavého pohybu. Tyto energie prispivaji k celkové vnitini energii plynu.

Nalezneme celkovou vnitini energii idealniho plynu slozeného z molekul s vnitini strukturou.
Energie se bude sestévat z kinetické energie postupného pohybu (jeji ,,slozky“ maji tvar %mv%,
%mvg, %mvg), z kinetické energie rota¢niho pohybu (se ,slozkami“ %I w2, %I wz, %I w?), a z ki-

netické energie kmitavého pohybu atomu v molekule (ve tvaru %mrv2 + %kx2), kde prvy ¢len je

Vv

Vv

Ze statistické fyziky se da dokazat, Ze je-li pocCet Castic veliky a plati-li Newtonova mechanika,
pak vSechny tyto vyrazy maji stejnou primérnou hodnotu, jez zavisi na teploté. Maxwellem
byla vyslovena véta:

Celkova energie plynu zavisi jen na teploté a je rovnomérné rozdélena na kazdy mozny
zpusob, kterym molekuly mohou absorbovat energii.

Tato véta se nazyva rovnomeérné rozdéleni energie nebo kratce ekviparti¢ni teorém.
Kazdy nezévisly zptisob absorbovani energie molekulou se nazyvé stupen volnosti.
Kineticka energie postupného neusporadaného pohybu molekul jednoho kilomolu idealniho
jednoatomového plynu je U = %RT. Tato energie je souctem tii ,,slozek” %m@%, %mﬁz, %mﬁg
Véta o rovnomérném rozdéleni energie pozaduje, aby kazda ¢ast méla stejnou energii (tj. %RT )
na stupen volnosti. Vnitini energie jednoho kilomolu idealniho plynu pro ¢ stupnt volnosti je
pak dana vztahem

1 vnitni energie jednoho molu
U=i-RT. . ., . o . 4.33
Z2 idealniho plynu pro ¢ stupnu volnosti ( )
Molovéa tepelné kapacita pii stalém objemu pro ¢ stupnd volnosti je
o — au 21 R molové tepelnd kapacita jednoho molu (4.34)
V7 Ar ~ 27 ideélniho plynu pfi stalém objemu pro ¢ stupnt volnosti ’

Pozndamka: Tepelnd kapacita teoreticky nemd zéviset na teploté. Ve skutecnosti (jak ukazuje
obr. 4.4) na teploté zavisi. Je zde uvedena zavislost molové tepelné kapacity vodiku na teploté.
Jiné plyny vykazuji podobné zavislosti, ale pfi riiznych teplotach.

Diskuse:

1. Jednoatomové plyny konaji postupny pohyb a maji i = 3 stupné volnosti, takze vnitini energie
jednoho kilomolu plynu je podle (4.33), U = %RT. Z rovnice (4.34) plyne hodnota pro molovou
tepelnou kapacitu cy = %R. Teoretickd hodnota souhlasi s experimentalni.

2. Pro plyny s dvouatomovymi molekulami je nutné pfipojit dalsi platné stupné volnosti v sou-
vislosti s energii rotacniho pohybu. Model dvouatomové molekuly piredstavuje dvé koule spojené
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1020 50 100 200 500 1000 2000 5000 10000
{obr3.1-4} Obr. 4.4

pevnou tyckou. Ke tfem stupntim volnosti postupného pohybu pfistoupi dva stupné volnosti spo-
jené s vyrazy %I W; a %I w?, kdy# energie vzhledem k ose rotace, ktera je spojnici obou atomt,
je zanedbatelna®. Pak vnitini energie dvouatomové molekuly 1 kilomolu plynu pro i = 5 stupiit
volnosti je U = %RT a molova tepelna kapacita je cy = %R.

3. Pro plyny se tfemi a viceatomovymi molekulami je pocet stupnt volnosti ¢ = 6. Tedy clen
%Iwg nelze zanedbat a plati U = 3RT a cy = 3R.

4. U dvou a vice atomovych molekul pfipustime-li moznost vzniku kmiti atomi (v modelu mole-
kuly nahradime pevnou ty¢kou a pruzinou), pfistoupi dalsi stupné volnosti. Tento experimentalni
model sice zlepsi vysledky, ale 1isi se od modelu zavedeného pro kinetickou teorii.

{pr3.1-5} KP 4.5-1

V prikladu KP 4.4-1 byla feSena tloha zména teploty u jednoatomového plynu. Zde budeme
fesit stejny problém pro dvouatomovy plyn za normaélnich teplot, jehoZz molekula méa pét stupnu
volnosti.

Reseni:

Vétsina vah provedenych v piikladu (3.1-4) zistava v platnosti. Je t¥eba si uvédomit, ze celkova
kinetickéa energie usporadaného pohybu %anmv2 se po zastaveni nadoby rozdéli rovnomérné
na vSech pét stupmnt volnosti. Na zvySeni energie neusporadaného pohybu piipadnou jen 3/5
této energie.

Plati tedy

1 1 3,1
ianmsz = §anm@il + 5(§anmU2) s

3
Tpe = (/02 + gz;?.

Podobné pro prirtustek teploty dostaneme

My
{Nova3.1-24} AT =Ty — Ty = —0?, (4.35)

5Rozméry molekuly vzhledem k této ose rotace jsou zpravidla velmi malé, proto moment setrvaénosti, ve
kterém vystupuje kvadrat vzdalenosti od osy, je opravdu hodné maly ve srovnani s ostatnimi ¢leny.
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4.6. STATISTICKE ZAKONITOSTI IDEALNIHO PLYNU

Vysledna teplota dvouatomového plynu vzroste pii ndhlém zastaveni nadoby méné (tj. AT
bude mensi), nez u jednoatomového plynu (srovnejme s vysledkem 4.24).

4.6 Statistické zakonitosti idealniho plynu

V odst. 4.6.1 a 4.6.2 je provedena aplikace pfedchozich vysledkti pro rozdéleni ener-
gie v idedlnim plynu na zakladé statistickych zdkonitosti (rozdéleni rychlosti molekul
a rozdéleni poétu &astic s vyskou). Obraz o chovani molekul s moznosti vzajemnych
srazek a jejich pohybu po urcité draze je vysetfovan v odst. 4.6.3.

Cil: I) Popsat, nakreslit nacértky a vysledky zdtvodnit.

ITI) Vysvétlit rozdil mezi veli¢inami vy, 7, Uk.
IIT) Odvodit vztah pro stfedni volnou drdhu molekul.
)

IV) Samostatné resit priklady uvedené v tomto textu.

4.6.1 Maxwelltiv zakon rozdéleni rychlosti molekul idealniho plynu

V pfedchozich kapitoldch se uvazovalo spojité rozdéleni energie v idedlnim plynu. Pro zjedno-
duseni problému zanedbame ptisobeni gravitacnich, pfipadné ostatnich vnéjsich sil. Pak energie
molekul je dana jejich kinetickou energii Fy = %va. Predpokladame, ze pohyb molekul se 1idi
zakony klasické mechaniky, takZze spektrum energie je spojité.

Ustaviénymi srazkami se rychlost molekul neustéile nepravidelné méni. Skute¢né okamzité
rychlosti molekul se nedaji zjistit, a proto nelze ani urcit pocet molekul, které maji zcela urcitou
rychlost. Lze vSak pfedpokladat, ze za rovnovazného stavu bude mit z celkového pocétu N molekul
plynu jejich ¢ast AN rychlost, jejichz velikost lezi v intervalu (v, v + Av).

Pocet AN zavisi jak na celkovém poctu molekul N, tak na velikosti intervalu Av a na
rychlosti v. Pfi velkém poctu molekul zavedeme pomérny pocet molekul AN/N, ktery pfipada
na interval Jv jednotkové velikosti (,kolem“ rychlosti v). Pak veli¢ina

AN 1

‘N Av
nebude jiz zavisla na celkovém poctu molekul N, zavisi v8ak jesté na velikosti intervalu Aw.
(Pozor, tento interval jiz roven jedné byt nemusi.) Zmensujeme-li Av bez omezeni k nule, pak
existuje limita
AN 1 dN 1

lim —, . — = — . — —

AN AT N @
ktera jiz na velikosti Av nezavisi. Funkce f(v) se nazyva funkce rozdéleni rychlosti molekul.

Nejdiive budeme muset hledat pocet dN molekul, jejichz slozky rychlosti lezi mezi v, a v, +

dv,.. Maxwell odvodil z po¢tu pravdépodobnosti pro jednu slozku v, pravdépodobnostni rozdéleni

kde m je hmotnost molekuly, k Boltzmannova konstanta a T' absolutni teplota. Obr. 4.5 ukazuje
zévislost rozdélovaci funkce f(v,) na slozce rychlosti v,. Kfivka je symetrickd k v, = 0, tj.
pro molekuly s rychlostmi ve stejnych rychlostnich intervalech plati, ze poc¢et molekul, které se
pohybuji vpravo a vlevo, je stejny. Nejcastéji je slozka rychlosti rovna nule, ale mohou v plynu
existovat i molekuly s vétsi rychlosti, ovSem s mensi pravdépodobnosti vyskytu.
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4.6. STATISTICKE ZAKONITOSTI IDEALNIHO PLYNU

f(vz) 1
_Uff 0 >+U:r
{obr3.1-5} Obr. 4.5

Zkoumejme nyni pocet molekul, jejichz x—ova slozka rychlosti ¥, tj. v, lezi v intervalu
(vg, vz + dvy), slozka vy v intervalu (vy, vy + dvy) a v, v intervalu (v,, v, + dv;). Odchylky
dv,, dvy, dv, slozek v, , vy, v, urcuji jak interval, v némz lezi velikost rychlosti v, tak i interval
pro smér rychlosti. Takto vymezeny prostor se nazyva rychlostni prostor. Zavedeme-li souradny
systém, v némz naneseme na osy hodnoty v, vy, v, (obr. 4.6), pak vyrok, ze slozky rychlosti
molekul lezi v intervalu (v, v, +dv,) a zaroven (vy, vy +dvy) a zaroven (v,, v, +dv,) znamena,
ze se jedna o vSechny molekuly s rychlostmi, které se zobrazuji jako vektory s koncovymi body
lezicimi uvniti objemu dv,dv,dv,. Poc¢et molekul z tohoto intervalu je tedy

dN m(v2 —1—02—1—1)2)
W ~ exp [— i 2k7‘1’: z dvxdvydvz,
coz neni nic jiného, nez soucin jednotlivych ¢lent
dN m(v2) m(vy) m(v?)
N e [_215 Uy T P | = | oy, T v exp | =S | dus
a protoze pro slozky vz, vy, v, plati v2 + ’US + 02 =22 je
dN mu?
o N
y
dvy
v d0, dv,
|
Uy |
|
J /Uy (%
—
Uz
{obr3.1-6} Obr. 4.6

Omezime-li vektor rychlosti molekuly jen touto podminkou, tj. aby jeho velikost lezela v da-
ném intervalu (v, v +dv), pak takové rychlosti se zobrazi v obr. 4.7 jako vektory vSech moznych
sméri a takovych délek, Ze jejich koncové body jsou uvniti kulové vrstvy o poloméru v a tloustky
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4.6. STATISTICKE ZAKONITOSTI IDEALNIHO PLYNU
Uy

~dv 7,

(%3

v

Obr. 4.7

dv. Nahradime-li element dv,dv,dv, objemem kulové vrstvy 4rv3dv, pak z (4.36) obdrzime 74-

dany vztah pro dN/N. Pfesna zavislost® zni

dN 4 mv? mu? M o= dmp2 muv? m_4
— = —=——€xp || "t/ 57 - dv = 47v exp |———| - -dv
N~ a2kl TP ||\ 2T onkT V| 2kT | "\ 2nkT

neboli

3/2
fv) = ( m ) exp < o > 4mv? . Maxwellovo rozdéleni rychlosti

Up U Uk v

Obr. 4.8

(4.37)

(4.38)

Na obr. 4.8 je znazornéno toto tzv. Maxwellovo rozdé€leni rychlosti molekul. Pro rychlost
v =0 a v — oo ma funkce rozdéleni rychlosti molekul f(v) nulovou hodnotu. Maximum lezi pro

nejpravdépodobnéjsi rychlosti vy, které dostaneme z podminky”

d =0, tj mvg 2 mvg =0
a(f(”))— , U). exp TokT T WT vp = U.

5Ve které je jiz zapocteno to, Ze pocet astic je konstantni a roven N (tzv. normovaci podminka).
"Derivace souéinu.
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4.6. STATISTICKE ZAKONITOSTI IDEALNIHO PLYNU

Dalsim feSenim obdrzime
mu2

P __ 2 __
2~ =0 — muj = 2T (4.39)

a tak pro nejpravdépodobnéjsi rychlost dostavame

2kT
{3.1-27} vp =/ —— . nejpravdépodobnéjsi rychlost (4.40)
m
{ram-110}
Pomoci Maxwellova zdkona uré¢ime také primérnou rychlost v molekul pouzitim vztahu ze sta-
tistické fyziky pro vypocet stredni hodnoty veli¢iny
oo 32 00 9
m muv
7= dv = (—) 4 S p2q.
v /Uf(’l)) v Sk T 7r/exp< 2/<:T>v v
0 0
Integraci metodou per — partes obdrzime vysledek
_ 8kT o 1. NI . .
{3.1-28} U =14/——. stfedni (pramérnd) velikost rychlosti (4.41)
™
{ram-111}
K uréeni stfedni kvadratické rychlosti 7 musime nejprve vypodéitat veli¢éinu 72 podle vztahu
statistické fyziky
7 3/2 ra 2
—2 2 m mu 4
v /v f(v)dv Sk T ﬂ/exp( 2kT>U v
0 0
( m >3/24 3 (2xkT\** 3kT
= m— =
2rkT 82 m m
a pak urc¢ime
= [T . .
{3.1-29} Uk = Vv =1/ ——. stfedni kvadraticka rychlosti (4.42)
m
{ram-112}

Dosadime-li vztah (4.40) do (4.37), najdeme maximalni hodnotu funkce f(v)max

{3.1-30) Fhmas = 1) = (1)~ /- (1.43)

Z rovnic (4.40) a (4.43) vyplyva, Ze pfi zvyseni teploty (nebo zmensenim hmotnosti molekuly)
se maximum krivky posouva k vysSim rychlostem, soucasné se vSak kiivka stava plossi a Sirsi,
ale plocha pod krivkou se neméni. Znamena to, ze pii vyssi teploté stava se nejpravdépodobnéjsi
rychlost méné ,jostrou“ a hodnota rozdélovaci funkce rychlosti klesé. Na obr. 4.9 jsou znadzornény
dvé kiivky rozdéleni, které mizeme vylozit bud jako vztahujici se k riiznym teplotam Ty a T, (pfi
stejné hmotnosti) nebo jako vztahujici se k riznym hmotnostem m; a ma (pfi stejné teploté).

Zavedeme-li misto rychlosti kinetickou energii, vztah (4.37) nabude jinou formu. Diferenco-

vanim Eyx = $mo? obdrzime dEx = mvdv a po dosazeni do (4.37) pak plati

AN 2 VE B
= = k ( k)dEk.

3.1-31 <. _ Tk
{ } T

N = R e P (4.44)

Copyright © 2005, UFI FSI VUT v Brné 215



{obr3.1-9}

{pr3.1-6}

eleniCastic}
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f(v)
Ty 7(m1)

T1 < T2
(m1 > 7722)

TQ,(mQ)

Obr. 4.9

Tato rovnice vyjadfuje, kolik je téch molekul, jejichZ energie nalezi do daného intervalu ki-
netickych energii.

KP 4.6-1
Vypoctéte stfedni rychlost 7 molekul Os a vodiku Hy pfi laboratorni teploté T = 300 K, je-li
molové hmotnost Oy My, = 321072 kg mol .

Resend:
k R

Provedeme tpravu =+ a do-

Vyjdeme ze vztahu pro st¥edni rychlost molekul v = .= I

m "
sadime do predchoziho vztahu. Tak dostaneme

_ 8RT 8-8,314Jmol1K-1-300K . 500m s
v = = = ms .
O. =\ 70, 3,14- 3210 3 kgmol !
Molekuly Ho maji hmotnost 16 krat mensi, nez molekuly Os. V dtsledku toho bude jejich
rychlost pfi stejné teploté 4 krat vétsi

=2000ms .

_ [8.8314Jkmol" 1K1 - 300K
YH, = 3,142 - 103 kg mol—*

4.6.2 Rozdéleni poctu ¢éastic s vySkou — Boltzmannovo rozdéleni

Boltzmann zobecnil Maxwelliv zakon rozdéleni rychlosti (4.37) na pfipad, Zze se molekuly po-
hybuji v tithovém, eventudlné v jiném silovém poli. V rovnice (4.37) mizZeme misto %mv2 psét
Ey. Boltzmann nahradil tuto kinetickou energii celkovou energii molekuly £ = Fy + E,, kde
E, je energie potencialni. Protoze potencidlni energie je obecné zavisla na soutadnicich polohy,
muze se jednat jen o molekuly, jejichZ rychlosti jsou v intervalu (vs, vy + dvs), (vy, vy + duvy),
(vz, v, + dv,) a jejichz soufadnice lezi souc¢asné v intervalu (z, x + dz), (y, y + dy), (2, z + dz).
Dostaneme tak Boltzmanniiv zakon
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dN E
N " exP <—> dv,dvydv,dzdydz. Boltzmanntv zakon rozdéleni energii (4.45)

kT
L
S o
h
no
Obr. 4.10

Tento zékon uzijeme k odvozeni rozlozeni molekul (jejich poctu) v zavislosti na vysce v ti-
hovém poli. Uvazujme o svislém sloupci plynu o stalé teploté - obr. 4.10. Rychlost molekul
i jejich rozlozeni podle rychlosti je podle Maxwellova zakona vSude stejna. RozloZeni molekul
podle energii se fidi zdkonem Boltzmannovym, kde celkovou energii pisSeme W = Ey + mgh, kde
mgh je potencidlni energie molekuly ve vysce h. Uvazujeme-li jen mnozstvi plynu v objemové
jednotce, pak volime dzdydz = 1 Poéet molekul v jednotkovém objemu (tj. koncentraci ¢astic)
ve vysce h = 0 oznac¢ime ng, ve vysce h pak nj. Rozdéleni poc¢tu molekul podle Boltzmannova

zékona je
Ey mgh
dn ~ ngexp <_kT> exp <_kT> dv,dv,dv; .

Podle Maxwellova zdkona v libovolné vysce je

E
dn ~ ngexp (—ﬁ:) dv,dv,dv; .

Srovnanim obou vztaht, které musi byt totozné, plyne, Ze pocet molekul v objemové jednotce
(koncentrace) ve vySce h je dan vztahem

h
np = ng exp (—%) . (4.46)

7 této rovnice vyplyva, ze sniZenim teploty pocet ¢astic ve vyskach rtznych od nuly ubyva
a blizi se k nule pfi T' = 0 (obr. 4.11). P¥i teploté absolutni nuly by se vSechny molekuly nachézely
na povrchu Zemé. Pfi vysokych teplotach naproti tomu pocet ¢astic s vyskou ubyva malo a jak
se ukazuje, molekuly jsou rozlozeny s vyskou rovnomérné.
Diskuse: ——

Tento fakt mé prosté fyzikalni objasnéni. Kazdé skutecné rozdéleni molekul s vyskou se Fidi
pusobenim dvou tendenci:

1. pritahovani molekul k Zemi (charakterizované silou mg) — snazi se je rozlozit na povrchu
Zemé,

2. tepelny pohyb (charakterizovany veli¢éinou kT') — snazi se rozptylit molekuly rovnomérné
ve vSech vyskach.
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n( h) N

T
! Ty >1T4

v

Obr. 4.11

Cim vétsi m a mensi T, tim vice pfevlada prvni tendence. Naopak pii vysokych T prevlada
tepelny pohyb a hustota molekul pomalu ubyva s vyskou.

Atmosféricky tlak v libovolné vysce h je podminén tihou vySe poloZenych vrstev plynu. Tlak
ve vysce h je p a tlak ve vysce h + dh je p 4+ dp. Jestlize dh > 0, pak dp < 0 a tedy tlak bude
s vyskou ubyvat. Rozdil tlakti p a p 4 dp je roven tize plynu uzavieno v objemu vélce s plochou
zakladny rovné jedné a vyskou dh (obr. 4.10)

p— (p+dp) = pgdh,
kde p je hustota plynu ve vysce h. Odsud
dp = —pgdh . (4.47)

Za podminek blizkych normélnim (teplota 0 °C, tlak 10° Pa), se vzduch maélo lisi ve svém cho-

vani idedlniho plynu. Potom hustotu vzduchu mtizeme vypocitat z rovnice p = %. Dosazenim
do (4.47) dostaneme o

M npg
RT

M, predstavuje ¢iselnou hodnotu rovnou stfedni molekulové hmotnosti vzduchu (= 29).
Provedeme v rovnici separaci proménnych

dp = — dh. (4.48)

dp Mg
i —ﬁdh. (4.49)
Teplota T je ale funkci h. Je-1i tvar této funkce T'(h) zndm, rovnice (4.49) miZeme zintegrovat
a najit zavislost p na h. V pfipadé konstantni teploty, tj. pro izotermickou atmostéru T'(h) = T
konst., integrace vede ke vztahu
M,,gh
RT
kde C je konstanta, kterd zavisi na poc¢ateénich podminkach. Odlogaritmovanim dostaneme

Inp = +InC,

M,,gh
RT '

p=Cexp <—

Polozime-li h = 0, dostaneme, ze C' = pg, kde pg je tlak ve vysce h = 0. Dosazenim dostaneme
rovnici, ktera vyjadfuje zavislost tlaku na vysce (za podminky 7'(h) = T konst.)

M,.gh magh
P = poexp <— g ) — po exp (—g> . (4.50)

RT
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Tato rovnice se nazyva barometrickd a uziva se k vypoctu atmosférického tlaku v ruznych
vyskach (za stalé teploty T'(h) =1T).

4.6.3 Stredni volna draha molekul

Spravny obraz o chovani molekul plynu si mizeme vytvorit jen tehdy, uvazujeme-li kone¢nou
velikost molekul.

Vzajemné srazky molekul (pfedevsim jejich pocet) silné ovliviiuji chovani plynu. Mnozstvi
vzéjemnych srazek charakterizujeme poctem srazek jedné molekuly s ostatnimi za jednotku casu
a nazyvame srazkovou frekvenci. O velikost srazkové frekvence rozhoduje charakter silového
pusobeni mezi molekulami. Pasobeni pti pfiblizovani molekul postupné nartsta, ale neni mozno
urcit zac¢atek a konec srazky. V pfipadé idedlniho plynu se problém zjednodusi, protoze molekuly
muzeme povazovat za tvrdé kulicky s primérem d. Délka drahy molekuly mezi dvéma srazkami
se nazyva volnou drdhou molekuly a oznacujeme ji A. Pfi velkém poctu srézek urcujeme jeji
stfedni hodnotu A a nazyvame ji stiedni volnou drdhou molekuly.

Predpoklddejme, Ze vSechny molekuly jsou v klidu a jen jedna z nich se pohybuje stfedni
rychlosti v. Za jednotku Casu narazi tato molekula na vSechny molekuly, jejichz st¥edy lezi uvnit¥
prostoru, ktery je tvofen vélcem o poloméru R = d a vysce, ktera se rovna dréaze, kterou molekula
urazi rychlosti ¥ za jednotku ¢asu (obr. 4.12).

Obr. 4.12

-7

Obr. 4.13

Pocet narazt za jednotku ¢asu na povrch molekuly, coz je hustota toku molekul 2’ = wd%on,
-~/
kde n je pocet molekul v objemové jednotce (koncentrace). Stiedni volnd drdha X, kterou
molekula urazi mezi dvéma srazkami®, je

~/

1
=2 =

v

2 wdin’
Protoze se vsak pohybuji vSechny molekuly, je tfeba stfedni rychlost ¥ molekuly, vztazenou

ke sténam nadoby, nahradit stfedni relativni rychlosti w = vy — 01 vzhledem k ostatnim moleku-

8Srazky pohybujici se molekuly s jinymi ,nepohyblivymi“ molekulami.
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lam, tj. ur¢ime stredni relativni rychlost dvou molekul. (Tyto molekuly se vici sténdm nadoby
pohybuji stfednimi rychlostmi 7; a U2.) Velikost rychlosti %% vypoc¢teme dle obr. 4.13 ze vztahu

W =T1 + U3 — 201U COS @,
pficemz v; a v maji stejnou velikost, ale mohou mit vSechny mozné sméry. Tedy cosyp ma
stejné ¢asto hodnoty kladné i zaporné a jeho stfedni hodnota je tak rovna nule. Pak u? = 272.

Pohybuji-li se tedy vSsechny molekuly rychlosti v, pak skutecny pocet srazek za jednotku casu
bude z = wd?un = ©/2d?vn = /22’ a stfedni volna draha’® molekul bude

~/

=l A
z V2
A L ttedni volna dréh (4.51)
= ——— - . Sstrednl voina draha 0
™/ 2d%n

Podle (4.14) je tlak plynu umérny hustoté molekul (p = nkT), takze stfedni volna draha
molekul je nepfimo ameérna tlaku plynu
1 kT 1

X = = ~ — .
T2d2n  w/2d%p P

Tento vztah pfedstavuje relaci mezi mikroskopickou veli¢inou A a makroskopickou veli¢inou
p.

4.6.4 Priklady z molekularné kinetické teorie

KP 4.6-2
Léahev obsahuje 4 kg kysliku Os.

1. Jaké je latkové mnozstvi v kilomolech?

2. Kolik molekul obsahuje ldhev?

KP 4.6-3
Jedna lahev obsahuje kyslik Oz, druhé vodik Hs.

1. Jsou-li hmotnosti plynt v obou lahvich stejné, jaky je pomér jejich latkovych mnozstvi?

2. Obsahuji-li 1ahve stejnd mnozstvi plynu, jaky je pomér hmotnosti plynt?

KP 4.6-4
Dokazte, ze soucin ¢iselnych hodnot Avogardovy konstanty a atomové jednotky je roven jedné.
Jaky rozmér méa tento soucin?

KP 4.6-5
Stanovte objem kilomolu idealniho plynu p¥i tlaku 10° Nm~2 a teploté 0 °C.

9Srazky pohybujici se molekuly s jinymi pohybujicimi se molekulami.
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KP 4.6-6

Idealni plyn ma objem 4-10~%m?3, tlak 2-10° Nm~? a teplotu 300 K. Plyn nejdiive expanduje za
konstantniho tlaku na dvojnasobek ptvodniho objemu, potom je stlacen izotermicky na ptvodni
objem a nakonec ochlazen za konstantniho objemu na ptivodni tlak.

1. Znazornéte dé&j v p — V diagramu.
2. Vypocitejte teplotu béhem izotermické komprese.

3. Vypocitejte maximalni tlak.

KP 4.6-7
V 1zké trubici délky [ = 70 cm postavené zatavenym koncem doli je sloupec vzduchu uzavieny

Obr. 4.14

shora sloupcem rtuti o vysce h = 20 cm. Rtut dosahuje k hornimu okraji trubice. Trubici opatrné
obratime a ¢ast rtuti vytece.

1. Jak vysoky sloupec rtuti ztistane v kapilafe, je-li barometricky tlak 1,013 - 105 Nm™2.

2. Pii jakém barometrickém tlaku vytece rtuf z kapilary uplné?

KP 4.6-8

Léhev o objemu 21 (opatfena kohoutem) obsahuje kyslik O teploty 300K a atmosférického
tlaku 10° Nm~2. Soustavu zahiejeme na teplotu 400 K pfi otevieném kohoutu. Kohout pak
zavieme a ldhev ochladime na ptivodni teplotu.

1. Jaky je konecény tlak kysliku Oy v 1ahvi?

2. Kolik grami kysliku O2 unikne z lahve?

KP 4.6-9
Predpokladejme, ze molekuly idealniho plynu jsou rovnomeérné rozlozeny v prostoru tak, ze jsou
umistény ve stfedech shodnjch krychli. Teplota plynu je 273 K, tlak 10> Nm™2.

1. Vypoditejte délku hrany krychle a srovnejte ji s primérem molekuly 3 - 10710 m.

2. Provedte tentyz vypocet pro vodu. Jeden kilomol vody mé objem 18 litrt.
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4.6. STATISTICKE ZAKONITOSTI IDEALNIHO PLYNU

KP 4.6-10

Jaky tlak na sténu vyviji molekuly vodiku Hs, dopadne-li za sekundu 10%* molekul na 2 cm?
plochy stény? Uhel dopadu molekul je 45°, rychlost molekul 103ms~! a hmotnost molekuly
vodiku Hy je 3,32 - 10727 kg.

KP 4.6-11
Kyslik Os teploty 273K a tlaku 10° Nm™2 je uzavien v krychlové nadobé o strané 0,1m. Za
jak dlouho projde typicka molekula nadobou od stény ke sténé?

KP 4.6-12
Je déna skupina ¢éstic (N; je pocet ¢astic, jez maji rychlost v;).

N; 2 |46 8]2
vi(ems™1) [ 1,0 [ 2,0 [ 3,0 [ 4,0 | 5,0

1. Vypocitejte stfedni rychlost .
2. Vypocitejte stfedni kvadratickou rychlost vy.

3. Mezi péti rychlostmi naleznéte nejpravdépodobnéjsi rychlost vy,.

KP 4.6-13
Vypocitejte stfedni kvadratickou rychlost atomu argonu Ar pfi pokojové teploté 20 °C. Pfi jaké
teploté bude mit stfedni kvadraticka rychlost poloviéni (dvojndsobnou) hodnotu?

KP 4.6-14

St¥edni kvadraticka rychlost molekul kysliku Os pfi 0 °C je rovna 460 ms~!, molova hmotnost
kysliku je 32kgkmol ™!, argonu Ar 40kgkmol ! a hélia He 4kgkmol~!. Lze z téchto tdaji
vypocitat stfedni kvadratickou rychlost hélia a argonu pfi 40 °C bez pouziti jinych tdaji nebo
obecnych konstant?

KP 4.6-15
1. Jaka je vnitini energie v jednom kilomolu hélia He za teploty 300 K?
2. Jaky je prirtistek vnitini energie jednoho kilomolu pfi zvyseni teploty o 1 K?

3. Srovnejte tento prirtistek s teplem potfebnym ke zvyseni teploty jednoho kilomolu o 1K
pfi stdlém objemu.

KP 4.6-16
Molové tepelna kapacita argonu Ar pii konstantnim objemu je ¢y = 315 Jkg~! K~1. Vypoététe
z ného relativni molekulovou hmotnost argonu a hmotnost molekuly argonu.

KP 4.6-17
Vypocitejte prirtstek stfedni hodnoty transla¢ni kinetické energie molekuly argonu (kysliku),
jestlize pii zachovani objemu dodame 352 J tepla do 0,2 kg plynu.
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4.6. STATISTICKE ZAKONITOSTI IDEALNIHO PLYNU

KP 4.6-18
Vypocitejte stiedni kvadratickou rychlost vy, stfedni rychlost ¥ a nejpravdépodobnéjsi rychlost
vp molekul dusiku Ny pii teploté 273K (M, = 28kgkmol ~1).

KP 4.6-19
Uvazte, jakym postupem lze z Maxwellovy kiivky pro rozdéleni rychlosti pti teploté T} sestrojit
graf rozdéleni rychlosti pri jiné teploté T5.

KP 4.6-20
V jaké vysce je hustota vzduchu rovna jedné poloviné hustoty u hladiny mote? Teplota vzduchu
je 0 °C, za hmotnost kilomolu dosadte 29 kg kmol~!.

KP 4.6-21

Dopravni letoun leti ve vysSce 8 300 m. Kompresory udrzuji v kabiné staly tlak odpovidajici
vysce 2700 m. Vypoditejte rozdil tlakt uvnitt a vné kabiny. Teplota vzduchu je 0 °C, hmotnost
kilomolu vzduchu je 29kgkmol ™! a tlak vzduchu v nulové vysce je 10° Nm~2.

KP 4.6-22
V elektronce jsou zbytky dusiku N o tlaku 1,33 - 1072 Pa a teploty 60 °C. Vypocitejte:

1. Pocet molekul v 1m3.

2. Stiedni volnou drahu molekul. Primér molekuly dusiku je 3,78 - 1071%m

KP 4.6-23
Pii teploté 20 °C a tlaku 10* Pa je stfedni volna drdha molekul argonu Ar 9,9 - 10~%m.

1. Jaka je stiedni volna draha molekul argonu p¥i 20 °C a 2 - 10* Pa?

2. Jaka je stiedni volna draha pii —40 °C a 10* Pa?

KP 4.6-24
Stfedni volna drdha molekul vodiku Hy za normélnich podminek (1,013 - 10°Pa, 0 °C) je
1,28 - 1075 m.

1. Vypocitejte pramér vodikové molekuly.

2. Jaka je stfedni volna draha pii tlaku 1,33 -10"2Pa a 0 °C?

KP 4.6-25
Plyn zaujima pfi teploté 0 °C urcity objem Vj. Vypoditejte, za jaké teploty zaujme plyn 2/3
ptvodniho objemu pfi konstantnim tlaku.

KP 4.6-26
P1i jaké teploté ma plyn pfi nezménéném objemu n-krat vétsi tlak nez pii 0 °C?
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4.6. STATISTICKE ZAKONITOSTI IDEALNIHO PLYNU

{pr3.1-32} KP 4.6-27
Lahev obsahuje pfi teploté 27°C a tlaku 4 - 10 Nm™2 stlaceny plyn. Jak se méni tlak plynu,
vypustime-li polovinu jeho mnozstvi a poklesne-li pfi tom jeho teplota o 15°C?

{pr3.1-33} KP 4.6-28
Ptikon elektrického varice je 250 W. Vari¢ uvede do varu 1,5kg HoO 15°C teplé za 1hodinu.
Jaka je ucinnost varice?

{pr3.1-34} KP 4.6-29
Lahev obsahuje 1 kg kysliku o tlaku 10 at a teploté 47 °C. Uzavér lahve dobie netésni, takze O2
unika. Po uréité dobé byl opét zméten tlak a teplota kysliku a bylo zjisténo, Ze tlak klesl na 5/8
své puvodni hodnoty a teplota na 27°C.

1. Jaky je objem v lahvi?

2. Kolik gramti Og ziistalo v 1ahvi?
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5. Termodynamika

5.1 Zakladni pojmy termodynamiky

Tato ¢ast je tvodni kapitolou. V odst. 5.1.1 je uvedeno, co je pfedmétem zkoumani
termodynamiky. Definice teploty a jeji méfeni a definice teplotni stupnice je provedeno
v odst. 5.1.2. Déle jsou zde vylozeny zakladni pojmy termodynamiky jako teplo a préce
(odst. 5.1.3).

Cil: I) Umét zpaméti veli¢iny a definice uvedené v rameécich v této ¢asti.

IT) Samostatné fesit priklady uvedené v textu (odst. 5.1.3), FeSeni zdtivodnit a na-
kreslit nacrtky.

7 dosavadnich poznatki plyne, Ze neuspoiradany pohyb molekul se fidi jistymi zakonitostmi.
Tak napi. z Maxwellova zadkona o rozdéleni rychlosti molekul plyne, zZe mezi rychlostmi, jez maji
nahodné rozdéleni, existuje nejpravdépodobnéjsi rychlost takova, zZe rychlosti, které se od ni
vice odlisuji, existuji jen zfidka. Nebo to, ze primeérné kinetick& energie translacniho pohybu
pripadajici na jeden stupen volnosti ma zcela urcéitou hodnotu, ackoliv jednotlivé molekuly mo-
hou mit kinetické energie obecné rizné. Stfedni hodnota téchto kinetickjch energii urcuje pak
teplotu latky. Makroskopické veli¢iny p, V a T charakterizujici stav latky maji urcitou hodnotu
jen proto, ze jsou to stfedni hodnoty velikého poctu jednotlivych elementarnich déja. Pri studiu
jevil v malych oblastech, kde je pocet molekul maly, se musi objevovat odchylky od stanovenych
stfednich hodnot. Takové odchylky se skutecné pozoruji a nazyvaji se fluktuace.

5.1.1 Predmét termodynamika

Obor fyziky, ktery se zabyva obecnymi zadkonitostmi, jimiz se ¥idi pfeména celkové energie makro-
skopickych systémi v jeji razné formy, se nazyva termodynamika. Nepfihlizi-li se k vnitini struk-
ture vysetfovanych objekti, tj. nerozebiraji-li se déje mikroskopicky, nazyva se termodynamika
fenomenologicka. Spoc¢iva na nékolika experimentalné ovéfenych principech — termodynamickych
vétach.

Rozvoj molekulové a statistické fyziky umoznil pfesnéjsi formulaci nékterych principt ter-
modynamiky a pomohl uréit hranice jejich pouzitelnosti. Termodynamika mtize ¢asto mnohem
jednoduseji popsat zkoumané jevy. To ma velky vyznam nejen v mnoha oborech fyziky, ale
i v chemii, biologii a v technologii ptfipravy rtiznych materiald s pozadovanymi vlastnostmi. Na
druhé strané i kdyz spravné vysvétlujeme mnohé jevy, nepodava vsak obraz o jejich mechanizmu.
Hlubsi pohled na zékony termodynamiky podava az statisticka fyzika.

5.1.2 Teplota a jeji méreni

Nejjednodussi zptisob rozliseni teplych téles od studenych je hmatem. Dotykem mutzeme sefadit
vjemu fikame ,teplota“. Subjektivni uréovani teploty muzZe byt znacné zkresleno a rozsah vni-
méani teploty je omezen. Potfebujeme objektivni, ¢iselné méreni teploty jako fyzikalni veli¢iny.
Pojem teploty se nékdy definuje jako fyzikalni veli¢ina, ktera charakterizuje tepelny stav télesa.

Se zménou teploty se méni mnoho fyzikalnich vlastnosti latek, jako napf. objem plynu udrzo-
vaného pri stalém tlaku, tlak plynu udrzovaného pfi stalém objemu, objem kapaliny, elektricky
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5.1. ZAKLADNI POJMY TERMODYNAMIKY

odpor, elektrické napéti (v termoclanku), rozméry tuhych téles apod. Kterdkoliv z téchto vlast-
nosti miize byt uzita k méfeni teploty, k zhotoveni teploméru a stanoveni samostatné teplotni
stupnice. Teplotni stupnice zavisi na uziti termoelektrické latky. Teplotni stupnici definujeme
predpokladanou monoténni stupnici. K definici teploty se pouziva termometrické latky o zvlastni
termometrické vlastnosti. Zvolme veli¢inu X za termometrickou vlastnost vybrané latky, kterou
uzijeme ke stanoveni teplotni stupnice. MiZeme libovolné zvolit teplotu 1" jako linearni funkci
vlastnosti X
T(X)=aX,

kde a je konstanta. Stejnym teplotnim rozdilim odpovidaji stejné zmény v X. Z toho plyne, zZe
pomér teplot (méfenych tymz teplomérem) je ve stdlém poméru jako jejich odpovidajici si X,
tj.

T(X:) Xi

T(X) Xy

K urceni konstanty a tim kalibraci teploméru zvolime standardni pevny bod, pfi kterém

vSechny teploméry musi mit stejné ¢teni pro teplotu. Za tento bod byl vybran bod, pii kterém
led, voda a vodni para spolu existuji v rovnovaze a nazyva se trojny bod vody. Teplota v tomto
bodé byla oznacena

Tiy = 273,16 K.
Jednotkovy teplotni interval je oznacen 1K (kelvin). Pak pro vSechny teploméry plati
T(X) X
T(Xu)  Xu’

kde hodnoty v trojném bodé jsou oznacCeny indexem tr,

X
T(X)=273,16K . (5.1)
Xtr
Tuto rovnici mizeme pouzit pro rtzné teploméry. Necht X je délka L sloupce rtuti ve skle-
néném teploméru, pak
L
T(L)=273,16 K—.
Ltr
Oznacime-li za X tlak plynu pfi konstantnim objemu, pak

T(p) = 273,16 Kpﬁ (pfi konst.V) (5.2)
tr

apod.

Podle této definice souhlasi ¢teni teploty na vsech druzich teploméri ve standardnim pevném
bodé. Pro rizné teploméry by vsSak bylo ¢teni teploty daného systému rizné. K odstranéni této
nejednotnosti vybereme urcity druh teploméru jako standard. Volba se provede tak, aby fyzikalni
zakony tykajici se teploty mély co nejjednodussi tvar. Tomuto pozadavku nejlépe vyhovuje plyn
jako teplomérné latka za konstantniho objemu a teplomérnou vlastnosti je tlak. Cim je mensi tlak
plynu teploméru, tim se dosahne mensiho rozdilu pfi ¢teni mezi riznymi plynovymi teploméry.

Podle (5.2) by mél tlak plynu klesnout na nulu pii teploté T'= 0 K. V realnych plynech tlak
plynu nemuze nikdy byt nulovy, proto se zavadi abstraktni pojem idedlniho plynu (viz kap. 4.2).
Definice teplotni stupnice idealniho plynu je dana vztahem

T =273,16K lim0 <p> (pri konst.V') . definice teplotni stupnice idealniho plynu (5.3)
Ptr—0 \ Ptr
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5.1. ZAKLADNI POJMY TERMODYNAMIKY

Nejnizsi teplota, kterda muze byt mérena plynovym teplomérem, je pfiblizné 1 K.
Pozndmka: Absolutni nulova teplota je odvozena extrapolaci a nepodarilo se ji dosdhnout expe-
rimentalné. Spojeni makroskopického pojmu teploty s mikroskopickym pojmem molekulového
pohybu vede k nazoru, ze pfi priblizovani se k absolutni nule kinetické energie molekul se blizi
ke kone¢né minimalni hodnoté, tzv. energii nulového bodu.

Absolutni termodynamickou teplotni stupnici nebo také Kelvinovu stupnici, ktera je iden-
tickd se stupnici idedlniho plynu, zavedeme v odst. 5.6.4.

Existuji systémy, které maji zaporné Kelvinovy teploty. Takové teploty se dosdhnou postu-
povanim pres nekonecné teploty a ne projitim pies 0 K. Zaporné teploty tedy nejsou ,,chladnéjsi“
neZ absolutni nula, ale ,.teplejsi“ nez nekonecné teploty. Absolutni nula zistavéa experimentalné
nedosazitelna.

Pfi méfeni teploty se uziva za zdkladni teplotni stav teplota tani ledu (tj. teplota rovno-
védzného stavu vody a ledu za normélniho tlaku p, = 1,01325 - 105 Pa), které je v absolutni
termodynamické stupnici prirazena ¢iselnd hodnota

T, = 273,15K.

Protoze tento teplotni stav definuje nulu termodynamické stupnice Celsiovy a obé stupnice
jsou urceny stejnym zptisobem, souvisi teplota ve stupnich Celsiovych, oznacené t (°C), s teplo-
tou T' v kelvinech K jednoduchym vztahem

t=T-1T,.

Teplota trojného bodu HyO v Celsiové stupnici je tedy i, = 0,01°C, teplota bodu varu
vody za normélniho tlaku ¢ = 100,00 °C.

5.1.3 Teplo a prace

Myslenka, ze teplo je néjaka ,latka“, odporovala mnoha experimenttiim. Kdyby teplo bylo ,lat-
kou“ nebo uréitym druhem energie, ktera by neménila podstatu, nebylo by mozné odebirat
neomezené teplo ze systému, ktery se neméni.

Podobné prace neni néco, ¢eho néjaky systém obsahuje urcité mnozstvi. MuZzeme vlozit ne-
koneéné mnozstvi prace do systému, aniz bychom zménili jeho podminky. Prace, pravé tak jako
mnozstvi dodaného tepla, mé za nasledek zménu energie. V mechanice je praci charakterizovan
déj, jimz se méni energie soustavy, ale pii kterém se teplota a skupenstvi latek neméni.

Pfi procesu (napf. tfeni povrchi dvou téles), kdy neexistuje zadnd mez pro mnozstvi tepla,
které miize byt systému odniato nebo pro mnozstvi prace, které miize byt do néj vlozeno, pojem
yteplo v systému“ nebo ,prace v systému* nemd vyznam. Jen béhem termodynamického pro-
cesu, pfi kterém systém méni rovnovazny stav a je ovliviiovan okolim, davame vyznam teplu @
a praci W.

Prace i teplo jsou mirou zmény energie systému, nejsou vSak s energii totozné. Energie je
jednodussi funkci jejiho stavu, protoze charakterizuje systém. Systém ma urcitou energii, i kdyz
se s ni nedéji zadné zmeény, tj. neprobihaji Zadné déje. Pojmy prace a teplo maji smysl jen tehdy,
kdyz jde o déj, jimz se stav systému meéni. Tedy préce i teplo nejsou funkcemi stavu systému.

Neékdy se pod pojmem teplo obsaZené v soustavé rozumi celkova tepelna energie soustavy.
Tato nejednoznacnost vede k nejasnostem. Teplem budeme rozumét veli¢inu ekvivalentni prace
jako miru zmény energie. Energii souvisejici s teplotou soustavy budeme nazyvat vnitini energii.

Urcéime nyni teplo @ a praci W pro specificky termodynamicky proces. Méjme plyn ve valcové
nadobé s pohyblivym pistem. Nechf plyn o tlaku p; a objemu V; je systémem v rovnovaze
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5.1. ZAKLADNI POJMY TERMODYNAMIKY
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Obr. 5.1

s okolim, které je tvofeno pistem a tepelnym zasobnikem (viz obr. 5.1). Teplo muze piechéazet
dnem vélce, prace mize byt konana okolim nebo systémem stlacenim nebo rozpinanim plynu
posouvanim pistu. Uvazujme nyni o déjich, kterymi plyn dosdhne kone¢ného rovnovazného stavu
charakterizovaného tlakem po a objemem V5.

Necht se plyn rozpinad a posouva pist. Prace W' vykonand plynem pii pfemisténi pistu
(o plose S) o malou vzdalenost ds je

W' = F -d5 = Fdscos0° = Fds = pSds = pdV, (5.4)

kde dV je diferencialni zména objemu plynu.

—Q=0Q'<0
— W =6W">0

Obr. 5.2

Pozndmka: V termodynamickych tivahach byla zavedena znaménkova konvence (obr. 5.2). Uziva
se pro teplo systémem (tj. plynem) vydané a pro praci systémem (plynem) vykonanou uZitim
symbolt Q" a W’. Mnozstvi tepla, které odevzdalo okoli systému (plynu), piipadné praci, kterou
okoli na systému (plynu) vykonalo, ozna¢ujeme symboly nec¢arkovanymi.

Obecné tlak nebude béhem procesu konstantni. Celkové prace vykonana plynem ze stavu 1
do stavu 2 podél krivky a bude

2 Vo
Wi, = / Wiy = / pdV . préce vykonand plynem (5.5)
1(a) \%

Tento integral se d4 znazornit graficky jako plocha pod kiivkou 1-a—2 v p—V diagramu (obr. 5.3).

Systém se miize z pocatecniho stavu 1 do kone¢ného stavu 2 dostat riznymi zptsoby. Prace
vykonana systémem pii rozepnuti plynu podél kiivky 1-b—2 (nebo 1-3-2, nebo 1-4-2) bude
obecné jina neZ v predchozim pripadé.
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5.2. PRVNI PRINCIP TERMODYNAMIKY

P — — — — ZTT
p2*4% 9
p 5W%
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Obr. 5.3

Tedy prace konand systémem nezavisi jen na pocateénim a koneCném stavu, ale také na
stfednich stavech, tj. na cesté procesu.

K podobnému vysledku dospéjeme, urcujeme-li teplo dodané béhem déje. Stav 1 je charakte-
rizovan teplotou 77 a koneény stav 2 teplotou 75. Teplo dodavané systému zavisi na tom, jak je
systém zahfivan. MiZeme jej zahrivat pfi konstantnim tlaku p;, az dosdhneme teploty 75 a pak
zménit tlak pii konstantni teploté na konecnou hodnotu py. Nebo mizeme nejdiiv snizit tlak
na po a pak systém zahiivat pri konstantnim tlaku az ke konec¢né hodnoté T5. Nebo muzeme
sledovat mnoho ruznych cest, ale kazda dava jiny vysledek pro teplo dodané systému okolim.
Tedy teplo ziskané nebo odevzdané systémem zavisi nejen na pocateénim a kone¢ném stavu,
ale také na stfednich stavech, tj. na cesté déje. To je experimentalné ovéreno. V nasSem znaceni
budeme nadéle pouzivat pro malé zmény veli¢in, které obecné zavisi na cesté zmény, symbolu
d (napf. 6W’', Q). Naopak pro ty veli¢iny, jejichz integral na integraéni cesté nezavisi, budeme
uzivat symboll pro tzv. Gplny diferencial, tj. napr. dU.

5.2 Prvni princip termodynamiky

Je to nejdilezitéjsi cast termodynamiky. Je v ni vylozen zékladni princip termodyna-
miky, z fyzikalniho hlediska pFedstavuje zakon zachovani energie.

Cil: I) Zpaméti vylozit a definovat zakladni princip termodynamiky.

IT) Samostatné aplikovat a Fesit piiklady v tomto textu a piiklady podobného
typu.

Necht systém prechézi z pocateéniho rovnovazného stavu 1 do kone¢ného rovnovazného stavu
2 uréitym zpusobem. Teplo prijaté systémem (tj. plynem) oznac¢ime @) a praci, kterou konda
okoli na plynu, ozna¢ime W. Vypoclteme-li QQ + W, tj. soucet tepla dodaného okolim a prace
vykonané okolim na plynu pfi prechodech ze stavu 1 do stavu 2 po rdaznych cestach, je tento
soucet vzdy stejny, tedy na cesté nezavisly. V termodynamice existuje veli¢ina, ktera je funkci
termodynamickych soufadnic, a jejiz rozdil v koneéném a pocateénim stavu se rovna souctu
Q + W v celém procesu. Tuto veli¢inu nazyvame vnitini energii a znacime ji U.

Na zékladé souvislosti mechanické a tepelné formy energie mtizeme zobecnit zakon zachovani
energie, znamy uz z mechaniky, i pro obecné makroskopické systémy. Tento zakon je formulovan
v prvni termodynamické vété. Soucet tepla dodaného plynu a prace vykonané na plynu okolim
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{3.2-5}

{3.2-6}

{3.2-7}

{Nova3.2-77}

{Nova3.2-88}

{ram-115}

{kpr3.2-1}

5.2. PRVNI PRINCIP TERMODYNAMIKY

reprezentuje podle definice zménu vnitini energie systému
U, —U1=AU=Q+W. (5.6)

Pro vnitini energii mizeme volit ve standardnim referenénim stavu libovolnou hodnotu.
Rovnici (5.6) nazyvame prvni termodynamickou vétou.

Pfi vypoctu prace vykonanou na systému (tj. W) nebo tepla dodaného okolim systému (tj.
Q) se obvykle pozorovany proces rozlozi na celou fadu elementarnich procest, z nichz kazda
odpovida velmi malé zméné (tj. zméné koneéné hodnoty) parametrt systému. Rovnice (5.6) pro
tyto elementarni procesy ma pak tvar

AU = AQ + AW . (5.7)

V uvazovaném systému probiha jen infinitezimalni (tj. nekoneéné mald) zména stavu, je proto
pfijato jen infinitezimalni mnozstvi tepla 6@ a vnéjsi sily vykonaji na systému jen infinitezimalni
praci §W. Pak zména vnitini energie je dU a prvni termodynamické véta v diferencidlnim tvaru
je zapséna

AU = 6Q + 6W . (5.8)

Zde se vyskytuji dvé elementarni veliiny 6@ a §W, které nejsou uplnymi diferencidly zadné
stavové funkce (tedy zavisi na draze p-V diagramu), avsak jejich soucet je iplnym diferencidlem
stavové funkce (nazvané vnitini energie). Proto jsou elementarni zmény Q) a 6W oznaceny jinak,
nez elementarni zména dU.

Z rovnice (5.8) pii platnosti 0W = —6W' plyne

6Q =dU — oW — 6Q = dU + 6W' (5.9)

a prvni termodynamické véta se da vyslovit takto:

Teplo dodané soustavé se spotfebuje na zvySeni jeji vnitini energie a na praci systémem
konanou.

Prvni termodynamickou vétu lze uzitim rovnice (5.4) psat ve tvaru

0Q =dU + pdV . prvni princip termodynamiky (5.10)

Pii cyklickém déji, tj. takovém déji, pti kterém se soustava vraci do ptvodniho stavu (zména
vnitini energie je nulova), je ptfivedené teplo rovno odevzdané préci.

KP 5.2-1

Ve valci s pohyblivim pistem je 36 g vodiku teploty 27 °C pod tlakem 3,92 - 10° Nm~—2. Na jeho
stlaceni na t¥etinu ptivodniho objemu bylo zapotiebi vynalozit praci 1,50 - 10° J a soucasné se
mu odialo ochlazenim 5,9 - 10% J tepla. Vypoététe teplotu a tlak vodiku po stlaceni.

Reseni:

UZzijeme prvni termodynamickou vétu ve tvaru

AU =Q+W

po dosazeni veli¢in Q = —5,9-10*J, W = 15,0 - 10*J vypo¢teme zménu vnitini energie AU =
Q+W=-59-10*J+15,0-10*J =9.1-10*J.

Uzitim rovnic 4.31 (U = nmeyT), 4.32 (vyjadiujici vztah mezi po¢tem mold np,, molarni
hmotnosti My, a celkovou hmotnosti M plynu) a pii znalosti 4.34 (¢y pro dvouatomdrni plyn)
lze dpovidajici zménu teploty vyjadrit

AU My AU 2kgkmol ' -9,1-10*J

AT = =
Nmcy Mey 3,6 -102kg-2,1-10% J kmol ' K—1

=241K.
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5.3. VRATNE A NEVRATNE DEJE

Konec¢na teplota je
To =T+ AT =300K + 241K = 541K,

tedy
to =Ty — Ty =541 K — 273K = 268°C.

Tlak uréime ze stavové rovnice

pVi_paVa
T T,
7Z toho plyne
Vi Ty S o DALK 6
=p——=2392.-10°N -3 —— =2,14-10"Pa.
b2 prYQTl ) m 300K ) a

5.3 Vratné a nevratné déje

V odst. 5.3.1 je vyloZen stav termodynamické rovnovahy. V dal$im odst. 5.3.2 jsou
vysetfeny déje z hlediska vratnosti a nevratnosti.

Cil: I) Vylozit a definovat pojmy a veli¢iny uvedené v rameccich v tomto odstavci.

5.3.1 Stav termodynamické rovnovahy

Vétsina fyzikalnich problému spociva v uloze zjistit, jaké vlastnosti bude mit systém za urcitych
vnéjsich podminek. Parametry charakterizujici vnéjsi podminky nazyvame vnéjsi parametry. Po
uplynuti ur¢ité doby (béhem niz probihaji v systému zmény) se vlastnosti systému ustali v sou-
ladu s novymi vnéjsimi podminkami, pricemz v systému prestanou probihat vsechny makrosko-
pické déje. Takto dosazeny stav se nazyva stavem termodynamické rovnovihy a c¢as potiebny
na jeho dosazeni relaxacni dobou.

Mizeme rovnéz vnéjsi parametry doplnit o dalsi idaje o strukture molekul a vnitini systému,
které rovnéz odrazeji vlastnosti sytému — tyto oznacujeme jako vnitini parametry. Z celkového
poc¢tu makroskopickych parametrii systému (vnéjsich i vnitinich) mizeme vybrat urcity pocet
parametrl, které jsou navzdjem nezavislé. Tyto parametry jednoznacné charakterizuji stav sys-
tému, a proto je nazyvame stavové proménné. Funkce stavovych proménnych nazyvame stavové
Idedalni plyn jako systém je reprezentovany urcitym pevné zvolenym poctem molekul. Protoze
objem V', tlak p a teplota T plynu jsou ve stavu termodynamické rovnovahy navzajem vazané
stavovou rovnici idealniho plynu, je pocet nezavislych parametri roven dvéma — pak kterakoliv
z dvojic V-T', V—p, T—p muze tvorit stavové proménné. Pii dalsim déleni parametri na vnéjsi
a vnitini je tfeba prihlizet ke konkrétnim podminkam, ve kterych se systém nachazi.

5.3.2 Vratné a nevratné déje

Méjme plyn o hmotnosti M uzavieny pistem ve valci o objemu V — obr. 5.1. Plyn m& tep-
lotu T a tlak p. V termodynamické rovnovaze zistavaji tyto termodynamické veli¢iny casove
nemeénné. Predpokladejme, Ze valec, jehoZz stény jsou dokonalym tepelnym izolatorem a dno
naopak idealnim vodicem tepla, postavime na téleso o velké tepelné kapacité o téze teploté. Pre-
vedme systém do jiného rovnovéazného stavu o téze teploté T, pouze objem plynu zmensime na
polovinu. Z mnoha zptisobtl, kterymi toto miizeme provést, rozebereme dva extrémni pripady.
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5.3. VRATNE A NEVRATNE DEJE

p
1
T, =T,
2
o
v
{obr3.2-4} Obr. 5.4
p
1
Ty ="1T,
2
v
{obr3.2-5} Obr. 5.5

a) Stlacime pist velmi prudce a pockédme, az nastane znovu rovnovéha s ohfivacem o teploté
T. Béhem tohoto déje méni se tlak i teplota plynu rtzné v celém objemu. Pii rychlé
kompresi je tlak plynu v blizkosti pistu vétsi, nez je stfedni tlak plynu ve valci. (Naopak
pfi expanzi plynu by byl tlak u pistu mensi, nez je stfedni tlak plynu.) Déj nemiizeme
znézornit spojitou k¥ivkou v p—V diagramu, protoze nevime, jakou hodnotu tlaku (nebo
teploty) méme piifadit danému objemu. Systém pfejde z jednoho rovnovézného stavu 1
do druhého rovnovazného stavu 2 pfes mnozinu nerovnovaznych stavu (obr. 5.4).

b) Stlac¢ime pist velmi pomalu nepatrnym zvySovanim pusobici sily na pist tak, aby tlak,
objem a teplota plynu se daly v kazdém okamziku dobfe urcit. Pii nepatrném zvyseni tlaku
se objem trochu zmensi a teplota se zvysi. Systém se bude odchylovat od rovnovazného
stavu, ale jen nepatrné. Malé mnozZstvi tepla se pfedd ohfivaci a cely systém v kratkém
case opét bude v rovnovéaze. Béhem celého procesu az do dosazeni poloviéniho objemu
se systém vzdy nachézel ve stavu velmi blizkém rovnovazném stavu. PTi infinitezimalnich
zménach tlaku dostaneme se k idedlnimu procesu, pii kterém systém prochézi spojitou
fadou rovnovaznych stavi, které mizeme v p—V diagramu znédzornit spojitou ¢arou na
obr. 5.5. Béhem dé€je se jisté mnozstvi tepla predd ohfivaci. D€j je vratny, jestlize pii
nekonecné malém snizeni vnéjsiho tlaku probiha déj opacnym smérem a pritom soustava
prijme totéz mnozstvi tepla od ohtivace. To lze pfesné uskutecnit jen pii velmi pomalych
déjich. Pomalé déje jsou tedy nutnou podminkou vratnosti, ale ne postacujici. Objem plynu
miizeme zmensit téz adiabaticky, tj. bez vymeény tepla, odstranime-li ohfiva¢ a dno valce
nahradime tepelné nevodivou podlozkou. Adiabaticky d&j miZe byt vratny nebo nevratny,
zalezi na rychlosti komprese nebo expanze. Prace pii stla¢eni plynu (tj. prace, kterou na
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systému (na plynu) vykoné okoli) bude mit rizné hodnoty pro rtzné prubéhy stlaceni.

Tato prace je dana vztahem
Vo

W=- / pdV >0,
\%1
tj. plochou pod kfivkou v p—V diagramu. Odpovida tedy pouze vratnym zménam, pii nichz
je tlak definovatelnou veli¢inou (zévislou na V).
Vsechny skutecné déje probihaji konecnou rychlosti a jsou tedy nevratné. Vratné zmény
jsou takové, u kterych je mozné pomalymi zménami vnéjSich podminek vratit se po stejné
cesté do ptvodniho stavu nejen soustavu, ale i okoli soustavy (napf. tepelné 14zné).

5.4 Molova tepelna kapacita plyna pri konstantnim tlaku

TepKapacita}
U redlnych plynt zavisi jejich vnitini energie na teploté a objemu. U idealniho plynu zéavisi
vnitini energie jen na teploté (viz odst. 4.5) a pro jeden kilomol plynu je U = cyT, takze
dU = cydT, kde cy je molova tepelné kapacita za konstantniho objemu.

Jestlize ohfev plynu probiha za konstantniho tlaku, pak plyn se bude rozpinat a na okoli
vykon4 kladnou préaci §W’ > 0. Ke zvySeni teploty plynu o jeden kelvin bude proto zapotfebi
vice tepla, nez pii ohfevu za konstantniho objemu. Cast tepla se totiz spotfebuje na praci
vykonanou plynem. Molova tepelnd kapacita za konstantniho tlaku tedy musi byt vétsi, nez
molova tepelnd kapacita za konstantniho objemu, tj. ¢, > cy.

NapiSeme prvni termodynamickou vétu 6QQ = dU + dW' pro jeden mol plynu ve tvaru

0Q = cydT + pdV .
Obsahuje-li systém plyn o celkové hmotnosti M, tj. latkové mnozstvi
M
Ny = M7m
molu (kde My, je molova hmotnost), ma prvni termodynamické véta tvar
0Q = ﬁcvdT + pdV = nypeydT + pdV .
M,

Podélime-li tuto rovnici n,,d7’, dostaneme vztah pro molovou tepelnou kapacitu plynu za

konstantniho tlaku 5 1
{3.2-8} cp = nmgT = nde(nmcvdT +pdV). (5.11)

Pouzijeme-li stavovou rovnici pro stejné mnozstvi idealniho plynu pV = n,, RT a zdiferencujeme-
li ji pro konstantni tlak, pak dostaneme

{Nova3.2-8} pdV = ny, RAT . (5.12)

Spojeni rovnic 5.11 a 5.12 dava

{3.2-9} ¢p = ¢y + R. Mayertv vztah (5.13)
{ram-116}

Rovnice se nazyva Mayertiv vztah a ukazuje, Zze molova tepelna kapacita za konstantniho tlaku

je vzdy vétsi, nez molova tepelna kapacita za konstantniho objemu o hodnotu rovnou univerzalni

plynové konstanté R. Mayeriiv vztah plati pfesné jen pro idedlni plyn, ale je v dobré shodé pro

realné plyny o nizkych tlacich. Téchto vysledki jsme doséhli bez uziti vztahu' U = %nmRT, ale

'Platny striktné vzato jen pro idealni jednoatomové plyny - viz vatah 4.34.
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{3.2-10}

{ram-118}

5.5. STAVOVE ZMENY IDEALNIHO PLYNU

jen ze znalosti, Ze vnitini energie ideadlniho plynu zavisi jen na teploté.
Pomér molovych tepelnych kapacit pii stdlém tlaku a stdlém objemu se nazyva Poissonova
konstanta x

k=L . Poissonova konstanta (5.14)
v
Pro idealni plyn je
_ cy + R ::1_+‘fi
cv cv

Protoze plati ¢y = %R, kde ¢ je pocet stupnti volnosti, pak Poissonovu konstantu pro ¢ pocet
stupnt volnosti mizeme vyjadrit ve tvaru
1+
K=—".
i

Pro jednoatomovy plyn je k = 1,67 (i = 3), pro dvouatomovy plyn je k = 1,40 (i = 5), pro
viceatomovy plyn je k = 1,33 (i = 6).

5.5 Stavové zmény idealniho plynu

Tato c¢ast je dilezita k pochopeni termodynamickych procesti. Jsou v ni vylozeny za-
kladni stavové zmény: zména izochoricka (odst. 5.5.1), zména izobaricka (odst. 5.5.2)
a zmeéna izotermicka (odst. 5.5.3). V odst. 5.5.4 je vylozena adiabaticka a v odst. 5.5.5
zmeéna polytropicka.

Cil: I) Zpaméti vztahy a zakony stavovych veli¢in.

IT) Definovat a vylozit pojmy, veli¢iny a zakony uvedené v ¢asti ,,Obsah“.
ITI) Samostatné fesit piiklady, FeSeni zdivodnit a nakreslit nacrtky.

V termodynamice maji zdkladni vyznam nékteré jednoduché déje, které probihaji v idedlnim
plynu za urcitych podminek, kdy néktera ze stavovych veli¢in zustava konstantni.

Vseobecné muiizeme Tici, ze prace vykonana systémem zavisi na zptisobu pfechodu z jednoho
stavu do druhého. Stav systému je jednozna¢né uréeny souborem nezavislych vnéjsich parametrt
a teplotou. Podle toho, které a v jakém vzdjemném vztahu se méni tyto veliciny, dostdvame rtizné
stavové zmény. Budeme je posuzovat z hlediska prace, kterou systém vykona po dobu prislusné
stavové zmény. Z tohoto diivodu je vyhodné zobrazovat procesy v p—V diagramu, ve kterém ma
vykonana prace nazornou geometrickou interpretaci.

5.5.1 Zmeéna za stalého objemu — izochoricka, IV = konst.

V pocateénim stavu 1 ma plyn tlak p; a objem V;. Teplotu 717 uréime ze stavové rovnice p1 Vi =
nmBRT1. V koneéném stavu 2 ma plyn tlak po, objem Vo = Vi a teplotu T5 urcime rovnéz se
stavové rovnice poVi = ny R15. Z obou rovnic dostaneme

p2 T2

= —, Gay—Lussaciv zakon (5.15)
A

tj. vyjadreni, Ze tlak idealniho plynu ze stalého objemu je imérny absolutni teploté® (Gay —
Lussacuv zékon).

2Protoze p = (nmR/V)T = konst. T pti V =konst.
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5.5. STAVOVE ZMENY IDEALNIHO PLYNU

V pracovnim diagramu je izochorickd zména znazornéna tseckou V' = konst., ktera se nazyva
izochora (obr. 5.6).

Pfi izochorické zméné objem plynu zlistava staly, tj. V = konst., dV = 0, plyn tedy nekona
praci (0W' = pdV = 0) a podle prvni véty termodynamické (viz rovnice 5.10) se dodané teplo
rovna prirdstku vnitini energie

2 Ts
Q12 = nm/dU =np(Uz —U;p) = nm/chT =nmey(Ty —T1) .
1 T1

Molova tepelnd kapacita podle definice (viz rovnice 4.31) je

@ _ @
V_nde_nde'

po— - — — — 2

r— - — — — j»l

Vi=Vs V
{obr3.2-6} Obr. 5.6
D 4
1 2
P1= D2 __V
W{Q/
Vi Vo Ty
{obr3.2-7} Obr. 5.7

5.5.2 Zména za stalého tlaku — izobaricka, p =konst.
talehoTlaku} &
V pocatecnim stavu 1 ma plyn tlak p; a objem V. V konecném stavu 2 bude tlak po = p; a objem

V5. Prislusné teploty urcime ze stavové rovnice p1 Vi = ny RT1 a p1 Vo = ny RT5. Podélenim obou
rovnic dostaneme v T
2 2
3.2-11 === 5.16
3.2-11) 2=z (5.16)
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5.5. STAVOVE ZMENY IDEALNIHO PLYNU

tj. vyjadieni, Ze objem idealniho plynu za konstantniho tlaku je imérny absolutni teplot&® (Gay
— Lussactv zakon).

V pracovnim diagramu je izobarickd zména znazornéna tseckou 1-2, rovnobéznou s osou V'
a nazyva se izobara (obr. 5.7).

Podle prvni termodynamické véty se dodanym teplem plynu zvysi jeho vnitini energie a sou-
¢asné plyn vykona praci zvétsenim objemu.

Préce W{, plynem vykonand pii pfechodu ze stavu 1 do stavu 2 je rovna (pfi platnosti
p1 = p2 = konst.)

Vo
W{Q = /pldv = pl(Vg — Vl) .
\%1

Prijatym teplem se plyn ohfeje a zvétsi objem, tj. zvysi se jeho vnitini energie a vykond
praci. Tato prace je v pracovnim diagramu obr. 5.7 znazornéna plochou obdélnika pod izobarou
1-2.

Prici W{, muzeme vyjadfit uzitim stavové rovnice pV = ny, RT

Wiy = p1(Va — V1) = nuR(Tp — T1)

a celkové dodané teplo Q12 ze vztahu

T Va
0Q = npmeydT 4+ pdV — Q12 = nmcv/ dT +p1/ dv .
Ty i

ve kterém jsme vyuzili toho, zZe tlak plynu je konstantni, nezavisi tudiz na V a lze jej jako
konstantu vytknout pied integral. Ziskame tak vztah pro dodané teplo

Qi2 =nmey (T —T1) +p1(Va = Vi) = nmey (To — Th) + nnR(Ty — Th) =

= nm(cv + R)(T2 — Tl) = ’I’Lme(TQ — Tl) ,

kde ¢, = ¢y + R je molova tepelnd kapacita za konstantniho tlaku a n,, je latkové mnozstvi
plynu (pokud neni feceno jinak, pracujeme obvykle s jednim kilomolem plynu, tj. n, = 1).

5.5.3 Zména za stalé teploty — izotermicka, 7' = konst.

Teplota poc¢atecniho stavu 77 zistava stejnd a tedy i teploty koneéného stavu Th = T3, (dT = 0).
Stav plynu popisujeme objemem a tlakem

p1Vi = paVa = ny RT1 = ny RT» = konst.  Boyletiv—Mariottiv zakon (5.17)

Soucin objemu a tlaku je konstantni (Boyleiv—Mariotttav zakon).

Izotermicka zména je v pracovnim diagramu (obr. 5.8) znazornéna ¢arou zvanou izoterma.
Predstavuje ji ¢ast vétve rovnoosé hyperboly, jejiz asymptoty jsou souradnicové osy. Izotermy
pro rtizné teploty méni tvar i polohu.

Z prvni termodynamické véty (viz rovnice 5.10 za soucasné platnosti dU = 0) plyne, Ze vnitini
energie idealniho plynu pfi izotermické expanzi se spotfebuje na praci, kterou plyn vykona proti
vnéjsim silam, tj.

5Q = pdV = sW' (AU = 0).

3Protoze V = (nmR/p)T = konst. T p¥i p =konst.

Copyright © 2005, UFI FSI VUT v Brné 236


HRW - Fyzika
HRW 20.3, str. 528



{obr3.2-8}

{3.2-13}

{Nova3.2-13}

Adiabaticka}

{3.2-1313}

ova3.2-1313}

{3.2-131313}

5.5. STAVOVE ZMENY IDEALNIHO PLYNU

p,

Obr. 5.8

Préce Wi, vykonand plynem pfi zméné z pocate¢niho stavu 1 (o tlaku pi, objemu V;) do
kone¢ného stavu 2 (p2, V2) je rovna dodanému teplu Q12 (p vyjadiime ze stavové rovnice ve

tvaru p = %)

2

QIZ = Wllg = /pdV = nmRT1
1 |4t

v

Vo
av
1% Vi’

= npRT1 In (5.18)

Tato prace je znazornéna v p—V diagramu na obr. 5.8 plochou pod izotermou ze stavu 1 do
2. Pti izotermické expanzi (V, > V1) dodavame teplo a plyn kona kladnou préci. Pfi izotermické
kompresi (V7 > V3) se teplo plynu odnim4, ale teplota se neméni a kompresni prace okoli je
stejnd, jaka byla v pfedchozim pfipadé prace vykonana plynem pii jeho rozpinani, tj. Wi,.

Molovou tepelnou kapacitu pii izotermické zméné dostaneme formalné dle definice

0Q

nmdT’ -

Nekonecné velikd molova tepelnd kapacita znamena, ze privaidéné teplo nezpusobi rust tep-
loty, ale plyn kond ekvivalentni praci. Pfi expanzi 6Q > 0 a ¢y — +00, pii kompresi 6Q) < 0
a cp — —00.

cr = 00 . (5.19)

5.5.4 Zména adiabaticka

Adiabatickd zména probihd v soustavé za dokonalé tepelné izolace od okoli. Podminkou této
zmény je 0Q) = 0. Mechanicky vSak soustava izolovana neni. Adiabatickd zména je charakteri-
zovana zménou tlaku, objemu i teploty.

Z prvni termodynamické véty (rovnice 5.10) dostaneme pro ny, kilomoli idedlniho plynu

nmeydT 4+ pdV = 0. (5.20)

Abychom tento déj graficky znazornili v pracovnim diagramu, musime zménu teploty vyjadrit
pomoci zmén tlaku a objemu. Pouzijeme-li stavové rovnice v diferencidlnim tvaru

pdV + Vdp = nyy RAT (5.21)
pak vyloucenim d7' z 5.20 a 5.21 a pouzitim Mayerova vztahu ¢, = cy + R dostaneme
dv dp
va + CV; = 0 (522)
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Po zavedeni Poissonovy konstanty
c
P _
cy
a po provedeni separace proménnych nabude rovnice 5.22 tvar

dv. dp
— = — 5.23
<G = (5.2
a integraci pak
pV" =konst. Poissonova rovnice (5.24)

Tato rovnice popisuje v pracovnim diagramu stavy, kterymi plyn pfi adiabatické zméné prochézi,
a nazyvame ji Poissonovou rovnici. Kfivka v pracovnim diagramu se nazyva adiabata (obr. 5.9).
Adiabata je vSude strmé&jsi nez izoterma, nebot x > 1.

N
izoterma
adiabata
>V
Obr. 5.9
p,
I
I
il
it adiabaty
i
I
"
"
'
I
I
|
\
\
\ e
Vv

Obr. 5.10

Adiabaty se kvalitativné podobaji izotermam (obr. 5.10), ale mezi stavovymi zménami je

zésadni rozdil. Pii adiabatické zméné je dokonala tepelnd izolace systému, pfi izotermické zméné
je dokonaly prenos tepla. Pri adiabatické zméné plyn kond praci na tkor vnit¥ni energie, pii
izotermické zméné zlistava vnitini energie konstantni.

Préci ny, kilomold plynu pii adiabatické expanzi* dostaneme z rovnice

W' = pdV = —npmeydT

*Plati 6Q = nmeydT + pdV; 6Q = 0 — pdV = —ngeydT.
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integraci
2 Ty
Wi, = /pdV = _nmCV/dT = npey(Ty — 1) , (5.25)
1 T

nebo dosadime-li za p z Poissonovy rovnice® (5.24) , tj. p = konst./V*:

Vo Vs
d 1
W1/2 = konst. / % = konst. / V7 RdV = " 1k0nst. (V2—n+1 . Vl—n-s-l) _
Vi \Z
1 Vi Va 1 -
= k — —k [ . _Mmopem oy

Tento vysledek je shodny s (5.25), uvédomime-li si, ¢emu se rovnd vyraz R/(k — 1). Prace
plynu je znazornéna v diagramu na obr. 5.9 plochou pod adiabatou ze stavu 1 do stavu 2.

5.5.5 Zména polytropicka

Izotermicka, ani adiabatickd zména neni presné realizovatelna. Skuteéné expanzni a kompresni
déje muzeme zobrazit v p—V diagramu carami typu pV"™ = konst., které se nazyvaji polytropy.
Polytropicka zména je d€j, pii kterém meérna tepelnd kapacita systému ztistava konstantni

oQ
=k = .
c onst ( - AT)

Mérné tepelna kapacita v tomto pfipadé predstavuje mnozstvi tepla potiebné ke zvyseni teploty
o 1K latkového mnozstvi 1 kilomolu pti dané polytropické zméné. Odvodime rovnici polytropy
pro idedlni plyn z prvni termodynamické véty pro jeden kmol plynu ve tvaru

6Q = dU + pdV — cdT = ey dT + pdV . (5.26)

V ziskané rovnici vystupuji vSechny pfi parametry: p, V a T. Jeden z nich mizeme vylou-
¢it pouzitim stavové rovnice. Abychom dostali rovnici polytropy hned v proménnych p a V,
vylouc¢ime T'. Zdiferencujeme stavovou rovnici pro jeden kilomol pV = RT:

pdV + Vdp = RAT. (5.27)
Z rovnic (5.26) a (5.27) vylou¢ime dT' a uspoifadame stejné ¢leny, dostaneme
(c—cy — R)pdV + (¢ —ey)Vdp = 0.

Vyuzitim Mayerova vztahu (5.13) a podélenim rovnice pV, dostaneme diferencialni rovnici

dv dp
(c—cp)v—l—(c—cv)? =0, (5.28)
jejiz feseni je
(c—¢cp)InV + (¢ — ¢v) Inp = Konst. (5.29)
Tuto rovnici podélime (¢ — cy) (to je mozné, jestlize plati ¢ # cy),
=) InV + Inp = In(konst.),
(c—cv)

5(pV" = konst.)
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pak rovnici odlogaritmujeme a dostaneme

pV"™ = konst., rovnice polytropy (5.30)
kde
c—cp
n = ——— exponent polytropy (5.31)
c—cy

je exponent polytropy. K urceni charakteru polytropické zmény pro ¢ = ¢y vyjdeme z rovnice
(5.29). Tato rovnice nabude tvar (c—c,) In V' = Konst, odkud je vidét, ze V' je v pribéhu procesu
konstantni. Pfi ¢ = cy se tedy jedna o izochoricky déj. Pro realné plyny polytropicky exponent n
ma hodnotu 1 < n < k. Pro n =1 je polytropa izotermou a pro n = k je adiabatou (obr. 5.11).

p,

n—00 n——1
o1

2

n=>0

ho 1

2

n=1
n=~k _

v
Obr. 5.11

Vsechny vratné zmény muizeme povazovat za zvlastni ptipady polytropické zmény. Je-li n =
0, pak pV% = konst., ¢li p = konst. a dostavame izobaru.
Pron — oo
lim pV"™ = konst., lim p%V% — konst.!/" = K, lim p%V =1, takze V=K
n—oo n—oo n—oo
a predstavuje zménu izochorickou.
Pro vypocet prace pro polytropickou zménu ze stavu 1 do stavu 2 napiSeme rovnici polytropy

ve tvaru
pV" =pi V" = paVy',

kde p1, V1 a pa2, Vo jsou hodnoty tlaku a objemu v pocateénim a koncovém stavu. Vyjadiime
tlak p pomoci objemu V' v pocéatecénim stavu

p=p V'V ".

Dosadime-li za tlak do rovnice pro praci vykonanou plynem pii pfechodu ze stavu 1 do stavu
2, dostaneme

7 Fav
Vi Wi
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Pro n # 1 je integral roven

Va

/dv 111
vVrn o on—1 ‘/lnfl Vv2n71 ’

Vi

po dosazeni do rovnice (5.32) vyjde

11 vi\"!
Wi = 1—( = . 5.33
2T [ <V2> ( )
Pouzijeme-li stavové rovnice (viz (4.4)) pro ny, = M /My, kilomold, 1ze po¢ateéni stav plynu
vyjadrit

M
Vi = —RT;
p1va M, 1,

- <2>M] . (5.34)

Vyrazy (5.33) a (5.34) popisuji praci vykonanou idealnim plynem pfi libovolném polytro-
pickém procesu, vyjma izotermického procesu, ponévadz jsme z naseho feSeni vyloucili moznost
n=1.

KP 5.5-1
Jak se zméni vnitini energie 0,003 kmol kysliku Os pfi ohiati z 10 °C na 60 °C, probiha-li proces

a rovnice pro praci nabude tvaru

MR,

W =m0

a) pri konstantnim objemu,
b) pfi konstantnim tlaku,

c) ohfeje-li se plyn nasledkem adiabatického stlaceni?

Vypoctéte, kolik tepla je zapotiebi k tomuto ohfati pti uvedenych déjich.

Reseni:

Predpokladejme, zZe se kyslik chova jako idealni plyn. Pak zména jeho vnitini energie je tmérna
zméneé teploty a nezavisla na ostatnich veli¢inach. Tedy pfi vsech uvedenych déjich je

AU = npey AT = nngAT =3-10"3 kmol g 8314 Jkmol ' K. 50K = 3,12-10%J.

e Pii dé&ji za konstantniho objemu plyn préaci nekond (W{, = 0) a podle prvni termodyna-
mické véty AU = AQ), tj. zména vnitini energie je pfimo rovna dodanému teplu.

e Prii déji za konstantniho tlaku jen c¢ast dodaného tepla zvysi vnitini energii, zbytek se
pfemeéni v praci, kterou plyn soucasné kona

Qi2 = AU +Wi,.
Je tedy zapotiebi vice tepla (¢, = cy + R= 3R+ R = %R)

Q12 = nmc, AT = 3 - 1072 kmol ; 8314 Jkmol 'K 150K =4,37-103J.

e Pii adiabatickém déji je teplo Q plynu dodané ) = 0 a zména vnitini energie je tak rovna
praci vngjsich sil AU = —pdV = =W/, = Wia.
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5.6 Tepelné stroje a Carnotuv kruhovy déj

Tato cast je pro termodynamiku dilezita. Jsou v ni vylozeny zakladni pojmy a ve-
li¢iny: kruhovy dé&j (odst. 5.6.1), Carnottv kruhovy déj (odst. 5.6.2) a tepelné stroje
(odst. 5.6.3). V odst. 5.6.4 je zavedena a vySetiena absolutni termodynamické stupnice
teploty. Ucinnosti nevratnych déji se zabyva odst. 5.6.5, kde je vyslovena i Carnotova
véta.

Cil: I) Definovat a vylozit pojmy, veli¢iny a zakonitosti uvedené v rameccich.

IT) Samostatné fesit priklady uvedené v tomto textu a podobného typu, feseni
zdt@vodnit a nakreslit nacrtky.

5.6.1 Kruhové dé&je

7 predchozich tvah plyne, zZe v kruhovych déjich nelze vSechno pfijaté teplo zcela preménit na
praci. K pfeméné tepla v praci je tfeba prevést pracovni plyn po skoncené expanzi opét do
pocatecniho stavu, aby plyn mohl opét expandovat.
Necht soustava prechézi expanzi z rovnovazného stavu 1 do stavu 2 (obr. 5.12) a pak kompresi
ze stavu 2 do piivodniho stavu 1. Pfedpokladejme, Ze zvétseni objemu se dé€je podél krivky 1-
a—2. Stlacovani mtze probihat podél téze kiivky v opacném sméru 2—-a—1 za stejnych teplot
a tato prace, kterou nyni plyn pfi expanzi vykona, se rovna praci, kterou vykonaly vnéjsi sily pii
kompresi. Komprese vsak muze probihat jinak, napt. podél kiivky 2—b—1. Soustava pak prochézi
jinymi teplotami nez pfi expanzi.
oy
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Obr. 5.12

Kazdy dé€j zobrazeny v pracovnim diagramu uzavienou k¥ivkou se nazyva kruhovy déj nebo
cyklus. Prace vykonana systémem pii prechodu ze stavu 1 do stavu 2 je vyznacena plochou
obrazce 1-a—2-3-4-1. Tato prace W| > 0. Préace pii stlacovani, tj. pii pfechodu systému ze
stavu 2 po kiivce b do stavu 1, je znédzornéna plochou obrazce 1-b-2-3-4-1, tato prace W5 < 0.
Uhrnna prace W’ > 0 vykonand systémem je vyjadiena plochou uvniti kiivky.

Vnitini energie U systému je stavovou funkci a jeji zména je urcena jen pocatecnim a konec-
nym stavem. Po prichodu cyklem je systém v ptvodnim stavu, zména vnitini energie je proto
rovna nule. Z prvni termodynamické véty dU = 6Q + dW (viz napf. (5.10)) plyne

0—%5@+%6W—>%6Q——]{6W.

Integral ¢ 6Q uréuje celkové teplo dodané systému a ¢ 6W = W(= —W’) celkovou préci
vnéjsich sil, tedy Q = —W (= W’). Podle obr. 5.12 je teplo pfijaté pti rozpindni plynu Q1 > 0
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5.6. TEPELNE STROJE A CARNOTUV KRUHOVY DEJ

a prace vykonana plynem W{ > 0, pii kompresi pak teplo pfijaté Q2 < 0 a vykonand préce
Wy < 0. Tedy Q1 + Q2 = W1 + Wj. Celkova prace vykonana plynem W' = W{ + Wj je vSak
kladna. Soustava, kterd piijala teplo Q1 > 0 a odevzdala teplo Q5 > 0, pak vykona praci
W' = Q1 — Q). Soustavu, kterd provadi takovyto cyklus, nazyvame tepelny stroj.

P1i konéni prace na tcet dodaného tepla soustavé je splnén zadkon zachovani energie. Pro
praxi ma vyznam ta ¢ast prijatého tepla ()1, ktera se preménuje v praci W’'. Zavadi se pojem
A¢innosti® cyklu

W Q1 - Q@

= — =—"——"2_ {linnost cyklu 5.35
7 Q1 Q1 Y (5.35)

Obraceny cyklus probiha pfi expanzi podél kiivky 1-b-2 a pfitom kond praci Wj > 0 a pfijima
teplo Q2 > 0, pii stlacovani probihd po draze 2—a—1, pfi¢emz odevzd4 teplo @) > 0 a vnéjsi
sily vykonaji praci W7 > 0 (W] < 0). Uhrnna prace vykonana plynem, tj. W’ = W4 + W1, je
zépornd, prace vngjsich sil W = —W’ je kladna. Odevzdané teplo systémem Q(> 0) je vétsi,
nez teplo prijaté QQ2(> 0), a proto pro né plati

QI =Q:+W. (5.36)

Stroj, ktery pracuje podle tohoto cyklu, je chladici stroj. Expanze probihéd pii nizsich teplotach
nez komprese, stroj pfijima teplo pti nizsich teplotach a odevzdava je pri teplotach vyssich.

5.6.2 Carnotuv kruhovy déj

V termodynamice ma zakladni teoreticky vyznam kruhovy déj skladajici se z izotermické a adi-
abatické expanze soustavy, po nichZ nasleduje izotermicka a adiabatickd komprese do vychoziho
stavu. Tento cyklus se nazyva Carnotiv kruhovy dé&j (obr. 5.13). Pii izotermickych déjich je
pracovni latka v tepelném styku se zdrojem nebo jimacem tepla. Pfi adiabatickych zménach je
tepelné dokonale izolovana.

Predpokladejme, Ze pracovni latkou je jeden kilomol idealniho plynu. Z pocatecniho stavu
1 charakterizovaného tlakem p;, objemem V; a teplotou T}, piejde plyn izotermickou zménou
do stavu 2 (pa, Vo, T1), pficemz ziskd” od tepelného zdroje (okoli) teplo Q1 > 0 a vykon4 préci
W{ > 0 danou vztahem?®

Vo

v
0<W1’:Q1:/pdV:RT11nV2. (5.37)
1
Vi

Piechod ze stavu 2 (p2, Va, T1) do stavu 3 (p3, V3, Ta) probihd adiabatickou expanzi, pfi niz
teplota klesne z 77 na 75 a préci plynu (kladnou) uréime (viz napf. (5.25)) ze vztahu

0< W2/ = Cv(Tl — T2) . (538)

Ze stavu 3 (ps, Vs, T») do stavu 4 (p4, Vi, Ta) prechédzi plyn izotermickou kompresi a odevzdava
teplo @5 > 0. K uskuteénéni komprese vykona okoli kladnou praci

v
0<W;=Q,=—RD ani(: —Wh). (5.39)

50Obsahuje v podilu to, co chceme ziskat (v tomto piipadé praci), s tim, ¢im musime ,zaplatit®, tj. s dodanym
teplem.

"Tedy okoli plynu dod4 teplo Q1 > 0.

8Ze vztahu (5.18) §Q = cydT + pdV totiz pro dT = 0 (pro izotermicky d&j, tedy T = konst.) plyne napf.
rovnice (5.18).
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T i izotermicka
1 (.
—— | expanze

i L adiabaticka
T expanze

, | 1zotermické
[l omprese

i L adiabaticka
| | ~— komprese

{obr3.2-13} Obr. 5.13

Do ptvodniho stavu 1 (p1, Vi, T1) se plyn dostane adiabatickou kompresi, teplota se zvysi z T
na T4, pfitom plyn vykond zapornou praci

{Novas.28} 0>W,=cy(Ta —T1). (5.40)

Aby se plyn pfi adiabatické kompresi vratil do pavodniho stavu 1, musi byt splnéna podminka

Voo V3
Novab.29 == 5.41
{ovas..29) -7 (5.41)
ktera plyne z podminky, ze stavy 1 a 4 lezi na stejné adiabaté, p1 V| = psV[ a stavy 2 a 3
rovnéz na adiabaté paVy® = p3Vy®. Dosadime-li do uvedenych vztaht ze stavové rovnice pro
jeden kilomol plynu p; Vi = R1T1, poVo = RT1, p3V3 = R15, psVy = R15 a rovnice upravime, pak

dostaneme
‘/1 Kk—1 T2 sz Kk—1 T2
i —_ a — e f—
Vy T V3 Ty’
z ¢ehoz ihned plyne zadand podminka.

Prace, kterou vykonal plyn pii jednom cyklu, je

V; % V; v,
W' = W{+Wh+Wi+W} = RTy In V2+CV(T1—T2)+RT2 In 74+CV(T2—T1) = RTiIn V2+RT2 In 74 ,
1 3 1 3

{Nova5.30} (5.42)
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nebot prace W5 a Wj se pfi adiabatickych zménach kompenzuji.
Z platnosti vztahu (5.41) pak plyne, ze celkova prace vykonand plynem bude

1% 1%
W’_RTlln“;j—RTﬂn“;i_RTlanj—RTganj_Rlngj(Tl—Tg) >0. (5.43)

5.6.3 Tepelné stroje

Pro u¢innost tepelného Carnotova cyklu plyne z (5.35)

B K’ B RTyIn % — RT3 In % _ T1—T» @Q1—Q3 ucinnost tepelného (5.44)
Q1 RTY ln% Ty @ ~ Carnotova cyklu ’

n

Uéinnost n Carnotova kruhového déje zavisi tedy jen na teploté zdroje tepla 7) a na teploté
jimace Tp. Cim vétsi je rozdil mezi Ty a Th, tim je n vétsi — tim vétsi ¢ast tepla prijimaného ze
zdroje se preméni na praci a tim méné tepla odevzda jimaéi tepla. U¢innost tepelného stroje by
se rovnala jedné, jen kdyby T> = 0, tj. teplota jimace by se rovnala absolutni nule.

Protoze Carnottuv cyklus je déj vratny, 1ze jej vykonat i v obraceném sméru. Stroj provadéjici
obraceny Carnottv cyklus je idealni chladici stroj, pii kterém plyn odebere chladnéjsimu télesu
teplo Q2(> 0) (to ,,chceme“) a odevzda teplejsimu télesu teplo @ (> 0) a vnéjsi sily konaji praci
W (> 0) (tim ,platime*). Chladici stroj tedy pracuje s t¢innosti

o QZ Q2 T2

E=— = = , ucinnost chladiciho stroje 5.45
W Q-Q Ti—-Tp ! (5.45)

kterd udava mnozstvi tepla cyklem odejmuté ochlazovanému télesu pii dodani jednotkové me-
chanické prace. Schématicky je funkce tepelného a chladiciho stroje konajiciho vratny Carnottv
déj v pfimém i obraceném sméru znazornéna na obr. 5.14 a obr. 5.15. Na obr. 5.14a a obr. 5.15a
je znazornén tepelny stroj a chladici stroj.

T =/ — = = =T

/ K

//—\
>~
——
=
~(a7

o3

]

||
|

Obr. 5.14
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5.6. TEPELNE STROJE A CARNOTUV KRUHOVY DEJ

n==— ===
1 f
Q1 Q
(-
~_~7
Q
f
==="=n
a b)

Uéinnost téchto stroji je maximalni, kdyz spliiuji podminku

QO _&h

Qy T’
a je podle vztahu (5.44) vZdy mensi nez jedna. Na obr. 5.14b a obr. 5.15b je znézornén nereali-
zovatelny tepelny stroj a chladici stroj majici i¢éinnost rovnou jedné.

5.6.4 Absolutni termodynamicka stupnice teploty

Termodynamicka teplotni stupnice je definovana na zakladé vztahu (5.44) pro tepelnou té¢innost
vratného Carnotova déje, kterd nezavisi na pouzité latce. Tato rovnice byla odvozena pro ideélni
plyn, ale podle Carnotovy véty je ji mozno zobecnit i na Carnotuv vratny déj s libovolnou
pracovni latkou. Pro danou latku pii Carnotové vratném déji je dtlezité vybrat vhodné izotermy
a adiabaty tak, aby byly presné splnény definované pozadavky, tj., aby déj probéhl mezi presné
definovanymi teplotami.

K definovani absolutni termodynamické stupnice teploty se pouzivda mérného systému re-
alizovaného termostaty s tajicim ledem a vrouci vodou za normaéalnich podminek, jimz ptislusi
izotermy s teplotami 0 a 100 Celsiovy stupnice. Izoterma s teplotou 7" (lezi v p—V diagramu mezi
izotermami Ty a Tigo) reprezentuje termostat, jehoZ teplotu chceme zmétit. Tento termostat je
vyhodné realizovat jako tajici soustavu (nebo varici se) chemicky ¢istou latkou jako pfi T a Tigo.
Takové soustavy jsou vhodné protoze;

1. automaticky si udrzuji konstantni teplotu;

2. dodané (odebrané) teplo v laznich muzeme zméfit podle zmény relativniho obsahu fazi,
které jsou zde v rovnovaze, pfitom vyuzit znalost mérného skupenského tepla tani (varu)
latky.

Prifadime-li teploté T vhodnou ¢iselnou hodnotu, napi Ty = 273,16 K pro trojny bod vody,

je teplota latky T, kterou chceme mérit, urcéena vztahem

Q

T=To—, (5.46)
0
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5.6. TEPELNE STROJE A CARNOTUV KRUHOVY DEJ

v némz @ je teplo, které latka pracujici ve vratném Carnotové déji pfijme pii teploté T', a Q)
je teplo, které latka odevzda pfi teploté Ty. Tim je méfeni teploty prevedeno na méreni tepla,
a to nezavisle na pracovni latce.

Pozndmka: Experimentalné byla urcena hodnota pro bod tani ledu 273,15 K. Tento idaj piislusi
absolutni plynové stupnici. Vysledek potvrzuje, ze plynova absolutni stupnice a termodyna-
mické absolutni stupnice jsou identické. Definici termodynamické stupnice vypracoval Kelvin
(v roce 1848) a nazyva se také Kelvinova stupnice teploty. Tato stupnice nepfipousti zaporné
teploty.

5.6.5 Ucinnost nevratnych dé&ja

Idealni plyn konajici vratny déj nahradime libovolnou latkou a budeme hledat G¢innost tohoto
déje. Oznac¢me Gcéinnost Carnotova déje s idedlnim plynem 7); a jinou latkou 7, a predpokladejme,
ze 1, > n;. Pro pfimy smér kruhového déje (pro tepelny stroj) dostaneme pro praci vykonanou
systémem z rovnice pro Uéinnost n = W'/Qq vztah W’ = n@Q; a nahradime-li Q; ze vztahu
W' '=Q1— Q) — Q1 = W'+ @), dostaneme

W =n(W'+Q5) = W' +nQy — W' = 12777@/2 : (5.47)
Pro obraceny smér (chladici stroj) plati pro u¢innost vztah (5.45)

Q@ @

W -w W

do kterého mizeme dosadit z rovnice (5.47) napf. za W', a dostaneme

1 (1-n) 1—1n
€= — Q2 = :
Q2 1 n
Timto zptisobem miizeme ziskat pro obraceny smér vztah pro praci W
Wee@ow=2__"q,
€ 1—n

Kruhovy déj s libovolnou latkou probéhne n—krat za sebou v pfimém sméru (tepelny stroj) mezi
zdrojem tepla o teploté 77 a jimacem teploty T». Ziskdme tak praci

nW), = 1 ﬁrﬁ @y, . (5.48)
T

Carnotiiv déj s idedlnim plynem probéhne m-krat v obraceném sméru (chladici stroj) mezi
stejnymi teplotami. Vnéjsi sily vykonaji praci

i
W, = . i 4
m T mQa, (5.49)

Cisla m a n volime tak, aby nQy, = mQq;. Za piedpokladu, ze 1, > n; plyne z (5.48)
a (5.49)
/ o
nW’I" — & (1 771) > 1 ,
mW; Ui (1 - 777“)

tj. probéhne-li pfimy dé&j n—krat a obraceny m-—krat, je celkova vykonand préace strojem nW, —
mW,; kladné, tj. ziska se prace a pfitom jimaci tepla je odvedeno pravé tolik tepla, kolik od ného
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Obr. 5.16

bylo pfijato (obr. 5.16). Oba stroje jako celek tvoii perpetum mobile druhého druhu — ziskdvame
praci z tepla pfijatého z tepelného zdroje, jimaci se vSak zadné teplo neptedéava. Jak uvidime
v dalsich kapitolach, podle druhé termodynamické véty perpetum mobile druhého druhu neni
mozné. Tedy predpoklad 7, > n; je chybny.

Ptedpoklad 7, < n; také neni mozny. Oba déje nechame probéhnout v opa¢ném sméru a opét
dostaneme perpetum mobile druhého druhu.

Zbyva zaver, ze n, = n;, tzn., ze Géinnost Carnotova déje pro jakoukoliv latku je stejné.

Dokazme nyni, Ze tc¢innost libovolného nevratného tepelného stroje je vzdy mensi nez Gcin-
nost vratného stoje. Jeden tepelny stroj pracuje nevratné, druhy vratné. Je-li i¢innost nevrat-
ného stroje 7, vétsi nez uéinnost vratného stroje 7, (7, > 7ny), bylo by mozné ziskanou praci
nevratného stroje pohanét stroj vratny, dalo by se tedy sestrojit opét perpetum mobile druhého
druhu, coz neni mozné. Tedy plati 1, < n,.

Z téchto vysledkt plyne Carnotova véta.

Uéinnost vsech Carnotovych vratnych d&ji pracujicich mezi stejnymi teplotami (77 > Tb) je
stejnd a zavisi jen na obou teplotéch.
KP 5.6.3-1
Izotermicka expanze v Carnotové cyklu probihéd pii 400 K a izotermicka komprese pii 300 K.
Béhem expanze piejde do plynu 500J tepla. Urcete:

a) praci vykonanou plynem béhem izotermické expanze;
b) teplo odevzdané plynem pfi izotermické kompresi;

c) préaci pfi izotermické kompresi;

d) celkovou praci vykonanou strojem béhem jednoho cyklu.
Reseni:

a) Prace W] vykonana béhem izotermické expanze je rovna pfijatému teplu Q1

W/ =Qy =500J.
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5.7. DRUHY PRINCIP TERMODYNAMIKY A ENTROPIE

b) Ze vztahu (5.35) pro G¢innost Carnotova déje plyne pro teplo odevzdané plynem pii izo-
termické kompresi
300K

T
L — 0122 = 500J—— —375].
- @ =iy 400K

T, _ @
i @1

c¢) Pii izotermické kompresi vykona okoli préci
W3 =Q5=375].
d) Celkova prace vykonand strojem béhem jednoho cyklu

W =W +W5=W| -W3=01—Q)=125].

5.7 Druhy princip termodynamiky a entropie

Tato cast je dulezitd pro posouzeni termodynamickych jevi. V odst. 5.7.1 je defino-
vana druhd termodynamicka véta. Entropie vratnych déji je vySetfovana v odst. 5.7.2
a nevratnych déjt v odst. 5.7.3. V odst. 5.7.6 je diskutovana entropie a druha véta ter-
modynamiky a v odst. 5.7.7 entropie a pravdépodobnost. Tteti véta termodynamiky
je uvedena v odst. 5.7.8.

Cil: I) Zpaméti vztahy a uvedené zdkony uvedené v rameccich.

IT) Definovat a vylozit pojmy, veli¢iny a zakony uvedené v ¢asti ,,Obsah“.
III) Samostatné fesit piiklady, feseni zdivodnit a nakreslit nacrtky.

Prvni termodynamickd véta vyjadiuje zakon zachovani energie. Mizeme uvazovat termo-
dynamické procesy, které sice zachovavaji energii, ale ve skutec¢nosti nikdy nebudou probihat.
Napft. prilozime-li k sobé chladné a horké téleso, nikdy nenastane pfipad, Ze by horké téleso
se vice ohfalo a chladné ochladilo, presto, Ze to neodporuje prvni termodynamické vété. Plyn
samovolné expanduje do vakua a pritom nekoné praci. Nikdy nenastane obraceny proces.

5.7.1 Druhy princip termodynamiky

Prvni termodynamicka véta neznemoznuje pirevod prace Uplné v teplo a naopak, pouze vyza-
duje zachovani energie. Druhé termodynamicka véta se zabyva otadzkami, pro¢ nékteré procesy
neprobihaji v pfirodé, i kdyz neodporuji prvni termodynamické véte.

Otazku, jak velkou praci lze obdrzet z tepla, které bylo odebrano z tepelného zdroje, Tesil
Carnot. Jeho zavéry zobecnilt Clausius, Thompson a Planck v princip, ktery se nazyva druhou
termodynamickou vétou. Existuji jeji rtizné formulace :

Teplo nemuize samovolné prechazet z télesa chladnéjsiho na teplejsi (Clausius).

V této formulaci je podstatné slovo ,samovolné“, protoze dodanim prace muze pfejit teplo
z télesa chladnéjsiho na teplejsi.

Neni mozné sestrojit periodicky pracujici stroj, ktery by jen ochlazoval tepelny zdroj a konal
rovnocennou praci (Thompson, Planck).

Takovy stroj se nazyva perpetum mobile druhého druhu. V této formulaci je podstatné slovo
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,periodicky®, ponévadz vratnou izotermickou expanzi idealniho plynu je mozné po omezenou
dobu konat praci pouze z dodaného tepla.

V okoli libovolného pocéatecniho stavu termicky homogenniho systému existuji adiabaticky
nedosazitelné stavy (Caratheodory).

Neni mozné sestrojit perpetum mobile druhého druhu (Ostwald).

5.7.2 [Entropie pfi vratnych dé&jich

Prvni termodynamické veta se tyka jen pojmu vnitini energie U. Druhd termodynamicka véta
se tykd termodynamické veli¢iny zvané entropie, oznacované S. Pomoci této veli¢iny mtizeme
kvalitativné formulovat druhou termodynamickou vétu. Za¢neme analyzou Carnotova déje. Pro
ucinnost tohoto déje plati (5.35)

’]’] = — = =

Q1 @1 Ty
kde Q1(> 0) je teplo dodané plynu teplym zdrojem (zdsobnikem), ktery se nachazi na teploté
T, a Q5(> 0) je teplo plynem odevzdané jimaci tepla, ktery se nachézi na teploté To(< T1).

W 1 -Qy; T T

Polozime-li Q, = —Qs, pak tipravou’ dostaneme Clausiovu rovnici
% + % = 0. Clausiova rovnice pro Carnotiv déj (5.50)
1 2

Tato rovnice fika, Ze soucet veli¢in % je pro Carnotiav déj roven nule.

Clausiovu rovnici miizeme zobecnit pro libovolny vratny kruhovy déj. Obr. 5.17 ukazuje li-
bovolny vratny déj prekryty mnozinou izoterem. Skuteény déj mizeme aproximovat tak, zZe izo-
termy spojime vhodné vybranymi adiabatami (obr. 5.18), ¢imz dostaneme soubor Carnotovych
déji. Probéhnuti jednotlivych Carnotovych déji je presné ekvivalentni probéhnuti ptvodniho
déje (obr. 5.19).

Py

Obr. 5.17

Je to proto, Ze sousedni Carnotovy déje maji spole¢nou izotermu a dvé okrajové adiabaty
ve smérech navzajem opacnych se rusi. Zvolime-li teplotni izotermami dostateéné malé, mtzeme
libovolny skuteény déj aproximovat presné pomoci posloupnosti adiabat a izoterem. Kazdy ele-
mentarni déj probih& obecné mezi jinymi teplotami. Pak miizeme pro izotermicko—adiabatickou
soustavu ¢ar psat

AQ
27 =0
9Q1+Q2 _ Th—Ty Qa 1 _ T Qy _ _To Qa | To _ Qa |, @1 _
o = ool =El- o= tn =00 wm =0
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Obr. 5.19

nebo v limité pro infinitezimalni teplotni diferenci mezi izotermami

0
j{ ?Q =0, Clausiova rovnice pro vratny déj (5.51)

kde ¢ znamend, Ze integréal je vycislovan pfes celou uzavienou kiivku, tj. zac¢ina a konéi v li-
bovolné zvoleném bodé kiivky. Tuto rovnici nazyvame Clausiovou rovnici pro libovolny vratny
kruhovy dé;j.

Je-li integral néjaké veli¢iny po uzaviené kiivce roven nule, pak veli¢inu nazyvame stavovou
veli¢inou, tj. ma hodnotu, ktera zalezi pouze na stavu systému a ne na zpusobu, jakym byl
dosazen. V tomto pfipadé veli¢inu S nazyvame entropii a plati

_Q

ds definice zmény entropie (5.52)

f ds=0. (5.53)

Hlavni jednotkou entropie sytému je JK™!. Vztahujeme-li entropii na jednotku latkového mnoz-

Copyright © 2005, UFI FSI VUT v Brné 251



{obr3.2-20}

{3.2-32}

{ram-126}

{pr3.2-4}

5.7. DRUHY PRINCIP TERMODYNAMIKY A ENTROPIE

stvi nebo hmotnosti, pak jednotka molové entropie je JK 'mol™! a jednotka mérné entropie
JK kg1

Vlastnosti stavové veli¢iny § dS = 0 mizeme vyjadfit tvrzenim, Zze [ dS mezi dvéma rovno-
vaznymi stavy ma stejnou hodnotu pro véechny vratné'® cesty spojujici tyto dva stavy. Rovnici

(5.52) muzeme psat ve tvaru
2 1
/dS—I— / dS =0,

1(a) 2(b)
kde 1 a 2 jsou libovolné volné stavy a (a) a (b) popisuji cesty spojujici oba body vyjadiujici

stavy (obr. 5.20). Protoze déj je vratny, muzeme psat

2 2

2 2
/dS— dS=0— dS—/dS.
1(a) 1(b) 1(a) 1(b)

2
Posledni rovnost ik, Ze veli¢ina [ dS mezi dvéma rovnovaznymi stavy 1 a 2 systému nezavisi
1
na cesté spojujici tyto stavy. Cesty (a) i (b) jsou zcela libovolné.

p

1 a

b 2
V
Obr. 5.20
Zména entropie mezi dvéma stavy 1 a 2 je
2 2
0Q y : o
So—51=[dS= - Zména entropie pro vratny déj (5.54)

1 1

Hodnota tohoto integralu nezavisi na integra¢ni cesté — mizeme jej tedy vy¢islit pro libovolny

vratny déj (tj. libovolnou kfivku) spojujici tyto stavy.

KP 5.7-1

Odvodte vztah pro zménu entropie ny, kilomola idealniho plynu, pfejde-li plyn vratnym zpt-
sobem ze stavu 1 (p1, V1, T1) do stavu 2 (pe, Vo, Tb).

Reseni:

P1i elementarni zmeéné stavu plynu, kterd probiha pii teploté T' a pfi niZ plyn pfijme teplo 0@,
je zmeéna entropie

_ 0@

dsS T

1075, takové, u kterych znime stavové ,soufadnice* p,V, a T, kterymi plyn prochazi ze stavu 1 do 2. Jinak
bychom totiz nemohli integral spocitat.
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Podle prvni termodynamické véty je 60Q = dU + 6W’, tedy

1 1 ar v
ds = T(dU +IW') = f(nmcvdT +pdV) = nm(cv? + R7 )

Pi#i tpravé jsme pouzili stavové rovnice (4.4) idealniho plynu!!. Zména entropie pii vratném
pfechodu systému ze stavu 1 do stavu 2 je

2 Ty Va
1 1 T
AS =5, — 57 —/dS—nmcv/TdT+nmR/VdV—nm(CvlnTj—i—Rln“jj).
1 Ty Vi

5.7.3 Entropie pfFi nevratnych déjich

Velky vyznam ma priubéh entropie pii nevratnych déjich, nebot umoziiuje kvantitativné formu-
lovat druhou termodynamickou vétu. Entropie, stejné jako ostatni stavové veliciny, zavisi pouze
na stavu systému — musime byt tedy schopni vypocitat zménu entropie i pro nevratné déje, s po-
zadavkem, aby zac¢inaly a kon¢ily v rovnovazném stavu. Ur¢ime zménu entropie dvou dilezitych
druhti nevratnych zmén — volnou expanzi a vedeni tepla.

5.7.4 Volna expanze

Méjme v kalorimetru umistény dvé nadoby spojené kohoutkem (obr. 5.21). Jedna je naplnéna
plynem, ve druhé je vakuum. Po otevieni kohoutku vyplni plyn obé nadoby. Plyn se rozpinal
do vakua, nekonal zddnou praci (neposouval zZadné stény, pist atd.), tj. W’ = 0. Protoze plyn je
uzavien tepelné nevodivymi sténami, nenastala vyména tepla s okolim, tedy @ = 0. Jen objem
plynu se zménil z hodnoty Vi na Vo (Vo > V3). Je-li Q = 0 a W’ = 0, pak z prvni termody-
namické véty plyne AU = 0, neboli Uy = Uy, kde 1 a 2 odpovidaji pocatec¢nimu a koneénému
rovnovaznému stavu. Jedné-li se o idealni plyn, pak U zavisi pouze na teploté a ne na tlaku
a objemu — T7 = T (viz odst. 4.5).

Obr. 5.21

Volné expanze je nevratny déj, protoze ztracime kontrolu nad stavovymi ,souradnicemi“
prostiedi p, V a T hned po otevieni kohoutku mezi obéma nadobami. Existuje rozdil entropii
mezi koneénym a pocatecnim rovnovaznym stavem, ale nemizeme jej vypocitat ze vztahu (5.54),
protoze ten plati (jsme schopni jej ur¢it) jen pro vratny déj.

Vypocet rozdilu entropii provedeme tak, Ze najdeme vratnou cestu (libovolnou), ktera popi-
suje oba rovnovazné stavy 1 a 2 a vypocet provedeme pro tuto cestu. Vhodnou vratnou zménou

11 _ P _ nmR pdV __ ny RAV
pV =nmRT — & = "= — P = fmzcr

Copyright © 2005, UFI FSI VUT v Brné 253


HRW - Fyzika
HRW 21.3, str. 558



{3.2-33}

5.7. DRUHY PRINCIP TERMODYNAMIKY A ENTROPIE

je izotermickd expanze z Vi na V, (Vo = 2Vj). Toto odpovida izotermické expanzi provedené
mezi body 1 a 2 Carnotova déje. Rozdil entropii pak vypocteme

2
Q) Va
Sy — S :/:nlen:nlenZ.
2 1 / T "

Toto je kladna hodnota — entropie systému pfi nevratném adiabatickém déji roste.

5.7.5 Vedeni tepla

Uvazujme dvé stejné télesa, jedno (teplé) mé teplotu 7; a druhé (studené) To (77 > T5). Obé
télesa vlozime do nadoby s tepelné nevodivymi sténami, takze po urcité dobé dosdhnou spolecné
teploty T”. Proces je adiabaticky nevratny, protoze teplo se béhem procesu s okolim nevyménuje.

Pro vypocet zmény entropie systému béhem procesu musime najit vhodny vratny déj, ktery
zadind a konci ve stejnych rovnovaznych stavech. Vypocet provedeme takto: pouzijeme tepelny
zésobnik, jehoz teplotu mtzeme plynule ménit. Zasobnik ma nejdiive teplotu 71, tedy teplotu
teplejsiho télesa. Jeho dno pak ddme do styku s timto teplejsim télesem a za¢neme pomalu
vratné snizovat teplotu zdsobniku na teplotu 7" < T. Teplé téleso tak ztraci entropii AS;(< 0)

T/éQ’ T/(SQ
ASL = /T :/T’
Ty Ty

kde 6Q’ > 0 je teplo, které teplejsi téleso odevzda pii teplotach, které jsou vyssi nez 1.

Nyni uvazujme, ze mé zasobnik teplotu 75 a pomalu ji zaéneme zvySovat (vratné) na vy-
slednou teplotu 77 > T5 tentokrat v kontaktu s chladnéj$im télesem. Chladné&jsi téleso pfijima
teplo d@Q) > 0, zvySuje se jeho entropie a jeji zména ASy(> 0) se rovna

T/

as- [
Ts

ODbé télesa jsou na teploté T” a systém, ktery se sklada z téchto dvou téles, je v kone¢ném
rovnovazném stavu a plati samoziejmeé, Ze teplo ,,vydané®“ teplejSim rovna se teplu ,,prijatému”
studenéj$im, tj 6Q" = dQ . Celkova zména entropie AS pro cely systém je pak rovna souctu
jednotlivych zmén AS; a ASs

i Q' i 0
52—51:A51+AS2:—/Q+/Q. (5.55)

T T
Ty T

Plati sice Q' = dQ(> 0), ale prvy integral

T/

/7

je provadén pii stale vyssi teploté neZ integral druhy (délime tedy vétsim ¢islem), proto

v 6Q’ " 5Q
/ T < / T
Ty Ts
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a S9 — 51 > 0. Entropie systému tedy celkové pfi tomto nevratném adiabatickém déji vzrostla.

Vypocet zmény entropie pfi redlném déji soustavy bez okoli provedeme nasledovné. Vybe-
reme libovolny vratny déj, ktery ma stejny pocatecni a konecény rovnovazny stav jako realny déj.
Vsechny takto zvolené vratné déje povedou ke stejné zméné entropie, protoze tato zavisi pouze
na pocateénim a koneéném stavu a ne na cesté, kterou je systém pieveden z jednoho stavu do
druhého, af je vratny nebo nevratny.

Rust entropie pifi nevratnych déjich v izolovanych soustavich lze dokézat obecné. Necht
uc¢innost nevratného Carnotova déje 7, je mensi, nez Gc¢innost vratného Carnotova déje 7,

:Ql—Q§<T1—T2_

n Q1 Ty o
Nahradime-li teplo @, odevzdané strojem chladnéjsi lazni teplem Q2 pfijatym od chladnéjsi
lazné (Q2 = —Q%), lze predchozi rovnici prepsat (Q1 > 0,77, 7> > 0) na tvar

(5.56)

<o, (5.57)

Tento vztah se nazyva Clausiova nerovnost pro nevratny Carnottv déj. Pro libovolny ne-
vratny déj plati Clausiova nerovnost

(5.58)

0Q Clausiova nerovnost
— <0. . e
T pro nevratny déj

nevrat

nevratny

1 - T~
AN

\

vratny

Obr. 5.22

Necht soustava prejde ze stavu 1 do stavu 2 nevratnou cestou a do pivodniho stavu se vrati
po vratné!'? cesté (obr. 5.22). Pro tento kruhovy d&j rovnéz plati Clausiova nerovnost (5.58) a lze
tedy psat

ASyevrat + / — <0, tj.

2vrat
2

ASnevran: - / % <0.

1vrat

Podle definice entropie (viz (5.54)) pro vratné zmény je

2
0
/ ?Q — (S2 - Sl)vrat
1vrat

12Plati tedy (5.51) a (5.54).
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a tak dostavame vysledek!?
(S2 — S1)vrat — AShevrat > 0. mira nevratnosti déje (5.59)

7 této uvahy plyne dilezity zavér, ze pro obecny vratny déj je rozdil entropie v koneéném
a poCateénim stavu vétsi nez ASyevrat, tj- Ze plati (S2 — S1)vrat > AShevrat-
Rozdil vyjadieny rovnici (5.59) je mirou nevratnosti vySetfovaného déje.

KP 5.7-2

a) Jeden kilogram vody teploty 273 K je ohfivan teplem, které do néj prechazi ze zasobniku
tepla s konstantni teplotou 373 K s velkou tepelnou kapacitou. Teplota vody se tak zvysi
na 373 K. Jaka je zména entropie vody, zasobniku tepla a jaké je celkova zména entropie
vSech ¢asti, které se tcastni déje?

b) 1kg H2O byl nejdiive zahiaty teplem ze zasobniku o teploté 323K a po dosazeni této
teploty pomoci dalsiho zasobniku na 373 K. Jaka je celkova zména entropie systému?

c) Jakym zpisobem muze byt zahifata HoO z 323K na 373K, aniz by se zménila celkova
entropie?

Reseni:

Ohfivani vody pomoci zasobniku tepla o stale vyssi teploté je nevratny déj. Musime najit vratny
déj, kterym se prevede 1kg HyO z pocatecniho stavu (273 K) do kone¢ného rovnovazného stavu
(373 K). Postup: Hy0 uvedeme do tepelného kontaktu se zasobnikem, jehoz teplota je nepatrné
vyssi nez teplota HoO , a rozdil stale udrzujeme. Potom zména entropie HsO

[ 50 Far T
= —_— = —_— = —2
ASH,0 —/ T mc/ T meln T
1 T
je v piipadech a) i b) stejna
3 11—l c—11n O13 -1
ASi,0 = 1kg-4,19-10° Tk " K" In 2 = 1307 JK "

Zména entropie zasobniku se stalou teplotou 75

Q' me(Th — T?)
ASzys= — = ——=2 <0
Zas TQ T2
pro Ty > Ty. Zde Q' = me(T1 — T») < 0 je teplo pfijaté zasobnikem za stélé teploty Th (tzn., ze
teplo vydané zasobnikem je kladné). Dosazenim dostaneme

a) ASzi = mc(Tle—Tg) _ 1kg~4~103Jk§7*31é<*1(—100)K — _1123JK-1

b) ASZés = mC(I%g_Tg) B mC(j;%2_T3) = _1210‘]K_17

kde T3 = 323K, T —T3 = —50K; Ts —T3 =50 K.

Celkova zména entropie je soutem zmén entropie vody a zasobniku:

AS = ASHQO + ASZ@S,

1SASnevrat - (52 - Sl)vrat <0— (S2 - Sl)vrat — AShevrat > 0.
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a) AS=1307JK ! -1123JK ! =184 JK!
b) AS=1307JK ! -1210JK! =67JK L.

c) Celkova entropie by se nezménila, kdybychom postupné ohiivali HyO pomoci velkého
poctu zasobnikl s teplotami odstupnovanymi od 273K do 373 K anebo uzitim jednoho
zasobniku s proménnou teplotou, coz odpovida provedeni ohfivani HsO vratné.

5.7.6 Entropie a druha termodynamicka véta

Druhou termodynamickou vétu mizeme formulovat pomoci entropie. Tato véta je zobecnénim
zkuSenosti, nemuzeme ji dokazat, ale jen zapsat a ukazat, Ze naSe tvrzeni je v souhlase s expe-
rimentem a je ekvivalentni s formulaci této véty.

Druha termodynamicka véta se da vyslovit:

Pfirozeny déj, ktery zacind v jednom rovnovazném stavu a konci ve druhém rovnovazném
stavu, bude probihat tim smérem, ktery zptisobuje, Ze soucet entropie systému a okoli vzrista.

Jadrem druhé termodynamické véty je existence uzitecné termodynamické veli¢iny, zvané
entropie. Druha véta ukazuje, jak entropie uzivat k urceni, zda urc¢ity déj v pfirodé existuje.

Tato forma druhé termodynamické véty je pouzitelna jen pro nevratné déje, protoze jen tyto
maji ,pfirozeny smér, tj. ve sméru zvétSovani entropie. Vratné déje mohou probihat v obou
smérech a pro né entropie systému a okoli zlistava nezménéna.

5.7.7 Entropie a pravdépodobnost

Praxe potvrzuje existenci obecného principu, ze se energie rtizného druhu méni v energii tepel-
nou, ztraci-li probihajici déj usporadanost. Napf. vypalend stfela ma kinetickou energii a po
narazu na ocelovou desku se jeji kinetickd energie pfeméni na neuspoiradané pohyby molekul
stiely a desky. ZvySeni energie neusporddaného pohybu se projevi zvysenim teploty a energie
neuspoiradaného pohybu nazyvame tepelnou energii. Abychom tepelnou energii mohli spravné
charakterizovat, musime uzit dvou hodnot. Jedna hodnota slouzi k urceni mnozstvi energie,
druhé jako mira neusporadanosti. MnozZstvi energie méfime v joulech, velikost neusporadanosti
je méfena pomoci entropie.

Existence vztahu mezi neusporadanosti a entropii ukazuje, Ze neusporadanost podobné jako
entropie roste pti prirozenych déjich. Napt. pfi volné expanzi molekuly ptivodné uzaviené v jedné
poloviné nadoby se rychle rozmisti v celé nadobé. Systém se stal méné usporadanym, protoze
jsem ztratili urcitou moznost urceni molekuly. Tvrzeni: ,Molekuly jsou v nadobé“ je slabsi
nez ,molekuly jsou v levé poloviné nddoby*“. To potvrzuje, ze existuje tendence dosdhnout pfi
prirozenych déjich stavi s vyssi neusporadanosti.

Ve statistice dostavd neusporddanost presny smysl a jeji souvislost s entropii lze vyjadrit
vztahem

S = ke, entropie a pravdépodobnost (5.60)

kde k je Boltzmannova konstanta, S entropie systému a P pravdépodobnost, Ze se systém bude
nachézet v daném stavu ze vSech moznych, ve kterych se muze nachazet. Tato pravdépodobnost
se nazyva parametrem neuspoiadanosti.

Rovnice (5.60) spojuje termodynamickou (makroskopickou) veli¢inu entropii se statistickou
(mikroskopickou) veli¢inou pravdépodobnosti. Statistickd definice entropie spojuje termodyna-
mické a statistické nahledy a umoznuje polozit druhou termodynamickou vétu na statisticky
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zéklad. Smér, ve kterém probihaji pfirozené déje, je urcen zakony pravdépodobnosti. Rovno-
vazny stav je stavem s nejvetsi entropii a je nejpravdépodobnéjsi.

Nicméné kolem rovnovaznych stavi se mohou vyskytovat fluktuace. Z tohoto hlediska neni
jisté, ze entropie vzroste pfi kazdém samovolném déji. Entropie mize nékdy klesnout. Druhé
termodynamicka véta ukazuje nejpravdépodobnéjsi pribéh déjd, ne jediné mozny.

5.7.8 Treti princip termodynamiky

Druhé termodynamicka véta zavadi pouze zménu entropie. Entropie se dala urcit az na jistou
aditivni konstantu. K urceni této konstanty je tfeba urcit entropie v uréitém stavu latky. Takova
hodnota se da urcit z véty formulované Nerstem. Tato véta se nazyva tieti termodynamickou
vétou a zni:
Entropie kazdé krystalické chemicky ¢isté latky pti absolutni nulové teploté je rovna nule.
Matematicky zapis této véty je

%inb S =0. treti véta termodynamiky (5.61)

Znamend to, ze vratnd nulova izoterma (7' = 0) splyva s vratnou nulovou adiabatou (S = 0).

5.8 Realné plyny

V této Casti jsou probrany zakladni pojmy, veli¢iny a zakony. V odst. 5.8.1 jsou vylozeny

fazové zmény, stavova rovnice v odst. 5.8.2 a Van der Waalsova rovnice v odst. 5.8.3.

V odst. 5.8.4 je vySetfovan kriticky trojny bod.

cil: I) Vylozit a definovat pojmy, veli¢iny a zdkony uvedené v rameccich v této ka-
pitole.

IT) Samostatné fesit piiklady, feseni zdivodnit a nakreslit nacrtky.

5.8.1 Fazové zmény

Termodynamika vysSetfuje kromé homogenniho systému také systémy, skladajici se z nékolika
homogennich ¢asti. Takovy systém nazyvame heterogenni. Jako ptiklad uvedeme kapalinu v rov-
novéze se svou parou. Hustota kapaliny je vSude stejné, hustota pary rovnéz, ale mezi kapalinou
a parou je ostré rozhrani. Takové homogenni ¢asti, které jsou od ostatnich ¢asti oddéleny ost-
rym rozhranim, nazyvame fazemi, jejich pocet znac¢ime f. Fazemi mohou byt rizné modifikace
stejnorodé latky, jako pevny, kapalny, plynny stav, riuzné krystalické stavy (uhlik v Sesterecné
a krychlové soustavé), feromagneticky a paramagneticky stav apod.

Navzajem nezavislé chemicky cisté latky obsazené v termodynamické soustavé nazyvame
slozky a jejich pocet znacime s. Systém se tedy obecné sklada z s slozek, které tvori f fazi.
Rovnovazny stav heterogenniho systému je charakterizovan parametry, z nichz pocet v se muze
nezavisle ménit, aniz se zméni pocet fazi soustavy a pro néz plati

f+v=s+2. Gibbsovo fazové pravidlo (5.62)
Toto pravidlo, které urcuje pocet stupmni volnosti v, se nazyva Gibbsovo fazové pravidlo.

V piipadé systému, ktery tvoii jedna faze jediné slozky'*, ma systém dva stupné volnosti
a takovyto systém se nazyva bivariantni. Jeho stav je urcen riiznym tlakem a rtiznou teplotou.

Mf=1,s=1 —-v=2
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Jestlize se systém vyskytuje ve dvou fazich jedné slozky'®, ma jen jeden stupeii volnosti. Ty-
pickym piikladem je rovnovédha vody a jeji nasycené pary. Rovnovédha se dosdhne pro dany tlak
pfi urcité teploté, pro jiny tlak bude rovnovahy dosazeno pii teploté jiné. Systém tii fazi jedné
slozky'% nemé zadnou volnost a rovnovaha se dosahne jen pii jediné uréité hodnoté tlaku a jediné
urcité hodnoté teploty. Tento stav latky, ve kterém je plyn, kapalna a tuha faze v rovnovaze, je
urceny trojnym bodem. Napf. trojny bod vody se dosédhne pii teploté 0,01 ° C (273,16 K) a tlaku
509,95 Pa.

5.8.2 Stavova rovnice

Budeme se zabyvat fazovymi pfechody u jednoslozkového systému (s = 1), jehoZ parametry
jsou teplota, tlak, objem a latkové mnozstvi. V jednoslozkovém systému mohou byt maximalné
tfi faze a to jiz systém nemd zadny stupen volnosti. Koexistence nastane jen pii urcité teploté
a tlaku a mnozstvim je dan objem. Pti dvou fazich pocet stupnt volnosti je v = 1 a muzeme
libovolné ménit teplotu nebo tlak. Pri jedné fazi mizeme ménit teplotu i tlak.

Stavovou rovnici systému o jedné slozce muzeme obecné zapsat ve tvaru

f(nm,p, V,T) =0, stavova rovnice systému o jedné slozce (5.63)
kde V je objem zaujimany latkou o latkovém mnozstvi ny,, pii teploté T a tlaku p. Pfesny tvar

funkce je obvykle velmi slozity. Casto chceme znat, jak se néktera veli¢ina méni v zavislosti na
jiné veli¢iné, pri¢emz ostatni veli¢iny zlstavaji konstantni.

—_——3

\V

Obr. 5.23

Stavova rovnice pro konstantni latkové mnozstvi (napf¥. 1kilomol) je relaci mezi tfemi pro-
ménnymi p, V a T'. Znazornime ji plochou v pravothlém souradném systému, kde p, V' a T jsou
zndzornény na jednotlivé osy. Obr. 5.23 znazortiuje plochu, ktera predstavuje stavovou rovnici
idedlniho plynu pV = RT. Plné ¢ary na ploSe zndzornuji vztah mezi p a V pii T = konst.,
¢arkovand vztah mezi V a T za p = konst. a teckovand ¢ara vztah mezi p a T pii V = konst.
Kolmé projekce na rovinu p—V je znazornéna na obr. 5.24, kolm4 projekce na rovinu p—71 je na

Bfr=2s=1—v=1
=3 s=1—v=0.
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obr. 5.25 a kolma projekce na VT je na obr. 5.26.
LN

{obr3.2-24} Obr. 5.24
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T
{obr3.2-25} Obr. 5.25
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{obr3.2-26} Obr. 5.26

Plyn nemtze existovat ve stavu, ktery neni na plose. Pfi kterémkoliv procesu, pii kterém
plyn prochézi sledem rovnovaznych stavi, bod reprezentujici jeho stav se pohybuje po kiivce
lezici na plose p-V-T.

Chovani realnych latek se vzdaluje od chovani idealnich plynd a to tim vice, ¢im vyssi jsou
tlaky a nizsi teploty. VSechny latky pfi zvySovani tlaku a snizovani teploty se méni z plynné
faze v kapalnou nebo pevnou. Obecna stavova rovnice je prili§ komplikovana pro matematické
vyjadfeni. Graficky je znazornéna plochou p—-V-T.

Na obr. 5.27 je schematicky diagram pro latku, kterd se pii snizeni tlaku méni v kapalinu
(nejobvyklejsi ptipad). Latka muze existovat v pevné, kapalné nebo plynné fazi nebo souc¢asné
ve dvou fazich nebo ve tfech fazich podél trojné cary.
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kriticky bod

Obr. 5.27

Nyni si uvedeme nékolik ukéazek pouziti p—V-T diagramu.

Necht latka je v pevné fazi a prochézi rovnovaznymi stavy za p = konst. Vyjdeme ze stavu
zndzornéného bodem a. Nechf latka kond izobaricky déj a prii zahiivani latky teplota stoupé
a objem roste a—b. Latka v bodé b se zatne ménit z pevné na kapalnou fazi. Na tseku b—c
je rovnovaha mezi pevnou a kapalnou fazi. V bodé c je latka jen v kapalné fazi, teplota opét
zacne stoupat a objem roste. Po dosazeni bodu d teplota opét ziistava konstantni, kapalina se
meéni v paru a objem znatelné nartastid. Na tiseku d—e existuje rovnovazna smés kapaliny a jeji
nasycené pary. V bodé e je latka zcela v plynné fazi. Dalsim dodavanim tepla zacne teplota
stoupat a objem poroste, az plyn dosdhne bodu f. Teplota lezi nad kritickou teplotou Tk a plyn
se neda izotermickym stlacenim zkapalnit.

Méjme latku, jejiz pocatecéni stav se dan soufadnicemi bodu g (obr. 5.27). Latka je ve styku
s télesem o velké tepelné kapacité, teplota se neméni - déj je izotermicky. U¢inkem zvétSeni
vnéjsiho tlaku se zvysi teplota. Teplo se preda zasobniku, teplota se vyrovna a objem se zmensi.
Jak tlak roste, objem se zmensSuje podél ¢ary g—h. V bodé h plyn zacne kapalnit a objem se
zmensuje, bez zvySovani tlaku. V bodé j je vSechna latka v kapalné fazi. P¥i dalsim zvySovani
tlaku objem zmensujeme a v bodé k dojde ke zméné kapalné faze v pevnou a objem se zmensuje
podél ¢ary k—I. V bodé [ je latka zcela v pevné fazi, dalsi tlak zmensuje objem mirné podél cary
I-m.

Sestrojit trojrozmérny diagram a odecist z ného neni vzdy snadné, je proto obvyklé zobrazo-
vat p—V—T plochu jejimi projekcemi do rovin p—T', p—V nebo V-T'. Na obr. 5.28 a obr. 5.29 jsou
zobrazeny dvé projekce obr. 5.27. Na téchto diagramech se daji sledovat izochorické a izotermické
déje popisované na obr. 5.27.

Krivky z obr. 5.28 oznacené P-K, P-Pl a K—PI jsou geometrickd mista odpovidajicich tlak
a teplot, pii kterych mohou existovat dvé faze. Trojny bod (je to priamét trojné ¢ary na rovinu
p-T) je geometrické misto, ve kterém mohou existovat tii faze.
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p,

P-K krit. bod

Obr. 5.28

kriticky bod

trojné cara
P—-PL

Obr. 5.29

5.8.3 Van der Waalsova rovnice

Matematické vyjadieni stavové rovnice idedlniho plynu pro 1kilomol je pvy = RT'. Realné plyny
splfiuji tuto rovnici jen priblizné a to tim lépe, ¢im vysSsi je teplota plynu a ¢im nizsi je tlak.
U idealniho plynu jsem predpokladali, ze molekuly maji zanedbatelny objem a Ze na sebe mimo
srazek silové nepisobi. K témto neredlnym okolnostem piihlédl Van der Waals a teoreticky
odvodil stavovou rovnici pro realné plyny.

Molekuly maji vlastni rozmér a pohybuji se v uzaviené nadobé o uréitém objemu méné
volné, nez kdyby byly bodovymi ¢asticemi. Objem, ktery je volny pro pohyb molekul, je proti
geometrickému objemu nadoby V' mensi o hodnotu b, ktera souvisi s vlastnim objemem molekul.
Ve stavové rovnici pro jeden kilomol plynu je tak tfeba nahradit objem vy veli¢inou vy —b. Veli¢ina
b je objem, ktery zaujimaji vSechny molekuly jednoho kilomolu plynu nahustény tésné jedna na
druhé.

Pritazlivé sily mezi molekulami zpisobuji, Ze plyn zaujima mensi objem V', nez by plynulo
z Boylova—Mariottova zakona. Plyn zaujim4 takovy objem, jako kdyby byl pod tlakem p’ vétSim,
nez je vnéjsi tlak p. Vnéjsi tlak p ve stavové rovnici musi byt nahrazen hodnotou p’ = p + p;,
kde p; je tzv. kohezni tlak. Stavova rovnice pro jeden kilomol plynu mé pak tvar

(p+pi)(vg —b) = RT . stavova rovnice pro realny plyn (5.64)
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Ucinek pfitazlivych sil mezi molekulami se projevuje jinak na molekuldch uvniti plynu a na
molekuléch blizko stén. Uvnitf plynu ptisobi na kazdou molekulu sily ze vSech stran, takze se
navzajem kompenzuji. Molekuly blizko stény jsou pfitahovany molekulami vnitinimi. Vliv stény
lze zanedbat za predpokladu, Ze molekuly nelnou ke sténdm a zZe se molekuly odréazeji od stén
jako pruzné koule.

Obr. 5.30

Pokud budou mezimolekularni sily rychle ubyvat se zvétsovanim vzdalenosti mezi mole-
kulami, pak priimeér sestrojené oblasti ptisobenim piitazlivych sil bude jen o mélo vétsi, nez
prumér molekuly. Nedaleko od stén nadoby budou sily, ptisobici na molekulu A od rdznych
molekul (které se nachazeji uvniti oblasti ptisobeni pfitazlivych sil), spolu v rovnovaze, takze
molekula A nebude vystavena ptisobeni vysledné sily v uréitém sméru. Jestlize oblast ptisobeni
pritazlivych sil omezime sténou SS’ (jak je uvedeno na obr. 5.30), pak na molekulu A bude
pusobit sila ve sméru od stény. Z obrazku je totiz zfejmé, Ze molekuly, ptisobici na molekulu A
z vysrafované oblasti nemaji svij silovy ,protéjsek®, protoze tyto molekuly by se nachazely jiz
za sténou. Vysledna sila je F” a je pfiblizné imérna objemu vysrafovaného elementu na obr. 5.30
a poctu molekul v jednotkovém objemu tohoto elementu.

Na vSechny molekuly lezici v tzv. povrchové vrstvé!”, ktera ma tloustku fadové priméru
oblasti pusobeni pritazlivych sil, ptsobi néjaka sila F' ve sméru od stény k plynu. V prvnim
pribliZzeni mizeme uvazovat, Ze pocet molekul v jednotkovém objemovém elementu vySrafované
Casti Ny je roven poc¢tu molekul ng v jednotkovém objemu V, tj. plati Ny = ng, kde ng je
koncentrace ¢astic v plynu. Pak stfedni sila ptisobici na molekulu v povrchové vrstvé je tmérna
ng. Tato pritazliva sila mifi dovnitf plynu a zmensSuje tlak, vyvolany molekulami na sténu.
Abychom vypocetli opravu k tlaku, musime uréit obecnou silu ptsobici na vsechny molekuly
povrchové vrstvy jednotkové plochy stény. V prvnim pfiblizeni je tato veli¢ina rovnéz timérna
poctu molekul v objemové jednotce, tj. koncentraci ¢astic nyg.

Pokud pocet molekul v povrchové vrstvé je tmérny koncentraci a sila ptsobici na vSechny
molekuly v této vrstvé je rovnéz tmeérna ng, pak oprava tlaku, tj. sila na jednotku plochy
povrchové vrstvy, je Gtmérna n%. Oprava tlaku se nazyva kohezni tlak p; a vyjadiime jej vztahem

177de je namisté piipomenout si podobnou fyzikalni situaci vody a povrchové vrstvy, ktera je obdobné situaci
v plynu, kterou pravé diskutujeme.
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p; = a'nd, kde a’ je konstanta z&visla na druhu plynu. Protoze

TV VT

kde N je Avogardova konstanta a vy kilomolovy objem, lze psat

a'Nf\ a
Pi=—"5"= 3>
Vi Uk

kde a = a’N3 je jistd konstanta. Dosazenim do (5.64) dostaneme stavovou rovnici Van der
Waalsovu pro 1 kilomol realného plynu

Van der Waalsova

a . N 5.65
stavova rovnice realného plynu ( )

(er:%) (vk — b) = RT.

Pro mnozstvi plynu o celkové hmotnosti M a molekulové hmotnosti My, tj. pro latkové mnozstvi

Nm = Mﬂm mold, zaujimé plyn objem V = Mﬂmvk = npvx a dosadime-li do rovnice (5.65),
obdrZime rovnici pro libovolny pocet molu
nZa
p+ v (V —nmb) = nnnRT. (5.66)

Van der Waalsova rovnice vyhovuje velmi dobfe pro plynnou fazi, pro kapalnou jiz méné.
Nap#. pro dusik v rozsahu 10°-10% Pa nepifesahuji odchylky chovani tohoto plynu od Van der
Waalsovy rovnice 2%, zatimco odchylka od stavové rovnice idealniho plynu pii tlaku 108 Pa je
vétsi nez 100 %.

Jednoduchou tpravou rovnice (5.66), tj. provedeme naznacené operace a rovnici vynasobime
V2, dostaneme

pV3 — np(pb + RT)VZ +n2aV —ndab=0. (5.67)

Tato rovnice je vzhledem k objemu V' rovnici tfetitho stupné. Pti libovolnych hodnotach p
a T dava 3 hodnoty pro objem. ProtoZe feSeni rovnice mé tii kofeny redlné nebo jeden redlny
a dva komplexni, a protoze objem je vzdy redlny, dostavame pro V' bud jedno nebo tfi rizna
feSeni. Fyzikalni smysl maji jen kladné realné kofeny.

5.8.4 Kriticky a trojny bod

Z obr. 5.27 vidime, ze kapalné a plynné faze mohou spolecné existovat jen za teplot a tlakd
mensich, nez odpovidaji bodu leZicimu na vrcholu plochy oznacené kapalina—para. Tento bod se
nazyva kriticky bod a odpovidajici hodnoty Ti;, pxr, Vie jsou kritické teplota, tlak a objem. Pro
kriticky bod mé rovnice (5.67) tvar

PV — N (P + RTi) V2 +n2,aV —ndab=0. (5.68)

Z matematického hlediska muzeme objem Vi, povazovat za trojnasobny kofen rovnice (5.67)
a muzeme ji napsat ve tvaru

PV = Vie)® = pieV? = 3picVie V2 + 3pic V2V — pie Vi = 0. (5.69)
Porovnanim koeficientt u rovnic (5.68) a (5.69) dostaneme
i (Pacb + RT) = 3paVie s m,0 = 3piaVig s mimab = pa Vi -
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Z toho vyplyva souvislost kritickych parametri s veli¢inami a a b (viz (5.65)), které charak-
terizuji sily mezi molekulami. Tedy

a 8a
—— Ty = .
2702 T 27bR
7 téchto vztahu ziskdme z py.Vie = nmm R1i vysledek

Vkr = 3bnm; Pkr =

BTy nmRyfle  8ab’nm R27T 8

_a _

PaVie  5o23bnm  3a Bnm2TR 3

=267,

ktery je vhodny pro jednoduchou kvantitativni kontrolu pfesnosti Van der Waalsovy rovnice.
{pr3.2-6} KP 5.8-1

Je-li systém ze stavu 1 do stavu 2 (viz obr. 5.31) pfeveden po cesté 1-3-2, pfijme 80J tepla

Pp 3 9

{obrp3.2-6} Obr. 5.31
a vykona 30 J prace.
1. Jaké teplo prijme systém na draze 1-4-2, vykonéa-li systém praci 10J?

2. Vrati-li se systém z 2 do 1 po kfivce 2—-1, vykonaji vnéjsi sily praci 20J. Bude systém
prijimat nebo vydavat teplo a jaké?

3. Naleznéte teplo absorbované pii procesech 1-4 a 4-2, je-li Uy =0 a Uy = 40J.

{pr3.2-7} KP 5.8-2
Termodynamicky systém vykona uzavieny cyklus 1-2-3—-1 podle obr. 5.32 Vypocitejte praci

p (10*Nm—2)

5 L

41 3

3 L

0 1 2 3 4 V(md
{obrp3.2-7} Obr. 5.32

vykonanou systémem pfi uplném cyklu.
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KP 5.8-3
Uzitim Mayerova vztahu dokazte, ze zvysi-li se pii izobarické expanzi jednoho kilomolu idealniho
plynu jeho teplota o 1K, vykona plyn praci ¢iselné rovnou univerzalni plynové konstanté R.

KP 5.8-4
Jaké teplo se vybavi pii izotermickém stlaceni 0,003 m? vzduchu s poc¢ateénim tlakem 10° N m~2
a objemem 0,000 5m??

KP 5.8-5
Valec obsahuje 0,001 kilomolu kysliku teploty 27 °C. Valec je opatfen pistem, ktery se pohybuje
bez tieni a ktery udrzuje ve valci konstantni tlak 10° Nm™2. Plyn je zahfat na teplotu 127 °C.

1. Jakou préaci vykona plyn pii tomto déji?

2. Jaka je zména vnitini energie plynu?

3. Jaké teplo bylo dodano plynu?

4. Jaké préace by byla vykonéana, kdyby byl tlak 5- 104 Nm™2?

KP 5.8-6
Kompresor vyrobi za hodinu 50m? stlac¢eného vzduchu o tlaku 8 - 10° Pa. Je pfitom ochlazen
proudem vody, takZe stlacovani je mozno pokladdat za izotermické. Vnéjsi tlak je 10° Pa.

1. Jaky vykon musi mit motor kompresoru, je-li t¢innost kompresoru 0,67

2. Kolik se spottebuje chladici vody, méni-li se jeji teplota z 11°C na 17°C?

KP 5.8-7
Pocétecéni tlak dvouatomového plynu je 1,2 - 10° Pa, pocateéni objem je 1073 m3. Jaky bude
tlak plynu pfi objemu

Vi=2-102m?; 5 =3-107m?®; V3=4-1073m?; V4 =5-10"3m?;
1. expanduje-li plyn adiabaticky;
2. expanduje-li plyn izotermicky?

Znézornéte zmény tlaku v p—V diagramu.

KP 5.8-8

Dieselfiv motor mé objem valce 102 m? a kompresni pomér 12. Po¢ateéni tlak ve valci je 10° Pa,
pocatecni teplota 10 °C. Predpokladejte, ze komprese probihéd adiabaticky, a stanovte koneény
tlak, teplotu a praci pri stlacovani.

KP 5.8-9
1kg kysliku pocateéniho tlaku 10° Pa a pocéateéni teploty 20 °C je stlacen na tlak 10° Pa.
Vypocitejte praci vykonanou pii stlaceni kysliku, probihé-li komprese

1. izotermicky

2. adiabaticky
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KP 5.8-10
Prechazi-li systém ze stavu 1 do stavu 2 (viz obr. 5.33) po kiivce 1-a—2, pfijimé teplo Qg;
Dy
1 a
b
2
\%4
Obr. 5.33

prechézi-li po kiivce 1-b-2, piijima teplo Q. Které z téchto tepel je vétsi? Cemu je roven jejich
rozdil?

KP 5.8-11
Teplota pary z kotle vstupujici do parniho stoje je 210 °C, teplota v kondenzoru je 40 °C. Jakou
maximalni praci by bylo mozno teoreticky ziskat z 4,19 kJ vynaloZenych na vytvoreni pary?

KP 5.8-12
Jaké maximalni teplo mtze byt odvedeno z chlazeného prostoru chladnicky p¥i vynalozené praci
1 kJ, je-li teplota uvnit¥ chladnicky -10°C a teplota okoli 11°C?

KP 5.8-13

Dva idealni Carnotovy stroje maji spoleény tepelny zdroj o teploté T a spole¢ny jimac tepla
o teploté T,. Pracuji se stejnym mnozstvim pracovni latky, kterou je ideélni plyn. Cim se lisi
pracovni cykly obou stroji, jestlize prace vykonana jednim ze stroji béhem jednoho cyklu je
n-nasobkem prace druhého stroje béhem jednoho cyklu?

KP 5.8-14
Prvni stupen vratného tepelného stroje ptijme teplo Q1 pfi teploté 71, vykond praci W1 a vyda
teplo Q% pfi nizsi teploté Th. Druhy stupen pfijme teplo odevzdané prvnim stupném pii teploté
Ty, vykond praci W3 a odevzda teplo Q% pii nizsi teploté T5.

1. Znazornéte schematicky ¢innost popsaného zafizeni podle vzoru na obr. 5.16.

2. Dokazte, ze i¢innost celého zafizeni je dana vztahem

-1
n= T

KP 5.8-15

1. Jakd by byla Gc¢innost n idealniho tepelného stroje, o némz se mluvi v  Thompsonové
a Planckové formulaci (viz 5.7.1) druhé termodynamické véty?

2. Jaka by byla Géinnost € idealniho chladiciho stroje, jehoz existence je v rozporu s Clausi-
ovou formulaci (rovnéz viz odst. 5.7.1) druhé termodynamické véty?
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{pr3.2-21} KP 5.8-16
Stanovte zménu entropie dusiku pri ochlazeni 2 g tohoto plynu ze 40 °C na 0 °C

1. pii stédlém objemu,
2. pri stalém tlaku.

Molové tepelna kapacita dusiku p¥i stalém objemu je ¢y = 742J kg ! K~ mol L.

{pr3.2-22} KP 5.8-17
Stanovte zménu entropie vody pfi téchto vratnych déjich:

T
2
|
0Q=TdS
T /|
1o— 9 |
| N
S1 S S+dS S S
{obrp3.2-23} Obr. 5.34

1. kilogram ledu 0 °C byl rozpustén a pfeménén na vodu téze teploty.

2. Kilogram vody teploty 0 °C byl ohtaty na teplotu 100 °C.

{pr3.2-23} KP 5.8-18

1. Dokazte, ze plocha pod kfivkou znazornujici vratny déj v T—S diagramu je timérna teplu,
které systém pri déji prijima nebo vydava.

2. Vyslovte pravidlo, podle kterého urcite z diagramu znaménko tepla () piijatého systémem.

{pr3.2-24} KP 5.8-19

TA
T, 1 2
P 1 3
| |
S1 Sy S
{obrp3.2-24} Obr. 5.35

1. Jaky déj je znazornén obdélnikem 1-2-3-4-1 v T—S diagramu na obrazku 5.357
2. Cemu jsou tmérné plochy S1-1-2-So, S1-4-3-S5 a 1-2-3-47

3. Stanovte Gcéinnost znazornéného cyklu.
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{pr3.2-25} KP 5.8-20

{obrp3.

{pr3.

{pr3.

{pr3.

{pr3.

{pr3.

{pr3.

{pr3.

2-25}

2-26}

2-27}

2-28}

2-29}

2-30}

2-31}

2-32}

Stanovte ucinnost cykld podle obrazkua 5.36a a 5.36b.

T T
T
Ty
|
Ty |
| T,
| | | |
S1 Sy S St Sy S
Obr. 5.36

KP 5.8-21

Dva rtizné chemicky spolu nereagujici plyny, které maji stejnou teplotu 1" a tlak p, se nachazeji
v oddélenych nadobach s tepelné izolujicimi sténami o objemech V; a V5 spojenych trubici
s kohoutem. Otevieme-li kohout, plyny se promisi. Urcete zménu entropie pfi tomto déji.

KP 5.8-22
Mosazné ty¢ spojuje dvé tepelné lazné o konstantni teploté; jedna z nich mé teplotu 127 °C,
druha 27°C. Vypoctéte celkovou zménu entropie, projde-li tyc¢i 5030J tepla.

KP 5.8-23
Do kalorimetru se zanedbatelnou tepelnou kapacitou, ktery obsahuje 250 g vody 23 °C teplé, je
vlozeno 27 g ledu o teploté 0 °C. Po jisté dobé se teplota ustali. Uréete zménu entropie.

KP 5.8-24
Jak se méni bod tani redlnych latek v zavislosti na tlaku? Vysvétlete pomoci p—V -1 diagramu
realnych latek.

KP 5.8-25
1. Za jakych podminek je mozné prevést izobaricky latku z pevné faze primo do plynné faze?
2. Za jakych podminek lze izotermickou kompresi zkapalnit plyn?

Popiste tyto déje a znazornéte je v p—V-T diagramech realnych latek.

KP 5.8-26
Ovérte platnost Gibbsova fazového pravidla pro systémy o jedné slozce na fazovych p—1 dia-
gramech realnych latek.

KP 5.8-27
Pro kysli¢nik uhli¢ity byly experimentalné urceny hodnoty konstant ve Van der Waalsové rovnici

a = 3,64-10° Nm*kmol2; b=14,26-10"2m3kmol *.

1. Presvédcte se, zda je Van der Waalsova rovnice ((5.65)) splnéna pro kritické stanové veli-
¢iny
Tir = 304K pio = 7,4-10°Pa; vy, = 0,127 8 m3kmol ! .
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2. Jaka by vysla kriticka teplota, kdybychom COy pokladali za idealni plyn a pouzili stavové
rovnice idealniho plynu (4.4)7?

{pr3.2-33} KP 5.8-28

Jak velkd relativni chyba vznikne, pocitame-li teplotu jednoho kilomolu COs ze stavové rovnice
(4.4) idealniho plynu,

1. je-li jeho objem roven kritickému objemu a jeho tlak rovny dvojnasobku (¢tyfnasobku)
kritického tlaku;

2. je-li tlak rovny kritickému tlaku a jeho objem je rovny dvoj a (¢tyf)nésobku kritického
objemu;

3. je-li jeho objem rovny ¢tyfnasobku kritického objemu a tlak rovny ¢tyinasobku kritického
tlaku?
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6. Kmitani

6.1 Hlavni vlastnosti kmitavych pohybu

6.1.1 Obecné kmity

Priklady kmitavych pohybu. V technické praxi i v béZném Zivoté se vyskytuje velmi casto
kmitavy pohyb, tj. kmitani (neboli kmity, oscilace). Nékolik ptikladti mechanickych kmita-
vych pohybu je znidzornéno na obr. 6.1. Télesa nebo systémy téles se pfitom pohybuji kolem
rovnovaznych poloh. Kromé mechanickych kmitd jsou dilezité kmity elektrickych systémi —
elektrické oscilace. Dva priklady jsou naznaceny v obr. 6.2.

Oscilatory jsou télesa nebo soustavy téles, kterd mohou vykonévat kmity, nebo v nichz
mohou probihat kmitavé pohyby. Nauka o kmitech tvori rozsédhlé odvétvi mechaniky a nauky
o elektromagnetismu. Zde se omezime na vySetfeni jednoduchych oscilacnich systému a jejich
zékladnich zédkonitosti, které se uplatnuji nejen pti kmitani makroskopickych soustav — strojnich
mechanizmi, elektrickych obvodu, nybrz i v jevech molekularnich, svételnych atd.

Cil: I) Umét zpaméti veli¢iny a definice uvedené v rameécich.
IT) Samostatné fesit piiklady uvedené v textu, feSeni zdtivodnit a nakreslit na-
crtky.
Tiidéni kmita:
e periodické (obr. 6.1a, b, c, e, f, h, k)

— harmonické, x(t) = xy, sin(wt+a) obr. 6.1a, b, ¢, f, h - pfi malych vychylkdch a malém
tlumeni (odst. 6.1.2), obr. 6.1e, pfi malém tlumeni,

— obecné (obr. 6.1k; pfi velkych vychylkach i kmity v obr. 6.1a, b, c),
e neperiodické (obr. 6.1d, i, j; vznikaji ¢asto slozenim nékolika kmiti, viz odst. 6.5).

Z uvedenych kmitavych pohybi budeme probirat pouze kmity harmonické a kmity vzniklé
slozenim dvou nebo nékolika harmonickych kmitavych pohybu. Takto vzniklé kmity

Harmonické kmity maji mezi kmitavymi pohyby vyznaéné postaveni:

1. Pruzné kmity soustav, které maji jeden stupein volnosti (jejich poloha je zcela uréena
jedinou veli¢inou — napi¥. vychylkou (obr. 6.1a, f), thlem (obr. 6.1h) atd.), maji v piipadé
velmi malych kmit témét vzdy priblizné sinusovy priibéh. Ptiblizné sinusovy priibéh maji
vétsinou i malé kmity jinych soustav (obr. 6.1b, c, e).

2. Vychylku pfi libovolném periodickém kmitavém pohybu lze vyjadiit jako soucet vychylek
spocetného mnozstvi harmonickych pohybt. (Viz Fourierova analjza v matematice).
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6.1. HLAVNI VLASTNOSTI KMITAVYCH POHYBU

téleso zavésené fyzické matematické sprazené kapalina
na pruziné kyvadlo kyvadlo kmity v U-trubici

W
A

¥ m my
x(t)t lo ©(t)
m ma2
x
a) c)
e
Zemé
I
o(t) r1(t) xo(t) -(’ O/O\O
ﬂ—fv@v—m n g oty S /
. 777777 7 -
x
téleso na pruziné sprazené kmity torzni kmity kmity atomt H
v molekule HyO
f) g) h) i)
& % -
LLLLLL
0 @) %
e x(t)
x(t)

z(t) kmity elektronu
kmity vetknutého kmity pistu ve valci v elektromagne-
nosniku tické viné

j) k) )

\‘ n
.
2(t) &% * x(t) xl(t)t @ ¢ (1)
PAN 2 27 >

kmity podlozi G¢inkem kmity mostu ac¢inkem kmity automobilu
nevyvazeného rotoru periodickych narazt s vadnymi tlumici

m) n) o)

obrkmit.1-1} Obr. 6.1
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6.1. HLAVNI VLASTNOSTI KMITAVYCH POHYBU

I(t) I(t)
| — | —
C C
A
§ L 3\ §L o
B
R R
- N
D FE
a) b)

Obr. 6.2

6.1.1.1 Perioda T a frekvence f (nebo v) periodickych kmitu.

Periodické jsou ty kmity, které se opakuji po urcitém casovém intervalu. Veli¢ina, kterd popisuje
periodicky déj — napf. vychylka (obr. 6.1a) nebo tthlova draha (obr. 6.1h) nebo proud (obr. 6.2),
je periodickou funkci ¢asu. Oznacime-li tuto funkci obecné F', plati pro vsechna ¢

F(t+T) = F(t),

kde T je perioda pohybu. Jeji jednotkou je 1s. Frekvence kmitt f (nebo v) je definovana takto:
Vykoné-li periodicky se pohybujici systém celistvy pocet kmit n za dobu ¢, je frekvence f (nebo

v) definovana vztahem
n

r==

Ciselné se f rovnéa poctu kmitii za jednotku doby. Jednotka frekvence f je 1s™! = 1 Hertz =
1Hz. Za dobu t = T, tj. za jednu periodu, vykona soustava jeden kmit, n = 1. Dosazenim plyne
fT=1,tj.

1
f= T vztah mezi frekvenci a periodou kmitt (6.1)

Tiidéni harmonickych kmiti:
e vlastni (obr. 6.1a, b, c, e, f, h; 6.2a)

— netlumené (zanedbatelné malé odpory, odst. 6.3.1, odst. 6.3.2)
— tlumené (odpory nelze zanedbat, odst. 6.3.3)

e nucené (obr. 6.1m, n, 6.2b — nebudeme probirat)

Vlastni harmonické kmity se vyznacuji tim, Ze v oscilujici soustavé ptisobi bud jen vnitini
sily nebo i vnéjsi sily, které se stavaji periodické az pfi pohybu oscilatoru. Napi. na obr. 6.1a
pusobi téleso B v bodé A na pruZinu pfi pohybu télesa T' periodickou silou. Tato sila nekona
praci, takze do oscildtoru se neptivadi z okoli energie. Pro vlastni kmity je charakteristické to,
ze frekvenci pohybu (a tedy i frekvenci ptisobici sily) si uréuje oscildtor sam, tj. ze frekvence
zavisi pouze na vlastnostech oscilatoru (na setrvaénych a pruznych vlastnostech v obr. 6.1a; na
elektrickych vlastnostech v obr. 6.2a).
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Nucené harmonické kmity se vyznacuji tim, Ze na oscilator ptsobi (kromé jinych sil)
vnéjsi periodicka sila (nebo ota¢ivy moment) s néjakou frekvenci, ktera je zcela nezavisla na
vlastnostech oscilatoru. Tato sila se nazyva budici sila a kona (obecné) nenulovou praci. Os-
cilator kmitd (po odeznéni ptrechodového jevu) s frekvenci rovnou frekvenci budici sily. To je
pro nucené harmonické kmity charakteristické. Nucené kmity jsou znazornény v obr. 6.1k, m, n.
Nebudeme je vSak probirat, jejich popis je napt. v [1] .

6.1.2 Harmonické kmity (harmonicky pohyb)
onickeKmity}
6.1.2.1 Definice harmonickych kmitu

Harmonické kmity jsou takové periodické kmity, pfi nichz charakteristicka veli¢éina — napf.
vychylka z(t) (obr. 6.1a), tj. soufadnice, nebo thel () (obr. 6.1b) atd. — je funkeci ¢asu, kterou
lze vyjadrit ve tvaru

{kmit.1-2} z(t) = oy cos(wt + ),  vychylka p¥i harmonickém pohybu (6.2)
{ram-128}

kde zp,, w, a jsou konstanty. Vyznam veliéin z(t), Ty, w, a, wt + a:

x(t) se nazyva vychylka. V ptipadé obr. 6.1a je to soufadnice oscilujiciho télesa (hmotného
bodu). V pfipadé na obr. 6.1b je to orientovany thel ¢(t) (tj. thlova drdha). V pfipadé
na obr. 6.2a je to proud I(t), po¢itany kladné v jednom (zvoleném) sméru a zaporné ve
sméru opacném.

Ty se nazyva amplituda nebo presnéji amplituda vychylky, coz je veli¢ina na Case nezavisla
a nezaporna. Voli se tedy vzdy xy, > 0. Je to maximalni hodnota vychylky. Znaci se také

A.

w se nazyvava uhlova frekvence. Funkce x(t) = zy, cost méa periodu T' = 27. Funkce x(t) =
Tm coswt, a tedy i funkce (6.2), mé periodu 7' danou vztahem w7 = 27. Odtud a ze vztahu
(6.1) plyne

2
(kmit.1-3} w= % —2rf. thlové frekvence kmitit (6.3)

{ram-129}
Jednotka w : 1rad-s—1.

wt + « se nazyva faze harmonického pohybu. S rostoucim ¢asem faze rovnomérné roste. Ozna-
¢uje se nékdy ¢(t) = wt + a. Jednotka: 1rad.

a se nazyva pocatecni faze nebo fazova konstanta. Je to hodnota faze wt + « pro ¢t = 0.

Detailnéjsi srovnani tzv. ,k“lasického oscilatoru, kterému je vénovan tento text, a ,k“vantové-
mechanického oscildtoru najde pokrocily student na strané v textu Kvantovad mechanika
pomalu a tézce, ale radostné.

mit.5.1-119} KP 6-1
Téleso vykonava podél osy Oz harmonicky pohyb o vychylce z(t) = 0,02 cos(600t — 2) [SI].
Uréete: 1. Nejvétsi a nejmensi hodnotu vychylky; 2. Uhlovou frekvenci; 3. Frekvenci; 4. Periodu;
5. Fazovou konstantu; 6. Fazi pohybu v okamziku t; = 0,01s.
Resent:
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1. Tymax = Tm = 0,02m, Tpin = —T = —0,02m;
2. w=600rad-s™%;

3. f=w/2m =95,5Hz;

4. T = f~1 =0,01s;

5. a = —2rad,

6. o(ty) = 600t; — 2 = 4rad.

Ruzna vyjadieni harmonickych kmiti:

1. Harmonicky pohyb podle rovnice (6.2) 1ze vzdy vyjadfit i ve tvaru

{kmit.1-4} z(t) = oy sin(wt + B) mozné vyjadieni harmonického pohybu (6.4)
{ram-130}
a naopak, kazdy pohyb (6.4) lze vyjadfit ve tvaru (6.2). Staci zvolit § = a + 7.

2. Harmonicky pohyb (6.2) lze rovnéz vyjadrit ve tvaru

{kmit.1-5} x(t) = Ay coswt — Agsinwt mozné vyjadieni harmonického pohybu (6.5)
{ram-131}
a naopak. Staci, aby byly splnény vztahy A; = xy, cosa, As = xy, sina.

3. Harmonicky pohyb (6.2) 1ze také vyjadfit ve tvaru

{kmit.1-5a} z(t) = Cre®t + Che ™! moimé vyjadieni harmonického pohybu (6.6)
{ram-132}
kde 6’1 a 6’2 jsou komplexni konstanty!.
{} KP6-2— ———
U’{{élleso vykonéavéa podél osy Ox harmonicky pohyb o vychylce z(t) = 0,005 cos(—5t + 1) [SI].
oly:

1. Napiste vztah pro vychylku ve tvaru (6.2) a urcete

a) T,

b

W,

(¢

9

o
S =

I

)
)
)
)

—+

e) fazi v okamziku t; = 0,1s;

2. Napiste vztah pro vychylku ve tvaru (6.5) a urcete hodnotu konstant A;, As.

'Vaztah e’ lze podle Moivrovy véty rozepsat na soucet ¢'* = cos(wt) +isin(wt). Pokuste se tipravami dokazat,

ze vSechny tfi vySe uvedené vztahy pro matematicky popis harmonického pohybu jsou ekvivalentni.
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Resent:
1. z(t) = 0,005 cos(—5t + 1) = 0,005 cos(5t — 1) = 0,005 sin(5¢ — 1 + 7/2) [S]]
a) Ty = 0,005m; b) w = 5rads™; ¢) f = w/2r = 0,796 Hz; d) o = —1rad; e) ¢(t1) =
(5¢t1 — 1)rad = —0,5rad.

2. z(t) = 0,005cos(—5t + 1) = 0,005cos(bt — 1) = 0,005(cos(5t) cos1 + sin(5t)sin 1) =
Aj cos bt + Ay sinbt, kde A1 = 0,005 m-cos1 = 0,002 7m, As = 0,005m-sin1 = 0,004 2 m.

Grafické znazornéni harmonickych kmita v diagramu ¢, x.

Grafem funkce x(f) = zp cos(wt + ) v soustavé pravouhlych os Otz je kosinusovka o ampli-
tudé xy, posunutd v zavislosti na konstanté « (obr. 6.3). Vyznacené body na ose ¢ jsou Py, P,
Py ... (tj. x = 0), pro néz tak plati

1 1
wtp +a=(n+ = 7T:>tn:—g—|— n+ - ﬁ,kde n=20,1,2,...
2 w 2) w

Na obr. 6.3 je rovnéz znazornén bod @ na ose z (tj. pro t = 0) zg = z(t = 0) = zy cos a.

z(t) 4
| SO
/'B
__ 0, T _ o 57

‘P(] P2

o
S
v

obrkmit.1-3} Obr. 6.3

Grafické znazornéni harmonickych kmita fazovym vektorem nebo, coZ je totéz,
pohybem po kruznici.

Harmonické kmity o vychylce #(t) = am cos(wt + a) znézornime vektorem A o velikosti
|ff| = Zp,, rotujicim kolem pocatku O thlovou rychlosti w ve sméru naznaceném na obr. 6.4.
V okamziku t = 0 je Av poloze 1, v okamziku ¢ > 0 je v poloze 2, nebot za dobu ¢ opiSe thel
wt. Jeho koncovy bod P se pohybuje rovnomérné po kruznici £ a mé z-ovou soufadnici

{kmit.1-6a} x(t) = xy cos(wt + a). (6.7)

Vysledek:

Vychylky harmonického pohybu dané rovnici (6.7) jsou rovny pruméttim vektoru A do osy Oz.
Vektor A se nazyva fazovy vektor, kratce ,fazor*. V diagramu na obr. 6.4 se obvykle zakresluje
(kromé os) jen vektor A v poloze t = 0. Kruznice a dalsi polohy vektoru A se nezakresluji.
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obrkmit.1-4}

kyOscilator}

{kmit.1-6}

{ram-133}

{ram-134}

{ram-135}

6.2. LINEARNI HARMONICKY OSCILATOR

—Zm

Obr. 6.4

6.2 Linearni harmonicky oscilator

6.2.0.2 Rychlost a zrychleni linearniho harmonického oscilatoru

Linearni harmonicky oscilator je hmotny bod (téleso), ktery kond harmonické kmity na pfimce
(obr. 6.5). Zvolime ji za osu Ox a budeme pro jednoduchost pfedpokladat, ze vychylka je dédna
vztahem

x(t) = Ty sinwt. (6.8)

Polohovy vektor 7(t) oscilatoru lezi v ose Oz, takze i jeho rychlost ¥(t) a zrychleni d(t) lezi
v ose Ox. Plati:

polohovy vektor

polohovy vektor

7{t) = T smuwt, harmonického oscilatoru (6.9)
rychlost
dr(t) ™ rychlost

77 p— p— _'A p— 77 1 ( 7> . , . , .1

o) dt Aw coswi = T s (WE A+ 2/ 7  harmonického oscildtoru (6.10)
zrychleni

dv(t zrychleni harmo-
a = = —_'A 2 = — 22 = —_’A 2 g = _'A 2 g .
alt) gr TAWw” sin wt w*r(t) TAw” sinwt = TAw” sin(wt+) nického oscilétort

(6.11)
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{kmit.1-7a}

{kmit.1-7b}

{kmit.1-8}

{kmit.1-9}

{ram-136}

{kmit.1-10}

6.2. LINEARNI HARMONICKY OSCILATOR

—

Praméty vektoru 9(t), d(t) do osy Oz, tj. veli¢iny v,(t), ax(t), se obvykle nazyvaji (ponékud
nepfesné) rovnéz rychlost a zrychleni a oznacuji se v(t), a(t). Pfi tomto oznaceni plati pro
harmonicky pohyb (6.8):

vp(t) = v(t) = Awsin (wt + g) , (6.12)
a;(t) = a(t) = —Aw’sinwt = —w?z. (6.13)

Vektory #(t), d(t) jsou v nékolika polohéch oscildtoru vyznacéeny v obr. 6.5.

6.2.0.3 Fazovy posuv

O dvou harmonickych pohybech o stejnych frekvencich fikdme, Ze jsou navzajem fazové posunuty,
jestlize pro jejich fazové konstanty a1, ag plati ag # aq. Je-li e — 1 = k27, k=0,+1,+2, ...,
fikdme, ze oba pohyby jsou ve fazi. Je-li e —ay = (2k+1)m, k = 0,+1, £2, .., fikdme, Ze pohyby
maji opacné faze. Veli¢ina Aa = as — a3 je fazovy posuv druhého pohybu proti prvnimu. Je-li
A« ve vztahu as = a1 + Aa kladné, fikdme, ze druhy pohyb fazové predbiha pred prvnim o Aq.

Ze vztahu (6.12) a (6.13) respektive z predeslych vztaht pro rychlost a zrychleni plyne, zZe
zrychleni a,(t) predbihd pied v,(t) o m/2 a pted x(t) o 7.

6.2.0.4 Diferencialni rovnice harmonického pohybu

Necht hmotny bod, konajici harmonicky pohyb znazornény na obr. 6.5, ma vychylku danou
funkci

z(t) = oy sin(wt + a). (6.14)
Dvojim derivovanim podle ¢asu t dostaneme d2z(t)/dt? = —Aw?sin?(wt + a) = —w?x(t).
Plati tedy
d2.'13(t) 2 g S . . 7
2 +w?z(t) =0.  diferencialni rovnice harmonického pohybu (6.15)

Kazda rovnice, vyjadiujici vztah mezi derivacemi néjaké funkce F'(t) (a vétsinou také onou
funkci samotnou), se nazyva diferencialni rovnice pro funkci F'(¢). Rovnice (6.15) je diferencialni
rovnice pro funkci (6.14). Nazyva se diferenciilni rovnice harmonického pohybu. Kazda
funkce, kterd vyhovuje identicky (tj. pro vSechna ¢ urcitého oboru) rovnici (6.15), se nazyva jejim
FeSenim. Je zfejmé, ze funkce (6.14) je FeSenim rovnice (6.15), at jsou xy, a « jakékoliv konstanty.
Naopak 1ze dokazat, ze kazdé feSeni rovnice (6.15) lze napsat (pfi vhodné volbé konstant zp,, o)
ve tvaru (6.14).

6.2.0.5 Sily pusobici na linearni harmonicky oscilator

Na hmotny bod, ktery harmonicky kmité na pfimce, musi plisobit sily. Af je tato sila jedna
nebo at jich je nékolik (obr. 6.6), pro jejich vyslednici F plati vzdy (viz odstavec 2.4.2 pojed-
navajici o druhém Newtonové pohybovém zdkoné vyjadfeném rovnici 2.36)

F, = md,
kde @ je (zde proménné) zrychleni hmotného bodu. Je-li polohovy vektor

7(t) = 7w sin(wt + a) , (6.16)
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6.2. LINEARNI HARMONICKY OSCILATOR
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| 77: wmz 17:0
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| a=—wr,i
e
[ -—
-~ -
| ad=—wr
V= —wryl
| ; |
=0 | a=0
obrkmit.1-5} Obr. 6.5

je pak zrychleni dle rovnice 2.7

2 , . .
alt) = ddif(?t) =r(t) =... = —wr(t) Eiiffiioz rﬁ:rhrfcl)lrllického oscilatoru (6.17)
{ram-137}
(obr. 6.6), takze plati
(kmit . 1-11} Fo(F) = —muw?(t) = Fy o(z) = —mw?p. Yoiednice sil psobici (6.18)
’ na lineadrni harmonicky oscilator
{ram-138}

Vlastnosti sily F,:

1. V rovnovéazné poloze je F, rovna nule, jinde vZdy mifi do rovnovazné polohy (plyne z rov-
nice (6.18));

2. Velikost sily F, je tmérna vychylce (rovnice (6.18)).

{} KP 6-3
Na obr. 6.6 je znazornéno téleso T’ o hmotnosti m na vodorovné desce D, kterd vykonava ve
svislém sméru harmonické kmity dané rovnici (6.16). Na téleso ptisobi dvé sily: tiha G a sila
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Xz
T ﬁdes A i
m
D
[ 1 F .
a . Fy
G
77777 4 - _ __ __ 707 _
—A |
Obr. 6.6

Fles od desky. Jejich vyslednice F, = G+ Fes spliiuje vztahy (6.18). Klademe-li si otdzku, jaka
je sila Fyes od desky, dostaneme

—

Fies = Fy — G = —mw?*7 — mg,
a odsud
Faesz(t) = Fyo(t) — Gy = —mw?x(t) + G = —mw?zy, sin(wt + ) + mg.

Sila ﬁdes(t) se tedy periodicky mén{ v ¢ase. Pokud plati w?zy, < g, je vidy Fueso(t) > 0,
tj. sila ﬁdes(t) mifi stéle (tj. pro vSechna t) vzhuru. Téleso muze na desce lezet, nemusi byt
pFipoutano. Plati-li viak w?zy, > g, je v nékterych ¢asovych intervalech Faes o (t) <0, tj. ﬁdes(t)
v nich mifi dolid. Téleso musi byt k desce pripevnéno, jinak by odskakovalo a nekonalo by
harmonicky pohyb s deskou.

Kdyby na téleso neptisobila tihova sila, byla by sila Fyes(t) dédna vztahem Fies(t) = ma(t) =
—mw?7(t).

6.3 Vlastni kmity mechanickych oscilatori

6.3.1 Netlumené kmity télesa na pruziné
6.3.1.1 Téleso na pruziné

Velmi jednoduchym piikladem linedrniho harmonického oscilatoru, ktery kona vlastni kmity, je
soustava skladdajici se z télesa T a z pruziny P, k niz je téleso pfipevnéno podle obr. 6.7. Je-li
téleso vychyleno z rovnovazné polohy a pusténo, za¢ne kmitat. Vodorovné uspotfadéani je uvazo-
vano proto, aby se tihové sila kompenzovala se silou od podlozky a rozbor déje se zjednodusil.

O soustavé na obr. 6.7 budeme predpokladat:
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6.3. VLASTNI KMITY MECHANICKYCH OSCILATORU

N

Fy, m T

Q)

Obr. 6.7

1. Pruzina je idealni v tom smyslu, ze spliiuje Hooktiv zakon, tedy Ze jeji protazeni a zkraceni
je umérné velikosti sily, ktera na ni pusobi — plati ' ~ [. Dale, Ze pruzina je dokonale
pruzna a ze jeji hmotnost je zanedbatelné mala.

2. Podlozka, na niz téleso lezi, je dokonale hladka, tj. tfeni je nulové. Déle, zZe odpor vzduchu
i vnitni tfeni v pruziné jsou zanedbatelné malé.

Uvazované soustava je modelem skutecnych oscildtorti — oscilujicich ¢astic v pruznych vl-
nach v latkach, elektront v atomech, iontt v krystalech, atd.
6.3.1.2 Diferencialni rovnice kmitu

Dokézeme, ze uvazovany systém muze vykondvat harmonické kmity a to tak, ze napiseme po-
hybovou rovnici pro téleso 7" a upravime ji do tvaru diferencialni rovnice (6.15).
Zavedeme osu Oz podle obr. 6.7. Je-li m hmotnost télesa 7', zni jeho pohybova rovnice

md = F,, (6.19)

kde @ je zrychleni télesa, tj. @(t) = d?7(t)/dt?, pficemz 7(t) je jeho polohovy vektor, a kde F, je
vyslednice vSech sil, které na téleso ptisobi. Plati

Fo—F,+G+R.
Zde je ﬁp sila od pruziny, ﬁp = —kr, kde k je tuhost pruziny definované vztahem

velikost sily ptsobici na pruzinu  F »
k= — — — = —, tuhost pruZiny
protazeni (zkraceni) pruziny Al

G je tihova sila ptlisobici na téleso, R je sila od podlozky. Podle predpokladu Je tfeni zane-
dbatelné, takze R j je svisla. Jezto svisla slozka zrychleni télesa je rovna nule, plati R=-G.
Pohybovou rovnici (6.19) postupné upravime:

d2x(t)
dt?

ma = ﬁp, mad = —k7, may(t) = —kx(t), + kxz(t) = 0.

Zde x(t) je (zatim neznamd) funkce ¢asu, uddvajici soufadnici télesa T', tj. jeho vychylku.
7 predeslého vyplyva, Ze tato neznama funkce vyhovuje diferencialni rovnici d?z(¢) /dt?>+(k/m)z(t) =
0, tj. rovnici

+w?z(t) =0, coz lze prepsat jako: #(t) + w?z(t) = 0, (6.20)
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kde

| k
w =4/ —. uhlova frekvence kmiti té€lesa na pruziné (6.21)
m

Pohyb télesa na pruziné:

Ze srovnani rovnic (6.20) a (6.15) plyne, Ze vychylka x(¢) télesa na pruziné vyhovuje diferen-
cidlni rovnici harmonického pohybu. Téleso T tedy vykonava (pokud neni v klidu) harmonické
kmity o vychylce

z(t) = xpy sin <\ / Et + a> , vychylka télesa na pruziné (6.22)
m

kde zy, a « jsou libovolné konstanty, jejichz hodnota zavisi v konkrétnim pf¥ipadé na pocatecnich
podminkéch, tj. na tom, jakou vychylku a jakou rychlost mélo téleso v okamziku ¢t = Os.
Poznamky:

1. Frekvence kmit nezavisi na amplitudé, zavisi jen na pruznych a setrvacnych vlastnostech
oscilatoru. Neni-li vSak pruzina idealnini, nap¥. neplati-li pro ni Hookiv zakon, frekvence kmitt
na amplitudé zavisi.

2. Lze dokéazat, ze kmita-li téleso zavésené na pruziné v tihovém poli, je w opét dano vztahem
(6.21), tj. nezavisi na tihovém zrychleni.

KP 6-4

Téleso o hmotnosti m = 3 kg, upevnéné k ideédlni pruziné podle obr. 6.7, bylo vnéjsi vodorovnou
silou o velikosti F' = 45N vychyleno z rovnovazné polohy o 40 mm a pak v okamziku ¢ = 0Os
uvolnéno s nulovou pocéatecni rychlosti, takze zacalo kmitat. Zanedbejte tfeni a odpory a Feste
ukoly: 1. Zdtvodnéte, pro¢ kmity télesa jsou harmonické; 2. Uréete tuhost pruziny; 3. Napiste
vztah pro vychylku ve tvaru z(t) = xy, sin(wt + «) a urcete hodnoty veli¢in =y, w, o, f, T.
Reseni:

1. Postupem uvedenym v ptredeslém odstavci 1ze odvodit rovnici (6.20). Kazdé jeji netrivialni
feSeni lze napsat ve tvaru (6.22). Kmity télesa jsou tedy harmonické.

2. Tuhost k je definovana vztahem k = F/Al, tedy k = 45N/0,04m = 1125 Nm~!.
3. x(t) = xpsin(wt + a), kde 2, = 0,04m, w = \/k/m = 19,4rads™ L.
Urceni a: pro t = 0 s je 2(0) = oy, tedy oy sin(w0 + a) = 2, = o = Frad.

w 194

f:% 2T

=3,09s7!, T=f"1=0,32s.

6.3.1.3 Energie harmonického oscilatoru

Kmitajici harmonicky oscilator, naznaceny na obr. 6.7, ma energii pohybovou (kinetickou) Ej,
jejimz nositelem je téleso T, a pruznou (elastickou) Ej,, jejiz nositelkou je pruzina P. P¥i pohybu
probihaji trvale pfemény Ex < Ep. Je-li z(t) = oy sin(wt + «), je

L 9 9

Ei(t) = —=mv?(t) = —mi?(t) = 5w I cos?(wt + @),
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1 1 1
Ey(t) = ika(t) = 51‘“51211 sin?(wt + a) = imwa?n sin?(wt + ).
Celkova mechanicka energie oscilatoru Ey, = Fi(t) + Ep(t) zistava stald. Sectenim? totiz
dostaneme

2,2

1 1
En = Ex(t) + Ep(t) = imw%fn cos®(wt 4 a) + oMW Ty sin?(wt + a), (6.23)

coz dava po dosazeni

1 5 5 celkovd mechanicka energie

1
E, = —ka? = —mw?s2. . o o,
meo g m M harmonického oscilatoru

5 (6.24)

Vidime, Ze celkova energie harmonického oscilatoru, jehoZ vychylka se méni podle rovnice
6.22, je v Case konstantni veli¢ina.
Poznamky:
1. Zcela analogické vztahy platii pro energii jinych harmonickych oscilatori. Zejména je dulezity
obecné platny vztah Ey, ~ wx?.
2. Kmité-li na idedlni pruziné téleso tak, ze je na ni zavéseno v tihovém poli, je energie tohoto
oscilatoru rovna souctu Ey, = Ex + E, + Eg, kde Eg = mgh je tihova energie. Opét plati
By + Ep + Eg = konst.
3. Mechanicka energie skuteénych oscilator, kterym se neptivadi energie, trvale klesid a meéni se
v energii neusporddaného pohybu molekul (tj. ve vnitini energii) oscilatoru a jeho okoli.
4. Uvedeného oscilatoru (télesa na pruziné) lze uzit k urc¢eni hmotnosti m télesa 7' dynamickou
metodou: zméfime-li k a w, vypoéitdme m = k/w?.

KP 6-5

Téleso o hmotnosti m = 0,8 kg pfipevnéné k pruziné podle obr. 6.7, kond kmity o vychylce
x(t) = 0,05 cos(40t—6) [SI]. Urcete: 1. Kinetickou energii oscilatoru jako funkci ¢asu; 2. Celkovou
energii oscilatoru.

Reseni:

1. By = $mv? = jmw?A%[—sin(wt + «))?. Dosazeni Ex = 3 0,840%0,052sin?(40t — 6) =
1,6sin?(40t — 6) J;

2. Fm = Bimax = 1,6 J.

6.3.2 Fyzické a matematické kyvadlo:

Co je fyzické kyvadlo?

Fyzické kyvadlo je kazdé téleso, které volné kmité v tthovém poli kolem osy, jez neprochézi
jeho hmotnym stfedem (obr. 6.8). Osa otéceni je ve vétsiné piikladi vodorovna. Zde budeme
predpokladat, Ze je vodorovné. Je-li téleso v klidu v rovnovazné poloze, je jeho hmotny stied
C pod osou otaceni. Vychylime-li je z rovnovazné polohy a uvolnime s nulovou rychlosti, vrati
se vlivem otac¢ivého momentu tihovych sil, které pusobi v celém jeho objemu, do rovnovazné
polohy?>. Jeho po¢ateéni polohova energie se postupné méni v kinetickou. Ta dosdhne maximalni
hodnoty pfi prichodu télesa rovnovaznou polohou. Téleso projde setrvacnosti na opac¢nou stranu

2A uvédomime-li si, ze w? = k/m.
3Pohybova rovnice tuhého télesa rotujiciho kolem pevné osy je popsan v odstavci 2.10.3 tohoto textu.
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6.3. VLASTNI KMITY MECHANICKYCH OSCILATORU

rovnovazné polohy, kde je jeho pohyb brzdén otac¢ivym momentem tihovych sil. Téleso ztraci
kinetickou energii a ziskdva potencialni, nakonec se na okamzik zastavi v nejvyssi poloze a pak
se zaCne vracet. Opét prejde rovnovaznou polohu atd. — téleso kmita.

6.3.2.1 Diferencialni rovnice fyzického kyvadla:
Dokéazeme, ze kmity fyzického kyvadla jsou harmonické, jsou-li splnény tyto predpoklady:
1. Tihové pole je homogenni;
2. Amplituda thlové vychylky ¢y, je tak mald, Ze plati sin ¢(t) = p(t);
3. Sily tfeni a odpory jsou zanedbatelné malé.
Diferencialni rovnici pro vychylku ¢(t), kterd je funkci ¢asu, odvodime tak, ze
e napiSeme pohybovou rovnici kyvadla (pohyb je otacivy!),

e pohybovou rovnici upravime do tvaru (6.15), tj. do tvaru diferencidlni rovnice harmonic-
kého pohybu (tento pfiklad jsme jiz fesili viz KP 2.10-6). Oznacime:

I moment setrvacnosti (definovan napf. v odst. 2.9.6 a rovnice (2.149) tohoto hypertextu)
kyvadla vzhledem k ose o (viz obr. 6.8).

Definice:

n
_ 2
I= g Amry,
i=1

Osu otéaceni orientujeme smérem pied ndkresnu, tj. volime kladny smysl otaceni podle obr. 6.8.

Kmitavy pohyb kolem pevné osy o je otac¢ivy pohyb diskutovany v odst. 2.10.3, pohybova rov-
nice (2.179) tedy zni

d?p(t) pohybovéa rovnice tuhého télesa

1 = o 2
dt? °?  rotujiciho kolem pevné osy

(6.25)

kde M, je soucet otacivych moment tihovych sil AG ptisobicich na jednotlivé elementy vzhle-
dem k orientované pevné ose o. Tento soucet je, jak zndmo, roven momentu tihové sily ptisobici

Vv

vychylky, tj. sing = ¢, pak plati (viz obr. 6.8)

M, = —Gd = —mgasin p = —mga p.

Dosazenim do rovnice (6.25) a tpravou dostaneme postupné

d2p(t) d*p(t) , mga mga
I = t) = p(t t) =
a2 mgay, a7 v =0, $t) + =) =0,
.
kde
o, — [Mmga  fhlova frekvence fyzického kyvadla (6.27)

1 konajicitho malé kmity
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Wiz

Obr. 6.8

6.3.2.2 TUhlova vychylka:

Rovnice (6.26) je diferencidlni rovnice harmonického pohybu (srovnejte rovnice (6.15)). Za uve-
denych predpokladi malych kmitd kolem pevné osy vykonava tedy fyzické kyvadlo harmonické
kmity o tthlové frekvenci w dané vztahem (6.27). Uhlova vychylka je ddna vztahem

mgat o ) ’ thlova vychylka tuhého télesa (6.28)

#(t) = pm sin ( konajictho malé kmity
kde ¢ je (nezdpornd) amplituda ahlové vychylky, a je pocatecéni faze pohybu. Obé uréime
z pocatec¢nich podminek, tj. ze znalosti ¢(0) = ¢g a $(0) = ¢o.

Poznamky: ——

1. Za uvedenych podminek je frekvence oscilatoru nezavisla na amplitudé ¢p,. Je-li oy, tak velké,
Ze sin ¢y = pn, diferencialni rovnice (6.26) obsahuje ve druhém ¢lenu namisto velic¢iny ¢ funkci
2. Odvozenych zakonitosti 1ze uzit k experimentalnimu uréeni libovolného (tj. i nepravidelného)
télesa vzhledem k libovolné pfimce: z télesa vytvorime fyzické kyvadlo, zméfime m, a, w (g
zname) a ze vztahu (6.27) uréime I.

KP 6-6 —

Fyzické kyvadlo je tvofeno tyci se zanedbatelnou hmotnosti, na niz jsou podle obr. 6.9 upevnéna
dvé mala télesa (hmotné body) o hmotnostech m; = 2kg, mo = 0,4kg, pficemz [ = 0,6 m,
lo = 0,8m. Ty¢ kond malé netlumené kmity v homogennim tihovém poli (¢ = 10m-s—2) kolem

Vv

tj. velicinu a; 3. Periodu malych kmita.

Reseni:
L I=ml?+ma(ly +12)*=...=1,504kgm?;
2. a(ml + mz) =mqly + m2(l1 + lz) =a=...=0,733m;
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3.&): mfa’w:Z%:>T:2W1/m;a:...:1,848-

Doporuceni: Vypoc¢téte hodnotu vyrazu (mq + ms)a
(m1 + ma)a?.

2 a srovnejte ji s I, Zjistite, ze I #

6.3.2.3 Matematické kyvadlo:

Matematické kyvadlo se skladd z malého téliska (hmotného bodu) a z vldkna se zanedbatelnou
hmotnosti, na kterém je télisko zavéseno a kmitd v tihovém poli kolem rovnovazné polohy ve
svislé roviné (obr. 6.10). Je zvlastnim, jednoduchym piipadem fyzického kyvadla. Oznacime-
i délku vlékna ! a hmotnost téliska m, je thlova frekvence malych kmit (tj. sinpm = ©m)
matematického kyvadla dana vztahem (6.27), kde a = I, I = ml%. Dosazenim vychézi

we ]9 _ 2m  dhlova frekvence malych kmiti (6.29)
~ VI T matematického kyvadla ’

Pozndmky:

1. Pro matematické kyvadlo plati obecné vysledky ziskana pro obecné fyzické kyvadlo.

2. Matematickym kyvadlem, podobné jako fyzickym kyvadlem, 1ze urcit experimentalné velikost
tihového zrychleni: Zméii se I, w a ze vztahu (6.29) se vypocéte g.

3. Redukovana délka L fyzického kyvadla je definovana jako délka toho matematického kyvadla,
které ma stejnou dobu kmitu. Plati pro ni

mga _ |g _ I redukovana délka
W W T e G byueds &)
KP 6-7
Urcete redukovanou délku fyzického kyvadla znazornéného na obr. 6.9.
Reseni:
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T

Obr. 6.10

7 definice L a z ni plynouciho vztahu plyne

L:i— 1,504 kg-m?

ma  2.4kg0.733m  Ooom-

6.3.3 Tlumené kmity mechanického oscilatoru:
6.3.3.1 Vznik tlumeni

Netlumeny harmonicky oscilator, uvazovany v predeslé ¢asti, je pouze pfiblizny model skutec-
nych oscilatorti a predstavuje prvni priblizeni skutecnosti. Lepsi aproximaci skuteé¢nych oscila-
tord je idedlni tlumeny oscilator. U skute¢nych oscilatort — télesa na pruziné, fyzického kyvadla
atd. — zévisi sily odporu na vlastnostech pruziny, vlastnostech okolniho prostiedi, tvaru oscila-
toru atd., obecné slozitym zptisobem.

Pti maljch rychlostech oscilatoru mé sila odporu F., velmi priblizné tyto vlastnosti: 1. Mifi
proti sméru okamzité rychlosti; 2. Jeji velikost je imérna velikosti rychlosti. Plati tedy F, ~ —7.
Tento vztah lze napsat ve tvaru

—

F, = — B, (6.31)

kde B je tzv. sou¢initel odporu, definovany vztahem B = F,/v. Oscilator, pro ktery plati vztah
(6.31), budeme nazyvat idealni tlumeny oscilator (obr. 6.11).

N
m
% 7
G
0 T

Obr. 6.11
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6.3. VLASTNI KMITY MECHANICKYCH OSCILATORU

6.3.3.2 Tlumené kmity télesa na pruziné

Teéleso vykonavajici tlumené kmity na pruziné podle obr. 6.11, pri¢emz sila odporu ﬁo je dana
vztahem (6.31), je pfikladem idedlniho tlumeného oscilatoru. Pfi oznaceni uzitém diive (viz
obr. 6.7, rovnice (6.19) a dalsi) dostaneme z pohybové rovnice (6.19) Gpravou diferencialni rovnici
pro vychylku z(t) takto

— — —,

md = F,, kde F, =G+ N + Fy + Fy = F, + F,, (G+ N =0)

d2x(t)
may =Fpp+ Fop, m @2 - —kx(t) — Bug(t),
d2x(t) dz(t) pohybova rovnice harmonického
e +B dt i) =0 oscilatoru s odporujici silou &)
tj.
d?z(t da(t

dﬁg ) 423 fi(t ) b Zo(t) =0, #(t) +28(t) + w2n(t), (6.33)

kde B .

2

o, =1 (6:34)

Veli¢ina = B/2m se nazyva konstanta utlumu, veli¢ina wy = \/k/m je tzv. vlastni thlova
frekvence, se kterou by oscilator kmital, kdyby nebylo sil odporu. Diferencidlni rovnice (6.33) se
nazyva diferencialni rovnice tlumenych kmitu.

6.3.3.3 Vychylka tlumeného oscilatoru

Jsou-li sily odporu relativné malé, a to tak malé, ze plati 5 < wy, je feSenim diferencidlni rovnice
(6.33) funkce

x(t) = zoe Pt sin (W t -+ a) , vychylka tlumeného oscilatoru (6.35)

kde xg, a jsou libovolné konstanty. Graf funkce (6.35) je na obr. 6.12. Pohyb je v nepftili§ dlouhém
¢asovém intervalu priblizné harmonicky. Ma tihlovou frekvenci

w=1/wi — B2 (=wy pro < wp)

T (t) = zoe 7,

a okamzitou amplitudu

ktera klesd exponencialné s Casem. Dikaz, ze funkce (6.35) je feSenim diferencialni rovnice
(6.33), lze provést dosazenim. Neni-li splnén vztah 5 < wp, tj. neni-li tlumeni dostateéné malé,
systém neosciluje. Vychylime-li jej z rovnovazné polohy a uvolnime, vraci se do ni, ale dosdhne
ji teoreticky az po nekoneéné dlouhém ¢ase. Systém je bud pretlumen (5 > wp) anebo je kriticky
tlumen (8 = wp).

Diferenciélni rovnici (6.33), (6.34) se ¥idi i pohyb jinych tlumenych oscilatort. Proto se na-
zyvé diferencialni rovnice tlumenych kmita. Vyhovuje ji napt. i thlova vychylka o(t) pfi
tlumenych kmitech fyzického kyvadla nebo torzniho oscilatoru (obr. 6.1h) nebo proud v elek-
trickém oscilaénim obvodu. Jejich ¢asovy pribéh je ddn funkcemi typu (6.35) a je znazornén
kfivkami typu kfivky na obr. 6.12.
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x(t)

o T(t) = zoe™ P

z(t) = oy (t) sin(wt + «)

Obr. 6.12

6.4 Netlumeny elektricky oscila¢ni obvod

Elektricky systém analogicky mechanickému oscilatoru je elektricky obvod znazornény na obr. 6.2a.
Sklada se z kondenzatoru, civky a vodice s elektrickym odporem (neboli rezistoru) zafazenych
do série. Nazyva se obvykle sériovy obvod RLC. Proud v obvodu muze vzniknout napt. tak,
ze se pii rozpojeném kli¢i K nabije kondenzator a poté se kli¢ sepne. Kondenzator se zacne
vybijet a v obvodu vznikne proud. Jiny zpiisob vytvoreni proudu spociva v tom, Ze umistime
do blizkosti civky jinou civku a nechame ji projit proudovy impuls. V obvodé se tim indukuje
elektromotorické napéti a zacne jim prochazet proud. Ukazeme, Ze tento proud ma (pfi nepfilis
velkém R) oscila¢ni prubéh.

Fyzikalni pfic¢ina vzniku oscilaci je znazornéna na obr. 6.13e, v némz jsou vyznaceny jednot-
livé faze déje. V obr. 6.13b je vyznacena elektrickd energie E¢ a magnetickd energie Fy,, obvodu
a soucasné i potencialni energie I, a kinetickd energie F\ mechanickych oscildtorti naznacenych
v obr. 6.13c, d. V obr. 6.13 je zfejmé analogie mezi elektrickymi a mechanickymi kmity:

1. faze: (obr. 6.13al) Kondenzator je nabit, elektrické pole v ném je mohutné a ma energii
Ee¢l = Eel.max- Obvodem neprochézi proud, I = 0, magnetické pole neni vytvoieno, tedy
Eng = 0.

2. faze: (obr. 6.13a2) Kondenzator se vybiji, v obvodu vznika proud a magnetické pole v civce.
Eq klesé, En,g roste. Pii vzristu magnetického pole se v civce indukuje elektromotorické
napéti ¢;, které brzdi nartst proudu.

3. faze: (obr. 6.13a3) Kondenzétor je zcela vybit, Ee = 0. Magnetickd energie je tedy maxi-
mélni, Erg = Emg max. Civkou prochazi maximalni proud. V nasledujicim okamziku zacne
(dosud nartstajici) magneticky indukéni tok civkou klesat. Tedy je d®p/dt = 0, tj. &; = 0.

4. faze: (obr. 6.13a4) Proud klesa. Je udrzovan elektrickymi silami indukovaného elektrického
pole v civce, které (podle Lenzova pravidla) posiluje klesajici proud. Kondenzétor se znovu
nabiji, tentokrat s opacnou polaritou. E roste, Fy, klesa.

5. faze: (obr. 6.13a5) Kondenzator je maximalné nabit, Eq) = Fej max. Obvodem neprochazi
proud, Ey = 0.
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obvod RLC energie téleso na pruziné matematické kyvadlo
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Od tohoto okamziku za¢ne probihat déj podobny predeslému — kondenzator se znovu vybiji,
roste proud v opac¢ném sméru atd. — az se obvod vrati do stavu 1. Déj se pak opakuje jako
celek.

Pritom se v rezistoru trvale vyviji teplo, energie elektromagnetického pole klesd, méni se
trvale v energii neusporadaného tepelného pohybu molekul. Je-li R = 0, nedochéazi k ohmickym
ztratam, celkova elektromagneticka energie je (témét) konstantni.

Pro¢ ,témér* konstantni?

Protoze pfi oscilacich proudu a elektromagnetického pole vznikaji elektromagnetické viny,
které se 8ifi z obvodu a odnaseji ¢ast elektromagnetické energie. Obvod vyzafuje. Ztraty vyzato-
vanim jsou vsak pii nizkych frekvencich oscilaci (f < 10° Hz) zanedbatelné malé. Pii vysokych
frekvencich je vsak tfeba s nimi pocitat.

6.4.0.4 Diferencialni rovnice kmitu v sériovém obvodé RLC

V této casti budeme zkoumat pribéh proudu v obvodé znazornéném na obr. 6.13a.
Hlavni vysledky jsou:

1. Funkce ¢asu, udédvajici proud I(t) v obvodé RLC na obr. 6.13a, vyhovuje diferencidlni
rovnici (6.40), tj. diferencialni rovnici tlumenych kmiti.

2. V obvodé na obr. 6.13a vznikaji tlumené proudové kmity — proud méni periodicky smér.
Funkce udavajici proud je ddna vztahem (6.41).

3. V idealnim dokonale vodivém obvodé (R = 0) vznikaji netlumené kmity o frekvenci f dané
vztahem (6.44).

K provedeni dikazu platnosti uvedenych vysledkt sta¢i odvodit diferencidlni rovnici (6.39).
Dalsi tvrzeni z ni vyplyvaji.

Orientujeme obvod podle obr. 6.13a a oznac¢ime I(t) (¢asové proménny) proud v obvodé
a Q(t) (Casové proménny) naboj na desce D;. Pfi pruchodu proudu celkova energie E elektro-
magnetického pole v obvodé trvale klesi a méni se v Jouleovo teplo s vykonem P, = RI?, kde
R je odpor celého obvodu. Je-li C' kapacita kondenzatoru a L indukénost civky, je

2
E = Eq 4 Eng, kde Eg = EQ—“), Eng = 1LJ2(ze).
2 C 2

Jsou-li ztraty energie zptisobené vyzafovanim zanedbatelné malé (f < 10° Hz), plyne ze zakona
zachovani a pfemény energie vztah

2
. (;QC@ + ;LF@)) — RI*(1). (6.36)

Provedeme-li derivaci na levé strané (derivujeme slozené funkce!), dostaneme

Q(t) dQ() dI(t) _
— o g MW= =REQ). (6.37)

Pfi orientaci obvodu podle obr. 6.13a plati dQ = Idt, tj. dQ/dt = I(t). UZijeme-li tohoto
vztahu v rovnici (6.37), dostaneme pro netrividlni feseni (I # 0) vztah

Q)
C

YO L pry ¢

=0.
dt
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6.4. NETLUMENY ELEKTRICKY OSCILACNI OBVOD

Uzijeme znovu vztah I(t) = d@Q/dt a nahradime I(t) veli¢inou Q(t). Dostaneme rovnici

() L QW lQ(t) =0, LQ(t)+RQ(t)+ %Q(t) =0. (6.38)

L
de? dt C

Tuto rovnici znovu zderivujeme podle ¢asu a po dosazeni I(t) = dQ/dt ziskdme diferencidlni
rovnici tlumenych kmitt v obvodé RLC' :

d2I1(t) _dI(t) 1 7 : . 1 B
T TR g Tl =0, LIG+RI®+51() =0

diferencidlni rovnice
tlumenych kmitt v obvodé RLC
(6.39)

L

Kdy?z tuto rovnici (6.39) vydélime veli¢inou L, pak zavedenim oznaceni 8 = R/2L, w3 = 1/(LC)
dostaneme pro funkci I(¢) diferencidlni rovnici

2r I . .
T 2580 4 a1y~ 0, (0 +290) +310) = 0. (6.40)
kde
LR a1
Ton Y Lo

Stejnou rovnici dostaneme z rovnice (6.38) pro funkci Q(¢). Rovnice (6.40) je shodna s rovnici
(6.33) pro tlumeny kmitavy pohyb. Je-li 5 < wy, je jejim Fesenim obdoba funkce (6.35), tj. funkce

I(t) = Ipe P'sin(y/ (w§ — B?)t+ a), tlumené kmity proudu v obvodu RLC (6.41)

(viz diskuze rovnice (6.35)). V obvodu RLC' vznikaji tlumené kmity (proudu), jejichz pribéh je
znazornén v obr. 6.12.

6.4.0.5 Dokonale vodivy obvod LC (R =0)

Diferencidlni rovnici pro funkci Q(t) udévajici ndboj a pro funkci I(t) udavajici proud dostaneme
z rovnic (6.38), (6.39) dosazenim R = 0. Vyslednou diferencialni rovnici uvedeme pro srovnani
soucasné s rovnicemi pro pohyb télesa na pruziné a pro pohyb fyzického kyvadla, v niz oznac¢ime
moment setrvacnosti J, aby nedochazelo v tomto pfipadé k zaméné s oznacenim ¢asové zavislosti
proudu I(t):

diferencialni rovnice obecny tvar wo odpovida si
LOM) + Q) =0 wo=1/VLC | L 1/C
LIf)+21(t)=0 | §(t) +wdy(t)=0| wo=1/VLC | L 1/C (6.42)

mi(t) + kx(t) =0 wo =+\/k/m | m k
J§(t) + mgap(t) =0 wo =+/mga/J | J mga
V ideélnim oscilaénim obvodé (R = 0) vznikaji netlumené harmonické kmity naboje a proudu.
Napt. funkce I(t) je dana vztahem

I(t) = Iy sin(wot + @), (6.43)

kde
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6.5. SKLADANI KMITU

Thomsontv vztah (6.44)

Rovnice (6.44) se nazyva Thomsontiv vztah.

6.5 Skladani kmitu

V této ¢asti budeme vySetfovat pohyb télesa, které kona soucasné dva kmitavé pohyby. Co znaci
vyrok ,kond soucasné dva kmitavé pohyby“, je zndzornéno v obr. 6.14. Téleso T" kona kmity
ve svislém sméru na pruziné upevnéné na desce, kterd sama kona kmitavy pohyb ve svislém
sméru. Je-li 71(t) funkce Casu, ktera udava vychylku desky ve vztazné soustavé S spojené se

SI

T|m| |[7a(t)

Obr. 6.14

Zemi, a je-li 72(t) funkce udévajici vychylku télesa T ve vztazné soustavé S’ spojené s deskou,
pak vychylka télesa T v soustavé S je ddna funkci (), danou vztahem

a@(t) = 71(t) + 2(t) skladani kmitavych pohybi (6.45)

a fikame, ze téleso T' kond kmitavy pohyb sloZeny ze dvou kmitavych pohybt o vychylkach 7 (),
(1)

V uvedeném piikladé mély oba skladané pohyby stejny smér. Na obr. 6.15 je znazornéno
sklddéni kmitavych pohybt navzajem kolmych. Konec pruzné tyce (bod A) kona soucasné dva
kmitava pohyby. Je-li Z(¢) funkce udavajici jeho vychylku pii kmitani ve sméru osy Oz a ¥(t)
funkce udévajici jeho vychylku ve sméru osy Oy, pak jeho vysledna vychylka je opét dana
vztahem (6.45). Trajektorie bodu A je (priblizné) rovinna kiivka. Na obr. 6.16 jsou znazornény
tzv. sprazené oscilatory. Nebudeme vysSetifovat jejich pohyb, uvadime je jen pro ilustraci skladani
kmitavych pohybti. Lze totiz dokazat, ze vychylku kazdého z obou kmitajicich téles lze vyjadrit
ve tvaru (6.45), kde 71 (t) a Z2(t) jsou harmonické funkce o jistych frekvencich (které zavisi na
tuhostech pruzin a hmotnostech téles). Kazdy z oscilatort tedy vykonava pohyb slozeny ze dvou
stejnosmérnych harmonickych pohyb1.

V technickd praxi i v teoretickych tvahach se nejcastéji vyskytuje skladani harmonickych
kmitavych pohybt. O sklddani harmonickych pohybt se hovoii i tehdy, kdyZz néjakou jinou
veli¢inu nez vychylku lze vyjadrit souc¢tem harmonickych funkci. Napf. napéti uap na svor-
kach civky a napéti upp na svorkiach odporu v obr. 6.2b jsou harmonické funkce ¢asu. Napéti
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Yy
A
X
NIy
brkmit.1-15} Obr. 6.15

uaAp je dano vztahem uagp = uap + upg, tj. vzniklo slozenim dvou harmonickych ,,pohyba“.
O vyznamu teorie sklddani harmonickych pohybt svéddéi i to, ze kazdy periodicky pohyb lze

71(t) To(t)

k o kl B —_— k

brkmit.1-16} Obr. 6.16

interpretovat jako pohyb vznikly slozenim spocetného mnozstvi harmonickych pohybti. Rozbo-
rem periodickych (i neperiodickych) déju z hlediska jejich vyjadfeni harmonickymi funkcemi se
zabyvé v matematice tzv. harmonicka analyza.

V tomto textu se budeme zabyvat pouze nejjednodussimi pripady sklddani harmonickych
kmitavych pohybti uvedenymi v nasledujicim pfehledu, v némz w; a ws jsou thlové frekvence
skladanych pohybt:

e sklddané kmity

— stejmosmeérné:
* W] = wo — opét harmonicky pohyb,
* w1 = wy (w1 # wy) — zaznéje,
* w] # we — obecny pohyb, nékdy periodicky,

— navzajem kolmé:
* w1 = wo — pohyb po elipse, kruznici, pripadné piimce,
% w1 7# wy — obecny pohyb v roviné, nékdy periodicky (Lissajousovy kiivky).

6.5.1 Skladani stejnosmérnych harmonickych pohybu o stejnych frekvencich
(W =wy =w)
arfionstE§6R}
Budeme uvazovat o hmotném bodu, ktery vykonava soucasné dva harmonické pohyby o frekvenci
[ = 5= podél osy Ox. Jeho vychylka z(t) je ddna vztahem
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skladani kmitavych pohybi

{kmit.1-29} 2(t) = z1(t) + 22(2), podél osy Ox

(6.46)
{ram-151}
kde z1(t) = zm 1 cos(wt + a1) a x2(t) = zm2cos(wt + az). Konstanty zm 1, Tmz2 a a1, az jsou
amplitudy a fazové konstanty obou harmonickych pohybt. Vysledny pohyb hmotného bodu je
funkei (6.46) plné popsan. V dalsim provedeme pouze jeji rozbor a diskuzi. Ukédzeme, Ze funkci

(6.46) 1ze upravit do tvaru
{kmit.1-30} z(t) = o, cos(wt + a), (6.47)

kde 2, a «, jsou vhodné konstanty. To zna¢i: Pohyb, vznikly sloZenim dvou stejnosmér-
nych harmonickych pohybu o stejnych frekvencich, je opét harmonicky a ma stejnou
frekvenci jako skladané pohyby.

Dukaz 1ze provést tak, ze se funkce (6.46) upravi do tvaru (6.47) s uzitim trigonometrickych
vzorci. My zde vSak zvolime postup, pfi némz uzijeme grafického znazornéni harmonickych
pohybu fazovymi vektory. Grafické skladani harmonickych pohybtu (a s tim souvisejici uziti
komplexnich funkci) se totiz ve fyzice i v technické praxi objevuje velmi ¢asto, nap¥. pfi vykladu
interference vlnéni, v elektrotechnice v teorii stiidavych proudi, atd. Tedy osvojeni si grafické
metody skldddni harmonickych kmiti je pravé tak dulezité, jako znalost vysledku (6.47).

Vedeme orientovanou osu Oz podle obr. 6.17. Funkci x;(t) ve vztahu (6. 46) znazornime
fazovym vektorem Al, funkei zo(t) fazovym vektorem Ag Pro t = 0s maji vektory Al, Ay polohy
znazornéné v ¢asti oznacené (1). Pramét vektoru A=A+ A, do osy Ox v okamziku t = 0s je
dén vztahem A;(0) = Ay ,(0) + A2,(0) = zm,1 cOsa1 + zmacosaz = x1(0) + 22(0) = x(0), tj.
je roven vychylce vysledného harmonického pohybu (6.46) v okamziku ¢ = 0s.

Jezto frekvence skladanych harmonickych pohybi jsou stejné, otaceji se vektory /Tl,ffg se
stejnou thlovou frekvenci. Trojuhelnik dany vektory ffl, ffg, E(: A+ ffg) se tedy otaci bez
zmény tvaru (obr. 6.17). V obecném okamziku ¢ > 0 je vektor A v poloze ®. Jeho pramét do
osy Ox je

Ay (t) = Aq cos(wttai)+Asg cos(wt+az) = &y, cos(wi+ar)+am 2 cos(wt+ag) = x1(t)+a2(t) = z(t).

Hodnota funkce x(t) dané vztahem (6.46) je tedy rovna pramétu rovnomeérné rotujiciho vektoru

wt
As(t)
wt \\ @
A g [
Y Y As  |Aysin an
Alt) A @ (85) | Asina

@ 7S /Yl ‘Al sin ag
851 \ \ S
O  Ajcosaq | Ascosay e

B B Acosa
Acos(wt+ a)
brkmit.1-17} Obr. 6.17

A do osy Oz. Proto lze funkci x(t) vyjadfit ve tvaru (6.47). Hodnoty veli¢in xy,, a plynou
z obr. 6.17 s uzitim kosinové véty a definice funkce tga:

A= \/A% + A% + 241 A5 cos(az — aq) = \/xfml + :L‘r2n’2 + 22 1Zm 2 cos(a2 — 1) = Ty, (6.48)
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(kmit.1-31}) tgo = Apsinag + Agsinag  Ty1sinag + Ty 2 sinag

= . (6.49)
Ajcosay + Azcosay Ty, COSQ + T2 COS Q2

Hlavni vysledky:

1. Kmitavy pohyb vznikly slozenim dvou stejnosmérnych harmonickych pohybt o stejnych
frekvencich je opét harmonicky a ma stejnou frekvenci jako skladané harmonické pohyby.

2. Amplituda z,, vysledného harmonického ohybu zavisi jak na xm 1, Zm,2, tak i na fdzovém
rozdilu oo — aq. Plati
‘xm,2 - xm,l‘ <Im < Tm,1 + Tm2

(obr. 6.18a).

3. Pri skladani harmonickych pohybti o amplitudach stalé velikosti #m 1, m2 a o riznych
hodnotéch fazového rozdilu ap — o1 nabude z,, maximélni hodnoty Zmy max tehdy, kdyz
vektory /Tl, Ay maji stejnou orientaci. Plati

Tmmax = Tm,1 + Tm2 Pro as —oq =2nmw, kde n=0,£1,£2,....

Skladané harmonické pohyby maji v tomto pripadé steJne faze, tj. jsou ve fazi (obr. 6.18b).
Vektor A mé minimélni velikost tehdy, kdyz vektory Ay, A, mifi proti sobg, tj. kdyz
sklddané harmonické pohyby maji opa¢né faze (obr. 6.18¢):

Tmmin = |Tm,2 — Tm,1| pro az —a; = (2n+1)r, kde n=0,%£1,4£2,....

Je-li v tomto pfipadé navic £y 1 = Tm 2, je Zm,min = 0.

6.5.2 Skladani stejnosmérnych harmonickych pohybt o riznych frekvencich,

w1 7é wWa.
rm¢nack§thl}
Necht hmotny bod vykonéava soucasné (ve smyslu diive uvedeném) dva stejnosmérné harmonické
pohyby o vychylkach
{kmit.1-32a} z1(t) = Tm,1 cos(wit + a1), x2(t) = Tm2 cos(wat + ag), (6.50)
takze jeho vychylka x(t) je dana vztahem
{kmit.1-32b} x(t) = z1(t) + z2(t). (6.51)

Znézornime-li harmonické pohyby (6.50) opét fazovymi vektory AL (t), Ay(t) (obr. 6.17), bude
vektor Al( ) rotovat s tthlovou rychlosti wy a vektor At ) s jinou uhlovou rychlosti we. Vektor
A(t) = A1(t) + As(t) bude trvale ménit svoji velikost a bude se otacet nerovnomérné. Jezto jeho
prumét do osy Oz je opét roven x(t), tj. plati x(t) = Ay (t), neni funkce x(¢) harmonicka, tj.
nelze ji vyjadfit ve tvaru (6.47). Vysledny pohyb neni harmonicky a obecné ani periodicky.

6.5.2.1 Podminka periodi¢nosti

Kdy je pohyb o vychylce z(t), dany vztahy (6.50), (6.51), periodicky? Tehdy, kdyz oba vektory
Ai(t), Aa(t) se v nékterych ¢asech t1,t2,... > 0 dostanou soucasné do polohy, ve které byly
v case t = 0s. Nejmensi z téchto casti, tedy t1, je perioda T slozeného pohybu. Béhem periody
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a(t)

Tm,1 + Tm2+

Tm
Tm,1

m(t) = ml(t) + xg(t)

$1(t)

Tm,2

x2

(t)

\ t

%M) = 21(t) + 2(t)
b) / \
xl(t)

0 t
(1)
as=oq+ k2w
Jf(t) = Jfl(t) + $2(t)
(t) () /:L'Q(t)
t

ay=a;+ (2k+1)27
Obr. 6.18

T musi kazdy z vektorit vykonat celistvy pocet otacek — vektor A; (t) p-otacek a vektor Ay (t)
g-otacek, kde p, q jsou jista cela ¢isla. Plati tedy

w T
wlT:27rp,w2T:27rq$—1:£ ﬁ—g =
p

w2

¢ fo g Ty

podminka periodi¢nosti

(6.52)

Pohyb slozeny ze dvou harmonickych (a obecné periodickych) pohybti je periodicky pravé tehdy,
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je-li splnéna podminka (6.52). Podobné lze dokézat, Ze slozenim vétsiho po¢tu harmonickych
(a obecné periodickych) pohybii vznikne periodicky pohyb pravé tehdy, jsou-li frekvence vsech
skladanych pohybt v poméru celych cisel, tj. plati-li f1: fo: f3:...=p:q:r:....

6.5.3 Skladani stejnosmérnych harmonickych pohybu o raznych (blizkych)
frekvencich, splnujicich vztah w; = ws

V obr. 6.19 jsou znazornény dva déje, pfi nichz dochézi ke skladdni harmonickych pohybt
s frekvencemi mirné se liSicimi. V obr. 6.19a jsou znazornény dvé nepatrné rozladéné ladicky
(mohou to byt napf. i struny). Element vzduchu v bodé P, kterym se Sifi soucasné akustické
vlny z obou ladicek, kond soucasné harmonické kmity s frekvencemi fi, fo spliujicimi vztah
fi = fo. V obr. 6.19b vysila zdroj Z elektromagnetické viny o frekvenci f smérem k vozidlu.
Jestlize se vozidlo pohybuje smérem ke zdroji nebo od zdroje, detekuje detektor D v odrazené
vlné frekvenci f’ # f. SloZenim elektrickych kmitti o frekvencich f, f’ vznikd kmiténi o frekvenci
fo = |f" — fl, z niz lze uréit rychlost vozidla. Slozené kmiténi o rozdilové frekvenci |f’ — f| se
nazyva ¢asto zaznéje.

Obr. 6.19

Vznik zaznéju vysvétlime s uzitim fazovych vektort. Budeme zkoumat pohyb o vychylee z(t)
dané funkci
z(t) = z1(t) + 22(t), (6.53)

kde
x1(t) = Tm,1 cos(wit + @), T2(t) = T2 cos(wat + a2), |wi — wa| K wi,ws (6.54)

Harmonické pohyby (6.54) znazornime vektory A (b), /_fg(t), které rotuji s thlovymi rych-
lostmi w1, wy ve sméru naznaceném v obr. 6.20. V &sti (D jsou vektory A (t), Aa(t) (a jejich
vektorovy soucet A(t) = A (t)+ Aa(t)) zakresleny v okamziku ¢ = 0 s, kdy sviraji thel |a; — as)|.
Predpoklédejme pro urcitost, ze plati wi > wy. Vektor Al( ) se pak otaci ponékud rychleji nez
vektor Ay(t) a »dohani® jej. Uhel Z(A}(t)As(t)) se zmensuje (poloha (). V poloze (3) vektor
Ay (t) dostihl vektor Ay(t). Velikost vektoru A(t) postupné vzristala a v poloze (3)nabyla nej-
vétst hodnoty |Almax = A1 + Ag = ZTm,1 + Tm,2. Pak se thel A(Al( t)A(t)) zvétsuje a |A(t)| se
zmensuje. V nékterém pozd&jsim okamziku budou vektory Ay (t), Aa(t) mifit proti sobé a |A(t)]
bude mit nejmensi moznou hodnotu |[A|min = |47 — As| (poloha @). Poté bude |A(t)| znovu
narustat atd.

Jeito plati |w; — wa| < wi,ws (tj. w1 = wa), otad se vektor A(t) ziejmé téméF rovnomérné,
a to pfiblizné thlovou rychlosti w = (w1 +w2)/2 (= w1 = wsy) Jeho velikost se pomalu méni tak,
ze plati |A; — Aa] < A < Aj + As. Jeho pramét do osy Oz (obr. 6.20) je v kazdém okamziku
roven piislusné hodnoté funkce x(t), dané vztahy (6.53), (6.54).

Vysledny pohyb, popsany funkcemi (6.53), (6.54), je proto téméf harmonicky. M4 frekvenci
f(= f1 = f2) a (relativné) pomalu se ménici amplitudu xy,(t), kterd se méni s jistou frekvenci
f= (a periodou T,), nazyvanou frekvence (perioda) zaznéju. Frekvenci f, uréime takto:
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’/ E:g1+g2

Obr. 6.20

Perioda z&zn&jt T} je doba, ktera uplyne mezi jednim prekrytim vektortt A (t), As(t) (obr. 6.20

poloha (3) /Yl(t) 1 A, (t)) a nejblizsim dalsim prekrytim. Za tuto dobu vykona vektor Ay pocet

otacek f1T, a vektor As pocet foT,. Vektor ffg pfitom vykonal bud o jednu otédcku méné (pii
w1 > wy) nez vektor Ay, nebo o jednu otécku vice (pfi w; < wg). Odtud plyne

1 PR
ATy = ol = 1= |fu = fol = 7 = fu=|f = fol.  frekvence zézngji (6.55)

Hlavni vysledek

Funkce dand vztahy (6.53), (6.54) popisuje (témét) harmonicky pohyb o frekvenci f = f; =
f2 a 0 amplitudé z, (t), kterd se méni relativné pomalu, a to periodicky, s frekvenci f, = | f1 — fa.
Kmitani tohoto typu se nazyva zaznéje.

Na obr. 6.21 je znézornéna funkce z(t) (rovnice 6.53) pro ptipad A; # As. Na obr. 6.22 je
znazornéna tataz funkce v pripadé, ze plati Ay = As.
u

| 1; |
I 1
| N Y N
A+ Ay N |
|A1 — A
v 0 N
\} \/ \/ \/ \/ |
P —
~ \
1L::u1+'u2,4417£142
Obr. 6.21
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Dausledky a uziti: Pfi poslechu dvou mirné rozladénych zvukovych zdroju (ladi¢ek v obr. 6.19a)
slysime tén o frekvenci priblizné rovné frekvenci obou ladicek. Amplituda kmitd, tj. i intenzita
zvuku, kolisad periodicky s frekvenci f, danou vztahem (6.55). Proto se hovoii o ,zaznéjich“
neboli ,razech“. Zaznéje vznikaji vzdy, kdyz se sklddaji dva mechanické nebo i elektrické kmity
o témér stejnych frekvencich.

Z4znéju se vyuziva pri sladovani dvou oscildtort tak, Ze ménime frekvenci jednoho z nich
(nebo obou) a zkoumame zaznéje. Je-li f, velké, oscilatory jsou silné rozladény. Pro f, — 0 (tj.
T, — oo, velmi pomalé zaznéje) je fo — f1.

“ T,
i‘ |
e \ L e
/ \
A A,
y A/
\O\A \\/ WA s
\/ \ VA A
// \ /N
\ - A\ \
U =1u;+ ug, A1:A2(:A)
Obr. 6.22

6.5.4 Skladani harmonickych kmita navzajem kolmych

V technické praxi se nékdy setkavame s pohybem vzniklym sloZenim dvou pfimocarych rtzno-
smérnych kmitavych pohybi. Trajektorie bodu, ktery vykonava takovy pohyb, je rovinna kiivka.
Zakladnim typem takovych pohybu je pohyb vznikly sloZzenim (superpozici) dvou navzajem
kolmych harmonickych pohybii. Takovyto pohyb vykonéva napi. konec nosniku obdélnikového
prifezu naznaceného v obr. 6.1.

Vysetfime uvedeny pohyb v ptipadech, ze plati bud wi = ws (tj. frekvence skladanych pohybu
jsou stejné) nebo w; # we a soucasné w; : wy = p: ¢ kde p, ¢ jsou celd Eisla.

w)] = wy = w: Zavedeme pravouhly soufadnicovy systém Oxy tak, ze osy Oz, Oy mifi ve
sméru sklddanych pohybtu (obr. 6.23). VySetfime pohyb bodu P(z,y), jehoz soufadnice jsou
dany vztahy

z(t) = oy sin(wt + «) , (6.56)

y(t) = ym sin(wt + ). (6.57)

Oscilace maji stejné frekvence, ale mohou se ligit amplitudami a fazemi. Soustava (6.56), (6.57)
udava trajektorii bodu P v parametrickém tvaru. Trajektorie lezi v obdélniku o stranich délky
221, 2ym se stfedem v pocatku soutfadnic. Jeji tvar uréime z rovnice, kterou ziskdme vylouc¢enim
parametru t. Nejdfive pfepiSeme (6.57) do tvaru

y(t) = ym sinfwt + a — (o — B)] = Yym cos(wt + ) sin(a — B) — ym sin(wt + «) cos(a — ) . (6.58)
Zavedeme veli¢inu § = o — 3 a po dosazeni za sin(wt + ) = x/zy do rovnice (6.58) dostaneme

Y(t) = ym cos(wt + a) sind — ymi cosd .
Tm

Copyright © 2005, UFI FSI VUT v Brné 300


Simulaèní program
Skládání kolmých kmitù


6.5. SKLADANI KMITU

Y 4
Ym

—Zm

o
2
=]

8

N

brkmit.1-23} Obr. 6.23

—Ym|

Pak uz nezbyva, nez si vzpomenout na vztah cos?(wt + a) = 1 —sin?(wt + o) = 1 — ;”—22, pomoci
kterého dale horni vztah upravime na

2
y() = Ym <1 — ;) sing — ymicosd.

m Tm

Coz po osamostatnéni vyrazu s odmocninou a nasledném umocnéni prejde na tvary

2
kmit.1-3602} T+ T coss= (1 - 962> sind , (6.59)
Ym Tm ThH
2 2 2
ny +2iicosé+ %0082(5 = sin?6 — %sinQ(S.
Ym Ym Tm T Tm

Vynésobenim celé rovnice vyrazem 2 y2

22y + 2w ymry cosd 4+ y2 2% cos? § = 22 y2 sin? § — y2 x?sin? 5.

Pievedenim ¢lenu y2 22 sin? § z pravé strany rovnice na levou ziskdme po vytknuti
22 y? + 2z ymry cos § 4 32 2% (cos? § + sin? §) = 22 y2 sin?J,
CoZ je rovnice

obecny vztah pro slozky
kmit.1-3603} 22 y? + 2z pymay cosd + y2 2% = 22 y2 sin? 6. navzajem kolmych (6.60)
skladanych kmitt
{ram-154}
V dalsim provedeme diskuzi této rovnice vzhledem k moznym hodnotidm fazového posuvu §
a poméru amplitud z, a yy (jednotlivé mozné dale zminované pripady jsou pro vétsi ndzornost
uvedeny v obr. 6.24).
Je-li § = 4+7/2, pak cos(£7/2) = 0 a zarovei sin?(+7/2) = 1 a (6.60) prejde v rovnici elipsy
ve stfedovém tvaru

2 2
kmit.1-3604} 2202 gt = eyt — L+ =1, §=+7/2. (6.61)
v Th
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Tvar elipsy — délka os, excentricita, sklon i smér obéhu bodu P po ni jsou zavislé na velikosti
amplitud xy,, ym a na hodnoté fazové konstanty 0. Uvedeny pohyb se nékdy nazyva elipticky
harmonicky pohyb.

Jsou-li amplitudy obou kolmych pohybti stejné zy, = yn,, dostavame z (6.61) specialni pfipad
— rovnici kruznice ve stfedovém tvaru:

2?4 y? =22, proay, = ymad = +1/2. (6.62)

Snadno se lze presvédéit, ze v ptipadé, kdy rozdil jednotlivych poéate¢nich fazi bude § = /2,

bude bod P obihat po kruznici po sméru hodinovych ruéicek (pravotoéivy systém obéhu), za-

timco pro hodnotu § = 270° se bude pohybovat proti sméru chodu hodin (levotoé¢ivy systém).
Jiny specialni pripad vysledného slozeného pohybu dostaneme pro nulovy rozdil fazi, tedy

piipad § = 0 — cosd = 1, sind = 0. Pak rovnice (6.60) nabude tvaru
Y2 2? — 2Cmymry +22y° =0prod =0, (6.63)

ve kterém poznavame
(Yymz — Tmy)* =0, (6.64)

coz neni nic jiného, nez rovnice ptimky (pfipadné rovnice osy prvniho a t¥etiho kvadrantu, je-li

T Y v O
2

d =0°=360° § =30° J =60° d =90°

.
\ AN AN
N URY LN RN
\
A

2R

NN LA /
/) )

§ = 240° 6 =270° 0 = 300° 0 =330°
Obr. 6.24
_Ym _
y=-—x prod=0. (6.65)

Obdobnym zptsobem pro § = £+7 obdrzime rovnici

y= —i—mx prod = £, (6.66)
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coz je opét rovnice pfimky, tentokrate odpovidajici ose kvadrantu druhého a tfetiho (za pod-
minky zy = ym).

Poznamenejme, Ze informaci o fazovém rozdilu dvou harmonickych pohybu (6.56) 1ze ziskat
prométenim elipsy, kterd vznikne jejich slozenim ve dvou smérech navzajem kolmych (obr. 6.23).
Napf. bod C' ma soufadnici z¢ = Tm|sin ¢|. Zmétime-li zn, ¢, mizeme vypocitat | sin ¢|. Takto
se postupuje napf. pfi uréovani fazového posuvu dvou stfidavych napéti.

wi:wy=p:q (p, q cela ¢isla) Rovinny pohyb bodu

P(z,y): z(t) = xymsin(wit + «), y(t) = ym sin(wat + )

je za uvedeného predpokladu periodicky (srovnejte odst. 6.5.2). Trajektorie jsou uzaviené kiivky,
které se nazyvaji Lissajousovy krivky (¢ti lisazusovy). Jejich tvar zavisi na poméru wy /w2 a na
fazovém posuvu § = a — 3 sklddanjch pohybi. V obr. 6.25 je naznac¢eno nékolik takovych kiivek
pro rizné hodnoty 6. Nezname-li pomér wy : wo, lze jej z Lissajousovy kiivky urdit.

6.6 Priklady k casti 6

KP 6-8

Teéleso o hmotnosti m je zavéSeno na pruziné o tuhosti £ a kmitd na ni v homogennim tihovém
poli Zemé (obr. 6.26). Zanedbejte hmotnost pruziny a sily odporu a predpokladejte, ze amplituda
kmitt je mala. Dokazte, ze téleso kona harmonicky pohyb s thlovou frekvenci w = /k/m, tj.
s frekvenci stejnou jako v pripadé znédzornéném v obr. 6.7.

N

~
_

wi: Wy = 2:3

Obr. 6.25

Reseni:

Volme osu Ox orientovanou podle obr. 6.26 s po¢atkem v bodé, v némz by byl konec nezatizené
pruziny. Pii pohybu piisobi na téleso dvé sily: tiha G a sila ﬁp od pruziny. Vychylka z(t) télesa
je funkci ¢asu, kterd vyhovuje diferencialni rovnici, kterou odvodime stejnym postupem jako
rovnici (6.20): Vyjdeme z druhého Newtonova pohybového zakona pro téleso o hmotnosti m
a postupné dostaneme

o d2
ma =G+ Fp, mag =Gy + Fpp = dﬁg ) — — kx(t),
d2z(t)  k . k
e + Em(t) =g = I{t)+ Ex(t) =gq.
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Obecnym Fesenim této nehomogenni? diferencialni rovnice je funkce

Obr. 6.26

x(t) = % + oy sin (\/g t+ a) , (6.67)

kde z, > 0, a jsou libovolné konstanty — amplituda a fazova konstanta. Tim je dikaz proveden.

Zopakujeme vysledek: Téleso kond harmonicky pohyb s thlovou frekvenci w = /k/m
kolem bodu o soufadnici z;oy = mg/k. To je vSak soufadnice rovnovazné polohy télesa, tj.
souradnice télesa zavéseného v klidu na pruziné. Amplituda x,, a fazovd konstanta o zavisi
na pocate¢nich podminkach, tj. uré¢ime je pomoci zndmych funkénich hodnot x(t9) = z(0) =
xo a z(tg) = ©(0) = g, které zname. Je-li napt. téleso v ¢ase ¢ = 0 upusténo s nulovou
pocatedni rychlosti z mista, kde je pruzina nenataZena (nedeformovana), tj. zo = 0 a &9 = 0,
pak fyzikalni feSeni (matematik je jiz uspokojen nalezenim rovnice (6.67)), spliujici zadané
pocatecni podminky, lze ziskat z rovnic

O:xmsina—}-%, 0= rpweosa = a:i(2n+1)g kden=0,1,2,... (6.68)

Zvolme n = 0, pak x, = —%, tedy ndmi hledané feseni z(t) je v koneéném tvaru

2 k
x(t) = % (1 —coswt) , kdew = g (6.69)
O spravnosti vysledku se muzeme presvédcit napriklad dosazenim vhodnych okamzikia ¢t = tg =
0O,t=t1 =T/4=22 t=1t,=T/2=3t=t3=23T/4=..at=1ty=T/2, ve kterjch
vychylky z(t;) dokdzeme stanovit jen na zakladé uvahy o jejich vztahu k thlové frekvenci w
a dobé kmitu 7.

KP 6-9 ————
Nakreslete graf funkce z(t) = 0,02sin4¢ v ¢asovém intervalu od tp = 0 s do t; = 2,5 s.

48 nenulovou pravou stranou.
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KP 6-10

Vychylka télesa o hmotnosti m = 0,5 kg, které kond harmonicky kmitavy pohyb podél osy Oz,
je dana vztahem xz(t) = 0,03sin(15¢ + 2) [SI]. Nakreslete nacrtek a urcete (a lze-li to, rovnéz
do nécrtku zakreslete) veli¢iny: 1. Fazi v okamziku t; = 2 s; 2. a) Periodu, b) frekvenci, c)
amplitudu; 3. a) Polohovy vektor, b) vektor rychlosti, c¢) vektor zrychleni v okamziku ty = 0 s;
4. Vyslednou silu pusobici na téleso a) jako funkci ¢asu, b) pfi priuchodu rovnovaznou polohou,
c) v krajnich polohéch; 5. Upravte vztah pro vychylku do tvaru a) z(t) = Cj cos(Cat + Cs), b)
x(t) = Cysinwt 4+ Cy coswt (tj. uréete hodnoty konstant Cq, Co, Cs, Cy, C5 a w).

KP 6-11
Zobrazte graficky ¢asovy prubéh a) vychylky, b) rychlosti, ¢) zrychleni télesa, které koné har-
monicky pohyb o vychylce y(t) = 0,02 sin 47t [SI].

KP 6-12

Teéleso o hmotnosti m = 0,2 kg kmita harmonicky podél osy Oy tak, ze vykona 5 kmitt za 3 s.
V ¢ase t = 0 s byla jeho vychylka maximéalni a méla hodnotu yg = ym = 40 mm. Sestrojte nacrtek
a TeSte ukoly: 1. Napiste vztah vyjadiujici vychylku jako funkci ¢asu; 2. Uréete a) frekvenci, b)
periodu pohybu; 3. Uréete a) maximéalni velikost hybnosti télesa a b) jeho maximalni kinetickou
energii; 4. Urcete nejvetsi velikost vyslednice sil piisobicich na téleso. Zakreslete.

KP 6-13

Pist o hmotnosti m = 0,7 kg koné ve valci kmitavy pohyb s frekvenci f = 10 Hz. Zdvih pistu je
120 mm. Povazujte pohyb za harmonicky, nakreslete nacrtek, do kterého postupné zakreslujte
uvazované veli¢iny, a urcete: 1. Maximalni rychlost pistu; 2. a) Maximalni kinetickou energii, b)
maximalni velikost hybnosti pistu; 3. Vektor zrychleni v krajnich polohach; 4. Maximéalni silu,
kterou piisobi pist na ojnici pfi béhu naprazdno za predpokladu, ze tlak plynu na obou stranach
pistu je stejny a Ze treni je zanedbatelné.

KP 6-14

Vodorovnéa deska kona harmonicky pohyb o amplitudé 20 mm s periodou 0,1 s ve svislém sméru.
Na jeji horni strané je pfipevnéno té€leso o hmotnosti 3 kg. Sestrojte nacrtek a urcete: 1. Smér
a velikost maximalniho zrychleni télesa; 2. Smeér a velikost maximalni vysledné sily, pusobici na
téleso; 3. Smér a velikost sily, kterou na téleso pisobi deska v nejvySsim a nejniz$im bodé; 4.
Rozhodnéte, zda by téleso vykonavalo harmonicky pohyb s deskou, kdyby k ni nebylo pfipevnéno,
nybrz jen na ni bylo polozeno.

KP 6-15

Na pruziné, kterd ma v nezatizeném stavu délku [; = 400 mm, visi v klidu téleso o hmotnosti
m = 2 kg. PruZina je pritom protaZena na délku ls = 430 mm. Téleso vychylime z rovnovazné
polohy smérem dold o 20 mm a uvolnime s nulovou pocatec¢ni rychlosti. Zanedbejte hmotnost
pruziny a sily odporu a poéitejte s hodnotou g = 10 ms~2. Uréete: 1. Tuhost pruziny; 2. Frekvenci
kmita.; 3. Pocet kmitu, které vykona téleso za 1 minutu; 4. Amplitudu kmiti; 5. Rychlost,
se kterou bude téleso prochéazet rovnovaznou polohou; 6. Silu, kterou bude ptisobit pruzina,
na téleso a) v horni, b) v dolni krajni poloze. Uvazované veli¢iny zakreslete do naértku (viz
priklad KP 6-8).

KP 6-16

Teéleso o hmotnosti m = 1,5 kg je zavéSeno na pruziné P a kmita s amplitudou 30 mm tak, ze
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6.6. PRIKLADY K CASTI 6

rovnovaznou polohou prochézi rychlosti o velikosti 120 mm s~!. Zanedbejte hmotnost pruziny
a sily odporu a poéitejte s hodnotou g = 10ms~2. Uréete: 1. a) Frekvenci a b) periodu pohybu;
2. Tuhost pruziny; 3. Silu, kterou ptisobi P na téleso pii jeho priichodu a) rovnovaznou, b) horni
krajni, ¢) dolni krajni polohou. Zakreslete do nacértku.

KP 6-17

Na konec volné zavésené pruziny o tuhosti k¥ = 50 Nm ™! piipevnime téleso o hmotnosti m = 0,5
kg a drzime je v ruce, takze pruzina neni deformovana. V okamziku #; = 0 s téleso pustime
s nulovou pocatecni rychlosti, takZze zacne kmitat ve svislém sméru. Zanedbejte hmotnost pru-
ziny a sily odporu a pocitejte s hodnotou ¢ = 10ms~2. Sestrojte nacrtek a zakreslete do ného
uvazované veli¢iny. Urcete: 1. Silu, kterou ptisobi téleso na pruzinu ihned po uvolnéni, tj. napt.
v okamziku to = 1075 s; 2. Zrychleni, se kterym se zac¢ne téleso pohybovat; 3. Nejnizsi bod tra-
jektorie; 4. Silu, kterou ptisobi pruzina na téleso a) v nejvyssim bodé trajektorie, b) v nejnizsim
bodé trajektorie, ¢) v rovnovazné poloze; 5. Zrychleni télesa v nejnizsi poloze; 6. a) Frekvenci
a b) amplitudu kmitu.

KP 6-18

Teéleso 0 hmotnosti m = 0,6 kg, zavéSené na pruziné, kond kmity s frekvenci f = 0,5 Hz. Poté
oddélime od pruziny jeji jednu ¢tvrtinu a na zbytek zavésime totéZ téleso. Zanedbejte hmot-
nost pruziny a sily odporu. Urcete: 1. Tuhost ptivodni pruziny; 2. Tuhost zkracené pruziny; 3.
Frekvenci kmitu télesa na zkracené pruziné.

KP 6-19

Na pruziné o tuhosti £ = 120N m™! je pfipevnéno téleso T} o hmotnosti m; = 1,5 kg. K nému
priléha volné téleso T o hmotnosti me = 1,0 kg (obr. 6.27). Silou F pusobici na T, zprava se
télesa posunou doleva a pruzina se stlaci o délku d = 80 mm. Poté pfestane sila F pusobit a télesa
se zacnou z klidu pohybovat doprava. Zanedbejte hmotnost pruziny a podlozku povazujte za
dokonale hladkou. Urcete: 1. Energii stlacené pruziny; 2. Rychlost, se kterou se bude pohybovat
téleso T po odpouténi. Zakreslete; 3. Frekvenci kmitu télesa T7; 4. Amplitudu kmitt télesa T1;
5. Silu, kterou bude pisobit téleso 171 na téleso 15 na zacatku pohybu. Zakreslete.

k T, Ty

maf{rm2

Obr. 6.27

KP 6-20

Na jednom konci tuhé tyce délky [ = 1 m je upevnéno téleso 77 o hmotnosti m; = 0,4 kg, na
druhém konci malé téleso T5 o hmotnosti ms = 0,6 kg. Ty¢ kond malé kmity kolem vodorovné
osy, kterd je kolma na osu tyce a kterd prochazi bodem P na ose tyc¢e ve vzdalenosti [ = 0,3
m od télesa T,. Zanedbejte hmotnost tyce a sily odporu, télesa T7, T» povazujte za hmotné
body a poéitejte s ¢ = 10ms~2. Nakreslete nacrtek. Pro uvedenou soustavu urcete: 1. Polohu
hmotného stfedu; 2. Moment setrvacnosti vzhledem k ose otaceni; 3. a) Uhlovou frekvenci, b)
frekvenci, ¢) periodu kmitu.

KP 6-21
Reste priklad KP 6-20 za pfedpokladu, ze ve vzdalenosti d = 0,4 m od télesa T} bylo k ty¢i
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6.6. PRIKLADY K CASTI 6

pripevnéno dalsi malé téleso (hmotny bod) T3 o hmotnosti ms = 1 kg.

KP 6-22
Soustava, sestavajici ze t¥i malych téles 17, T, T3 o hmotnostech m; = mo = m3z = 04
kg spojenych tuhymi tycemi stejnych délek d = 0,5 m, kond malé kmity kolem vodorovné
osy o (obr. 6.28). Zanedbejte hmotnost ty¢i a sily odporu, télesa povazujte za hmotné body
a pocitejte s g = 10 ms~2. Pro uvedenou soustavu urcete: 1. Polohu hmotného stiedu. Zakreslete;
2. Moment setrva¢nosti vzhledem k ose otaceni; 3. a) Uhlovou frekvenci, b) frekvenci, ¢) periodu
malych kmiti.

d

2

A0
mq A my

mg3

Obr. 6.28

KP 6-23
Reste priklad KP 6-22 pro hodnoty m; = mg = 0,4 kg, ms = 0,8 kg.

KP 6-24

Téleso nepravidelného tvaru o hmotnosti m = 4 kg kond malé kmity kolem vodorovné osy o
s periodou 1" = 2 s. Jeho hmotny stfed je ve vzdélenosti a = 0,5 m od osy o. Zanedbejte sily
odporu a poditejte s ¢ = 10ms~2. Uréete: 1. Moment setrvac¢nosti télesa vzhledem k ose o; 2.
Moment setrvacnosti télesa vzhledem k prfimce jdouci jeho hmotnym stfedem rovnobézné s osou
0.

KP 6-25

Homogenni kruhova deska o poloméru r = 0,4 m a o hmotnosti m = 2 kg kona malé kmity kolem
vodorovné osy o (obr. 6.29). Zanedbejte sily odporu, poéitejte s g = 10ms~2 a uzijte vztahu
Ic = 0,5mr2, kde I je moment setrvacnosti desky vzhledem k piimce jdouci kolmo na desku
jejim hmotnym stfedem®. Urcete: 1. Moment setrvacnosti desky vzhledem k ose o; 2. Periodu
malych kmiti.

KP 6-26
Reste piiklad KP 6-25 za piedpokladu, Ze v bodé A je k desce pripevnéno malé téleso (hmotny
bod) o hmotnosti m; = m = 2 kg.

5Uvedeny vztah se odvodi z defini¢niho vztahu pro I uzitim integralniho poétu.
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6.6. PRIKLADY K CASTI 6

KP 6-27
Reste piiklad KP 6-25 za predpokladu, Ze v bodé B je k desce piipevnéno malé téleso (hmotny
bod) o hmotnosti mg = m = 2 kg.

KP 6-28

Reste piiklad KP 6-25 za predpokladu, Ze v desce o piivodni hmotnosti m = 2 kg se vyfizne
kruhovy otvor o poloméru 7 = r/2 se stfedem v C, takze deska ma tvar mezikruzi o polomérech
r1, T.

KP 6-29
Urcete redukovanou délku fyzického kyvadla uvazovaného v prikladé KP 6-25.

KP 6-30
Pro desku uvazovanou v piikladé KP 6-25 urcete periodu malych kmitt kolem osy o' rovnobézné
s pfimkou o (obr. 6.29).

Obr. 6.29

KP 6-31

Predpokladejte, Zze na obr. 6.29 je znazornéna obruc¢ o poloméru r = 0,4 m a hmotnosti m = 2
kg. Zanedbejte sily odporu a pocitejte s g = 10ms~2. Urcete: 1. Moment setrvac¢nosti vzhledem
k ose 0; 2. Periodu malych kmit; 3. Redukovanou délku tohoto kyvadla.

KP 6-32

Fyzické kyvadlo misténé v klidném vytahu kona malé kmity s periodou Ty = 2s. Zanedbejte sily
odporu a poéitejte s ¢ = 10ms~2. Odvodte pohybovou rovnici pro toto kyvadlo a vypoctéte
periodu kmitu ve vytahu, ktery pravé: 1. Romnomérné a) stoupd, b) klesa s rychlosti o velikosti
v=1,5ms™}; 2. a) Kles4, b) stoup4 se stalym zrychlenim aj o velikosti a; = 2ms~?2 orientova-
nym doli; 3. a) Klesa, b) stoupé se stalym zrychlenim a3 o velikosti as = 2ms~2 orientovanym
vzhiiru. Doporuceni: Uzijte vztazného systému spojeného s kabinou vytahu.

KP 6-33

Idealni (bezztratovy) oscilacni obvod LC', v némz je kondenzator K a civka o vlastni indukénosti
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6.6. PRIKLADY K CASTI 6

L = 2mH (obr. 6.30), kmité s frekvenci f = 1000 Hz. Maximalni napéti na kondenzatoru

pritom je U, = 100 V. Urcete: 1. Kapacitu kondenzatoru; 2. Maximéalni ndboj kondenzétoru;

3. Maximalni elektrickou energii obvodu; 4. Celkovou elektromagnetickou energii obvodu; 5.

Maximalni magnetickou energii obvodu; 6. Maximalni proud v obvodu.

Ky
]

C

L
2228

Obr. 6.30

KP 6-34
Urcete frekvenci oscila¢niho obvodu, ktery vznikne z obvodu na obr. 6.30, jestlize do ného

zapojime dalsi kondenzéator shodny s kondenzatorem K a) do serie, b) paralelné ke kondenzétoru
K.

KP 6-35

Urcete s uzitim grafického sklddani amplitudu harmonického pohybu, ktery vznikne slozenim
dvou stejnosmérnych harmonickych pohybti, z nichz jeden ma vychylku dénu (v soustavé SI)
vztahem zg = 0,04sin200¢ a druhy vztahem 1. x; = 0,03 cos200¢; 2. x2 = 0,02sin 200¢; 3.
x3 = 0,04sin(200¢ + 7/4); 4. x4 = 0,04 cos(200t — w/4); 5. x5 = 0,05sin(200¢ + 0,5).

KP 6-36

Urcete amplitudu harmonického pohybu, ktery vznikne sloZzenim t¥i stejnosmérnych harmo-
nickych pohybt o vychylkach (v soustavé SI): z; = 0,03sin100t, z2 = 0,04cos 100¢, z3 =
0,06 cos(100t + 7/4).

KP 6-37

Slozenim dvou stejnosmérnych harmonickych pohybti o stejnych frekvencich, z nichz prvni méa
vychylku danou vztahem x; = 0,03sin500¢ [SI], vznikne harmonicky pohyb o vychylce z =
0,05 cos 500¢ [SI]. Urcete funkci udévajici vychylku druhého pohybu.

KP 6-38

Tii stejnosmérné harmonické pohyby maji frekvence v poméru f1 : fo : f3 = 2 : 3 : 4. Druhy
z nich mé frekvenci fo = 120 Hz. Urcete periodu harmonického pohybu vzniklého slozenim 1.
Pohybu 1 a 2; 2. Pohybu 2 a 3; 3. Pohyba 1, 2, 3.
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7. Vinéni

{Vlneni} ®
7.1 Postupné mechanické vinéni Q’
a¥{}eltHand}
7.1.1 Co je to vlnéni? &7

Vlnéni, neboli vlny, je déj, jehoz priklady jsou znazornény na obr. 7.1a-d. Obr. 7.1a znazoriiuje

<~~~ . Vvedeni $ '}/ vzduch $

\—-\| JO _17— vzduch \_\ / L‘
—~ N
z‘}( zemina \f koleje “

a) b)

smér pohybu
| / elementu vldkna

' smér Siteni viny

smér postupu viny

- N\ — ta>t TN\
T _ smér pohybu 2 !
— - — elementd vody

{obrvln.2-1} Obr. 7.1

déj, ktery vznikd pii jizdé elektrické lokomotivy. Narazy kol na kolejnice se mirné deformuji
kolejnice i kola v misté styku (body A, B). Odtud se deformace $ifi kone¢nou rychlosti jak
kolejnicemi, tak koly. Z nich se prenaseji do vsech latek, s nimiz jsou kola a kolejnice ve styku.
7 kol do lozisek, z nich postupné na htidel, karoserii, do vzduchu atd. Z kolejnic do podlozi,
do vzduchu atd. Tento déj — prenaseni deformace, pohybu a energie mezi sousednimi elementy
latek — se nazyva mechanické vlnéni nebo mechanické viny.

7.1.1.1 Co je charakteristické pro mechanické viny?

1. Mechanické vlnéni je formou (nebo ,druhem®) pohybu latkového prostiedi. Elementy
latky se pri pruchodu viny vychyluji ze svych rovnovaznych poloh a pohybuji
kolem nich vétsinou zcela nepatrné. Napf. ve zvukové viné ve vzduchu maji vychylky
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7.1. POSTUPNE MECHANICKE VLNENI

element? vzduchu velikosti mnohdy pouhych 10~° m, podobné i v kapalinich a pevnjch
latkach. Proto je nelze prostym okem vétsinou pozorovat.

2. Zména deformace a napéti, tj. mechanicky rozruch, postupuje od jednoho ele-
mentu k druhému. Proto se toto vlnéni nazyvd mnohdy postupné vlnéni. Rychlost
postupu rozruchu v prostfedi se nazyva rychlost vinéni a znaci se obvykle ¢ (nebo v).
Zavisi na setrva¢nych vlastnostech latky (tj. na jeji hustoté) a na sildch, kterymi na sebe
pusobi navzajem sousedni elementy latky pfi deformaci (napf. u vln, podminénych pruz-
nosti latky, zavisi rychlost vinéni na jejich modulech pruznosti). Typické hodnoty rychlosti
c: vzduch ...340m/s, voda ...1450m/s, ocel...5000m/s (viz tabulky 10).

Mechanické vlnéni soucasné prenasi i energii, hybnost. atd.

7.1.1.2 Ruzné druhy vinéni

1. Pruzné (elastické) vlny jsou mechanické viny podminéné pruznosti latek (pevnych,
kapalnych i plynt). Jsou znazornény na obr. 7.1a, b.

2. Tihové viny na povrchu kapaliny jsou zndzornény na obr. 7.1c. Jsou podminény tiho-
vymi silami ptisobicimi na elementy kapaliny.

3. Kapilarni vlny se $ifi na povrchu kapalin. Jsou podminény kapilarnimi jevy.

4. Priéné viny na vlakné jsou podminény ohebnosti vldkna a silou, kterou je vldkno napi-
nano (obr. 7.1d).

5. Elektromagnetické vlny jsou znézornény na obr. 7.2. Elektricky naboj @, ktery byl
az do okamziku t = 0 s v klidu, za¢ne kmitat. Tim se za¢ne ménit pole, ¢elo viny, které
vytvaii ve svém okoli: az do okamziku ¢ = Os bylo pole v celém prostoru elektrostatické.
Pti pohybu naboje se pole zatne ménit, vznika i slozka magneticka. Tato zména pole se
§i¥i do prostoru rychlosti ¢ = 3-108 m/s_l, takze v urc¢itém okamziku t > 0 je vné koule
K o poloméru r = ct jesté pole elektrostatické a uvnitt jiz pole elektromagnetické. Tento
déj, tj. sifeni zmény elektromagnetického pole, se nazyva elektromagnetické vinéni. Pfti
i energie a hybnost. Kulovou vlnu, znazornénou na obr. 7.2, 1ze vytvotit napi. pfeskokem
jiskry. V praxi vznikaji elektromagnetické viny periodickym pohybem nabojt ve vodicich
— anténach nebo pohybem nabojt v atomech a molekuléch.

6. Gravitaéni vlny vznikaji Sifenim zmén gravitacniho pole, podobné jako viny elektromag-
netické.

7.1.2 Co se déje v pruzné vlné?
{eaSeBasB}

Siteni pruzné viny v ty¢i. Na obr. 7.3 je znazornéno §ifeni pruzné viny v tyéi. Ty¢ si myslime
rozdélenu na malé stejné velké elementy (obr. 7.3a) a predpokladame, Ze na prvni element zaéne
pusobit zleva proménna sila I’ v naznaceném sméru. Pak:

1. Element 1 se za¢ne pohybovat doprava a soucasné se stla¢i (obr. 7.3b).

2. S nepatrnym zpozdénim se zaCne pohybovat i element 2 vlivem sily Fi_ od elementu 1
a sily F3_,2 od elementu 3. Soucasné se zacne i deformovat (stlacovat) (obr. 7.3c).
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¢elo viny

smér Sifeni
rozruchu
a energie

elektrostatické
pole

elektromagnetické
pole

Obr. 7.2

3. Dalsi pohyb elementi tycCe je ziejmy z obr. 7.3d, e. Elementy si predavaji deformaci.
Deformace, tj. vlna, postupuje doprava rychlosti, ktera zavisi na latce, v niz se vlna §ifi,
a nezalezi na tom, jak jsou elementy deformovany.

LT 3456 7]8]9]10] a
_,F_H:Q Fy

LA T LI 1] »
LA T LT 111 o
IO T I ITII] o

- C

Pozndmky:

1. Je ziejmé, zZe zacne-li plisobit na ty¢ délky 1 sila F podle obr. 7.3 (uhodime-li do ni nebo jejim
koncem pohneme rukou), vznikne v ty¢i vlna, ktera dorazi na druhy konec tyce az po uplynuti
doby ¢t = [/c. Do té doby je druhy konec v klidu. Ty¢ se nepohne najednou jako celek.

potrubi, vyfukové potrubi). Pfi vySetrovani neustdleného proudéni v potrubi a pii névrzich
prislusnych zafizeni je nutno k existenci vln piihlédnout.

KP 7-1
Na obr. 7.4 je znazornéno vodni potrubi spojujici vzdalené nadrze N1, Ny. Ventil V je zpocatku
uzavien, pak jej v okamziku ¢ = 0 s otevieme. Popiste déj, ktery nestane v potrubi. Urcete,
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v kterém okamziku se zac¢ne voda pohybovat v misté A; vzdaleném o I; = 2 km od ventilu
a v misté Ay vzdaleném o I3 = 1,5 km od ventilu.

Reseni:

Po otevreni ventilu klesne tlak nalevo od ventilu a stoupne napravo od néj. Smérem k bodu
Ajp se $ifi snizeni tlaku, tj. dilatacni vlna, smérem k bodu A, kompresni vlna. Do bodu A;
dorazi vlna v okamziku ¢; = 11 /¢, kde ¢ = 1450ms~! je rychlost vIn ve vodé (z tabulek). Tedy
t; = 2000m/(1450ms~!) = 1,38 s. Do bodu Ay dorazi vlna v okamziku ty = ly/c = 1,03 s. Az
do okamzikt t1, to je voda v bodech A1, As v klidu, teprve pak se za¢ne pohybovat.

7.1.2.1 Podélné a pFiéné viny

Podélné (neboli longitudinalni) vlny jsou takové vlny, pfi nichz se elementy prostifedi pohybuji
(vétsinou kmitaji) ve sméru a proti sméru postupu rozruchu. Pfikladem podélné vlny je vina
v ty¢i znazornéna na obr. 7.3 nebo vlna v potrubi na obr. 7.4. Podélné viny se mohou sifit
v plynech, kapalinich i v pevnych latkach.

Pri¢né (neboli transversilni) vlny jsou takové vlny, v nichz se elementy prostiedi vychy-
luji a pohybuji kolmo na smér sifeni vlny. Uhodime-li napt. do tyce ve sméru kolmém na jeji
osu (obr. 7.5), budou elementy ty¢e na sebe pusobit smykovymi silami (sily Fi_, Fy_s atd).
Vsechny elementy tyce se budou pohybovat ve sméru kolmém na osu tyce, tj. kolmém na smér
§iteni vlny. Pfritom se budou deformovat smykovymi silami, aniz by ménily objem. Takovéto
vlny se nazyvaji pricné. Pruzné pfi¢né vlny jsou podminény existenci smykovych sil. Mohou se
tedy Sifit pevnymi latkami, nikoliv vSak kapalinami a plyny. Rychlosti pfi¢né a podélné viny
v pevné latce jsou rizné. Dalsi typy pFfiénych vin jsou pri¢né viny na vlakné (obr. 7.1d) nebo

—

F

[Lf2]3] |

Flﬁg F3%2

Obr. 7.5

N7

elektromagnetické viny Sifici se ve volném prostoru v dosti velké vzdalenosti od zdroji. Napf.
v rovinné elektromagnetické viné jsou vektory E, B, které charakterizuji elektromagnetické pole
ve vIné, kolmé na smér Sifeni vlny (viz odstavec 8.1.1.1).
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7.1.3 Vychylka, rychlost ¢astic, rychlost vlnéni, ¢elo viny, vinoplocha

1. Vychylka u je vektor, ktery udava smér a velikost posunuti elementu prostiedi jako celku

z rovnovazné polohy pii prichodu viny. Vychylka @ je funkci polohy a casu, tj. @(P;t)
nebo i(r,y, 2;t), kde P je obecny bod o soufadnicich x,y, 2. Sif{-li se vlna na vldkné nebo
v jiném jednorozmérném prostiedi, zavedeme osu Oz (nebo Oy atd.) ve sméru vldkna.
Vychylka @ pak zavisi jen na z a na t.

N7

Je-1i vlna sifici se podél osy Oz pricna, tj. plati-li & L Ox a lezi-li vychylky vSech bodu
(elementti prostiedi) v jedné roviné (jdouci osou Ox), nazyva se vlna lineadrné pola-
rizovana. Takova vina je znizornéna na obr. 7.6. Obvykle se zavadi osa Ou a namisto
o vektoru # se uvazuje o jeho praimétu do osy Ou, ktery se oznacuje u a ktery se nazyva
rovnéz vychylka. Plati u = 0. K¥ivka K udava vychylku u v uréitém case t jako funkci
veli¢iny x. Podélnou vlnu znazornujeme tak, ze vektor «# oto¢ime o 90°, tak jak je zfejmé

u (mm)
3 —
c
2+ K 4
u — vychylka
1+ v podélné vlné
D

0 6 < (m)

14

Obr. 7.6

z obr. 7.6, ktery znazornuje i vychylku v podélné vIiné postupujici ve sméru osy Oz. Body
z intervalu (D, G) jsou vychyleny ve sméru osy Oz, body z intervalu (G, C') ve sméru opac-
ném. Otoceny vektor vychylky opét promitneme do osy Ou a prumét u opé€t nazyvame
vychylka.

Ve zvukové harmonické vIné se veli¢ina u nazyva akusticka vychylka.

. Rychlost elementu ¥ je dana (podle definice rychlosti) vztahem ¥ = 0u/0t. V podélné

nebo pri¢né linearné polarizované viné lezi vektory i, ¢ v jedné primce. V podélné viné
plati @ || ¥ || Oz, v pfiéné 4 || ¥ L Oz. V obou ptipadech pak rychlosti elementu nazyvame
i skalarni veli¢inu

_ Ou

V=

Je-li napt. v > 0, pohybuje se element v podélné vIiné ve sméru osy Ox a v pricné viné ve
sméru osy Ou. Je-li v < 0, je smér pohybu opa¢ny. Ve zvukové harmonické viné se veli¢ina

v nazyva akusticka rychlost.

vvvvv

§ifeni harmonické zvukové viny se nazyva prirtstek tlaku proti ptivodnimu tlaku ve viné
akusticky tlak. Znaci se p a plati pro néj p = 0.

. Rychlost vlnéni c je nazev pro velikost rychlosti, se kterou postupuje rozruch. Zavisi na

vlastnostech prostiedi. Pozor: nezaménovat ¢ s rychlosti pohybu elementu v!
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5. Celo vlny je souhrn bodi, ohrani¢ujicich vinu, tj. oddélujicich ji od té ¢asti prostoru, do
niz vina je$té nepronikla. Sifi-li se rozruch v trojrozmérném prostiedi véemi sméry stejnou
rychlosti, je ¢elo vlny z bodového zdroje koule (obr. 7.7a), z linearniho zdroje vélcova
plocha (obr. 7.7b). Ve velké vzdalenosti od zdroje je ¢elo vilny pfiblizné rovinné (obr. 7.7c).

paprsek P F

a) b) c)
Obr. 7.7

6. Vlnoplocha. Jestlize zdroj Z kmita periodicky, zavadime pojem vlnoplochy jako plochy,
jejiz v8echny body kmitaji se stejnou fazi (plochy V' v obr. 7.7). Podle tvaru vlnoploch se
viny nazyvaji kulové, valcové, rovinné. Obecné vlna méa vlnoplochy obecného tvaru.

7. Paprsek je kiivka, podél niz se $ifi ve viné energie (mechanicka, elektrickd). V izotropnim
prostfedi (napf. ve vzduchu, ve vodé, v oceli, nikoliv v8ak v krystalech) jsou paprsky kolmé
na vlnoplochy.

7.1.4 Zakon superpozice vinéni

Zakon superpozice vlnéni zni: Necht v pruzném prostfedi budi zdroj Z; vlnu, v niZ je vychylka
dana funkei 4 (z,y, z;t) (obr. 7.8). Necht zdroj Zs budi vlnu o vychylce @a(z,y, z;t). Pak oba
zdroje soucasné budi vlnu o vychylce

U(z,y, z;t) = U (z,y, z;t) + d2(z,y, 25 t) - (7.1)

Podobné vychylka ve vinéni vzbuzeném vétsim poctem zdroji je rovna vektorovému souctu
vychylek ve vlnach z jednotlivych zdroja.

Zakon superpozice vinéni plati v pruzném prostiedi za podminky, Ze vychylky a deformace
jsou tak malé, ze plati Hooklv zakon, tj. ze deformace je linedrné zavisla na napéti. Zakon
superpozice lze povazovat bud za piimy vysledek experimentti, nebo jej 1ze odvodit z diferencidlni
rovnice vlnéni (rovnice (7.29)). Ta je ovSem rovnéz odvozena na zakladé vysledki experimenti.

Priiklady a dusledky zakona superpozice. Pro Sifeni vin, zndzornéné na obr. 7.8, v némz
se vlny z (vhodnych) zdroju Z, Z, §ifi pouze do uréitych smért, plati: V oblasti A, kde se viny
prekryvaji, plati @(x, y, z;t) = @1 (2, y, 2;t) + G, y, 2; 1), kde @) (z,y, z;t) # 0, @a(z,y, 2;t) # 0.
V oblasti B, v niz je ta(z,y, 2;t) = 0, je (z,y, z;t) = Ui(x,y, z;t), tj. vychylka @(z,y, z;t) je
pravé takova, jako kdyby zdroj Z5 nezafril. Setkani s vinou 2 v oblasti A vlnu 1 vitbec neovlivnilo.
Analogicky v oblasti C plati @(z,y, z; t) = Ua(z,y, z;t). V disledku platnosti zdkona superpozice
se prenaseji vzduchem zvukové signaly (fe¢, hudba) tak, Ze nejsou ovlivnény (deformovany)

Podobné jako pro elastické (tj. i zvukové) viny plati zakon superpozice i pro viny elektromag-
netické. Rovnéz elektromagnetické viny se pii Sifeni vétsinou neovliviiuji. Z mnoha elektromag-
netickych vin, které se $ifi prostorem a dopadaji na anténu rozhlasového pfijimace, lze oddélit
selektivnim pfijimacem jednu. Signal, ktery tato vlna pfendsi (fe¢, hudba) neni pfitom jinymi
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vlna 1

e

.

t3 (>t2) c)
> U
ty (>t3) u2 ! d)

Obr. 7.9

ohrani¢ené linearné polarizované pfiéné viny na vldkné se §ifi proti sobé beze zmény tvaru (oka-
mziky t1, t2). V uréitém ¢asovém intervalu se obé vlny prekryvaji (napf. okamzik t3) a vychylka
ve vysledném vinéni je dana vztahem w(z,y, z;t) = di(x,y, z;t) + Ua(z,y, z;t). V pozdé&jsim
okamziku (t4) jsou vlny opét oddéleny a postupuji dal, pficemz zachovaly svij tvar.

7.1.5 Matematické vyjadieni postupujici viny

Vlny na vlakné, v trubicich a tycich i vlny rovinné se Siii ve vétsiné pripadl témeér beze zmény
tvaru (obr. 7.9a, b). Zcela beze zmény tvaru by se §ifily v uvedenych ptipadech viny jen tehdy,
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kdyby v prostfedi, jimz se vlna §if{, nebylo vnitiniho tfeni. Jeho vlivem se mechanicka energie
vlny postupné méni v energii tepelného pohybu molekul, tj. ve vnitini energii latky a vina se
tlumi.

Sifeni téchto vin bez zmény tvaru lze povazovat bud za experimentélni fakt nebo za dtisledek
vlnové rovnice (7.28).

V dal$im odvodime vztah pro vychylku u ve vIné obecného tvaru postupujici beze zmény
tvaru rychlosti ¢ podél osy Oz, a to pro dva pripady:

a) je znam tvar vlny, tj. vychylka w, v uréitém okamziku, nap¥. v okamziku ¢ = 0 s, tj. je
déno u(z;t = 0) = f(x);

b) je znama zavislost vychylky na ¢ase v ur¢itém bodé, napf. v bodé o souradnici z = 0 m,
tj. je ddno u(z = O;t) = F(t). V bodé x = 0m mutiZze byt napf. umistén zdroj vlnéni.

Je dano u(z;t =0) = f(x) Vychylka u ve vlné, postupujici podél osy Ox bud v jejim sméru
nebo ve sméru opacném, je funkci veli¢in z, t. V okamziku ¢ = 0 s je tato funkce znama, je ddna
funkei f(x), tj. plati u(z;t = 0) = f(x). V obr. 7.10 je tato funkce zndzornéna kiivkou Kj.

t>0 t=0
c U c
O
- d=ct e d=ct a r
6% n o g
Obr. 7.10

Vlna postupujici ve sméru osy Ox V okamziku t > 0 je vlna znazornéna kfivkou Ko,
ktera vznikne posunutim kfivky Kj o tsek délky d = ct ve sméru osy Oz. Vychylka u je dana
vztahem

u = f(&), (7.2)

kde vyznam veli¢iny & je zfejmy z obr. 7.10. Plati z(t) = d+§ = ct+& = £ = x — ct. Dosadime-li
odsud do vztahu (1), dostaneme

u(t) = f(z —ct).  vlna ve sméru osy Oz (7.3)

Timto vztahem je vyjadfena vychylka ve viné jako funkce veli¢in z, ¢.

Vlna postupujici proti sméru osy Ox V okamziku ¢ > 0 bude vlna znazornéna kiivkou
K3, ktera vznikne posunutim kiivky Kj o tsek délky d = ct proti sméru osy Ozx. Vyjadiime-li
vychylku v tomto okamziku pomoci veli¢iny 7 (obr.7.10), plati uw = f(n). Jezto platin = d+x =

ct + x, dostaneme

u= f(z+ct). vlna proti sméru osy Ox (7.4)
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{} KP 7-2
Vyjadrete vychylku ve viné postupujici rychlosti ¢ ve sméru osy Oy, jestlize v okamziku ¢t =0 s
je vychylka dana funkei u(y,0) = Asinky, kde A a k jsou konstanty.
Reseni:
Podle predeslého nahradime ve funkci A sin ky proménnou y veli¢inou y — c¢t. Dostaneme
u(y,t) = Asink(y — ct)

To je hledany vztah pro vychylku.
Pro vychylku ve vIiné, postupujici opaénym smeérem, dostaneme podobné

u(y,t) = Asink(y + ct)

{} KP 7-3
Kfivka K v obr. 7.11 necht znézorniuje tvar vldkna, kterym se $ifi pfi¢né linedrné polarizovana
vlna, v okamziku ¢. Ukoly: 1. Nakreslete tvar vlakna v okamziku o néco pozdéjsim, tj. v okamziku
t + At, kde A <« 1. 2. Rozhodnéte, kterym smérem se pohybuji v okamziku ¢ body, které jsou
v poloze A, B, C.

£ .
B /
5 2 / ~ C\ s’
; 7 ¢ \/\ t+At
/ <
x
| c At
obrvln.2-11} Obr. 7.11

Reseni:
1. V okamziku ¢t + At mé vladkno tvar dany k¥ivkou K’, ktera vznikne posunutim kiivky K
o usek délky cAt ve sméru osy Oz (obr. 7.11).

2. Vlna je podle predpokladu pfiéna. Vsechny body, které se pravé pohybuji, pohybuji se
kolmo na osu Ox. Bod vlédkna, ktery byl v okamziku ¢t v poloze A, bude v okamziku ¢ + At
v poloze A’, pohybuje se tedy smérem dolt. Bod v poloze B je pravé v klidu, bod C se
pohybuje svisle vzhiru. Je také zfejmé, ze bod v A se pohybuje rychleji, nez bod v C.

Je déno u(z = 0;t) = F(t) Predpokladame, ze ve viné, kterd se §ifi podél osy Oz, je dana
vychylka v bodé O(x = 0) jako funkce ¢asu, tj. Ze je ddno u(z = 0;t) = F(t) (obr. 7.12). V bodé
O mtze byt napt. zdroj vinéni. Jaka bude vychylka v bodé o obecné soutadnici = # 07

Vlna postupujici ve sméru Oz Do bodu P o soutadnici > 0 dorazi vlna v ¢ase t = z/c.
Od tohoto okamziku se bude bod P pohybovat tak, jak se pohy boval dfive bod 0. Pohyb bodu
P bude vzhledem k pohybu bodu O zpozdén o dobu t. Jeho vychylka. bude tedy dana vztahem

{kmit.2-4} u(z;t) =F (t - f) . vlna ve sméru osy Ox (7.5)
c
{ram-157}

Tento vztah vyjadiuje vychylku v obecném bodé x jako funkci casu t.

Copyright © 2005, UFI FSI VUT v Brné 318



obrvln.2-12}

{kmit.2-5}

iHarmonicke}

{cast521E}

7.1. POSTUPNE MECHANICKE VLNENI

u
=F
C Y (t) C
Q e e P
T v  f  ~  —z 2z
o] = i
Obr. 7.12

Vlna postupujici proti sméru Oz Vlna postupujici proti sméru osy Ox dostihne bod
@ o soutadnici z < 0 v okamziku 7 = |z|/c. Pohyb bodu @ bude vzhledem k pohybu bodu O
zpozdén o 7, jeho vychylka tedy bude ddna vztahem u = F(t — 7) = F(t — |z|/c), tj.

u(z;t) = F (t + E) , vlna proti sméru osy Oz (7.6)
c

nebot |z| = —=z.

Diskuse:

1. Jestlize zdroj vlnéni neni umistén v bodé O(z = 0), nybrz v obecném bodé Z(x = x¢)
a jestlize vychylka ve vIné, kterou vysilad podél osy Oz, je v bodé Z déna funkei u(zg;t) = F(t),
pak vychylka v obecném bodé P o soufadnici z na jedné nebo druhé strané bodu Z je dana

vztahem
u(:n;t) = F (t _ a:—:m\) .
c

2. Podobnymi vztahy jako vztahy (7.3)—(7.6) je dana i rychlost ¢astic ve vIné, v, (tj. akusticka
rychlost ve zvukové vIng), jejich zrychleni a, akusticky tlak p atd.
3. Vztahy (7.3)—(7.6) vyjadiuji i vychylku v obecné rovinné viné sifici se podél osy Ox.

7.1.5.1 Sinusové (neboli harmonické) viny

Sinusové neboli harmonické vlny jsou velmi castym typem vln uzivanych v technické praxi.
Vznikaji tak, ze zdroj vln — pruznych, zvukovych, elektromagnetickych — koné harmonické
kmity. Kazdy bod ve vlné, Sifici se neohrani¢enym prostfedim, pak kona rovnéz harmonické
kmity o stejné frekvenci jako zdroj.

Sinusové viny v akustice pfenaseji (nebo vytvareji) ¢isté tény. Ve sdélovaci technice se pre-
naseji sinusovymi elektromagnetickymi vlnami signaly v rozhlase, televizi, v radarové a laserové
technice. Harmonicka elektromagneticka vlna o frekvenci f = (10'4-10'%) Hz ptedstavuje mo-
nochromatické svétlo. Nadto lze kazdou vlnu obecného tvaru vyjadrit jako soucet harmonickych
vin o vhodnych amplitudéch, frekvencich a fazich (Fourierova analyza v matematice).

V této ¢asti budou studovany zakladni vlastnosti harmonickych vin postupujicich v jednoroz-
mérném prostiedi, tj. i vin rovinnych. Tzv. stojaté harmonické viny budou studovany v odstavci
8.1.2.

7.1.5.2 Matematické vyjadfeni postupujici harmonické viny

Necht na velmi dlouhé (teoreticky nekoneéné) struné, nebo v trubici, nebo v jiném jednoroz-
mérném prostiedi, se §ifi podél osy Ox obéma sméry rychlosti ¢ viny ze zdroje Z, umisténého
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v bodé x = 0 m, vykonévajiciho sinusové kmity. Vychylka ve viné necht je v tom bodé déna
vztahem
u(0;t) = Up sin(wt + ),

kde U, je amplituda vychylky, w ahlova frekvence kmiti, o poéatecni faze (neboli
fazova konstanta) a ¢ = wt + « je faze. Vztah pro vychylku v obecném bodé o soufadnici x
dostaneme uzitim rovnic (7.5), (7.6):

{kmit.2-6} u(x;t) = Uy sin [w (t - %) + a} ,  vlna ve sméru Oz (7.7)
{ram-158}

{kmit.2-7} u(z;t) = Up sin [w (t + %) + oz} . vlna proti sméru Oz (7.8)
{ram-159}

Vztah (7.7) vyjadiuje vychylku v harmonické viné postupujici ve sméru osy Oz (tj. akus-
tickou vychylku ve zvukové viné) nejen pro x > 0, nybrz pro vSechna z. Podobné tvrzeni plati
i o vztahu (7.8).

7.1.5.3 Jak se pohybuji ¢astice v sinusové viné?

Uvazujme o vlné postupujici ve sméru osy Oz, dané vztahem (7.7). Bod P o soufadnici xp kona
kmity o vychylce
x
u(zp;t) = Uy sin (wt _ 2Py a) ,
c

tj. kond harmonicky pohyb o amplitudé Uy, (nezavislé na x), o thlové frekvenci w (nezavislé na
x) a o fazové konstanté p = —wxp/c+ «, kterd zavisi na xp, a kterd je tedy pro kazdy bod jina.

Bod @ ve vzdalenosti s od bodu P ve sméru postupu vlny (obr. 7.13) kmitd s fazovou
konstantou ¢’ = —w(x + s)/c + «a, kterd se od ¢ lisi o

ws 2ms
A = / — = - = ——
p=¢ = - Te
Délka viny A\ je definovdna pro harmonickou vinu jako vzdalenost, do které dospé&je vlna

UMN

obrvln.2-13} Obr. 7.13

(rychlosti ¢) za jednu periodu, tj. za dobu ¢t = T'. Plati tedy
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A =Tec.  definice vlnové délky (7.9)

Dosadime-li odsud do pfedeslého vztahu, dostaneme Ay = —27s/A. Vyjadiime tento vysle-
dek prehledné:
Dréze s urazené vlnou odpovida zména faze

Ap = —or (7.10)
A
Je-li s = £\, je Ap = F2x. To znadi: Vinova délka je vzdéalenost nejbliz§ich dvou bodi,
jejichz faze se lisi o 2w, tj. které kmitaji se stejnou fazi (poznamka: timto vyrokem lze rovnéz
vlnovou délku definovat).
KP 7-4
Sinusovka v obr. 7.13 necht znézornuje vychylku v pfi¢né viné o vlnové délce A = 0,5 m
postupujici rychlosti ¢ = 20ms™! ve sméru osy Oz a to v jistém okamziku t. Urcete: 1. Dva
body, které kmitaji se stejnou fazi; 2. Dva body, které kmitaji s opaénymi fazemi; 3. Frekvenci,
se kterou kmitaji body ve vilné; 4. Fazi kmitd bodu D, ktery ma soutradnici zp = zp + h, kde
h =0,3m.
Reseni:

1. Body B, C
2. Body A, C;
3. f=7Plati f = %, kde T je ddno vztahem (7.9). Tedy

1 c 20ms !
I=7=37 opm ~0Hz

4. o(D) =? Faze kmitt bodu B, tj. veli¢ina ¢(B) = wt — “2 + a, ma v uvazovaném oka-
mziku nulovou hodnotu, nebot bod B ma nulovou vychylku a vychylka roste (do kladnych
hodnot). Podle vztahu (7.10) ma bod D fazi (D) = ¢(B) — 2wh/A, tj.

h 0,3m

D) = —2r2 = _9
(D) ™ "0.5m

= —1,2nrradidnt .

7.1.5.4 Ruzné vyjadieni harmonickych vin

Vztahy (7.7), (7.8) lze upravit s uzitim vztahu w = 27/T" a vztahu A = T'c takto:

2
u(z;t) = Uy sin [w <t$ f) —I—a} = Up sin [W <t¥ £> —i—a] ,
c T c
t
u(z;t) = Up sin [27r <T ¥ i) + a] . — ve sméru Oz, + proti sméru Ox (7.11)
Jiny uziteény tvar je
u(z;t) = Uy sin (wt Fkz +«) , — ve sméru Ox, + proti sméru Oz (7.12)

kde veli¢ina k = w/c = 27/ se nazyva vlnové ¢islo.
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Velmi casto se vyjadiuje vychylka v harmonické viné v komplexnim tvaru s uzitim zndmého
vztahu
e =cosa+icosa = cosa = Ree?, sina=Ime'“.

Zde i je imaginarni jednotka. Symboly Re f a Im f oznacuji redlnou a imaginarni ¢ast komplexni
funkce f. Funkci (7.12) pak lze napsat ve tvaru

w(x;t) = Un sin (wt F kx + ) = Im Upe!@HFFe+e) |

V odborné literatute pojednévajici o Sifeni vlnéni se obvykle symboly I'm, Re vynechavaji a pise
se
U(SL‘; t) _ Umei(wt$km+a) )

KP 7-5
Vyrchylka v linedrné polarizované pii¢né viné na vlakné je dana vztahem u(y; t) = 2-1072 cos(200¢+
4y —1)[SI]. Urcete: 1. Amplitudu vlny; 2. Smér $ifeni viny; 3. Frekvenci vlny f; 4. Rychlost Sifeni
viny ¢; 5. Vlnovou délku A; 6. Vychylku bodu P o soufadnici y = 7m v okamziku ¢t = 1s; 7.
Velikost a smér rychlosti bodu @ o soufadnici y = 0m v okamziku ¢ = Os.
Reseni:

1. Up =2-10"%m;

2. Vlna se $ifi proti sméro osy Oy;

3. f=w/2m =200/2m = 31,857 1;

4. ¢ =? Upravime: u(y;t) = 2-107%cos [200 (¢ + 25) — 1] [SI]. Srovnéme se vztahem (7.8).

Vychéazi ¢ = 50ms™*;

5. A =7

¢ 50m- s71

A=Tc=—

7 = 731,851 = 1,57m;

6. uly=T;t=1)=2-10"2cos(200-1+4-7—1)m =2-10"2cos(227) m = 1,39 - 1072 m;

0
v= a—;‘ —2.1072-200 - [~ sin(200¢ + 4y — 1)] ms~.
Dosadime: y = 0,t=0... v =—2-10"2-200sin(—1)m- s~ = 3,37ms™;

Rychlost ¥ m4 velikost |5 = 3,37ms™! a je orientovdna ve sméru osy Ou.

7.1.5.5 Fazova rychlost

Rychlost ¢ ve vztahu (7.7) pro vychylku v harmonické viné se nazyvéa fazova rychlost, a to
z tohoto divodu:

Veli¢ina ¢ = w (t — %) + « se nazyva, jak znamo, faze kmitd. Polozme si tuto otazku: Jakou
rychlosti v se musime pohybovat ve sméru osy Ox, abychom byli stdle v mistech, v nichz ma
faze ¢ ve vlné (7.7) uréitou hodnotu, napt. ¢;. Odpovéd: Pohybujeme-li se rychlosti v, ma nase
soufadnice hodnotu z(t) = vt + K, kde K je néjaké konstanta. Faze pak ma hodnotu

x vt + K tlc—v)+ K
gazu(t——)—i—a:w t— +ao=w——""—+oa.
c c

c
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Ma-li ¢ byt stalé, tj. na case nezavislé, musi byt v = c¢. Rychlost ¢ je tedy rychlost, se kterou
se musime v harmonické viné pohybovat, abychom zastihli kazdy bod ve stejné fazi kmita. Proto
se tato rychlost nazyva fazova.

V analogii s timto vysledkem nazyva se i veli¢ina ¢ ve vztazich (7.3) — (7.6), vyjadiujicich
vychylku ve vlné postupujici bez zmény tvaru, rychlost fazova. Argumenty, tj. vyrazy x F ct
atF %, se nazyvaji faze pohybu.

Poznamenejme, ze v nékterych latkach se viny nesiii beze zmény tvaru, nybrz tvar viny se
meéni, vina se ,,deformuje“. Pak je nutno rozlisSovat rychlost ¢ela vlny, fazovou rychlost sinusovych
vln, rychlost Sifeni energie atd. Tyto rychlosti jsou obecné rizné. Tento jev se nazyva disperze
vinéni.

7.1.6 Doppleruav jev

Co je to Doppleruv jev? Jestlize zdroj Z periodickych vin kona kmity s frekvenci fz, pak
detektor téchto vin, napr. poslucha¢ v pripadé viln akustickych, pfijima vlny s frekvenci fp,
kterd je rovna fz jen tehdy, jestlize se vzdalenost detektoru od zdroje neméni. Jestlize se tato
vzdalenost méni, tj. jestlize se zdroj a detektor vici sobé pohybuji, jsou frekvence fp, fz ruzné,
fp # fz. Tento jev se nazyva Doppleriiv jev a projevuje se jak u vin mechanickych, tak u vin
elektromagnetickych.

7.1.6.1 Priklady Dopplerova jevu

1. Prijizdi-li motocykl, jehoz vyfukové plyny proudi z vyfukového potrubi periodicky s frek-
venci fz, pak ¢lovék, ktery stoji u silnice, slysi zvuk o frekvenci f; > fz. JestliZe se motocykl
vzdaluje, slysi ¢lovek zvuk o frekvenci fo < fz.

2. Vysila-li elektromagnetické viny o frekvenci fz zdroj (radiovy vysila¢) umistény v druzici
Zemé nebo v kosmické sondé, pak frekvence fp, kterou zaznamend prijimac¢ na Zemi, neni
(obecné) rovna fz. Je-li frekvence fz zndma a zméfi-li se fp, lze uréit radialni slozku
rychlosti druzice vzhledem k Zemi (méfeni rychlosti druzic).

3. Jedouci vozidlo, na které dopadé radarova vlna (tj. elektromagnetickd vina o vlnové délce
fadu 1072 m), se stava sekundarnim zdrojem odrazenych elektromagnetickych vin. Detek-
tor odrazenych vln, umistény obvykle pobliz zdroje, zaznamend jinou frekvenci nez ma
zdroj (méfeni rychlosti vozidel — viz pfiklad KP 7-7).

4. Vlnovéa délka svétla, vysilaného atomy pohybujicimi se v plynové vybojce, zavisi (zcela
nepatrné) na velikosti a sméru jejich rychlosti (tzv. Dopplerova §ifka spektralnich ¢ar).

5. Frekvence svétla, které k ndm prichazi ze vzdalenych oblasti vesmiru, je mensi nez frekvence
svétla vysilaného atomy stejného druhu na Zemi (tzv. rudy posuv ve spektru hvézd —
svétlo hvézd méa nepatrné vétsi vinovou délku a prislusné spektralni ¢ary jsou posunuty
smérem k ¢ervenému okraji spektra ve srovnani se spektrem pozemskych zdroji). Svédéi
to o expanzi vesmiru.

6. Jede-li po silnici stalou rychlosti kolona vozidel stejné€ od sebe vzdalenych, je perioda, se
kterou vozy miji pozorovatele pohybujiciho se proti ni, mensi nez perioda, se kterou miji
klidného pozorovatele.
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Obr. 7.14

7.1.6.2 Zdroj v pohybu — vlnova délka

Budeme uvazovat o mechanickych vlnach, napt. o vlnach akustickych, vyzarovanych vSemi sméry
bodovym zdrojem o frekvenci f, ktery se pohybuje stalou rychlosti @ vzhledem ke vzduchu.
Budeme piedpokladat, Ze plati u < ¢, kde c je rychlost zvuku ve vzduchu. Sifeni vin je naznac¢eno
v obr. 7.14 pro urcity okamzik ¢y3. Kulové vlnoplochy Kj, K2, K3 byly vyslany zdrojem 2
v okamzicich t; = 0s, to = T, t3 = 27T, kde T je perioda kmit. V téchto okamzicich byl
zdroj postupné v bodech Aj, Ao, As, které jsou od sebe vzdaleny o uT'. Kulové vinoplochy
expanduji rychlosti c. Vzdalenost sousednich vlnoploch, méfenéd kolmo na vlnoplochu, je vlnova
délka v pfislusném misté (N, N, A\js atd.). Nejmensi vinova délka ()') je pfed zdrojem, nejvétsi
(N") za zdrojem. Hodnoty veli¢in A" a A" uré¢ime takto:

Z bodu A; se §ifila vina do bodu P’ po dobu tg, plati tedy A; P’ = cty. Vlnoplochu K5 vyslal
zdroj v bodé As v okamziku to = T, plati tedy A2Q’ = ¢(to — T'). Z obr. 7.14 je ziejmé, ze plati

N = AP — AQ = AP — (A Ay + AsQ') = cto — [uT + e(ty — T)] = (¢ — )T = (1 - %) A,
kde A = ¢T je vlnova délka vin sificich se z klidného zdroje. Podobné dostaneme vztah N\’ =
(c4+u)T'. Zavedeme-li osu Ox vzdy tak, Ze ji orientujeme od zdroje Z do mista, kde vlnovou délku
zjistujeme, lze oba odvozené (respektive uvedené) vztahy vyjadiit ve tvaru A'(\’) = (¢ — u,)T.
Zde u, je primét rychlosti @ do osy Oz (u, = 0).

Frekvenci kmitt, kterou zaznamenéa detektor D, pohybujici se vzhledem ke vzduchu rychlosti
U (v < ¢) bud smérem ke zdroji Z, nebo smérem opaénym, oznac¢ime f’. Uréime ji: Zavedeme
osu Oz orientovanou od Z k D. Relativni rychlost vinéni vzhledem k detektoru ¢’ je pak dana
vztahem ¢ = ¢ — v,. Frekvence kmitd f’, které zaznamend zdroj, je ¢iselné rovna poctu vin
(o délce X'), které jej minou béhem 1s. Oznacime-li At délku libovolného ¢asového intervalu,
v némz zkoumany déj probiha, plati

f,_c'Ati_ c— Uy "
TN At (c—u)T
i —— (7.13)
C— Uy
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Vyznam uzitych symbolt: f — frekvence zdroje Z; f' — frekvence zachycend detektorem D;
u; — prameét rychlosti @ zdroje Z do osy Owx, orientované od Z k D; v, — pramét rychlosti ¢/
detektoru D do Oz (obr. 7.14).

Pohybuje-li se navic i vzduch vzhledem k Zemi stalou rychlosti V lezici ve spojnici (Z, D),
jsou rychlosti zdroje a detektoru vzhledem k Zemi (i a 7p), dany vztahy

g=u+V, tvh=0v+V.

Pro praméty rychlosti do osy Oz odtud plyne u, = ugy — Vi, vz = vz — V. Dosadime-li do
vztahu (7.13), dostaneme

/ c+ Ve — vz
= — 7.14
P = v (7.14)
Vyznam uzitych symbold: ¢ — rychlost zvuku ve vzduchu, V, — primét rychlosti vzduchu

vzhledem k Zemi do osy Oz, orientované od Z k D, ug, — prumét rychlosi zdroje vzhledem
k Zemi do Ox, vg, — prumét rychlosi detektoru vzhledem k Zemi do Ozx.

Diskuse vztahu (7.14): -

1. Vztah (7.14) zahrnuje v sobé i vztah (7.13) (V, =0 — ugz = Uy, Yoz = Uz)-

2. Jestlize se zdroj a detektor k sob& priblizuji, je ugy > vz, tedy f' > f. Jestlize se zdroj
a detektor od sebe vzdaluji, je f/ < f.

3. Je-li vzdélenost zdroje a detektoru stala, je f' = f pro jakékoliv V,.. Pouhy pohyb vzduchu
— vitr — nema tedy vliv na pfijimanou frekvenci.

Zjednoduseny vztah pro frekvenci Maji-li zdroj a detektor tak malé rychlosti, ze plati
u <K ¢, v <K ¢, lze vztah (7.13) upravit:

Vg

C— Uy 1

kde jsme uzili rozvoje funkce (1 — u,/c)~!. Vynésobime-li vyrazy v zavorkach a zanedbame-li
nevypsané ¢leny i ¢len u,v,/c?, dostaneme piiblizné vatahy

P = (1 + %) f. Za D sek sob& piblizujf (7.15)

/

f = (1 + vc,,> f. Z a D se od sebe vzdaluji (7.16)

Zde je v, = u, — v,, respektive v]. = v, — u, relativni rychlost, se kterou se zdroj a detektor
k sobé priblizuji, respektive od sebe vzdaluji.

Doppleruv jev pro elektromagnetické viny Elektromagnetické viny se §ifi i vakuem, nebot
na rozdil od mechanickych vln nemuseji mit nositele — latkova prostiedi. K odvozeni vztahu
pro pfijimanou frekvenci pri vzajemném pohybu zdroje a detektoru nelze uzit ivahy provedené
pro mechanicka viny. Relativistické teorie elektromagnetiekého pole vede ke vztahu f' = (¢ +
v,)Y2 - (¢ F v,)"Y/2f, kde v, je rychlost, se kterou se zdroj a detektor k sobé& pfiblizuji (horni
znaménka) nebo od sebe vzdaluji (dolni znaménka) a kde ¢ je rychlost svétla ve vakuu. Je-li
vy < ¢, je prijimand frekvence déna pfibliznymi vztahy (7.15) a (7.16) shodnymi se vztahy pro
mechanické viny.
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Obr. 7.15

Balisticka vlna Vzroste-li rychlost zdroje vzhledem ke vzduchu tak, ze nabude rychlosti zvuku
ve vzduchu, budou mit vlnoplochy vzajemnou polohu naznacenou na obr. 7.15a. Pri dalsim
vzristu rychlosti zdroje pfedbiha zdroj ¢elo zvukové viny a vytvoii se tzv. Machiv kuzel. Je to
obalka kulovych el vin, vyslanych v predchozich fazich pohybu. Tato vlna se obvykle nazyva
balistickd vlna. Pro thel (obr. 7.15) plati tga = c/u, kde ¢ je rychlost zvuku ve vzduchu a u
rychlost zdroje. Termodynamické déje ve vzduchu — zmeény tlaku, teploty atd. — v balistické
vlné, kterd vznikd pri pohybu nadzvukovych objektt, se podstatné lisi od déja v akustickych
vlnach.

Tvar balistické viny lze nejlépe pozorovat ve vlnéni, které vznika na vodni hladiné za rychle
jedouci motorovou lodi.

— —

UD vz

D —_— A

1

1%

0 z

/.
Obr. 7.16

KP 7-6

Akusticky zdroj, detektor a vzduch se pohybuji rychlostmi o velikostech v = 10ms™!, v =
6ms™!, V = 15ms~! smérem naznacenym na obr. 7.16. Detektor registruje frekvenci 450 Hz.
Jakou frekvenci mé zdroj? Rychlost zvuku ve vzduchu je 331 ms~—!.

Resent:

Zavedeme osu Ox podle obr. 7.16. Zavislost mezi frekvenci zdroje f a frekvenci f’ pfijimanou
detektorem je vyjadfena vztahem (7.14), kde

c=331ms ', wyy=—10ms™ !, vy, =6ms !,

pak
c+Vy—ug 331 -15+10

_ _ 450 Hz = 473 Hz.
f = oV "o 331156 z z
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{obr5217} Obr. 7.17

{radar} KP 7-7
Klidny zdroj Z vyzafuje radarové viny o vlnové délce A = 30 mm proti osobnimu automobilu
prijizdéjicimu na délnici (obr. 7.17). Od néj se vlny odrézeji a dopadaji na detektor umistény
u zdroje. Slozenim elektrickych kmitt o frekvenci f ze zdroje a kmitt o frekvenci f” z detektoru
vznikaji zédznéje o frekvenci f, = 2000 Hz. Reste tikoly: 1. Vysvétlete vznik zaznéjt; 2. Urcete
frekvenci zdroje f; 3. Urcete obecné frekvenci f’, se kterou dopadd vlnéni na automobil; 4.
Urcete obecné frekvenci f”, kterou zaznamend detektor; 5. Rozhodnéte, zda Fidi¢ porusil predpis
o nejvyssi dovolené rychlosti.

Doplitujici tikol: Reste piiklad za predpokladu, Ze v zadani se zméni pouze slovo ,,piijizdéjici“

na ,,odjizdé€jici“.
Reseni:

1. Automobil ptijizdi ke zdroji Z. Elektromagnetické viny na né&j dopadaji s frekvenci f’,
kterd je vétsi nez frekvence f zdroje. Vlny se od automobilu odrézeji. Tim se stava celo
automobilu sekundarnim zdrojem Z’, ktery vysila (tj. odrazi) vlny s frekvenci f’ a ktery
se pohybuje k detektoru D. Detektor, ktery je v klidu, pfijim4 frekvenci f” > f’. Slozenim
elektrickych kmitt ze zdroje (frekvence f) a kmitii o frekvenci f” z detektoru (elektrické
impulsy z antény, zesilené v zesilovaci) vznikaji elektrické zaznéje o rozdilové frekvenci

fe=1f= 1"

¢ 3-108

f=5=571p2=110"He

3. Automobil se priblizuje ke zdroji Z rychlosti v < ¢, kde ¢ je rychlost svétla ve vakuu.
Podle vztahu (7.15) a odstavce, ktery po ném néasleduje, je frekvence f, se kterou na néj

dopadaji vlny, rovna
r=-2)r
c

4. Automobil je soucasné sekundarnim zdrojem Z’ o frekvenci f’, ktery se pohybuje k detek-
toru. Opét podle vztahu (7.15) plati pro pfijimanou frekvenci f”

F-(-92- -9

5. Urc¢ime rychlost automobilu. Zname frekvenci zaznéju f,, pro kterou plati

o=l == =i = (14 2) s = (142Y) s f=2Ys

Odtud plyne
cf, 3-10%-2000 . 1
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Nejvyssi dovolenad rychlost na dalnici je 130km/h. Nemélo-li vozidlo pfedepsdnu mensi
maximéalni rychlost, ¥idi¢ neporusil pfedpisy.

Pozndmka: Stupnice pfistroje, ukazujiciho rozdilovou frekvenci, je cejchovana piimo v km /h.
Doplriujici tkol feste samostatné.

7.1.7 Akustické vinéni

Akustickym vlnénim se nazyva vinéni sifici se v plynech a kapalinach (a nékdy i podélné vinéni
v pevnych latkach), a sice to vlnéni, které obsahuje (nebo které lze rozlozit na) harmonické viny
o frekvencich z intervalu (16;20 000) Hz. Toto vlnéni vyvolava u ¢lovéka zvukové neboli akustické
vjemy, Clovek slysi zvuk.

Kmity (nebo pohyb) elementt latky, jiz se Sifi obecné akustickd vlna, maji vétSinou obecny
neperiodicky pribéh. Takovéto viny jsou ¢loveékem vnimany jako obecné zvuky.

Zvuk s periodickym ¢asovym prubéhem se nazyva ton. Zvuk s harmonickym ¢asovym pribé-
hem se nazyvéa jednoduchy tén. Kazdou periodickou vlnu, tj. i kazdy tén (podobné jako kazdé
periodické kmiténi), 1ze rozlozit na spo¢etné mnozstvi harmonickych vln, tj. jednoduchych téni.
Nejnizsi z frekvenci obsazenych v ténu udava (tj. podminuje) jeho vysku a nazyva se zakladni
frekvence. Jednoduché tény ostatnich (vétsich) frekvenci se nazyvaji vyssi harmonické tény.
Udéavaji barvu ténu.

Mohutnost a kvalita zvukového pocitku zavisi na energii, kterou zvukova vlna prenasi a na
frekvencich harmonickych vln ve zvukové viné obsazenych. Soubor frekvenci ve zvukové viné
obsazenych se nazyva frekvencni spektrum. Jeho rozborem se zabyva zvukova spektralni
analyza. Zkouménim vlastnosti zvuku z hlediska fyzikalnich zakonitosti, které se uplatiiuji pii
jeho buzeni, Sifeni a detekci, se zabyva fyzikalni akustika. Zkoumanim uc¢inku vlnéni na lidsky
sluch se zabyva fyziologika akustika.

VlInéni, obsahujici pouze harmonické slozky o frekvencich nizsich nez 16 Hz, se nazyva infra-
zvuk. Vinéni, obsahujici pouze harmonické slozky o frekvencich vyssich nez 20 000 Hz, se nazyva
ultrazvuk. Zvukova vlna s obecnym ¢asovym prubéhem obsahuje vétsinou i infrazvukové a ul-
trazvukové slozky.

Hlavni fyzikalni zdkonitosti déji, které probihaji ve vlnich s riznym casovym pribéhem
$ificich se riznymi plyny a kapalinami, jsou vét§inou shodné, nebo jsou si velmi podobné. Jsou
dtilezité jak z hlediska jejich zvukovych ucinkt, tak i z hlediska jejich vlivu na déje, které
probihaji v riznych technickych zafizenich. Proto budou predmétem nasich dalSich tvah.

7.1.7.1 Diferenciilni rovnice vlnéni

Pruzné viny v kapalinach a plynech V kapalinich a plynech se mohou §ifit pouze podélné
pruzné vlny (viz odstavec 7.1.2). Z nich nejdtlezitéjsi jsou rovinné vlny. Mohou se §ifit jednak
v neohrani¢eném prostiedi, jednak v trubicich (tj. v potrubi) tak, Ze vSechny elementy latky se
pohybuji v pfimkéch rovnobéznym se smérem postupu vilny (v trubici je to smér jeji osy).
Odvodime soucasné dva dilezité vysledky: 1. Diferencialni rovnici vlnéni (7.28), tj. parci-
alni diferencialni rovnici, které vyhovuje vychylka (nebo tlak) elementti; 2. Vztah pro vypocet
rychlosti podélné viny z parametri, charakterizujicich prostfedi (rovnice (7.27)).
Predpoklady o latce, kterou se §ifi vlny. Budeme predpokladat, Ze tekutina (kapalina,
plyn), kterou se §ifi vlnéni, je spojité a homogenni prostiedi a ze mé zanedbatelné vnitini tfeni,
takze nedochazi k disipaci energie (tj. k nevratné pfeméné mechanické energie v energii tepelného
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pohybu). Pivodni hustota prostiedi necht je pg, ptivodni tlak necht je py (napf. barometricky
tlak ve vzduvhu).

Obr. 7.18

Pruzné vlastnosti kapalin a plyni jsou charakterizovany modulem objemové pruzZnosti
K, definovanym takto (obr. 7.18): Necht tlak p v tekutiné se nepatrné zmeéni na p + Ap. Pak
element, ktery mél pfi tlaku p objem V', nabude objemu V + AV (je-li Ap > 0, je AV < 0).
Definice modulu objemové pruznosti K zni:
Ap

K = _W . modul objemové pruznosti (7.17)

Jednotka: 1 Nm = 1Pa. Latky mélo stlacitelné maji AV/V malé, tj. K velké. Definice stlaci-
telnosti ~ zni:

stlacitelnost

2
I
|

Predpoklady o vIné. Budeme uvazovat o rovinné ving, kterd mize byt bud neohranicena,
anebo omezend na trubici. VSechny elementy prostfedi se pfitom pohybuji v pfimce dané smérem
Sifeni vlny. Zavedeme osu Oz ve sméru (nebo proti sméru) Sifeni vlny. Pro pramét vektoru
posunuti z rovnovazné polohy 4 do osy Oz, tj. pro vychylku u, plati u == 0. P¥ipomefime, Ze
v harmonické zvukové viné se veli¢ina u nazyva akusticka vychylka. Pii prichodu viny bude
u funkci veli¢in z, t: u = u(x;t). Budeme pfedpokladat, ze |u| je velmi mala veli¢ina a ze funkce
u(x;t) mé spojité derivace tfetiho Fadu.

Kazdy element prostfedi se pfi priichodu vlny posunuje jako celek (jeho vychylka z pivodni
polohy je u) a soucasné se deformuje — stla¢uje nebo prodluzuje (viz obr. 7.19). Soucasné se
meéni i tlak v latce. Celkovy tlak p. v latce pfi prichodu vlny napiseme ve tvaru

Pe = po +p(x,t).

V harmonické zvukové viné se veli¢ina p nazyva akusticky tlak. Plati p = 0. Ve slysitelnych
akustickych vlnéach, tj. ve vlnach, jez je mozno vnimat bez pocitu bolesti nebo bez poskozeni
sluchovych orgnant, je |p| < po.

Odvozeni diferencidlni rovnice vlnéni. Diferencidlni rovnici vlnéni pro vychylku u(z;t)
v celé vlné, tj. v celém prostiedi, odvodime tak, Ze budeme uvaZovat o dé&ji probihajicim
v jediném malém elementu a v jeho nejblizsim okoli. Tato metoda odvozovani diferencidlnich
rovnic je bézné v teorii pruznosti, hydromechanice, elektromagnetismu atd.

Na obr. 7.19 je naznacen v horni ¢asti libovolné vybrany maly element E latky v ptvodni
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sily poloha a deformace
v klidu Az
poS . PoS
| | S
é x '0 x r+Ax
_1?» U+ A
pii priichodu (po+p)S (po+p+Ap)S
viny |
O x 0 z+u z

T+ Azt u+Au
Obr. 7.19

poloze. Jeho priifez je S, jeho leva sténa mé soufadnici x, prava soutfadnici x + Ax. Tloustka
elementu Az je velmi mald ve srovnani s vychylkou w. Pfi pruchodu viny se element posunul
jako celek a soucasné se deformoval (dolni ¢ast obr. 7.19, element je nakreslen prodlouzen). Na
levé strané ma tlak velikost pg + p a tlakova sila velikost (po + p)S. Na pravé strané maji tyto
veli¢iny velikost po + p + Ap, (po + p + Ap)S. Tlakové sily pisobici na element E ve smérech
kolmych na Ox maji vyslednici nulovou, nebot element se pohybuje podél osy Ox.

Pohybova rovnice elementu zni

Ami = AF, (7.18)

kde AF je vysledna sila ptisobici na element, jehoz hmotnost je Am a kde @ je jeho zrychleni.
Hmotnost elementu se béhem pohybu neméni, je rovna Am = pgAzS. Z vektorové rovnice
(7.18) dostaneme rovnici skalarni promitnutim do osy Oz: Ama, = AF,. Zde je a, = 82151(;”5)
(symbolu pro parcidlni derivaci jsme uzili proto, ze u je funkci dvou proménnych). Déle zfejmé
plati AF, = (po+p)S — (po + p + Ap)S. Dosazenim dostaneme vztah

O?u(x;t)

pOAl'ST

= (po+p)S—(po+p+Ap)S
a z ného vztah
PPu(z;t)  Ap
"0 = Az
Nyni provedeme limitni pfechod Az — 0. Leva strana rovnice (7.19) se pfitom neméni, pro

(7.19)

pravou dostaneme (aZ na znaménko)

p(x + Az, t) —p(z,t) _ Op(w;t)

lim — =1 . 7.20
Ai:go Ax Aglcgo Az ox ( )
Cas t je pfi tomto limitnim procesu neménny parametr. Rovnice (7.19) nabude tvaru
0%u(x;t Op(x;t
00 (2 ) = — (z;2) ) (7.21)
ot ox
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V této rovnici jsou dvé nezndmé veli¢iny: u(x,t), p(x,t). Jednu z nich, napt. p(x;t), vyjadiime
pomoci druhé takto: NapiSeme vztah (7.17) pro element E, ktery pfi zméné tlaku z pg na pg +p
zménil objem z SAz na S(Ax + Au):

D D Au
AV S-A
e SAr Az
V limité pro Ax — 0 dostaneme
ou(z;t)
i) =—K . 7.22
Dosadime-li odsud do rovnice (7.21), dostaneme po upravé rovnici
Pu  p 0%u
— — ——-5 =0. 7.23
0z? K ot? (7:23)

To je hledané parcidlni diferencialni rovnice pro vychylku u(z;t). Ptvodni hustotu prostiedi
jsme zde oznacili namisto pg symbolem p.

Shodnou rovnici pro akusticky tlak dostaneme tak, Ze rovnici (7.23) derivujeme parcidlné
podle z, na pravé strané zaménime poradi derivovani podle ¢ a x (coz je dovoleno podle pred-
pokladu o spojitosti tfeti derivace) a uzijeme vztahu (7.21). Dostaneme

O?p(x;t)  p OPpla;t)
-2 0. (7.24)

Co plyne z rovnic (7.23), (7.24)? ReSenim rovnice (7.23) jsou funkce

u(z;t) = f (a: - Kt) , (7.25)

p

u(z;t) =F (1: + \/§t> , (7.26)

kde f(y) a F(y) jsou libovolné funkce, které maji druhou derivaci (podle y). Nebudeme uvadét,

jak se na to prijde, dokdzeme vSak, Ze jsou fesenim. Polozime y = x — 4/ %t a derivujeme:

of _df(y) dy(x;t) dfty) ( [KY\ .  9*f _ df(y) K.
ot dy ot dy ’ p’

o o2 dy?

of _dfy) oy(zit) _dfly) | 9 _ &f(y)
Ox dy ox dy T Ox? dy?
Dosazenim do (7.23) se pfesvéd¢ime, ze funkce (7.25) tuto rovnici spliiuje identicky, tj. ze je
jejim feSenim. Podobné to plyne pro funkci (7.26).
Funkce (7.25), (7.26) vSak vyjadfuji vychylky ve vlnach, které postupuji beze zmény tvaru
ve sméru a proti sméru osy Ox rychlosti ¢, kde

K
c=4[— rychlost podélné viny (7.27)
\/ p

(viz odstavec 7.1.5.2). RovnéZ rovnice (7.24) pro akusticky tlak m4 feSeni dané vztahy (7.25),
(7.26). Obé rovnice (7.23), (7.24) 1ze tedy napsat ve tvaru
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2 o 1 62 .
0 J;SU?, b_ = 0 J;(;’ 2 =0. vlnové diferencidlni rovnice (7.28)

Tato rovnice, jejimz feSenim jsou funkce f(z—ct) a f(x+ct), se nazyva (jednorozmérna) vinova
diferencialni rovnice (nebo také D’Alembertova vlnova rovnice).

Hlavni vysledek: V kapaliné nebo v plynu se mohou $ifit rovinné vlny beze zmény tvaru.
Jejich rychlost je ddna vztahem (7.27).
Pozndamky: ——
1. Beze zmény tvaru vlny se $ifi vychylka i akusticky tlak. 2. Pfi odvozeni rovnice (7.23) jsme
viubec nepouzili predpokladu, ze pohyb prostfedi je vinéni, tj. ze se deformace §ifi konecnou
rychlosti beze zmény tvaru. Moznost existence vlny vyplynula teprve z toho, Ze funkce (7.25),
(7.26) jsou feSenim rovnice (7.23).

Diskuse:

1. Akusticky tlak a akusticka vychylka vyhovuji stejné diferencidlni rovnici. Je-li zndma funkce,
udéavajici vychylku ve viné, uréi se akusticky tlak ze vztahu (7.22).

2. Rovnici (7.23) vyhovuji nejen funkce (7.25), (7.26), nybrz i jejich linearni kombinace, tj. funkce

u(z;t) = C1f (CL‘ \/Et> + CyF <x+ \/Et> ,
p p

kde C7, C5 jsou libovolné konstanty. Pro C; = 1, Cy = 1 vyjadfuje tento vztah zadkon superpozice
(viz odstavec 7.1.4).

3. D’Alembertové vlnové rovnici (7.28) vyhovuji i veli¢iny, které charakterizuji i rovinné viny
priéné, viny na vldkné, rovinné viny elektromagnetické atd., nebot také tyto viny se Sifi beze
zmény tvaru.

4. Siteni vIn lze uzit k uréovani pruznych vlastnosti latky. Zméfime-li napi. rychlost vinéni ¢ ve
vodé, muzeme uréit jeji modul objemové pruznosti K ze vztahu (7.27).

Z N

Obr. 7.20
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D’Alembertova vinova rovnice Siii-li se pruznym prostiedim beze zmény tvaru obecnym
smérem Os (obr. 7.20) rovinnd vlna rychlosti ¢, je vychylka @ dana vektorovou funkci

—

u(z,y,z,t) = f(s—ct),
kde
s=xcosa+ycosf+ zcosy.

Derivovanim funkce f a dosazenim lze dokazat, Ze & vyhovuje rovnici

0*u  0%u  0%u 1 0%

922 + 2 + 92 ZoE = 0, D’Alembertova vlnova rovnice (7.29)

neboli
Ai— == =0, (7.30)

kde jsme zavedli Laplacetuv diferencialni operator /A = 53—:2 + % + %.

Funkce u,(x,y, z; t), udavajici pramét vektoru « do libovolného sméru 7, nebo tlak p(zx, y, z;t)
ve vIné §ifici se v plynu nebo v kapaliné, vyhovuje skaldrni diferencialni rovnici
1 0%f
e o2

Kazda z rovnic (7.29)—(7.31) se nazyva (obecnd) D’Alembertova vlnova rovnice. Rovnice
(7.23), (7.24), (7.28) jsou jejim zvlastnim piipadem.

D’Alembertova rovnice méa velmi rozsahlé aplikace. Vyhovuji ji nejen veli¢iny, charakterizujici
pruzné viny, nybrz i veli¢iny, charakterizujici viny elektromagnetické atd., a to nejen vlny rovinné,
nybrz i vilny kulové, valcové i viny obecného tvaru.

Af — =0. (7.31)

7.1.7.2 VInéni v plynech, tyéich a vlaknech

vvvvv

plati vSechny obecné zakonitosti a vztahy uvedené v predeslém odstavci. Hlavnim cilem této
¢asti bude odvozeni vztahi (7.34), (7.35) pro vypocet rychlosti $ifeni zvuku v plynu. Rychlost
Sifeni vlnéni v plynu je déna obecnym vztahem (7.27), kde modul objemové pruznosti K je
definovan vztahem (7.17). Tento vztah vSak nedefinuje veli¢inu K pro plyny jednozna¢né. Na
rozdil od kapalin zavisi totiz zména objemu plynu jak na zméné jeho tlaku, tak (a to podstatné)
na zméné jeho teploty, nebot veli¢iny p, V', T' jsou vazany stavovou rovnici (4.4). JestliZe se napf.
pfi zméné objemu plynu jeho teplota neméni, plati vztah pV = konst.. AvSak v akustickych
vlnach jsou zmény objemu a tlaku relativné rychlé, takze béhem nich témér nedochézi k vyméné
tepla mezi sousednimi elementy plynu. Nejsou to déje izotermické, nybrz ptiblizné adiabatické.
Méni se pfi nich jak objem a tlak, tak i teplota jednotlivych elementti, plynu. Pii kompresi
se zahfivaji, pfi expanzi ochlazuji. Objem jednotlivych elementd souvisi s tlakem plynu podle
vztahu pV'* = konst., kde k = ¢,/cy je Poissonova konstanta (rovnice (5.14)).

K uréeni veli¢iny K podle vztahu (7.17) je nutno znat vztah mezi zménou tlaku plynu dp
pfi prichodu viny a zménou objemu elementu dV. Dostaneme jej diferencovanim vztahu

pcV" = konst. , (7.32)

kde p. = pg + p je celkovy tlak, py ptivodni tlak a p akusticky tlak, tj. prirtstek celkového tlaku.
Necht Vj znaéi ptivodni objem plynu. Pak plati

O(pV"F O(pVH
[ (p )} de+[ (p )]
Ipe P0,Vo v P0,Vo
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ViEdpe + kpoVg AV =0,  tj. dpe + xpoVy 1AV =0.
Z posledniho vztahu a ze vztahu (7.17) plyne

= — dpc = /<.j
aviv, e

Dosazenim do vztahu (7.27) pro rychlost vlnéni dostaneme

c= \/% : (7.33)

kde jsme oznadili pivodni tlak plynu, dosud oznaceny pg, symbolem p. Pro idealni plyn lze vztah
(7.33) upravit s uzitim stavové rovnice pV = (m/M)RT a vztahu p = m/V do tvaru

= \@, (7.34)

Zde je R molarni plynova konstanta a M molarni hmotnost plynu.

Rychlost zvuku v idealnim plynu tedy zavisi jen na teploté. UZiteény vztah dosta-
neme, jestlize oznac¢ime rychlost zvuku p#i uréité (libovolné) teploté T symbolem c¢y. Ze vztahu
(7.34) pak plyne, ze rychlost zvuku ¢ pfi libovolné teploté T' je ddna vztahem

c= co\/TT . (7.35)

Rychlost vlnéni ve skutec¢nych plynech, napi. rychlost zvuku ve vzduchu, je dana pfiblizné vztahy,
které plati pro ideédlni plyny. Hodnoty rychlosti zvuku ve vzduchu za riznych podminek (pfi
ruzné vlhkosti atd.) v ostatnich plynech i v pevnych latkach je udana v tabulkach.

Vinéni v ty¢i Pusobi-li na konci ty¢e tahova nebo tlakova sila, Sifi se podél osy tycCe vina.
Jezto pri protahovani nebo stlacovani elementi tyce se méni i jeji prifez, deformuji se jednotlivé
body tyce nejen ve sméru podélném, nybrz i ve sméru piicném. Rozhodujicim parametrem

vvv

definovany vztahem
F Au
—=F—.
S Ax
Zde F' je tahova nebo tlakova sila pusobici v prifezu tyée o plosném obsahu S a = je puvodni
délka elementu tyce a u jeho prodlouzeni nebo zkraceni. Uvahami analogickymi Gvaham v od-

stavci B 1ze dokdzat, ze podélné vychylka v ty¢i vyhovuje opét rovnici (7.28). Pfitom rychlost

vlnéni c¢ je ddna vztahem
E
c=4/—. (7.36)
p

Zde je E modul pruznosti v tahu ([E] = Nm~2), p hustota tyce.

Vinéni na vlakné Podél vldken se mohou §ifit viny podélné i pficné. Podélné viny nejsou
prili§ casté. Jejich rychlost je déna vztahem (7.36). P¥i¢né viny se vyskytuji ¢astéji, zejména
na strunach, lanech atd. Jednotlivé elementy se po hybuji kolmo na smér vladkna vlivem sil od
sousednich elementt (sily Fi, F, v obr. 7.21). Lze dokazat, ze vychylka u(x,t) vyhovuje opét
diferenciélni rovnici (7.28), pfi ¢emz rychlost vin je ddna vztahem

c=q]—. (7.37)
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smér pohybu elementu

element vlakna

c
— smér Sireni viny

{obr5221} Obr. 7.21

Zde je F velikost sily, kterou je napinano vldkno a p je linedrni hustota vlakna, definovana
vztahem p = (hmotnost vldkna)/(délka vldkna). VSimnéte si podobnosti vzorca (7.27), (7.36),
(7.37).

7.1.7.3 Energie pruznych vin
PruznychVln}

vvvvv

elementy pohybuji a deformuji, maji tedy energii kinetickou a elastickou. Tuto energii dodava
zdroj, ktery viny budi, a to tak, Ze pusobi na prilehlé elementy prostiedi silou, kterd kona
praci. Podobné na sebe ptisobi i dva sousedici obecné polozené elementy prostiedi, takze energie
prechazi z jednoho elementu na druhy ve sméru siteni viny.

Energie akustickych vin v plynech ma pomérné malé hodnoty. Podstatné vétsi hodnoty ma
energie ultrazvukovych vln v kapalinidch a v pevnych latkadch. Vyplyva to z dale uvedenych
vztaht (7.42), (7.46) pro hlavni veli¢iny, charakterizujici energetické poméry v harmonickych
vlndch — hustotu energie a intenzitu vinéni.

ergieVlneni}
Hustota energie vinéni Budeme uvaZovat o podélné harmonické viné §ifici se ve sméru osy

Oz, v niz je vychylka dana vztahem
{5232} u(x;t) = Uy sinw (t - f) . (7.38)
c

Hustota prostiedi necht je p.

v p, AV, Am
/

/ﬂL

{obr5222} Obr. 7.22

Element o pivodnim objemu AV = SAz (naznaceny v obr. 7.22) mé okamzitou rychlost v
a délku Az 4+ Awu. Jeho kineticka energie je

AEy, = %Amzﬂ = %pAV <?;;>2 = %pAV [Umw cosw (t — %)r .

Copyright © 2005, UFI FSI VUT v Brné 335


HRW - Fyzika
HRW 17.7, str.  447



{5233}

{5234}

{5235}

{5236}

{5237}

nzitaVlneni}

{5238}

7.1. POSTUPNE MECHANICKE VLNENI

Lze dokéazat, ze jeho potencidlni energie pruznosti (elasticka energie) AE;, je v kazdém okamziku
stejnd jako AF\, tj. Ze plati AE, = AF\. Celkova energie elementu tedy je

T
ABy = ABy + AE, = 2AE = pAV - U2w? cos® w (t - f) . (7.39)
c
Tato energie se s Casem méni. Z tvaru vyrazu na pravé strané vztahu (7.39) plyne, Ze energie
postupuje ve vlné ve sméru osy Oz rychlosti ¢. Stfedni ¢asova hodnota energie v libovolném
elementu AFE,, je ddna vztahem

T

/ AE,dt = 1p AV U (7.40)

AFEy, =
2

1
T
0

T
Zde jsme dosadili AEy, ze vztahu (7.39) a uzili vztahu 4 [cos?w (t — Z) dt = 3.
0

Okamzita objemova hustota energie je dana vyrazem AW/AV. Jeji stiedni ¢asova
hodnota, jez se znaci w, je definovana vztahem

AE,,

NG hustota energie vinéni — definice (7.41)

w =
kde AE,, je stiedni ¢asova hodnota energie v elementu o objemu AV. Jeji jednotkou je 1 Jm 3.

Nazyva se (objemovéa) hustota energie vinéni.
V harmonické vlné o vychylce dané vztahem (7.38) plati podle (7.41) a (7.40)

1
w= §PW2U§1 . hustota energie vinéni (7.42)

Vsimnéme si, ze plati w ~ p,w? U2.

Tok zarivé energie Tok zafivé energie, ¢, je definovan takto: Necht néjakou plochou, kterou
prochézi vinéni, projde za dobu At energie AFE. Pak ¢ je definovan vztahem

_AE

¢==7

tok zarivé energie — definice (7.43)
Jednotkou ¢ je 1 watt.

Intenzita vinéni Intenzita vinéni I je definovana takto: Vedeme malou plosku o plosném
obsahu AS kolmo na smér Sifeni viny. Za dobu At pfenese vina touto ploskou energii AF.
Intenzita vlnéni I je definovana vztahem

AFE

I'= XN As:

intenzita vlnéni — definice (7.44)

Jeji jednotkou je 1watt-metr—2.

Volime-li ve vztazich (7.43), (7.44) veli¢inu At velmi malou (pfesnéji: At — 0), pak témito
vztahy jsou definovany okamzité, s ¢asem rychle proménné, velic¢iny ¢(t), I(t). Je-li naopak At
dosti velké, nebo je-li At pravé jedna perioda v pfipadé vin harmonickych, pak vztahy (7.43),

vvvvvv
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Vztah mezi w a I Veli¢iny w a I jsou vazany vztahem
I=cw, (7.45)

kde ¢ je rychlost vinéni a I, w jsou stfedni ¢asové hodnoty. Vztah (7.45) se odvodi takto: Malou
ploskou o plosném obsahu S, kolmou na smér Sifeni periodického vlnéni (obr. 7.23), projde
za dobu At, dlouhou ve srovnani s periodou, energie AE, pro kterou plyne ze vztahu (7.44):
AFE = ISAt. Proslé vinéni vyplni hranol o objemu ScAt s primérnou objemovou hustotou
energie w, takZe celkova energie vinéni v hranolu je AE = wScAt. Srovndnim obou vyrazu pro
AE dostaneme vztah (7.45).

Obr. 7.23

Ze vztahu (7.45) a (7.42) dostaneme vztah pro intenzitu harmonické viny, jez ma vychylku
danou vztahem (7.38):

1
I= 3 pew?U2 . intenzita harmonické viny (7.46)

Diskuse: ——

1. Plati I ~ pc. Veli¢ina Z, = pc se nazyva vlnova impedance nebo akusticka impedance.
Plati Z,(kapalin) ~ 103 - Z, (plynti). Proto intenzita vinéni v kapaliné je fadové 103-krat vétsi
nez intenzita vinéni stejné frekvence a amplitudy v plynu.

2. Plati I ~ w?. Zvétsi-li se frekvence vlnéni napt. 100-krat, zvétsi se intenzita (pii stejné
amplitudé) 10000-krat. Ultrazvukové viny v kapalindch maji intenzitu asi 10%-krat vétsi nez
zvukové vlny ve vzduchu. K tomu je tieba pii konstrukci jejich zdrojt ptihlizet.

7.1.7.4 Prehled hlavnich akustickych veli¢in

1. Akusticka vychylka u v rovinné harmonické viné §ifici se ve sméru osy Ox je veli¢ina,
dana vztahem (viz odstavec 7.1.3, 7.1.5.4)

u(z;t) = Upsinw (t - f) . (7.47)
c
Veli¢ina Uy, se nazyva amplituda akustické vychylky.
2. Akusticka rychlost v ve vIné (7.47) je praumét rychlosti @, se kterou se pohybuji elementy
latky, do osy Oz (viz odstavec 7.1.3)

v(z;t) = 8u(a? 2

= Vi cosw <t— %) .

Veli¢ina Vi, = wlUy, se nazyva amplituda akustické rychlosti.
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3. Akusticky tlak p ve viné (7.47) je dan vztahem, ktery plyne ze vztahu (7.22) (viz odstavec
7.1.7.1)

Odsud a ze vztahu ¢ = /K /p plyne
p(z;t) = Py cosw (t - %) , (7.48)

kde
Py = pcwUy,

je amplituda akustického tlaku.
4. Akusticka impedance 7, je definovana vztahem Z, = pc.

5. Hustota energie vinéni w je definovana v odstavci 7.1.7.3. Pro vlnu (7.47) je dana

vztahem )
w = §pw2U3ﬂ. (7.49)
6. Intenzita vlnéni / je definovana v odstavci 7.1.7.3. Pro vlnu (7.47) je déna vztahem
(7.46):
1
I= 5pcaﬁUﬁl. (7.50)

Kromé uvedenych veli¢in se zavadéji jejich efektivni hodnoty vztahy
U=Uwn/V2, V=Vu/V2, P=Py,/V2.
7 predeslych vztaht vyplyvaji tyto casto uzivané vztahy

P=2z)V, 1=2V*=PZ,.

7.1.8 Interference a ohyb vInéni
7.1.8.1 Superpozice a interference vinéni

V této ¢asti budeme vySetifovat vinéni, které vznikne tehdy, jestlize se prostfedim §ifi soucasné
nékolik vin. V takovém pfipadé plati téméi vzdy zdkon superpozice (odst. 7.1.4). Vychylka
elementu prostiedi @ je ddna vztahem 4(7;t) = @1(7;t) + Ua(7;t) + ..., kde @1 (7;t), Ua(7 1), . ..
jsou vychylky, které by element mél, kdyby prochazela pouze prvni vilna nebo pouze druhé vlna
atd. (obr. 7.8). Rikdme, %e dochazi ke sklad4an{ vInén.

Jestlize jednotlivé vilny maji obecny casovy priubéh, tj. jestlize kiivky, jimiz jsou znazornény
vychylky, maji obecny (nepravidelny) tvar, mé i vysledné vinéni slozity nepravidelny prubéh
(obr. 7.9). Jestlize vSak jsou vSechny vlny, které se skladaji, harmonické a maji stejnou frekvenci,
pak vysledné vlnéni ma zvlastni prabéh. Vyznacuje se tim, ze a) vSechny body prostiedi kmitaji
harmonicky se stejnou frekvenci (a obecné s riznymi fazemi), b) amplituda kmitt je v raznych
mistech ruzna. Ta mista, v nichz je amplituda nejvétsi, se nazyvaji kmitny. Ta mista, v nichz je
amplituda nejmensi (nékdy dokonce nulovd), se nazyvaji uzly.

Skladani (tj. superpozice) dvou (nebo vétsiho poétu) harmonickych vin se stej-
nymi frekvencemi se nazyva interference. Tedy interference je zvlastni p¥ipad superpozice.
O vlnach fikdme, Ze interferuji. Mohou interferovat vlny mechanické, elektromagnetické, svétlo
atd.
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7.1.8.2 Stojaté vinéni

ojateVlneni} N
Velmi ¢asto dochézi k interferenci vin, které se $ifi stejnym smérem nebo k interferenci dvou 0
vln, které se $ifi opaénymi sméry. V tomto druhém piipadé vznikd tzv. stojaté vinéni. @ )

Vv

I 1 d i

S

a) b) c)
{obr5224} Obr. 7.24

Piiklady interference uvedeného typu jsou znazornény v obr. 7.24a, b, c. V obr. 7.24a je
znézornéna interference vin (1, 3) a vin (2, 4), které vzniknou pii dopadu pruzné rovinné har-
monické vlny V', 8ifici se v tekutiné I, na planparalelni vrstvu tekutiny I/, pod niz je tekutina
I11. Vlna V se na rozhrani A ¢astecné odrazi (vlna 1) a ¢astecné lame do vrstvy. Lomend vina
se na rozhrani B znovu ¢astecné odrazi a ¢asteéné lame do prostiedi 111, kde vytvaii proslou
vlnu (2). Postupnymi odrazy a lomy vznikaji viny od vrstvy odrazené (1, 3, ...) a vlny vrstvou
proslé (2, 4, ...). OdraZzené vlny se $ifi stejnym smérem, ¢astecné se prekryvaji a interferuji.
Totéz plati o vinach proslych.

Na obr. 7.24b je znazornén odraz a lom rovinné vlny d dopadajici kolmo na rovinné rozhrani
A. Dopadajici vlna d a odrazend vlna o se Sifi proti sobé a interferuji. K interferenci tohoto typu
dochézi neobycejné ¢asto ve vSech prostorové ohranicenych prostiedich — v tyéich (obr. 7.24c),
strunach, kapalinovych a plynovych sloupcich atd. (v pfipadé vin mechanickych) a v dutinovych
elektromagnetickych rezonatorech a laserovych trubicich (v pfipadé vin elektromagnetickych
a svételnych). Ve vSech téchto objektech vzniké stojaté vinéni, vytvareji se kmity a uzly.

Interference dvou vln Sificich se ve stejném sméru Uvazujme o dvou rovinnych harmo-
nickych vlnach Vi, V5 o stejné frekvenci §ificich se jednim smérem, a to bud o vlnach podélnych,
nebo o vlnach priénych, polarizovanych v jedné roviné. Zavedeme osu Ox ve sméru Sifeni vin
a budeme predpokladat, ze vychylky w1, ue ve vlnach Vi, V5 jsou dany vztahy

{5245} ui(x;t) = Upsinw (t — %) ,  ug(x;t) = Ussin [w (t — %) + @0] . (7.51)

Zde jsou Uy, Uz amplitudy, w thlova frekvence, ¢ rychlost $ifeni vin a g fazova konstanta kmita
ve viné V5 v bodé o soutadnici = 0 m. Vztahy (7.51) mohou udavat i vychylky ve vlnach sificich
se v jednorozmérném prostiedi — v tenkych ty¢ich, tizkych trubicich, strunach. V obr. 7.25 jsou
znazornény vychylky v obou vlnach Vi, Vo v uréitém okamziku ¢ jako funkce polohy x. Soucasné
je znazornéna i vychylka u = uy + ug ve vysledné viné V. Z teorie sklddani harmonickych funkci
plyne (odstavec 6.5.1), ze vychylka u (v okamziku tg) je opét harmonickou (tj. sinusovou) funkei
proménné z o stejné periodé (tj. zde o stejné vinové délce) jako obé interferujici viny. Jezto kiivky,
které znézornuji vychylky ui, ug v ¢asech t > ¢y, vzniknou z kiivek Vi, V5 jejich posouvanim
rychlosti ¢ ve sméru osy Oz, posouva se i kiivka V' rychlosti c.

To znadi, Ze interferenci vln Vj, V5 vznikne opét postupna harmonicka vlna V
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Um Vl U+ U9
Um,1
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\ m72 ul
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{obr5225} Obr. 7.25

o vychylce
. x
u(z;t) = Usin {w (t— 7) —i—cp} ,
c
kde U (a také @) zavisi na Uy, Uz a ¢g. Je-li pg = 0,4+271, +4x,... jsou viny Vi, Vo ve

fazi. Kfivky Vi, V5 v obr. 7.25 pak nejsou navzijem posunuty, jejich maxima jsou nad sebou.
Amplituda vysledné viny ma maximalni moznou hodnotu U = Uy + Us. V obr. 7.26a je ¢ = 0.

u\

Uy
U
a) >

{obr5226} Obr. 7.26

Je-li pg = +m,+3m,... jsou kiivky Vi, Vo v obr. 7.25 zfejmé navzdjem posunuty o \/2.
V misté, kde ma vychylka u; pravé nejvétsi kladnou hodnotu, ma vychylka uo minimum.
Vyslednd vlna V' ma pak amplitudu U = |U; — Uz| (srovnejte obr. 6.18). Pfi obecné hodnoté
konstanty g je amplituda viny V' déna vztahem (srovnejte (6.49))

U= \/U12+U22+2U1U2cos<po.

Zménou fazového rozdilu ¢y obou interferujicich vin lze tedy velmi vyrazné ovlivnit am-
plitudu U vysledné viny. Je-li o9 = 7w a Uy = Us, pak vlny Vi, V5 se interferenci zcela zrusi.
V obr. 7.26b je Uy = Uz, ¢g = w. O tomto jevu se nékdy hovoii jako o destruktivni interfe-
renci. Napf. zménou thlu dopadu vilny d v obr. 7.24a, nebo zménou tloustky vrstvy lze ménit
amplitudu viny vzniklé interferenci vin 1, 3, ..., tj. ménit odrazivost vrstvy.
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Interference dvou vln Sificich se v opaénych smérech — stojaté vinéni Budeme
uvazovat o interferenci dvou rovinnych harmonickych vin Vi, V5 $ificich se v opacnych smérech.
Vlny mohou byt bud podélné nebo pfi¢né, polarizované v jedné roviné. Smér Sifeni jedné z nich,
napt. Vi, zvolime za osu Ox. Budeme predpokladat, ze vychylky w1, us ve vinach Vi, Vo jsou

dany vztahy

ui(x;t) = Usinw (t - %) , (7.52)
ug(x;t) = Usinw (t + %) (7.53)

Predpokladame tedy (pro zjednoduSeni), Ze vlny maji stejné amplitudy a ze faze kmitti v obou
vlnach v bodé x = 0m jsou stejné. Poznamenejme, ze vztahy (7.52) a (7.53) mohou i zde udéavat
vychylky ve vlnach Sificich se v jednorozmérném prostiedi — na strunach atd. Vychylka ve
vysledném vlnéni je ddna vztahem u = u; + ug. Dosadime-li sem ze vztaht (7.52) a (7.53)
a soucet sinusovych funkci upravime s uzitim vzorce

sina +sin 3 = 2cos [(a — ) /2] sin[(a + ) /2],

dostaneme

t t
u(z;t) = 2U cos wfcx sin % = 2U cos 277% sin 27Tf . (7.54)

Toto je vysledny vztah pro vychylku ve vysledném vlnéni, které se nazyva stojaté vlnéni. Vy-
Setfime jeho vlastnosti.

Vlastnosti stojatého vinéni.

1. Vztah (7.54) pro vychylku u(zx;t) se lisi od vztaht (7.52) a (7.53) zejména tim, Ze funkce
u(z;t) je zde soucinem dvou funkci, z nichz jedna zavisi jen na x, druhd jen na t. Vztah
(7.54) lze napsat ve tvaru

w(z;t) = Uy (x) sin 27% , (7.55)

kde .
Uy = 2U cos 27TX . (7.56)

Je ziejmé, Ze element o soufadnici x kond harmonické kmity o amplitudé |Uy(z)|, jejiz
hodnota zavisi na x, tj. na poloze elementu.

U/ A
2
2Um - o~
/ N\ / AN

0] z
/%\‘/(Q\BQ/%\\/CQ
\ /
N
Obr. 7.27

2. Uzly a kmity. Amplituda |Uy(z)| nabyva minimélni hodnoty rovné nule v mistech o sou-
fadnicich z = :l:%, :I:3%, :|:5%, ... Elementy v téchto mistech viibec nekmitaji, jsou trvale

Copyright © 2005, UFI FSI VUT v Brné 341



{obr5228}

{5249}

7.1. POSTUPNE MECHANICKE VLNENI

v klidu. Tato mista se nazyvaji uzly (body A;, Aa, As, ...v obr. 7.27). Amplituda |U,(z)]

nabyvé maximalni hodnoty 2U v mistech o soutfadnicich x = 0, j:%, +A,... Tato mista,
oznacené v obr. 7.27 symboly By, Bs, Bs, ..., se nazyvaji kmitny. Vzdalenost sousednich

uzlti nebo sousednich kmiten je /2.

3. Mezi dvéma sousednimi uzly ma funkce (7.56) stalé znaménko. Po obou stranach uzlu
jsou znaménka funkce (7.56) rtizné. Ze vztahu (7.55) pak plyne, Ze vSechny elementy mezi
sousednimi uzly kmitaji se stejnou fazi, tj. ve fazi. Libovolné dva elementy, mezi nimiz je
pravé jeden uzel, kmitaji s opacnymi fazemi.

4. Na rozdil od postupného vInéni, daného napi. vztahem (7.52), v némz se energie (mecha-
nickd, elektromagnetickd) prenasi rychlosti ¢, nepfenasi stojaté vlnéni energii v jednom
smeéru, nybrz energie se trvale pfesouva z kmiten do sousednich uzld a zpét.

_c 7 | &z
h 2lﬂ T —— " Vg

P
I

ISHRS
NN\
/
\
%

/
\

\
NN
wino

Obr. 7.28

Stojaté vinéni na strunach, tyc¢ich a sloupcich tekutiny

Struny Vychylime-li z rovnovazné polohy jeden element struny uchycené pevné na koncich
a pak jej uvolnime, nebo uvadime-li jej trvale do pohybu v pificném sméru, $iii se z ného na
struné pri¢né vlnéni. Toto vlnéni se na pevnych koncich odrazi, znovu se odrazi na opa¢ném
konci atd. VSechny takto vzniklé viny se skladaji a vytvareji stojaté vinéni s uzly na koncich
struny (obr. 7.28). Toto vlnéni nemize mit libovolnou vlnovou délku, protoze na struné se musi
vytvorit celistvy pocet pilvin — bud jedna nebo dvé atd. Oznacdime-li [ délku struny, musi pro
mozné vinové délky A1, Aa, A3, ... platit
= g2 g3
27272

Kazdé vinové délce odpovida jedna frekvence f dand vztahem fA = ¢, kde ¢ je rychlost Sifeni
pfiéného vInéni na struné, dand vztahem (7.37), tj. ¢ = \/m Tyto frekvence f1, fa, f3, ...se
nazyvaji vlastni frekvence struny a jsou dany vztahy plynoucimi z pfedeslych vztaht: f; = ¢/\
atd., tj. plati

c

fe=kg, kdek=1,23,... (7.57)

Soubor frekvenci (7.57) se nazyva frekvenéni spektrum struny. Jednotlivé stojaté viny

s frekvencemi (7.57) se nazyvaji kmitové mody a funkce, které vyjadiuji jejich vychylku, se
nazyvaji vlastni funkce. Frekvence fi se nazyva zakladni, ostatni jsou vyssi harmonické.

Copyright © 2005, UFI FSI VUT v Brné 342



{obr5229}

7.1. POSTUPNE MECHANICKE VLNENI

Struna kmitd malokdy v jednom modu, vétsinou se vytvori sou¢asné nékolik modu (zavisi to na
zpusobu rozkmitavani). Soubor frekvenci téchto modt vytvari frekvenéni spektrum konkrétniho
vlnivého pohybu struny, ktery se nazyva také ,chvéni* nebo ,kmity“ struny. Nejmensi frek-
vence obsazend ve frekvenénim spektru chvéni urcuje vysku ténu, ktery struna vydava, vyssi
harmonické urcuji jeho barvu.

Rozkmitame-li strunu periodickou vnéjsi silou o frekvenci f, vzniké na struné vlnéni s velkymi
vychylkami, zejména tehdy, je-li frekvence f rovna nebo blizka nékteré z vlastnich frekvenci
struny. Tento jev se nazyvéa rezonance. Struna, nebo libovolné jiné téleso (nebo zafizeni), které
muze kmitat s uréitymi vlastnimi frekvencemi a u néhoz se mize projevit rezonance, se nazyva
rezonator.

Tyce, sloupce tekutin Podobné jako na strunidch mize vzniknout stojaté vlnéni v tycich,
v sloupcich plynu (napf. v pistalach) nebo kapalin (napf. v potrubi), nebo ve dvojrozmérnych
objektech — v membranach, tenkych deskach nebo v trojrozmérnych objektech libovolného
charakterizovany vlastnimi frekvencemi, frekvencénim spektrem a vsechny vykazuji jev rezonance.
Jsou to tedy, podobné jako struna, rovnéz rezonatory — rezonancni tyce, desky, dutiny atd.

bud nebo
. oA ‘ ‘» \7i
e 5 i = = | 7 i
| | | | |
| b ~h | |
sloupec L ] — ]
tekutiny | | | | |
| | | _—1
0 L o =>=— 1z 0f L
— )\n _ _ >\n _ n
L—(2n—|—1)z,n—1,2, L—nz,n:1,2,... L=2n-1)"" n=1.2,
_ < _ ¢ _ <
f’fl_ )\n f'ﬂ_ An fn— )\n

Obr. 7.29

Zde uvedeme strucné v obr. 7.29 pouze hlavni vlastnosti chvéni ty¢i a sloupcii tekutin. Vznik
jejich kmitavych modd a vlastnich frekvenci je analogicky vzniku chvéni na strunach. Jejich
frekvencni spektrum zavisi, kromé jiného, na zptsobu uchyceni u ty¢i a na zptsobu ohraniceni
u sloupcu tekutin.

Zcela analogicky se vytvari stojaté elektromagnetické vinéni v dutinovych rezonatorech.
Napft. v trubici He—Ne laseru mohou vzniknout, podobné jako v ty¢i, stojaté vilny, a to z jistého
uzkého intervalu vlnovych délek I = (Ao — AX; Ao + AN), kde Ao = 632,8nm. Tento interval je
udéan vlastnostmi zafeni atomd neonu. Jezto trubice béznych laserd maji délky fadove desitky
centimetrii az nékolik metrd, vznika v nich ¥adové 109 vinek. Ma-li napi. trubice takovou délku,
7e se v ni vytvori pravé 108 vinek o jisté vinové délce z intervalu I, miize se v ni vytvorit i 10% 41
vlnek o vinové délce Ay tak blizké k A1, Ze rovnéz lezi v intervalu I. Kazdy laser ma tedy rovnéz
jisté (velmi uzké) frekvenéni spektrum.
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7.1.8.3 Interference vlnéni ze dvou bodovych zdroju

Velmi casto interferuje vlnéni ze zdroji, které kmitaji se stejnou frekvenci tak, ze rozdil fazi
jejich kmita je staly, tj. s ¢asem neménny. Takové zdroje se nazyvaji koherentni zdroje.
V oblasti akustickjch vIn lze dva koherentni zdroje realizovat napf. dvéma reproduktory R,
Rs, napajenymi jednim zdrojem stiidavého napéti akustickych frekvenci (obr. 7.30a). Dvéma
koherentnimi zdroji mtize byt i jeden reproduktor R a jeho zrcadlovy obraz R’ na rovinné plose
(napf. na povrchu vody) odrazejici zvuk (obr. 7.30b).

Y
R, R
interference
/
interference— ~=—
Z — —— —
O 77 -\ Z/ _ - - —_
L, —N\- = - =
Ry R - _ _ -
a) b)
Obr. 7.30

Pro elektromagnetické vlny lze realizovat koherentni zdroje napi. elektrickymi dipdly nebo
trychtyfovymi anténami, napajenymi jednim zdrojem o dostatecné vysoké frekvenci (f ~ 107
10'%Hz).

V oblasti optickych viln mohou byt dva koherentni zdroje realizovany napt. dvéma Stérbinami
v rovinném stinitku osvétleném z jedné strany svétlem laseru.

Obr. 7.31

Vysetfime jednoduchy idealizovany ptipad interference vinéni z koherentnich zdroju a to
interferenci vlnéni ze dvou bodovych koherentnich zdroji Z;, Zs zaficich v neohrani¢eném pro-
stfedi. Bodové zdroje jsou modelem takovych skutecnych zdroji, jejichz rozméry a tvar nejsou
pro pribéh interference vlnéni ve zkoumané oblasti podstatné. Pro zjednoduseni (které vsak
neovlivni obecnost odvozenych zékonitosti interference) budeme piedpokladat, ze zdroje kmi-
taji harmonicky se stejnymi fazemi. Jejich thlovou frekvenci oznac¢ime w. Z obou zdroji se $ifi
kulové viny (obr. 7.31). Oznac¢ime symbolem u; funkci udavajici vychylku v kulové viné vyzato-
vané zdrojem Z; jako funkci ¢asu a prostorovych soutadnic. Podobny vyznam ma i us. Vektory
U1, uz necht maji stejny smér. Rychlost $ifeni uvazovaného vlnéni (mechanického, elektromag-
netického) v daném prostiedi oznacime v.
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P1i vhodné volbé zacatku pocitani casu lze vyjadiit vychylky v obecném bodé P ve tvaru

ulzésinw (t—E) , uQ:&sinw (t—r—Q> , (7.58)
1 (% (] v

kde A, A, jsou veli¢iny, charakterizujici vydatnost zdroja a kde ry, ro maji vyznam ziejmy

z obr. 7.31. Vysledna vychylka u v bodé P je, podle zdkona superpozice, jehoZ platnost pred-

pokladdme, dana vztahem u = wy; + uz. V bodé P tedy dochazi ke skladani stejnosmérnych

harmonickych kmitt o stejné frekvenci. Podle vysledki odst. 6.5.1 je vysledny pohyb v bodé P

opét harmonicky a plati

u(t) = Upsin(wt + ¢), kde Uy = \/Ul2 + U2 + 2U1Us cos(ip1 — 2) - (7.59)

Zde je zavedeno oznaceni

Ulzé, U2=&, pr=—L pp= -2
1 T2 v v
Na tomto vysledku je zvlast dilezité to, Ze fazovy rozdil 1 — w9, a tedy také Uy, zavisi i na rq,
r9, tj. na vzdalenosti bodu P od zdroji 71, Z,.
V rtznych mistech interferen¢niho pole bude amplituda Uy vyslednych kmitt riizna. Nejvetsi
hodnotu Uy = Us + Us bude mit v téch bodech, které maji takovou polohu, Ze plati

01— o= 2km, k=0,41,42, ..., tj. — 2L "2 _opn
v v
tj. (po upraveé)
ro—r1=Fk\, E=0,£1,£2,.... podminka maxima (7.60)

Zde A\, = T je vlnova délka v uvazovaném prostiedi.
Nejmensi hodnotu Uppin = |Ur — Ua| bude mit Uy v téch bodech, v nichz plati

A
r2_r1=(2k+1)éa k=0,+1,42,....  podminka minima (7.61)

Hlavni vysledek: V interferenénim poli vin ze dvou bodovych koherentnich zdroji je amplituda
kmitt spojitou funkei polohy. Existuji maxima (kmity) a minima (uzly). Poloha maxim je déna
vztahem (7.60), poloha minim vztahem (7.61).

Detektor vinéni (napf. mikrofon nebo ucho v ptipadé vinéni akustického; fotograficka deska
nebo stinitko v pfipadé svétla) zaznamend v kmitnach amplitudu a intenzitu nejvétsi, v uzlech
nejmensi (je-li U; = Us, pak nulovou).

Poznamenejme, ze v optice se obvykle uvadi vlnova délka svétla ve vakuu \. Ze vztaht
Ap = Twv, X = Te, kde ¢ je rychlost Sifeni svétla ve vakuu, plyne \/\, = ¢/v = n. Veli¢ina n,
definovana vztahem n = ¢/v, je index lomu daného prostfedi pro uvazované svétlo.
Je to veli¢ina charakterizujici optické vlastnosti prostiedi. Zavedeme-li A namisto A, do
vataht (7.60),(7.61) dostaneme

podminka maxim
podminka minim

n(re —ry) = kA
A Sk=0+41,42, ..., (7.62)

n(ry —r) = 2k +1)5
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Mnozina bodi, pro které plati vztah (7.60) pro zcela urcité k = ko(# 0) pro néz tedy plati
ro — 11 = koAp, je jedna vétev rotac¢niho hyperboloidu, jehoZ osou rota¢ni symetrie je piimka
jdouci body Z1, Z2. V obr. 7.32 jsou zakresleny plnymi ¢arami hyperboly jez udavaji fezy téchto
hyperboloidii pro rizna k (na nichz lezi interferenéni maxima) rovinou nakresny. Pro kg = 0 je
mnozinou maxim rovina, jiz odpovida v obr. 7.32 osa usecCky ZjZ,. Hyperboloidiim, na nichz
lezi interferenéni minima dand vztahem (7.61), odpovidaji v obr. 7.32 hyperboly vyznacené
carkované.

Zcela analogicky vznikd interferen¢ni vinové pole s charakteristickymi interferenénimi ma-
ximy (kmitnami) a minimy (uzly) i pfi interferenci libovolného poé¢tu koherentnich zdroju libovol-

ného tvaru. Interferenc¢ni pole je pak ovSem vétsinou slozitéjsi nez interferencni pole znazornéné

na obr. 7.32.

7.1.8.4 Huygensuv—Fresnelav princip

Jestlize vlnéni dopadé na néjakou prekazku, napf. na stinitko S nebo na téleso T v obr. 7.33,
jednak se od ni ¢aste¢né odrazi, jednak postupuje dal, pricemz vnika i do oblasti geometrického
stinu. Tento jev se nazyva ohyb vinéni.

T
-~ R
—
—
-\
hranice
geometrického
ohyb  stinu
S
Obr. 7.33

7 praxe je znamo, a teorie to potvrzuje, ze vinéni s velkymi vlnovymi délkami vykazuje vétsi
ohyb nez vlnéni kratkovlnné tj. vnika vice jeho energie i do oblasti vzdalenych od hranice geome-
trického stinu R. Napf. zvukové vlny vnikaji ohybem snadno i za pfekazky, zatimco kratkovlnné
ultrazvukové viny nikoliv. Podobné se ohybé i elektromagnetické zafeni. Napt. dlouhovlnné roz-
hlasové viny (A ~ 103 m vnikaji ohybem snadno i do hlubokych horskych tidoli, zatimco televizni
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vlny (A ~ 10%m) se ohybaji podstatné méné — televizni anténa se miize dostat do ,stinu“. Rada-
rové viny (A ~ 10~2m) se &fif témét primocare a na velkych piekazkach se témét neohybaji. Ohyb
svételnych vin (A ~ 10~ "m) je tak nepatrny, Ze jej lze pozorovat jen za zvlastnich podminek.

Elementarni vyklad ohybu mechanického vlnéni spociva na jednoduché predstavé: Kazdy
element prostiedi, kterym se $ifi vinéni, se pohybuje, kmita. Pfitom ptsobi na sousedni elementy
a ovliviuje jejich pohyb — chova se tedy jako jakysi druhotny (neboli sekundérni) zdroj, z néhoz
se 8if{ sekundarni vlny. Tyto tzv. elementarni viny maji v homogennim izotropnim prostiedi (tj.
v prostiedi, v némz se §ifi vlnéni v§ude stejnou rychlosti nezavislou na sméru $ireni) kulovy tvar.
Sekundarni viny ze vSech elementil prostiedi se v kazdém bodé sklddaji a vytvareji vyslednou
vinu.

Tato jednoduché predstava, kterd vznikla jiz v dobé, kdy jesté nebyla vypracovana teorie
Sifeni a ohybu vInéni spocivajici na vlnové rovnici (7.29), byla vyslovena a dodnes se vyslovuje
pod nazvem

Huygensuv—Fresneluv princip

Kazdy bod prostiedi, kterym se $ifi vinéni, se chova jako zdroj elementarnich vin, které se
z ného Sifi vSemi sméry. Vysledné vinéni v libovolném bodé je ddno superpozici vSech téchto
elementarnich vin. Je-li C; &elo vlny v okamziku ¢, pak ¢elo Co vilny v pozdéjsim okamziku
to = t1 + At je déno obalkou elementarnich vln, vysljch v okamziku ¢; z bodu ¢éela Cj.

c
t  t+A t  t+At — S
>< :: odrazend ::
>< I vina S -
Fy — =X e
- dopadajici -
F >< - vina -
X</F2 — - — -
Fy F Fy
cAt ! cAt
a) b) c) d)
Obr. 7.34

Uzitim uvedeného principu lze vysvétlit postupné vytvareni ¢el vin (respektive vinoploch)
a tvar Cela vlny 9 vzniklé pfi odrazu rovinné viny na oblé plose S (obr. 7.34c), pfi némz se
sekundéarnimi zdroji stavaji body plochy S. Podobné lze vysvétlit i ohyb svétla na Stérbiné ve
stinitku, osvétleném z jedné strany (obr. 7.34d), jako Sifeni elementarnich viln ze sekundérnich
bodovych zdroji umisténych v prostoru stérbiny.

Instruktivni je zejména vysvétleni zakonitosti lomu a odrazu rovinné viny na rovinném roz-
hrani (obr. 7.35).

Odraz a lom rovinné vlny. Snelliv zédkon. Homogennim izotropnim prostiedim, které
oznac¢ime symbolem 1, nechf se $if{ rychlosti v, rovinnd vlna. Necht dopad4 na rovinné rozhrani
R, které oddéluje prostiedi 1 od jiného homogenniho izotropniho prostfedi 2, v némz se vinéni
muze §ifit rychlosti vy (obr. 7.35).
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(651
(ta — t1)us

\ A 1
KN YK
(ta — t1)v2

@1}2 n9 VQ\.—

o3
AT,

F(ts)

a2

Obr. 7.35

Celo dopadajici vlny, , postupuje smérem k rozhrani a dostihuje je postupné. Nap¥. v oka-
mziku ¢; je v poloze C1, takZe jsou jiz zasazeny ty body rozhrani, které lezi nalevo od bodu A,
zatimco do bodl napravo od A vilna jes$té nedospéla. Bod A se v tomto okamziku stava zdrojem
sekundarnich vln, které postupuji jednak dal do prostiedi 2 rychlosti ve (vlna V3), jednak zpét
do prosttedi 1 rychlosti v; (vlna V7).

V pozd&jsim okamziku, napi. v ¢ase to (> t1), bylo ¢elo dopadajici vlny jiz v poloze Cs
a sekundarnimi zdroji se v ¢asovém intervalu (¢1,t2) staly postupné vSechny body rozhrani na
tseéce AB. Cela sekundarnich vin Vi, Vo v Case to jsou ziejméa v obr. 7.35. Obalka vin V; je
rovina a je to ¢elo Cy odrazené viny. Rovinna obalka vln V3 je ¢elo C; lomené viny.

Oznaceni: Rovina dopadu je rovina uréend normélou 7 k rozhrani R a smérem Sifeni
dopadajici viny. Rovina odrazu je rovina uréend normaéalou 7 a smérem Sifeni odrazené viny.
Rovina lomu je rovina urcéend normalou 77 a smérem Sifeni lomené vlny. Smér Sifeni viny je
kolmy na ¢elo viny. Vyznam thlu dopadu «;, ihlu lomu a5 a thlu odrazu as je ziejmy
z obr. 7.35.

Sekundarni viny V; i sekundarni viny V5 maji polokulova c¢ela, nebot sekundéarni viny se $iii
(podle piedpokladu) v kazdém z obou prosttedi rychlosti nezavislou na sméru. Proto ¢elo Cq
odrazené viny i ¢elo C; lomené vlny je kolmé na rovinu dopadu. Rovina odrazu i rovina
lomu tedy splyva s rovinou dopadu.

Uvaha o tihlech 1, as, as: a) Trojihelniky ABD a ABE jsou zrcadlové soumérné. Plati
tedy ag = ay; b) Pravothlé trojuhelniky ABD a ABF, maji spole¢nou preponu AB, jejiz délku
ozna¢ime d . Plati: vy (ta—t1) = dsin ag, v, (ta—t1) = dsin . Odtud plyne v1 /v = sin a3/ sin .
Jezto aig = ayq, plati sin oy / sin ag = vy /va.

Ziskané zakonitosti se vyslovuji pod nazvem Snellav zakon:

1. Roviny dopadu, odrazu a lomu jsou totozné
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2. Pro thel dopadu a1, odrazu ag a lomu ag plati

sin o U1
a3 = oy, ; = —
S1n g (%)

Diskuse:
1. Je-li v; > w9, je sinag > sinag, tj. a1 > as — lom ke kolmici;

je-li v1 < ve, je sina < sinag, tj. a1 < ag — lom od kolmice.
2. Je-li v1 < vg a thel oy je tak velky, Ze plati sinay > v1/va, pak pro thel as plati sinas(=
va/v1sinag) > 1. Neexistuje vSak redlny thel g, ktery by spliioval tento vztah (pro kazdé realné
a, je sina < 1). Lomena vlna pak nevznika, vSechno vlnéni se od rozhrani odrazi.
Tento jev se nazyva Gplny (neboli totalni) odraz. Uhel ay,,, spliiujici vztah sin oy, = (v1/v2)
se nazyva mezni thel.
Pozndmka: Ukazuje se, ze i pti Gplném odrazu vnikne vinéni do druhého prostiedi, ale pouze
do nepatrné vrstvicky o tloustce d ~ A pod rozhranim. Z ni se energie vraci zpét do prvniho
prostiedi. Je-li v této vrstvicce pod rozhranim R néjaky objekt, iplny odraz se porusi.

3. V optice se vyslovuje Snelliuv zakon s uzitim indexi lomu obou prostiedi, ni, ng, definovanych
vztahy n; = ¢/v1, ng = ¢/va, kde ¢ je rychlost svétla ve vakuu. Pak
sin aq U1

- = — == nisina] = ngsinay
S1n e ()

V této formé se Snelltiv zdkon pro lom pamatuje pravdépodobné nejsnéze.

7.1.9 Priklady — VInéni
KP 7-8
1

Na vlakné se $ifi ve sméru osy Oz pricna linearné polarizovanéd vlna rychlosti ¢ = 4ms™.
V okamziku ¢; = 0 s mé vlakno tvar naznaceny v obr. 7.6. Ukoly: 1. Nakreslete tvar vldkna, v éase
to = 0,2 s; 2. Rozhodnéte, zda a kterym smérem se v ¢ase t; pohybuji body A, B,C, D, E, F,G.
Zakreslete; 3. Rozhodnéte, ktery z uvedenych bodl méa v Case t; nejvetsi rychlost. Pokuste se
tuto rychlost odhadnout.

KP 7-9

V pryzové tyéi se §ifi podélna vlna ve sméru osy Oz rychlosti ¢ = 4ms™!. Vychylka v ¢ase t = 0
je dana kiivkou v obr. 7.6. Ukoly. 1. Rozhodnéte, které elementy tyce jsou v ¢ase t; vychyleny
a) ve sméru postupu vlny, b) proti sméru postupu vlny; 2. Rozhodnéte, zda a kterym smérem se
v Case t1 pohybuji ty elementy tyce, které jsou znazornény body A, E, F, G; 3. Rozhodnéte, které
¢asti tyce jsou v okamziku ¢; naméhany a) na tlak, b) na tah; 4. Zjistéte, od kterého okamziku
bude element v bodé C' trvale v klidu.

KP 7-10

Bod Z napjatého vldkna, které bylo v klidu pro vsSechna t < 0, je od okamziku t; = 0Os
periodicky vychylovan ve sméru kolmém na smér vldkna tak, ze kona primocaré kmity o vychylce
u(t) = 0,02sin50¢ [SI]. Z tohoto bodu se $ifi na vlakné obéma sméry netlumené pfiéné viny
rychlosti ¢ = 8ms™!. Zavedte osu Oz lezici na vlakné a pocatek volte v bodé Z. Sestrojte
nacrtek a reste tukoly: 1. NapiSte vztah pro vychylku ve vilné, ktera se $ifi a) ve sméru Oz, b)
proti sméru Ox; 2. Urcete ¢as, v némz zacne kmitat bod P vldkna, jenz je ve vzdalenosti d = 4m
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od bodu Z; 3. Pro bod P urcete a) periodu kmitt, b) fazovou konstantu kmitid, ¢) maximalni
vychylku, d) maximélni rychlost, e) maximalni zrychleni; 4. Uréete vlnovou délku.

KP 7-11

Na napjatém vldkné se $ifi pfi¢na linearné polarizovand harmonicka vlna. Tvar vldkna v case
t1 = 0s a smér Sifeni vlny je znazornén v obr. 7.13. Vychylka elementt vlakna je dana vztahem
u(t) = 0,01sin(207t — 10x) [SI]. Urcete: 1. Frekvenci kmitti elementii vldkna; 2. Rychlost Sifeni
viny; 3. Vlnovou délku; 4. Smér a velikost rychlosti bodu a) A, b) B v ¢ase t1; 5. Smér zrychleni
bodu D. Urcete piiblizné velikost tohoto zrychleni.

u (mm) 4
3 —
¢ .
2 -+
B
A
1 -+

Obr. 7.36

KP 7-12

V obr. 7.36 je zndzornéno v urcitém okamziku %y vlakno, jimz se Sifi pri¢na sinusova vlna,
v naznaceném sméru rychlosti ¢ = 40ms~!. Urcete: 1. Smér, ve kterém se pravé pohybuji
body A, B, C vlakna; 2. Vlnovou délku vlnéni; 3. Frekvenci kmitt jednotlivych bodu vldkna; 4.
Amplitudu kmitt; 5. Jeden bod, ktery kmité se stejnou fazi jako bod A; 6. Jeden bod, ktery mé
pravé nulovou rychlost.

KP 7-13

Svisla vychylka bodu P o soufadnici xp = 0 na vlakné, na kterém se sifi ve sméru osy Ox pri¢na
sinusova vlna rychlosti ¢ = 50ms™!, je znazornéna kiivkou v obr. 7.37. Urcete: 1. Frekvenci
kmitt bodu P a bodu P’ o soufadnici zpr = 0,8m; 2. Vlnovou délku vlnéni; 3. Smér, kterym se
pohybuje bod P v okamziku t; = 0,3 s.

KP 7-14

Vyrchylka v netlumené harmonické rovinné viné je dana vztahem u(y, t) = 8-10~6sin(170t4-0,5y)
[SI]. Urcete: 1. Smér Sifeni; 2. Amplitudu a frekvenci kmitd v bodé @; o soufadnici y; =
120 mm; 3. Rychlost vinéni a vlnovou délku; 4. Fazovou konstantu kmitt v bodech @2, Q3, Q4, @5
o soutfadnicich yo = 0, y3 =+, ya = =\, ys = % ; 5. Fazovy rozdil kmiti v bodech, vzdalenych
od sebe o 5.

KP 7-15

Na hladinu jezera dopadéa ze vzduchu zvukova vlna o vinové délce A\; = 0,8 m, ¢astecné se odrazi
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Obr. 7.37

a Gasteéné (zcela nepatrné) se lame do vody. Rychlost zvuku ve vzduchu je v; = 340ms™ !,

rychlost zvuku v jezerni vodé je (podle tabulek] asi vy = 1450 ms~!. Urcete: 1. Frekvenci zvuku
ve vzduchu; 2. Frekvenci zvuku ve vodé; 3. Vlnovou délku vIinéni ve vodé; 4. Modul objemové
pruznosti vody; 5. Stlacitelnost vody.

KP 7-16
Na vodni hladiné jezera, uvedeného v piikladé KP 7-15, vybuchla v okamziku tg = 0s v misté

77

P, néaloz. Do mista P, na hladiné jezera dorazily vlny, sifici se pfimo z mista vybuchu vzduchem

N7

a vodou, s ¢asovym rozdilem At = 2s. Uréete: 1. Cas, v némz dorazila do P vlna, §ifici se a)
vodou, b) vzduchem; 2. Vzdalenost mist Py, Ps.

KP 7-17

Vzduchem o teploté t; = 0°C se &ffi rychlosti v; = 331,6ms™! zvukové vlny o frekvenci
f = 600Hz. Urcete: 1. Vlnovou délku; 2. Zménu a) rychlosti $ifeni, b) vlnové délky pfi vzristu
teploty o 1°C (uzijte diferenciali1); 3. Rychlost Sifeni pfi teploté to = 40°C.

KP 7-18

Jednoduchy tén o frekvenci f = 1000 Hz a o intenzité I = 0,01 Wm~? se &fi{ a) ve vzduchu, b)
v jezerni vodé. Urcete: 1. Maximalni vychylku; 2. Maximalni rychlost; 3. Maximalni zrychleni
elementti prostiedi v obou piipadech.

KP 7-19

Vinéni o frekvenci f = 1000Hz vnima lidské ucho jako zvuk, jestlize jeho intenzita I lezi
v intervalu (10712;10°) W m~2. Urcete piislusny interval; 1. Amplitud akustickych vychylek; 2.
Amplitud akustickych tlakd ve vzduchu.

KP 7-20
Zvuk o frekvenci f = 440 Hz se &ifi a) ve vodiku, b) v kysliku pfi teploté ¢ = 0°C. Povazujte
oba plyny za idedlni a urcete pro né: 1. Rychlost Sifeni vinéni; 2. Vinovou délku.
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KP 7-21
V ocelové ty¢i délky | = 1,2m, pevné uchycené v jejim stfedu (konce jsou volné) vznikd podélné
stojaté vInéni. Modul pruznosti oceli v tahu je £ = 2,1 - 10! Nm™2, jeji mérna hmotnost

p = T7,.8-103kgm~3. Nakreslete ndc¢rtek a urcete: 1. Rychlost $ifeni vinéni v ty¢i; 2. a) VInové
délky, b) frekvence stojatych vin, které mohou v ty¢i vzniknout. Zakreslete.

KP 7-22

Reste priklad KP 7-21 pro:
1. Mosaz (£ =9,0-10"°Nm~2, p = 8,5- 103 kgm3);
2. Hlinik (F =7,4-101°Nm=2 p=2,6-103kgm™3).

KP 7-23

Struna délky I = 500 mm o hmotnosti m = 2g méa zakladni tén o frekvenci f; = 200Hz.
Nakreslete nacrtek a urcete: 1. a) VInové délky, b) frekvence stojatého vlnéni, které muze na
struné vzniknout. Zakreslete; 2. Rychlost Sifeni pfi¢ného vIinéni na struné; 3. Silu, kterou je struna
napinana; 4. Jak (o kolik procent) je nutno takovou silu zménit, aby se zakladni frekvence struny
zvysila na f = 201 Hz. Doporuceni: k vypoctu uzijte diferenciali.

KP 7-24
Reste piiklad KP 7-23 pro [ = 800 mm, m = 6 g, fi = 60Hz, f = 61 Hz.

KP 7-25

Houslova struna A mé délku [ = 330mm a hmotnost m = 1g. Jeji zdkladni frekvence je
f1 = 440 Hz. Urcete: 1. Rychlost pri¢ného vlnéni na struné; 2. Silu, kterou je struna napinana;
3. Kam je nutno polozit prst, aby struna vydavala tén C o frekvenci f = 528 Hz; 4. Reste tikoly
1, 2, 3 za podminky, Zze v zadani se zméni hmotnost na m = 2g.

KP 7-26

Dva velmi malé koherentni zdroje zvuku Z7, Zs ve vzduchu (¢ = 340 ms~!), vzdalené od sebe
0 a = 800mm, kmitaji se stejnymi amplitudami ve fazi s frekvenci f = 1000 Hz. Nakreslete
nacrtek a urcete: 1. Rozdil fazi kmitt ve vlnach z obou zdroji v bodech P, P», které lezi
na jejich spojnici ve vzdalenosti [ = 20m od Zj; 2. VSechny smeéry, v nichz vznikne ve velké
vzdélenosti od obou zdroji (napf. I’ = 200 m) interferenéni maximum; 3. VSechny sméry, v nichz
nebude ve vzdélenosti I zvuk slySet.

KP 7-27
Reste priklad KP 7-26 pro a = 500 mm, f = 1020 Hz za pfedpokladu, Ze zdroje kmitaji s opac-
nymi fazemi (p2 — 1 = 7).

KP 7-28

Ve vysce a = 2m nad klidnou vodni hladinou vysila malé radarova anténa elektromagnetické
vlny o vlnové délce A = 50mm. Do prostoru nad vodni hladinou se §ifi vlny jednak pfimo
ze zdroje, jednak vlny odrazené od vodni hladiny. Pfi odrazu na vodni hladiné se méni faze
odrazenych vin o w. Uvazujte o ¢asti prostoru nad vodni hladinou ve vzdalenosti [ = 3km
od zdroje, nakreslete nacrtek a reste ukoly: 1. VysSetiete tvar vlnoploch odrazeného vinéni; 2.
Popiste a vylozte jev, ke kterému dochézi; 3. UrCete polohu interferenc¢nich maxim a minim; 4.
Zjistéte, v jaké vysce nad hladinou musi letét letadlo, aby uvedenym radarem nebylo zjistitelné.
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{pr7.P-22} KP 7-29

//////

25kmh~!. Chodec jde podél koleji rychlosti 5kmh~! a to: 1. Proti sméru jizdy; 2. Ve sméru
jizdy. Urcete, v jakych ¢asovych intervalech jej vozy mijeji.
Poznédmka: uzijte vysledku teorie Dopplerova jevu.

{pr7.P-23} KP 7-30
Na palubé kosmické lodi vzdalujici se v radidlnim sméru od Zemé vysila zdroj Z; elektromag-
netické vlny s frekvenci f; = 50 MHz. V piijimaci na Zemi se sklada ptijaty signal (napétové
kmity) s kmity mistniho zdroje Zs, ktery ma rovnéz frekvenci fi. Diferen¢ni frekvence vzniklych
zéznéjl je f, = 1000 Hz. Urcete rychlost kosmické lodi vzhledem k Zemi.
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8. Optika
8.1 Vlnova optika

8.1.1 Fyzikalni podstata svétla
8.1.1.1 Rovinna elektromagneticka vina

Vznik a podstata elektromagnetickych vin byly stru¢né popsany v odstavci 7.1, obr. 7.2. Pfectéte
si tuto ¢ast znovu.

Objev elektromagnetickych vin v druhé poloviné devatenactého stoleti znamenal meznik
v rozvoji sdélovaci techniky. Na zékladé relativné jednoduchého teoretického vysledku, ktery
v té dobé ziskal J. C. Maxwell, vzniklo jedno z nejvyznamnéjsich odvétvi fyziky a techniky —
teorie a praxe Sifeni elektromagnetickych vin.

Je zajimavé, ze u kolébky nauky o elektromagnetickych vlnach byla teorie, nikoliv experi-
ment. Existenci elektromagnetickych vin predpovédél Maxwell na zakladé rozboru rovnic vyja-
dfujicich vztahy mezi vektorovymi funkcemi E, 5, H , B charakterizujicimi elektromagnetické
pole, jez jsou dnes oznacovany jeho jménem — Maxwellovy rovnice (viz 1.5.2.2).

Dtikaz, ze z Maxwellovych rovnic plyne moznost existence elektromagnetickych vln, nebu-
deme provadét, naznac¢ime jen postup: Rovnice (1.159)—(1.163) se prevedou (s uzitim vysledki
vektorové analyzy) do diferencialniho tvaru, ktery zni:

- - . OB -~ - 9D = L =
divD=p, divB=0, rotE:—E, rotH:'yE—i—E, D=¢E, B=pH (81)

Elektromagnetické pole v homogennim linedrnim dielektriku, v némz nejsou ani naboje, ani
proudy, dostaneme dosazenim p = 0, v = 0. V tomto pfipadé lze z rovnic (8.1), napsanych
v inercidlnim vztazném systému Oxyz, odvodit vztah

PE N PE N 8°E OPFE
~eapn 22
ox?  Oy?2 022 0HO 52

(odvozeni neni pro toho, kdo ovlada vektorovou analyzu, obtizné). Zcela stejnym rovnicim vy-
hovuji i vektory D, H, B. Rovnice (8.2) vSak je D’Alembertova vlnova rovnice (7.29), v niz je

~0 (8.2)

1 . o . N S ) DRV
¢ = (gop0)~ 2. Rovnice (8.2) a analogické rovnice pro D, H, B maji obrovské mnozstvi feseni. Ta
z jejich TeSeni, kterd soucasné spliuji i rovnice (8.1), vyjadiuji riznd mozna elektromagneticka
pole, kterd mohou existovat v uvazovaném prostiedi.

Rovinna linearné polarizovana harmonicka vlna Jedno z moznych feSeni uvedenych rov-
nic v nevodivém prostiedi o permitivité €, a permeabilité p jsou v soufadnicovém systému Ozxyz
funkce

E:rEosinw(t—f), ﬁ:jﬂosmw(f—f), D=cE, B=ud. (8.3)
v v
Zde jsou 7Ey, 7Ho amplitudy intenzity elektrického a magnetického pole, vadzané vztahem
VeEy = v/uHy, jinak libovolné. Déle: w je (libovolnd) thlova frekvence a
1 c 1

= — = s C = y
VER e N
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8.1. VLNOVA OPTIKA

kde ¢ je rychlost svétla ve vakuu.

Z tvaru funkeci (8.3) je zfejmé, ze vyjadfuji harmonické elektromagnetické pole, které se Sifi
rychlosti v ve sméru osy Oz, tj. rovinnou elektromagnetickou vlnu. Pribéh funkci E, H na
ose Oz v nékterém pevném okamziku ¢ je znazornén na obr. 8.1. Vektor E v libovolném bodé
prostoru kmitéa s thlovou frekvenci w rovnobézné s osou Ox — mifi stiidavé ve sméru a proti
sméru osy Ozx. Vektor H kmita podobné rovnobézné s osou Oy.

T
€0, 10 E
Byt a
NN BN ;
) z
Hoyj ’/Z;t/,\%>£4—i/b<<2£2£2£jyﬁ\&\ijzi/b/ /////
. (% 7
7 v b2)
Yy
Obr. 8.1

Dopadne-li toto elektromagnetické pole na vodivé prostiedi, pusobi na libovolny naboj ¢
tohoto prostfedi periodicka elektrické sila ﬁE = qE . Je-li ndboj ¢ volny, kona nuceny kmitavy
pohyb, sdm zacne vysilat magnetické vlny a odnimé c¢ast energie dopadajici viné. Tyto sekun-
darni vlny vytvoii vlnu odrazenou a lomenou.

Jezto elektromagnetické pole mé energii (odstavce 1.2.4.6, 1.5.1 v textu Fyzika2), pfenasi
vlna (8.3) energii rychlosti v. Proudéni energie v kazdé vlné je charakterizovano intenzitou vlnéni
I (odstavec 7.1.7).

Proudéni energie v elektromagnetické viné je charakterizovano tzv. Poyntingovym vektorem
]3, definovanym vztahem

P=ExH. (8.5)

Takto definovany vektor ma tento fyzikalni vyznam: 1. Smér Poyntingova vektoru P je totozny
se smérem proudéni energie ve viné (obr. 8.1); 2. Velikost stfedni ¢asové hodnoty Py vektoru
P, kde Py; = %(Eo x Hp) = %(Eoi’x HyJ), je rovna intenzité vlnéni, tj. plati

~ 1
I =|Py| = §E0H0. (8.6)

Dulezité vysledky:

1. Podle této teorie se sifi libovolné elektromagnetické signaly bez zmény tvaru rychlosti
v = ¢/\/érfir zévislou na prostfedi. Pfesnéjsi teorie uvazujici pohyb volnych i vazanych
naboji v latkach vede k zavéru, ze rychlost harmonického elektromagnetického vinéni
v latce zévisi i na jeho frekvenci. Tento jev se nazyva disperze. Vede napi. k tomu, ze
thly lomu pro svétla raznych frekvenci jsou rizné (vznik spektra lomem na hranolu), nebot
index lomu latky n = ¢/v je zavisly na frekvenci prochéazejiciho svétla.

2. Zdrojem rovinného linearné polarizovaného vinéni (8.3) je napt. dipdlova anténa (obr. 8.2)
pripojena ke zdroji vysokofrekvencniho stfidavého napéti. Ve velké vzdalenosti od dipdlu
jsou vlnoplochy pfiblizné rovinné a elektromagnetické pole je popsano rovnicemi (8.3).
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—

SOJ /\/\/: \vlnoplocha ' 7 ]3
T~—_ 1 4

Obr. 8.2

A (m)
1041 rozhlasové viny
metrové viny (televize)
centimetrové vlny (radar)
mikroviny

10~°1 tepelné zatreni
infracervené zareni
7,61077¢
410—7..
10~84

svétlo
ultrafialové zareni
rentgenové zareni
10—10., ry s

zareni gama

Obr. 8.3

3. Vlastnosti elektromagnetickych vin i jejich buzeni, detekce a ucinky zavisi velmi podstatné
na jejich vlnové délce. Prehled je uveden v obr. 8.3. Poznamenejme, Ze rychlost elektro-
magnetického vlnéni ve vakuu, uréend ze vztahu (8.4), v némz veli¢iny €g a pg byly jiz
dfive zméfeny, se shodovala s namérenou rychlosti svétla. Takto se ihned v za¢atku teorie
elektromagnetického vlnéni zjistilo, ze svétlo je (s nejvétsi pravdépodobnosti) elektromag-
netické vinéni.

8.1.1.2 Viditelné svétlo

Viditelné svétlo je elektromagnetické vinéni o velmi vysokych frekvencich f € (4-10'; 7,5 -
10'4) Hz, tj. o velmi maljch vlnovych délkéach A € (400; 760)nm .

Zdrojem svétla jsou vétSinou atomy a molekuly. Svétlo vznika v jejich elektronovych obalech
(tj. nikoliv v jadrech). Zdrojem svétla vSak mohou byt i nabité ¢astice, napf. protony, pohybujici
se s velkym zrychlenim. V makroskopickych zdrojich svétla (zarovkach, vybojkach, zafivkach,
plamenech atd.) se podileji na zafeni obrovskd mnozstvi atomi, molekul i volnych ¢astic. Vy-
lozime strucné fyzikalni déje v latkach, které vydavaji vlastni svétlo a v latkach, které svétlo,
vyslé z jinych zdroju, odrazeji.

Zdroje vlastniho svétla Elektrony v atomovych obalech mohou byt pouze ve stavech, v nichz
maji docela ur¢ité pro atom daného druhu charakteristické energie. Oznacime je E, (<)E2, (<
)Es, ... a budeme je nazyvat energie atomu. Trvale izolovany atom je vzdy ve stavu s nejmensi
energii Fy, v tzv. zdkladnim stavu. U¢inkem jingych objektéi — napf. srazkou s jinym atomem,
Castici nebo pisobenim elektromagnetického zareni — se muze dostat do stavu s vyssi energii.
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To se déje ve zhnoucich latkidch (vzadjemné srazky vlivem tepelného pohybu), ve vybojkach
(vzéjemné srazky vlivem pohybu zptisobeného elektrickymi silami) atd. Ze stavu s vyssi energii,
napfr. Ej, muze prejit do stavu s nizsi energii, napt. Fr tak, ze vyzaii elektromagnetické zafeni
o energii AF = Ef — Ej. Toto zéfeni je linedrné polarizovand harmonickd vlna o frekvenci f
dané vztahem hf = Er — F;, tj. o frekvenci f = (Ef — E;)/h, kde h = 6,626 - 10734 J s je tzv.
Planckova konstanta.Podle velikosti rozdilu Ef — E; lezi f bud v oboru infracerveného zareni
nebo viditelného nebo ultrafialového nebo dokonce rentgenového zareni. Proces vyzareni trva
velmi kratce, fadové 107%s. Vyzafena vlna je tedy prostorové ohranic¢ena. Nazjva se foton.
Energie fotonu je velmi maléd a nestac¢i napt. k tomu, aby jeden foton vyvolal svételny pocitek.

Podrobnéjsi informace o stavbé a energetickych stavech atomu i o zafeni jsou uvedeny
v ¢asti 1.2 textu Kvantova mechanika.

Ve zdrojich svétla se podili na zafeni obrovské mnozstvi atomii a molekul. V béznych zdrojich
(nikoliv v laserech) emituji atomy fotony samovolné, nezavisle na sobé. Pokud se zafeni ztc¢astni
jen atomy stejného druhu, napf. jen atomy He nebo jen atomy Na atd., a pokud dochézi pouze
k prechodiim mezi dvéma zcela urc¢itymi energetickymi stavy, maji vSechny fotony téméf stejnou
frekvenci a svétlo je jednobarevné (monochromatické). Tento piipad je vyjimeény, vétSinou
je ve svétle zdroji obsazeno vice frekvenci a ve svétle ze zhnoucich zdroji dokonce vSechny
frekvence ze Sirokého intervalu frekvenci. Toto svétlo se nazyva polychromatické.

Monochromatické i polychromatické svétlo sestava z fotont, které maji a) rtzné faze, b)
rtizné roviny polarizace, ¢) rtizné sméry, nebot byly emitovany v riznych okamzicich samovolné
navzajem nezavislymi atomy. Svételné pole v paprsku takového svétla sestava z obrovského
mnozstvi ¢astecné se prekryvajicich pfiblizné sinusovych vln konecné délky s ndhodnou fazi
a s ndhodnou rovinou polarizace (obr. 8.4). Vektor E (,svételny vektor) v libovolném bodé P
kmita postupné v raznych smérech kolmych na smér Sifeni, pricemz smér i faze kmitu se velmi
rychle ndhodné méni. Takovéto svétlo se nazyva ,prirozené svétlo“.

Poznamenejme ihned, Ze na rozdil od pfirozeného svétla je svétlo z laseru slozeno z foton,
které maji (témér) stejnou frekvenci, fazi i rovinu polarizace.

Obr. 8.4

Zdroje odrazeného svétla Vétsina predméti kolem néas nevyzaruje vlastni svétlo. Predméty
vidime proto, Ze se od nich svétlo odrazi.

Odraz svétla je dosti slozity fyzikalni déj. Svétlo dopadajici na latku vnikd dovnitt a pu-
sobi na jeji nabité ¢astice — atomova jadra, ionty, volné elektrony i elektrony v orbitech atomu
a molekul — periodickymi elektrickymi a magnetickymi silami (ﬁ w = qE, Fg = q(7 x B)).
Uéinkem téchto sil (z nichZz magnetické jsou vétsinou zanedbatelné) naboje osciluji s frekvenci
dopadajiciho svétla. Pohyb tézkych castic — jader — je zanedbatelné maly, pohyb elektronti ni-
koliv. Volné oscilujici elektrony (napf. v kovech) i oscilujici elektrony v orbitech atomi a molekul
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jsou zdrojem sekundarniho elektromagnetického vinéni — svétla — o frekvenci rovné frekvenci
svétla dopadajiciho. Sekundéarni vlny ze vSech ozafenych castic se skladaji. Vné latky vytvareji
vlnéni, které nazyvame odrazené svétlo. Uvnitt latky se sekundarni vinéni sklada s dopadajicim
svétlem a vytvaii svétlo, které nazfvidme lomené nebo proslé svétlo. Cast energie dopadajiciho
svétla prechazi v energii neusporadaného tepelného pohybu molekul — latka svétlo absorbuje.

Je zfejmé, Ze na vlastnosti a na "kvalitu” odrazeného svétla méa vliv jak dopadajici svétlo,
tak i latka sama. Elektrony v latce kmitaji v rytmu kmitu dopadajiciho elektromagnetického
(svételného) pole. Vyzafuji tedy svétlo, které ma stejnou frekvenci jako svétlo dopadajici. Faze
a polariza¢ni rovina tohoto svétla se méni v rytmu zmén v dopadajicim svétle. AvSak amplituda
kmitt elektronu, a tedy i amplituda vektori E, H v odrazeném svétle, zavisi velmi podstatné
i na tom, jak jsou elektrony vazany k jadrim a jaka je frekvence jejich vlastnich kmitt, dale
pak na jejich poctu atd. V duisledku toho se odrazeji svétla riznych frekvenci od latky rtizné.
Spektralni sloZeni (tj. rozlozeni energie na ruzné frekvence) odrazeného a dopadajiciho svétla
je ruzné. Tento jev se nazyva selektivni odraz. Jeho dusledkem je to, Ze svétlo, které odrazi
predmét osvétleny bilym svétlem, je zbarveno. Proto maji prfedméty ”barvu”. Pfedméty ozafené
monochromatickym svétlem maji pouze ”barvu” tohoto svétla.

8.1.1.3 Koherentni a nekoherentni svétlo

V posledni dobé se v technické praxi uziva k nejriznéjsim acéelim svétla lasert. Monochro-
matické svétlo laseru se lisi od monochromatického zatfeni bézného zdroje svétla zejména tim,
ze se chova v jistém smyslu (ktery v dalsim vysvétlime) podobné jako elektromagnetické zafeni
buzené anténami napajenymi vysokofrekvenénimi oscilatory, napf. jako radarové viny; nemeéni
v relativné dlouhém casovém intervalu fazi kmitu. Tuto vlastnost svétla vyjadfujeme oznacenim
,koherentni svétlo“. V koherentnim svétle vznikaji vyrazné interferencni a ohybové jevy, jichz
se vyuziva ve strojirenské praxi ke zjistovani a méfeni malych deformaci, posuvu, nehomogenit
prithlednych latek, rychlosti proudéni tekutin, vytvaieni hologramu atd. Cast optiky spoéivajici
na vyuziti koherence svétla se nazyvé koherentni optika.

Cilem tohoto odstavce je vyklad vlastnosti koherentnich a nekoherentnich zdroji a vlastnosti
koherentniho a nekoherentniho svétla.

Koherentni a nekoherentni zdroje zareni. V odstavci 7.1.7.2 bylo uvedeno, Ze viny ze
dvou zdroju akustického vlnéni (napf. ze dvou ladi¢ek) nebo ze dvou makroskopickych zdroji
elektromagnetického vlnéni (napf. ze dvou malych antén napajenych jednim oscilatorem), které
kmitaji harmonicky se stejnymi frekvencemi, interferuje. V oblasti, kde se vlny z obou zdroju
prekryvaji, skladaji se kmity o stejnych frekvencich. V kazdém bodé vznikaji tedy harmonické
kmity. Fazovy rozdil téchto kmitt je v kazdém bodé interferencni oblasti jiny, ale s Casem se
neméni. Amplitudy kmita jsou tedy v riznych bodech rizné a s ¢asem neménné. V nékterych
bodech vznikaji trvald interfereneni maxima, v jinych trvald interfereneni minima. To je pro
interferenci charakteristické.

Pfipomenme, ze sloZzenim kmit o rtznjch frekvencich nevznikd harmonicky pohyb. Pii
superpozici vlnéni ze dvou zdroji rtznych frekvenci k interferenci nedochézi. Svétla ze dvou
ruznych svételnych zdroji Z;, Zs — napf. ze dvou shodnych sodikovych vybojek — vSak
neinterferuji ani tehdy, kdyZ jsou monochromatickd a kdyz maji stejnou frekvenci. Davod je
v tom, ze v obou svételnych vlnach se méni s velkou rychlosti zcela nepravidelné, nahodné, faze
kmitu, a to v kazdém z obou svétel jinak. Proto i rozdil fazi kmiti vektoru El, F5 v obecném
bodé P svételného pole se méni velmi rychle a nepravidelné. Totéz plati i o amplitudé vyslednych
kmita. Stfedni ¢asovd hodnota hustoty svételné energie je ve vSech bodech osvétlené oblasti
priblizné stejna, trvald maxima a minima se nevytvareji, tj. svétla neinterferuji.
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Z hlediska interference délime dvojice (nebo skupiny vétsiho poctu) zdroju vinéni na kohe-
rentni a nekoherentni.
Koherentni zdroje jsou zdroje, které maji tyto vlastnosti:
a) kmitaji se stejnymi frekvencemi,
b) rozdil fazi kmiti jednotlivych zdroji se neméni (poznamka: faze kmitt se pfitom muze

nahodné ménit, ale ve vSech zdrojich stejné tak, aby rozdil fazi byl stejny).

Nekoherentni zdroje jsou ty, které nejsou koherentni. Svétla z koherentnich zdroji in-
terferuji. Svétla z nekoherentnich zdroji neinterferuji.

NP
%()} ,,,,,, N VN Y 0
2,V 2L
a\
{obr615} Obr. 8.5

Dva (fyzicky) rtzné zdroje svétla, s vyjimkou laseru, jsou vzdy nekoherentni. Koherentni
zdroje svétla se ziskaji tim, Ze se uzije pouze jednoho zdroje a jeho svétlo se rozdéli vhodnym
zpusobem tak, ze vzniknou dva sekundarni (nebo zdanlivé) zdroje svétla. Napf. na obr. 8.5
jsou znazornény dvé uzké blizko sebe lezici stérbiny Z;, Zs ve stinitku S, osvételné zdrojem
Zy monochromatického svétla umisténym na ose soumérnosti o tsecky Z;1Zs. Faze kmitu ve
Stérbinach Z1, Zo se velmi rychle, ale soucasné, méni. Pro oblast napravo od stinitka predstavuji
Stirbiny Z1, Z2 dva koherentni zdroje. V oblasti nepfili§ vzdalené od osy o svétla interferuji.

Za_ )
| 1
2
\ /3
l / 1d
Pz i
AN
Y
le/ ; 4
Zy&
Z3T/
{obr616} Obr. 8.6

Na obr. 8.6 je zndzornéna velmi tenké vrstva tloustky d, na kterou dopadé z bodového zdroje
Z monochromatické svétlo o vlnové délce X. Paprsky 1,2, 3, ... vzniklé postupnymi odrazy a lomy
maji vlastnosti shodné se svétlem, které by vychazelo z boda 71, Zs, Zs, . .., tj. ze zdanlivych
zdroju. Jeli vrstva velmi tenkd (d ~ ), jsou tyto zdénlivé zdroje téméi koherentni a svétla
1,2,3,... interferuji.
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Existuje fada dalSich zptsobt a zarizeni, jimiz lze ziskat dva nebo vétsi pocet zdanlivych
nebo sekundarnich koherentnich (nebo témér koherentnich) zdroji s uzitim jediného skuteéného
zdroje svétla.

Koherentni a nekoherentni svétlo Usporadejme pokus podle obr. 8.7. Svétlo z bé&zného
monochromatického zdroje Zy dopadne na polopropustné zrcadlo R, na ném se ¢astec¢né odrazi,
¢astecné projde. Odrazené svétlo je nasmérovano zrcadlem Z; do oblasti O (vlna Vi), proslé
svétlo se odrazi na zrcadle Z5 tak, ze vznikla vina V5 se setkava s Vi v oblasti O. Ukazuje se, ze
pri obecné volbé polohy zrcadel Z1, Z5 k interferenci nedojde. Pro¢? Proto, Ze ve svétle z bézného
zdroje se nesmirné rychle méni faze kmitd. Draha ZyRZ; P, kterou urazila vlna V ze zdroje Zg
do obecného bodu P, je delsi nez draha ZygRZ5 P, kterou urazila vlna V5. Vlna V7 se tedy v bodé
P nesetkava s tou ¢asti viny Vs, kterd byla vyzarena zdrojem Zj soucasné€ s Vi, nybrz s ¢asti,
ktera byla vyzafena pozdé€ji. Proto se faze kmiti v kazdé z viln Vi, Vo v bodé P méni jinak
a tedy i rozdil fazi se méni velmi rychle a ndhodné. V oblasti O tudiz viny Vi, V5 neinterferuji.
Je ztejmé, ze vlny Vi, Vo by v bodé P interferovaly tehdy, kdyby pokus byl usporadan tak, ze
by obé viny urazily ze zdroje Zy do bodu P stejné drahy, tj. Ze by rozdil téchto drah Ar byl
nulovy (nebo téméf nulovy).

{obr617} Obr. 8.7

Z hlediska interferenc¢nich vlastnosti pfi pokuse znizornéném na obr. 8.7 délime svétla rtz-
nych zdroju takto:

e Koherentni svétlo je svétlo, které interferuje pfi libovolné hodnoté rozdilu drah Ar.
e Nekoherentni svétlo je svétlo, které interferuje jen tehdy, je-li Ar = 0.

e Casteéné koherentni svétlo je svétlo, které interferuje i pfi nenulové, ne pilis velké
hodnoté rozdilu drah Ar.

Jestlize pokus zndzornény na obr. 8.7 usporadame tak, Ze nejprve je Ar = 0 a pak se Ar
zvétsuje (napf. vhodnym posunutim zrcadel Z;, Z5), je interference nejprve velmi vyrazna (velky
rozdil mezi intenzitou svétla v maximech a minimech) a s rostoucim Ar se zmensuje (téméf stejna
intenzita v maximech a minimech). Nejvétsi hodnota drahového rozdilu Ar, pfi niz jesté dojde
k interferenci, se nazyva koherenéni délka svétla. (Pozndmka: tato ponékud neurcita definice
koherenc¢ni délky se v teorii koherence upiesiuje.)

Koheren¢ni délka svétla z béznych monochromatickych zdroju je rovna nékolik A, tj. fadu
10~%m. Koherenéni délka svétla laseru je fadové 1mm az 103m. Svétlo laseru je témér
koherentni.

Poznamenejme, Ze svétlo vzniklé odrazem nekoherentniho (koherentniho) svétla je opét ne-
koherentni (koherentni).
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8.1.1.4 Polarizace svétla

Svétlo, v némz vektor E kmita pouze v jednom sméru, se nazyva linearné polarizované.
Rovina uréena smérem $ifeni svétla a vektorem E se nazyva rovina polarizace. (Pozndmka:
ve starsi literatufe se povazuje za rovinu polarizace rovina, ktera je na uvedenou rovinu kolma.)

Prirozené svétlo je nepolarizované (obr. 8.4). Linedrné polarizované svétlo mé nékteré
vlastnosti odlisné od prirozeného svétla: odrazivost povrchu vsech latek pro polarizované svétlo
zavisi na poloze roviny polarizace, podobné i propustnost nékterych latek. Téchto vlastnosti se
vyuziva v technické praxi pro konstrukei polarizacnich filtra (které propoustéji pouze tu slozku
vektoru E dopadajiciho svétla, kterd lezi v jisté roviné), dale ke zkoumani priibéhu mechanického
napéti v prihlednych modelech strojnich a stavebnich dilu atd.

Linearné polarizované nekoherentni svétlo lze znazornit soustavou prekryvajicich se sinuso-
vych vin koneéné délky, linearné polarizovanych v jedné roviné (rovina Ozz v obr. 8.1). Lze je
ziskat z pfirozeného svétla bud odrazem pod vhodnym thlem, nebo prichodem vhodnym (tzv.
dvojlomnym) prostfedim.

8.1.2 Interference a ohyb svétla

V této ¢asti vylozime zakladni jevy interference a ohybu svétla a sice ty jevy, které jsou dulezité
z hlediska aplikaci v technické praxi a pfitom jsou celkem jednoduché. Jsou to: 1. Interference
svétla na tenké vrstvé (HV (hlavni vysledek): odrazivost tenké vrstvy pro uré¢ité svétlo zavisi
velmi podstatné na tloustce vrstvy a na thlu dopadu); 2. Ohyb svétla na Stérbiné (HV:
svétlo prochézejici stérbinou ve stinitku se za ni $ifi do vSech smérli, a to do réznych smért
s riznou intenzitou); 3. Ohyb svétla na mtizce (HV: svétlo proslé optickou mfizkou, nebo na
ni odrazené, se $ifi pouze do urcitych smérd, jez jsou pro ruzné vilnové délky razné. Svétla riznych
vlnovych délek se takto od sebe oddéli a vznikne spektrum); 4. Holografie (HV: zkoumany
predmét se osvétli koherentnim svétlem laseru. Do oblasti odrazeného svétla se privede primé
svétlo z laseru, obé svétla interferuji. Do interferen¢niho pole se vlozi fotografickd deska a na ni se
zachyti interferen¢ni obrazec. Tato deska se po vyvolani nazyva hologram. Osvétli-li se hologram
koherentnim svétlem laseru, vznikne ohybem svételné pole, které je shodné s pivodnim polem
svétla odrazeného od pfedmétu, tj. pole se rekonstruuje).

8.1.2.1 Interference svétla na tenké vrstvé

Kolmy dopad svétla na tenkou planparalelni dielektrickou (tj. nevodivou) vrstvu.

a) Dopad monochromatického svétla (\). Dielektrickd vrstva tloustky d necht ma index
lomu ng; pfiléhajici neohranicend dielektrika (obr. 8.8) nechf maji indexy lomu nj, ns.
Tloustka d necht splituje podminku md < lien, kde m je fadu 10°, napt. m = 5 a kde lion
je koherenéni délka dopadajiciho svétla. Je-li dopadajici svétlo pfirozené (nekoherentni),
ma koheren¢ni délku lon ~ mA, takze pak plati d ~ A. Takova vrstva se nazyva opticky
tenka. Je-li vSak dopadajici svétlo koherentni, mtze byt vrstva i tlusta. Poznamenejme, zZe
opticky tenké vrstvy (i kovové) jsou vzdy priihledné.

Z prostiedi 1 necht dopadéd kolmo na vrstvu nep¥ilis tzky svazek paprski svétla, tj. rovinné
vlna. Na rozhrani o; se svétlo odrézi a lame (obr. 8.8), lomeny paprsek se déle odrazi
a lame na rozhrani o9 atd. Do prvniho prostiedi se vraceji paprsky 1, 2, 3, ..., prekryvaji
se a interferuji, takZze z nich vznikd jedina vlna — odrazené svétlo. Do tretiho prostiredi
vnikaji paprsky 1/,2",3', ..., rovnéZ interferuji a vytvaieji vinu proslou.

Amplituda odrazené viny zavisi na fazovém rozdilu vin 1,2, ... a ten opét zavisi na rozdilu
jejich optickych drah. Je zfejmé, Ze rozdil optickych drah § paprskt 1,2 je stejny, jako
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Obr. 8.8

rozdily optickych drah dvojic paprsku (2,3), (3,4) atd. Uréime rozdil optickych drah pa-
prski 1,2: Paprsky vznikaji v bodé A délenim dopadajiciho paprsku odrazem a lomem.
Paprsek 1 se vraci do prvniho prostredi pfimo, paprsek 2 urazi navic ve vrstvé drahu délky
2d; rozdil jejich skutecnych optickych drah je tedy 0 = 2nad. To vSak jeSté neni hledany
rozdil optickych drah, nebot pfi odraze na rozhrani dvou prostiedi n;|nj svétlo bud zméni
fazi o w (je-li n; < ny), nebo ji nezméni (je-li n; > ny). Tento vysledek plyne z teorie a je
experimentalné ovéren. Zméni-li svétlo fazi o w, ma fazi takovou, jako kdyby urazilo navic
ve vakuu drahu délky A/2.

P¥i odrazech na rozhranich o1, oo paprsky 1, 7 tedy bud méni nebo neméni fazi, podle
toho, které ze vztahti n1Sng, naSns plati. Celkovy rozdil optickych drah paprska 1, 2 je
roven ¢ = 2n2d+€%, kde ¢ je bud rovno jedné, tj. ¢ = 1 (je-li bud ny > ng, na < ng, nebo
ny < ng, ng > n3), nebo plati € = 0 (ve zbyvajicich pfipadech). Je-li splnéna podminka

A
2n9d + 55— kX, kde k=1,2,..., podminka maxima pro odraz (8.7)
1isi se fazové konstanty vin (paprski) 1, 2, 3, ... o celistvé nasobky 27 a jejich interferenci

vznikd vlna o maximalni amplitudé, tj. svétlo se od vrstvy odrazi s maximalni intenzi-
tou. Vztah (8.7) tedy vyjadiuje podminku, za niz nastava maximalni odraz na vrstvé, tj.
podminku maximélniho odrazu.

Je-li ve vztahu (8.7) napft. pfedepsdno A\ a ng, pak podminka (8.7) je splnéna pro d; =
(A—eX/2)/2ng ... (k=1),da=... (k=2) atd.

Analogicky se odvodi podminka pro minimalni odraz

2n9d + 5% = (2k — 1)% , kde k=1,2,... podminka minima pro odraz (8.8)

Uziti: ZvysSeni (nebo snizeni) odrazivosti povrchu latky jeho pokrytim vhodnou tenkou
vrstvou — reflexni (nebo antireflexni) vrstva. Reflexnimi vrstvami (nebo castéji reflex-
nimi soustavami vrstev) se pokryva povrch zrcadel (napf. zrcadel lasert1), reflexnich bryli
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atd. Antireflexnimi vrstvami se pokryva povrch ¢ocek objektivi fotoaparatt, dalekohled,
prvki slunecnich kolektori atd.

b) Dopad bilého svétla. Dopadé-li na tenkou vrstvu znazornénou v obr. 8.8 kolmo bilé
svétlo, jehoz vinové délky pokryvaji spojité interval I = (400; 760)nm, je podminka
maxima (8.7) splnéna pro vinové délky A1, Aa, As, ..., splilujici vztahy

A
2n2d+€?k:k:)\k,k:1,2,.... (8.9)

Nékteré z vinovych délek A1, Ao, ... mohou lezet v intervalu 1. Svétlo téchto vinovych délek

se odrazi vice nez svétlo ostatnich vinovych délek. Nejméné se odrazi svétlo vinovych délek
1y Ay, ..., které spliiuji podminku minima (8.8). Spektralni sloZeni odrazeného svétla je
tedy jiné nez spektralni slozeni dopadajiciho bilého svétla — odrazZené svétlo je zbarveno.

V proslém svétle jsou naopak relativné posileny (zeslabeny) ty vlnové délky, které byly
pii odraze zeslabeny (posileny). Proslé svétlo ma doplitkovou barvu k barvé odrazeného
svétla.

Sikmy dopad svétla na tenkou planparalelni dielektrickou vrstvu Na tenkou planpa-

ralelni vrstvu zndzornénou na obr. 8.8 necht dopada rovinnd monochromatické svételna vina (tj.
svazek rovnobéznych paprski) pod thlem « (obr. 8.9.

vlnoplocha
/ Y 1
ni D
vlnoplocha
X 01
A
AN, ’&
d| ny |E
w EAN
02
B\ \
n3

Obr. 8.9

Predpoklddejme, ze pfi odraze na rozhranich o1, o9 nedochazi k Uplnému odrazu, takze
paprsky se na nich ¢astec¢né odrazeji a ¢astecné lamou. Paprsky 1, 2, 3, ..., vzniklé postupnymi
odrazy a lomy z dopadajiciho paprsku, interferuji jako drive. Rozdil skuteénych optickych drah
paprskii 1, 2 nyni je 6 = na|AB|+n2|BC|—n1|AD|, kde jsme oznadili |AB| délku tsecky AB atd.
Upravou uvedeného vyrazu, pfi niz uzijeme vztahu ni|AF| = ny|AE| plynouciho z obr. 7.35,
dale vztahu |AB| = |BC| a vztahu nj sin @ = nysin § (Snelliv zakon), dostaneme

§ = 2ns|EB| = 2nad cos 3 = 2nady/1 —sin? 3 = 2d+\/n% — n3 sin? § = 2d\/n% —n3 sin? .

Prihlédnemeli opét k mozné zméné faze pfi odraze na rozhranich o1, 09, dostaneme podminku
maxima pro odraz ve tvaru

A
2dy/n% — n? sin® a+5§ =k, k=1,2,...,(6=0,1). podminka maxima pro odraz (8.10)

Analogicky se odvodi podminka minima
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A A
2dy/n3 — n?sin® a + ey = (2k — 1)5 . podminka minima pro odraz (8.11)

Pfi ndhodné zvoleném thlu dopadu « neni (obecné) splnéna zadné z obou podminek. In-
tenzita odrazeného svétla zavisi na hodnoté levé strany ve vztazich (8.10), (8.11). Méni-li se
plynule thel dopadu od 0° do 90°, intenzita odrazeného svétla se spojité méni mezi extrémnimi
hodnotami — stfidavé nartsta a klesa.

Dopada-li na vrstvu svazek rovnobéznych paprsku bilého svétla, pak podobné jako pii kol-
mém dopadu se svétlo urcitych vlnovych délek A;, Ag, ...zesili a svétlo jinych vinovych délek

1y AL, ... zeslabi. Odrazené svétlo je tedy zbarveno. Hodnoty vlnovych délek zesileného svétla
(A1, A2, ...), dané vztahy (8.10) pro k = 1, 2, ..., i hodnoty vlnovych délek malo odrazeného
svétla (A}, AL, ...), dané vztahy (8.11) pro k =1, 2, ..., jsou zavislé na Ghlu dopadu «. Barva
odrazeného svétla zavisi tedy na «. Méni-li se (thel dopadu «, méni se barva svétla odrazeného
od vrstvy. Tento jev vznika napi. pii odrazu svétla na tenkych olejovych filmech (vrstvach), na
mydlovych blanach, slidovych vrstvach atd.

Uziti: barevné interferencni filtry (ziskdvani barevného svétla z bilého), regulace svételné
odrazivosti povrchti atd.

Interferenc¢ni prouzky Velmi ¢astym a v méfici technice vyuzivanym jevem je vznik inter-
feren¢nich prouzkt. Vylozime zakladni jev tohoto typu, a to vznik interferenc¢nich prouzki na
tenké vrstve.

Obr. 8.10

Uvazujme o tenké vrstvé, kterd ma v ruznych mistech riznou tloustku (obr. 8.10). Vrstva
necht je osvétlena ploSnym zdrojem svétla, o némz budeme pro jednoduchost nejprve predpoklé-
dat, ze je jednobarevné (\). Vrstvu pozorujeme okem nebo fotografujeme pfistrojem zaostfenym
na jeji povrch.

Pozorujme napf. bod A vrstvy. Do oka z ného pfichéazi paprsek 1, vznikly odrazem paprsku
1 na rozhrani o;. Paprsek 1 vysSel z néjakého bodu P zdroje. Z bodu A vnika do oka kromé
toho i paprsek 2/, ktery vznikl rovnéz v bodé P (paprsek oznaceny 2), vnikl do vrstvy a odrazil
se na ploSe oy pravé do bodu A. Paprsky 1/, 2’ vznikly v jediném bodé, rozdil jejich optickych
drah je podle pfedpokladu (tenkéd vrstva) mensi nez koherencéni délka, takze v oku interferuji.
Osvétleni toho mista sitnice oka, do kterého dopadaji, zavisi na rozdilu jejich optickych drah,
tj. na tlousfce d4 a na indexu lomu n4 vrstvy v misté A a na thlu dopadu ay (viz leva strana
rovnice (8.10) a (8.11)). Podle toho, jaky je tento rozdil optickych drah, jevi se pozorovateli bod
A vice nebo méné jasny.
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Stejny jev nastane ve vSech osvétlenych mistech vrstvy, které pozorovatel pozoruje napft.
v bodé B. Avsak rozdil optickych drah paprsk analogickych paprskiim 1’,2" je (obecné) jiny.
Bod B se tedy pozorovateli jevi (obecné) jinak jasny. Nejjasnéjsi se mu jevi ta mista, v nichz je
splnéna podminka maxima (8.10), nejméné jasna ta mista, v nichz je splnéna podminka (8.11).
Stejné jasnd mista vytvori na vrstveé kiivky.

Pozorovatel tedy vidi na vrstvé tzv. interferencni prouzky v barvé odpovidajici vinové délce A,
v nichz jas se spojité méni pii postupu od maxima do minima ve sméru kolmém na interferencni
prouzek. Vzdélenost sousednich maxim v tomto sméru udava sitku interferenéniho prouzku. Cim
tendi je vrstva, tim vétsi je Sifka interferencnich prouzki.

P1i osvétleni vrstvy na obr. 8.10 plosSnym zdrojem bilého svétla vytvori se pro kazdou barvu
jind soustava interferen¢nich prouzkt, nebot poloha maxim a minim zavisi na vlnové délce
(rovnice (8.10), (8.11)). Pozorovateli se tedy jevi riznd mista vrstvy v riznych barviach —
interferencni prouzky jsou barevné. Pfi zméné polohy oka se polohy maxim na vrstvé méni, tj.
interferen¢ni prouzky se posouvaji a méni tvar. Tento jev vznikd napf. na mydlovych blanach,
olejovych filmech, slidovych vrstvach, vzduchovych vrstvach mezi filmem a pritlacnym sklickem
v projekénim nebo zvétSovacim pristroji atd.

Interference svétla na tenké vrstvé je zakladnim jevem vyuzivaném v optickych interferome-
trickych méfenich.

Interferometricka méreni Interference svétla na tenké vrstvé nestejné tloustky se uziva ke
zjistovani tvaru obrobenych ploch (tj. jejich reliefu), zejména ke zjisfovani jeho odchylky od
predepsaného tvaru, dile k méfeni maljch deformaci, malych posuvi, malych Ghli atd.

Zakladni uspotradani interferometrického méfeni je znézornéno na obr. 8.11a. Ke zkoumané
vylesténé ploSe S, jez by méla byt napf. rovinnd, se pfilozi dokonale rovinna plocha o sklenéné
desticky. Mezi plochami S a o vznikne tenké vzduchova interferen¢ni vrstva proménné tloustky.
Ta se osvétli (nejlépe) svazkem rovnobéznych paprskt monochromatického svétla odrazenym
od polopropustného zrcadla R. Svétlo odrazené od vrstvy projde (Gasteéné) zrcadlem R a po-
zoruje se (nebo fotografuje, nebo jinak detekuje a dale zpracovava) v oblasti P. Proméfenim
interferen¢niho obrazce (obr. 8.11b) se zjisti tvar plochy S.

p iR
| a)
A
vrstva (= ' : A =7
= o 2s
pT ST A B
s @ @ pohled shora
= (interferenéni
vy | p obrazec)
T
Obr. 8.11

Pozndmka: Z tvaru interferenc¢nich kiivek (uzaviené kiivky na obr. 8.11b) nelze poznat, zda
odpovidaji vystupkiim (misto A) nebo prohlubnim (B) na plose S. Uvazte vSak, jak se inter-
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feren¢ni kfivky méni, jestlize plocha, S se nepatrné posouva smérem k plose o (tj. ve sméru
p)

Jestlize je zkoumand plocha rovinna a neni rovnobézna se o (v obr. 8.11a je zakreslena ¢ar-
kované a oznacena S’), jsou interferen¢ni prouzky pfimocaré a maji stejnou sifrku d (v obr. 8.11b
jsou zakresleny ¢arkované). Zméfenim této Sifky, tj. vzdalenosti maxim, lze uréit s velkou pres-
nosti thel «, sevieny plochami S, o (2dtga = \).

JestliZe se rovinnd plocha S posouvé ve sméru p, pfimocaré interferenéni prouzky (obr. 8.11)
se posouvaji ve smeéru s. Zmérenim jejich posuvu lze zjistit velikost posuvu ve sméru p s presnosti
az 1072\, tj. fadové 1078 m. Uzijeme-li jako zdroje koherentniho svétla laseru, neni interferome-
trické méfeni omezeno pouze na tenké vrstvy. Je-li plocha S’ spojena s pohybujici se sou¢asti
strojniho zafizeni, lze jeji posuv zjistit (a pfipadné ovladat) s velkou pfesnosti, nap¥. optoelek-
tronickou registraci po¢tu maxim, které projdou v interferenénim obrazci ve sméru s.

Pristroje urcené k interferometrickym mérenim se nazyvaji interferometry. Je jich cela fada
typd. Velmi t¢innym modernim zafizenim tohoto typu je napf. laserinterferometr.

8.1.2.2 Ohyb svétla na stérbiné

Ohyb vInéni byl popsan a jeho fyzikalni podstata byla vysvétlena v odstavci v souvislosti s vykla-
dem Huygensova—Fresnelova principu. V této ¢asti se budeme zabyvat ohybem svétla na otvoru
ve stinitku.

Budeme uvazovat o rovinném stinitku (zhotoveném nap¥. z tenkého plechu), v némz je
velmi uzka a velmi dlouhd (teoreticky nekoneéné dlouhd) Stérbina s rovnobéznymi hranami
(obr. 8.12a). Na stinitko necht dopadd z jedné strany v kolmém sméru rovinnéd svételnd mo-
nochromaticka vlna (tj. svazek rovnobéznych paprski). Sitku §térbiny oznac¢ime a, vlnova délka
a frekvence dopadajiciho svétla nechf je A a f.

\ P
_ L B
A < . ¥

|

a) b)
Obr. 8.12

Ohybové svételné pole na druhé strané stérbiny lze podle Huygensova—Fresnelova principu
interpretovat jako pole vytvorené sekundarnimi zdroji rozloZenymi spojité v prostoru stérbiny,
kmitajicimi s frekvenci f, a pfi kolmém dopadu svétla i se stejnymi fazemi.

Svételné pole v obecném bodé P (obr. 8.12b) vzniké interferenci nekone¢né mnoha vin (pa-
prskil) vyslych ze vSech bodii stérbiny. Vyslednd amplituda a intenzita svétla v bodé P zavisi
na fazovych rozdilech kmit vsech paprski v bodé P a bude tedy v rtiznych bodech ohybového
pole rizna.

Je-li bod P blizko stérbiny, pocita se vyslednd amplituda velmi obtizné. Z hlediska aplikaci mé
vétsi vyznam ohybovy jev, ktery vzniké ve vétsi vzdalenosti (kterd se v teorii blize specifikuje),
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od Stérbiny, ze paprsky ze vSech bodi $térbiny, jdouci do pfislusného bodu P, jsou rovnobézné (tj.
P — 00). Tento ohybovy jev se nazyva ,Fraunhofertiv ohyb*. M4 znaény vyznam pfi optickém
zobrazeni.

V dalsim se budeme zabyvat pouze Fraunhoferovymi ohybovymi jevy. Vzhledem k tomu,
ze vznikaji pri zobrazovani pfedmétti cockami, uvedeme nejprve nékteré zakonitosti prichodu
svétla ¢ockami.

Prichod svétla éockou Dopadé-li na idedlni ¢ocku kulova svételnd vlna, a to bud vlna
rozbihava (tj. divergentni), vychazejici z jednoho bodu, nebo sbihava (tj. konvergentni), jdouci
do jednoho bodu, transformuje ji ¢ocka opét v (pfiblizné) kulovou vlnu. P¥itom rovinnou vlnu
povazujeme za kulovou vlnu se stfedem v nekonec¢nu. V obr. 8.13a je znazornéna transformace
divergentni kulové vlny K se stiedem P; v konvergentni kulovou vlnu K> se stfedem P spojnou
¢ockou. Kazdy bod roviny R;, kolmé na optickou osu, se takto idedlni ¢ockou zobrazi do jednoho
bodu roviny Ro. Rovina R; se nazyva predmétova, rovina Rs obrazova. Obraz P, bodu P; lze
zkonstruovat s uzitim centralniho paprsku c, ktery jde po prichodu ¢ockou puvodnim smérem.
V terminologii geometrické optiky idealni ¢ocka méni svazek paprskd prochazejicich bodem P;
ve svazek paprski jdoucich bodem Ps.

Kmity v bodech A, B, lezicich na jedné vlnoplose, maji stejnou fazi. Totéz plati nap¥. i o kmi-
tech v bodech Az, Bs. Proto jsou optické drahy useku AA;AsP,, BByBs P, na paprscich p, ¢
stejné.

Ry Ry ohniskové rovina

AQ P2

Obr. 8.13

Jestlize se bod P; a tedy irovina R; vzdali od ¢ocky doleva do nekoneéna, nazyva se prislusna
rovina Ry ohniskova. Bod F’ je obrazové ohnisko (obr. 8.13b). VIna dopadajici na ¢oc¢ku z bodu
P, je nyni rovinnad, jeji vlnoplochy jsou rovinné, takze optické drahy tsektt AA1 Ao Py, BB1ByPs
(obr. 8.13b) jsou stejné. Jestlize na ¢ocku dopadaji dva obecné koherentni rovnobézné svételné
paprsky p, q, je rozdil fazi jejich kmit v bodé P stejny jako rozdil fazi jejich kmit v bodech
A, B.

Fraunhoferuv ohyb na $térbiné Vlozme za $térbinu (tj. na pravou stranu stinitka pfi do-
padu svétla zleva) valcovou spojnou ¢ocku rovnobéznou se stérbinou. Cocka soustiedi viechny
paprsky, které vysly ze Stérbiny rovnobézné, napt. pod dhlem (obr. 8.14), do jedné piimky
kolmé k nékresné, kterd se v obr. 8.14 jevi jako bod P. Ptredpokladejme, Ze rozdil optickych
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drah krajnich paprskd, tj. veli¢ina asin «, je mensi nez koherenc¢ni délka svétla. Pak vSechny
uvazované paprsky v bodé P interferuji. Fazové rozdily jejich kmitd v tomto bodé jsou pravée
takové, jako kdyby tyto paprsky neprochéazely cockou, nybrz se sitfily ve sméru dal a interferovaly
az v nekonecénu.

—_—
A
—_—
—_—
—_—

Obr. 8.14

Zkoumejme nejprve paprsky, které lezi v ndkresné a jdou ve sméru optické osy cocky, tj. pod
thlem o = 0. Tyto paprsky se protinaji v ohnisku F’ a kmitaji v ném se stejnymi fazemi. V oh-
nisku F” tedy vznikne maximum, kterému fikame hlavni (nebo centrélni) ohybové maximum.
Amplituda kmiti a intenzita svétla v bodé F’ je maximalni.

Necht Ghel o se nepatrné zvétsi. Kmity v tom bodé ohniskové roviny, v némz se tyto paprsky
protinaji, jsou ponékud rozfazovany, takze amplituda kmit v tomto bodé je mensi nez v bodé
F'. Zvétsi-li se tihel o dale tak, Ze nabude hodnoty, pfi niz drahovy rozdil krajnich paprski p,
q, tj. veli¢ina Ar = a sin «, spliluje vztah

a sina; = A podminka pro tthel minima prvniho fadu (8.12)

(obr. 8.15a), jsou kmity krajnich paprskt p, ¢ v bodé P; fazové posunuty o 27. Kdyby v ném
tyto paprsky interferovaly samy, vzniklo by v ném interferenéni maximum. AvSak v bodé P;
interferuji vSechny paprsky, které vysly pod thlem «a; ze vSech bodi Stérbiny. Libovolné dvojice
paprski, které vysly ze dvou boda vzdalenych o a/2, napf. dvojice r, s v obr. 8.15a, m4 rozdil
drah roven \/2. Tyto dva paprsky v bodé P; interferuji s opa¢nymi fazemi a zrusi se. Ziejmé lze
takto do dvojic usporéddat vSechny paprsky ze vSech sekundarnich zdrojt v prostoru stérbiny.
Kmity téchto dvojic se v bodé P; zrusi, takze v bodé P; vznikne nulové minimum.

Paprsky vychazejici ze stérbiny pod thlem ponékud vétsim nez «; se v prislusném bodé @
jiz nerusi, nebot pfi tomto thlu paprsky ze Stérbiny uvedenym zptisobem do dvojic usporadat
nelze. V bodé @ je tedy intenzita svétla nenulova. AvSak tehdy, kdyz thel o méa hodnotu s,
pro niz plati a sin ag = 2, 1ze $térbinu rozdélit na ¢tvrtiny a vSechny paprsky jdouci ze stérbiny
uspofadat do dvojic, které maji rozdil drah \/2 a které se tedy v bodé P, interferenci zrusi.
V bodé P, vznikne tedy opét nulové minimum. Dalsi nulové minimum vznikne pfi dhlu as
spliiujicim vztah asinas = 3A\ atd. Mezi sousednimi minimy vznikaji maxima fadu 0, +1,
+2 atd., jejichz pfesnou polohu nelze, s vyjimkou centralniho maxima, uvedenou jednoduchou
tvahou urcit.

Ohybovy obrazec je v fezu soumérny podle optické osy ¢ocky (nikoliv podle osy §térbiny).
Rozlozeni intenzity v ohybovém obrazci je znazornéno v obr. 8.15b.

Ohybovy obrazec v ohniskové roviné ¢ocky je tvoren svétlymi a tmavymi prouzky kolmymi
na rovinu nakresny v barvé dané vlnovou délkou A uzitého svétla. Prouzek obsahujici maximum
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Obr. 8.15

nultého tadu je nejsvétlejsi. Jeho thlova sifka je rovna 2ag, jeho sitka je rovna di. Pro tyto
veli¢iny plati
a sina; = A, di=2ftgay, (8.13)

kde f je ohniskova vzdélenost ¢ocky. Je-li A < a, je a1 < 1, takze vztahy (8.13) lze psat
v priblizném tvaru
A A
ar=—, d=2f—.
1=, d f ¥
Fraunhoferiv ohyb na kruhovém otvoru Je-li otvor ve stinitku kruhovy o praméru d
(obr. 8.16), pak Fraunhofertiv ohybovy obrazec v ohniskové roviné ¢oc¢ky ma tvar soustiednych
Vysledek zni: RozloZeni svételné energie v ohybovém obrazci je (v fezu) zndzornéno kiivkou
k' na obr. 8.16 velmi podobnou kiivce k v obr. 8.15b. Stiedni ¢ast ohybového pole, tzv. ,,centralni
ohybovy kruh“ neboli ,,Airyho disk* mé& dahlovy rozmér 2a; a polomér r, pro néz plati
A . A
a;=122—, r=ftgas = fag = f-1,22—.
d d
Druhy ze vztahi jsme upravili s uzitim vztahu tga; = a; platného v pripadé, Ze plati A < d,
kdy a1 < 1. Ohybovy obrazec se nékdy nazyva , Airyho ohybovy obrazec”.

¢ocka
L, d g’f - !
IV X
[ k/
— f
Obr. 8.16
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Diskuse: —
1. Pfi ohybu svétla plati vzdy A < d, takze plati oy < 1. Ohybovy obrazec je tedy velmi maly.
2. r ~ ), tj. ohybovy obrazec se s rostouci vlnovou délkou zvétsuje — dlouhovlnné zareni

vykazuje vétsi ohyb. Znamé jevy:

r ~ 1/d, tj. s klesajicim priamérem ohybového otvoru se centralni ohybovy kuZel rozsituje;
prichodem svétla malym otvorem nelze ziskat tzky paprsek;

r ~ f, tj. s rostouci ohniskovou dalkou ¢ocky se tihel oy neméni, ale r se zvétsuje.
3. Do Airyho disku dopadéa asi 84% svételné energie proslé otvorem ve stinitku.

7 ¢
_Z P _ a)
iy ¢

Obr. 8.17

Rozlisovaci schopnost optickych pristroju K ohybu na kruhovém otvoru dochézi témér
vzdy pri zobrazovani ¢ockami. Difrakéni otvor je realizovan obrubou ¢ocky. Na obr. 8.17a je
znézornéno zobrazeni bodového zdroje Z spojnou cockou C, ptfi némz dochézi k ohybu kulové
viny. Abychom prevedli tento ohyb na pripad ohybu rovinné vlny, rozdélime ¢ocku C na ¢ocky
dvé, (4, Cy tak, aby mezi nimi vznikla rovinnd vlna (obr. 8.17b). Ta se pak ohyba na obrubé
0. V ohniskové roviné ¢ocky Cjy, tj. v obrazové roviné ¢ocky C, vznikne ohybovy obrazec, takze
bod Z se nikdy nezobrazi jako bod, nybrz v optimalnim piipadé, kdy ¢ocka nema optickych vad,
jako Airyho ohybovy obrazec.

Zobrazuji-li se optickym zafizenim (napf. ¢ockou) dva body Zi, Za, vznikaji v obrazové
roviné ¢ dva ohybové obrazce, které se ¢asteéné prekryvaji (obr. 8.18). Je-li thel ¢ dosti velky,
obrazce se prakticky nepiekryvaji a z priibéhu osvétleni roviny ¢ poznédme, Ze jde o zobrazeni
dvou bodti. Je-1i ihel ¥ velmi maly, ohybové obrazce se prekryvaji natolik, Ze nepozname, zda je
zobrazen jeden nebo vice bodd. Mezni piipad mezi obéma piedeslymi je ten, pfi némz centralni
maximum jednoho ohybového obrazce padne do prvniho ohybového minima obrazce druhého.
Prislusny kriticky thel, ktery oznac¢ime 9., je dan vztahem

A
Pe = 1,22 7
Plati-li pro thel ¥ v obr. 8.18, vztah ¥ > 9., pak body Z;, Zs pristrojem rozlisime; plati-
li ¥ < ¥, pak body Z;, Z, pristrojem nerozliSime. Tento vysledek se nazyva Rayleighovo
rozliSovaci kriterium.

Zvyseni rozliSovaci schopnosti, tj. zmenseni thlu ¢., se dosdhne zmensenim A\ (pfechod na

ultrafialové zafeni a na elektronové vlny) a zvétSenim prameéru ¢ocek a zrcadel.
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Obr. 8.18

8.1.2.3 Ohyb svétla na optické mrizce

Optickd miizka je zafizeni sestavajici z velkého poctu stejnych a stejné od sebe vzdalenych
usporddanych objektt, na nichz dochazi k ohybu svétla. Napf. optickd mfizka na priichod je
tvorena nejcastéji z velkého poctu stejné Sirokych a stejné vzdalenych stérbin, realizovanych
nejéastéji systémem rovnobéznych vrypu ve skle (vrypy predstavuji nepruchodnéd mista) — viz
obr. 8.19.

3

Py yd "
y n=1

A A .
\ F/ n=0
? n=-—2
g n |
| \d sin o ki

Obr. 8.19

Vzdalenost sousednich §térbin d se nazyva miizkova konstanta a jeji pfevracena hodnota
udava pocet vrypu na jednotku délky. U dobrych mfizek byva stérbin nékolik set, maximélné
2000 na 1mm. Celkovy pocet Stérbin necht je N. Celkova velikost mfizky je obvykle fadu
centimetrid. Optickd mfizka na odraz sestavd nejcastéji z velkého poctu vrypd vyrytych do
lesklého povrchu kovu, na némz se svétlo odrazi. Miizek se uziva k vytvareni a analyze spekter.
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Funkci a uziti miizky ukazeme na mfizce na prichod. Osvétlime-li ji kolmo svétlem o vlnové
délce A, pak: a) na kazdé $térbiné dojde k ohybu, b) zafeni ze vSech N §térbin interferuje. Ve
Fraunhoferové oblasti, tj. bud ve velké vzdalenosti od miizky nebo v ohniskova roviné valcové
¢ocky za mrizkou, budou interferovat rovnobézné paprsky.

Obrazec vznikly v ohniskova roviné ¢ocky ohybem svétla na jedné (libovolné) stérbiné ma tvar
znézornény na obr. 8.15. Jezto Stérbiny mfizky jsou velmi uzké, je ohybovy obrazec (zndzornény
kiivkou k1 v obr. 8.19) velmi Siroky. M4 stfed v ohnisku F’. Ohybova pole stejné sirokych $térbin
v poc¢tu N v ohniskové roviné ¢ocky jsou shodné, prekryvaji se a interferuji.

Fazovy rozdil, ktery maji v bodé P interferujici paprsky, zavisi na thlu «. Mé-li o nékterou
z hodnot «j danych vztahem

dsinag = kX, k=0,+1, +2 ..., mfizkova rovnice (8.14)
jsou kmity vSech paprski v bodé P ve fazi a interferenci v ném vznikne vyrazné maximum.
Vztah (8.14) se nazyva miizkova rovnice.

Nespliiuje-li tthel « zéddnou z rovnic (8.14), kmity vSech N paprski v bodé P se témér
aplné zrusi. Presnéjsi teorie vede k vysledku, Ze intenzita svétla v ohniskova roviné cocky je
rozlozena tak, jak je znazornéno kiivkou ko v obr. 8.19. Ve smérech danjych thly oy spliujicimi
rovnici (8.14) vznikaji vyrazna maxima, jejichz sitka klesd a vyska roste s rostoucim poc¢tem
stérbin mriizky. Tato maxima se nazyvaji hlavni. Mezi hlavnimi maximy je velky pocet maxim
vedlejsich, jez jsou pri velkém poctu Stérbin zanedbatelné nizka.

Ohybovy obrazec v ohniskova roviné ¢ocky tedy prakticky sestavd z ostrych (tzkych) car
— hlavnich maxim — ve smérech danych thly «y, splitujicimi vztahy (8.14). Cislo k udava fad
maxima.

Skutecnost, ze maxima jsou uzka, umoznuje mérit uhly aj s velkou presnosti.

— o Cyba=z
B REEE
''''' — Vi'i'f’:fi)\ n=>0
- o *)\; } n=-—1
. =2
Obr. 8.20

N

Osvétli-li se miizka svétlem obsahujicim vinové délky A1, Ae, ..., vytvorii se ohybovy obrazec
(tj. systém maxim) pro kazdou vlnovou délku zvlast. Maxima fadu k& = 0 splyvaji, maxima
ostatnich ¥adu jsou vSak oddélena (obr. 8.20). Maxima fadu k vytvori spektrum k—tého radu.
Hlavni uzZiti mfizek je vytvareni spekter.

Na obr. 8.21 je naznaceno schéma miizkového spektroskopu. Zdroj svétla Z osvétluje
linearni stérbinu S. Spojna ¢ocka C7 vytvari kolimovany svazek paprski, ktery dopada kolmo
na miizku M. Spektrum — Fraunhoferiv ohybovy obrazec, ktery se vytvori v ohniskova roviné
& objektivu C9 dalekohledu otoéného kolem osy o, pozorujme okularem C3 dalekohledu jako
lupou.

8.1.2.4 Holografie

Copyright © 2005, UFI FSI VUT v Brné 372



{obr6121}

{obr6122}

8.1. VLNOVA OPTIKA

Obr. 8.21

Hologram Holografie je moderni opticka zobrazovaci metoda, p¥i niZ je nutno, na rozdil od
ostatnich zobrazovacich metod, uzit koherentniho svétla, obvykle svétla laseru. Jeji teoreticky
zaklad vypracoval roku 1948 D. Gabor. Rozvinula se az po objeveni lasert roku 1958, a to do
takové sife a hloubky, Ze dnes tvori relativné samostatné odvétvi koherentni optiky, tj. optiky
vyuzivajici koheren¢nich vlastnosti svétla. Ma 8iroké uplatnéni ve védé i v technice. Ve stroji-
renstvi se uzivad k méreni malych deformaci, posuvii, nehomogenit prihlednych latek, rychlosti
proudéni atd. Vylozime jeji podstatu.

Koherentnim monochromatickym svétlem laseru osvétlime zkoumany predmét P (obr. 8.22a),
ktery ma ,normalni“, tj. drsny, diftzné odrazejici povrch. Svétlo, které se odrazi od predmétu, se
v holografii nazyva bud ,signalni“ nebo ,pfedmétova“ vlna. V obr. 8.22a je oznacena PV. Ob-
sahuje totiz (tj. ,nese*) optickou informaci o pfedmétu P: Dopadne-li do oka nebo do objektivu
fotografického pristroje, transformuje se v obraz predmétu.

snimani hologramu rekonstrukce

laser laser laser
diftzné odrazené

svétlo (predmétova
vlna)

rekonstrukéni
vilna

referen¢ni
vlna

Z - \ A

=z __ P ~
am—d ~ hologram
P P predmétova | p/ | P /
vina L L rekonstruované
obraz pole
a) b) )

Obr. 8.22

Kdybychom do predmétové viny vlozili fotografickou desku, byl by kazdy jeji bod ozaren
vlnami vyslymi ze vSech viditelnych bodd pfedmétu P, tj. deska by byla osvétlena ve vSech
mistech témér stejné. Po vyvolani by byla témeéf rovnomérné seda.

Do oblasti predmétové viny se vSak zavede jesté svétlo, které se oddéli z laserového svazku
polopropustnym zrcadlem Z (obr. 8.22b). Toto svétlo se v holografii nazyva ,referenéni vlna“.
V obr. 8.22b je oznacena symbolem RV. Pfedmétova vlna a referenéni vina interferuji, v prostoru
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se vytvareji trvald maxima a minima. Vzdélenost sousednich maxim je fddové rovna A, tj. je
velmi mala.

Do tohoto interferenéniho pole se vlozi jemnozrnna fotograficka deska F'D, exponuje se a vy-
vola. Po vyvolani je pokryta nesmirné jemnou siti interferencnich prouzka tak dzkych, ze jsou
prostym okem neviditelné. Tato deska, obsahujici zdznam interferen¢niho pole, se nazyva holo-
gram. V nazvu hologramu je skryto fecké slovo ,holos* — cely, uzité proto, Ze v interferenénim
zéznamu je zachycena informace jak o amplitudé, tak o fazi predmétové viny.

Rekonstrukce Hologram mé jednu velmi dilezitou, zdanlivé sice jednoduchou, ale pfimo
zazrac¢nou vlastnost, totiz Ze miize rekonstruovat svételné pole predmétu. Vylozime, o¢ se jedna.

Osvétlime hologram vlnou shodnou s referencni vinou, oznacenou v obr. 8.22b jako RV. Tuto
osvétlujici vinu nazveme ,rekonstrukéni vina“ (obr. 8.22¢). Velmi jemné tmavé (pro svétlo
mélo propustné) a svétlé (pro svétlo lépe propustné) interferenéni prouzky hologramu se chovaji
jako slozitd optickd miizka. Svétlo se na nich ohybé, tzn. prochazi hologramem a v oblasti A
vytvoii ohybové pole. Toto ohybové pole je slozité, obsahuje vsak jednu slozku, ktera je — a to je
pravé udivujici — shodné s pfedmétovou vlnou PV pfi sniméni hologramu (obr. 8.22b). O tomto
jevu hovofime jako o rekonstrukci predmétové viny.

Pozorujeme-li hologram z mista A; (obr. 8.22c), mame vjem zcela shodny s vjemem, ktery
bychom méli, kdyby v misté P’ byl piredmét P. Tedy P’ je zdanlivy obraz pfedmétu P, s pfedmé-
tem P shodny. Dvéma oc¢ima ,vidime pfedmét® plasticky, pozorujeme-li z jiného mista ,,vidime
predmét” ze strany atd.

To je zcela novy jev, z néhoZ se mohou vyvinout nové formy zobrazovaci techniky, filmu atd.

N

metrie.

Holograficka interferometrie Holograficka interferometrie je optickd metoda k interferenc-
nimu zjistovani velmi malych deformaci s uzitim hologramu. PopiSseme a vylozime zakladni jev.

Do mista zd4nlivého obrazu P’ (obr. 8.22¢) vlozime i pfedmét P tak, aby P a P’ byly v ko-
incidenci a predmét P osvétlime laserem presné tak, jak byl osvétlen pii sniméani hologramu
(obr. 8.22b). Do oblasti A (obr. 8.22c) vnikaji nyni dvé vlny: a) rekonstruovana, vznikla ohy-
bem rekonstrukéni viny na hologramu, b) pfimé vlna z osvétleného predmétu P, kterd prosla
hologramem. Tyto dvé vlny v oblasti A jsou shodné a interferuji. Vysledné pole je téméf shodné
s predmétovou vlnou, zmeénily se nejvys vsSude ve stejném poméru amplitudy. Pfi pozorovani
okem z mista A vidime opét zdanlivy obraz P.

Jestlize vsak pfedmét P zcela nepatrné posuneme nebo deformujeme, predmétova vlna se
zméni. Interferenci s rekonstruovanou vlnou vznikne pozménéné pole. Pozorujeme-li nyni v misté
Ay, vidime obraz tvarové shodny s predeslym, avSak pokryty svétlymi a tmavymi interferenénimi
pruhy. Proméfenim jejich tvaru a polohy lze zjistit posunuti nebo deformaci predmétu P.

Jiny zpusob ziskani holografického interferogramu je: Exponujeme fotografickou desku v uspo-
Ffadani na obr. 8.22b, nevyvolame ji vS8ak. Poté pfedmét nepatrné deformujeme a desku exponu-
jeme na stejném misté znovu. Teprve potom ji vyvolame. Osvétlime-li tento hologram tak, jak
je naznaceno na obr. 8.22¢, objevi se obraz P’ pokryty interferenénimi pruhy, z nichz lze opé&t
zjistit deformaci pfedmétu.
nebot klade vysoké naroky na presnost a stabilitu. Proto se holografickych metod zatim uziva
vétsinou jen v laboratornich podminkach.

Piiklady — OPTIKA ((8.1) az (8.14))
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8.1. VLNOVA OPTIKA

KP 8-1

Na tenkou antireflexni vrstvu z MgFy (n; = 1,38) tloustky d = 300 nm, napafenou na povrchu
¢ocky (ng = 1,60) dopadé ze vzduchu kolmo svétlo vlnové délky A = 600 nm. Urcete: 1. Vinovou
délku svétla ve vrstveé; 2. Vlnovou délku svétla ve skle; 3. Dobu, za kterou svétlo projde ve sméru
kolmém na vrstvu z bodu P; vzdaleného o d; = 5mm od vrstvy do bodu P» ve skle, vzdaleného
0 do = 3mm od jeho povrchu; 4. Vlnové délky svétla, pro néz ma vrstva minimalni odrazivost
a) pii kolmém dopadu, b) pfi dopadu pod thlem a = 60°.

KP 8-2
Objektiv ¢ocky (n = 1,52) je opatien antireflexni vrstvou z MgFs (n = 1,38), kterd ma pii
kolmém dopadu maximalni odrazivost pro svétlo zlutozelené barvy. Urcete tloustku vrstvy (A =
555 nm).

KP 8-3

Na planparalelni mydlovou blanu (n = 1,33) tloustky d = 320 nm dopada kolmo elektromag-
netické zatfeni. Urcéete: 1. Neékolik vlnovych délek spliujicich podminku minima pro odraz; 2.
Nékolik vinovych délek spliujicich podminku maxima pro odraz; 3. Které z uvedenych vlno-
vych délek lezi v oboru viditelného zareni; 4. Jaké bude zbarveni odrazeného svétla pii osvétleni
vrstvy bilym svétlem; 5. Fazovy rozdil kmit dvou interferujicich paprskt v odrazeném svétle,
z nichz prvni se odrazil na blizsim a druhy na vzdélenéjSim povrchu vrstvy.

KP 8-4
Reste tkoly 1, 2, 3 piikladu KP 8-3 za predpokladu, Ze svétlo dopada na vrstvu pod thlem
a = 30°.

KP 8-5

Klinova vzduchové vrstva vytvorend mezi sklenénymi destickami délky I = 60 mm vlozenim
tenkého papirku na okraji je osvétlena kolmo svétlem laseru vlnové délky A = 632,8 nm. Vytvori
se na ni 20 interferenénich prouzki. Ukoly: 1. Dokaite, Ze pro §itku d interferenénich prouzkii
plati vztah 2dntga = A, kde n je index lomu vzduchu a « thel sevieny destickami. Urcete:
2. Uhel a sevieny destickami; 3. Tloustku papirku; 4. Pocet interferen¢nich prouzki, ktery se
vytvori, vyplni-li se klinova vrstva vodou (n = 1,33).

KP 8-6

Zlutozelené svétlo vlnové délky A = 555nm dopada kolmo na stinitko se §térbinou &itky a =
0,4mm. Vypoététe: 1. Uhlovou §itku centralni ohybové oblasti; 2. Uhel odpovidajici ohybovému
minimu fadu k = 5.

KP 8-7
Na stérbinu sitky 3 cm dopadéd ultrazvukova vlna vinové délky 2cm. Zjistéte polohu prvnich
dvou ohybovych minim. Provedte diskusi.

KP 8-8
Vysetfete, za jakych podminek vznikne pfi ohybu na stérbin€ jen centralni ohybové maximum
a Cast centralni ohybové oblasti a nevznikne ohybové minimum.
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8.2. ZOBRAZENI COCKOU

KP 8-9

Spojnou ¢oc¢kou o ohniskové vzdélenosti f = 1500 mm a o prumeéru 40 mm se zobrazuje svétlem
vlnové délky A = 500nm bod lezici na optické ose ve vzdalenosti 2500 mm od cocky. Vypoctéte
thlové rozméry a prumér Airyho disku.

KP 8-10

V trubici plynového He-Ne laseru vznika koherentni rovinnd monochromaticka vlna o vlnové
délce A = 632,8nm a vystupuje kolmo ¢elnim okénkem, jeZ ma tvar kruhu o priméru 8 mm.
Vypoététe: 1. Uhel kuzele vymezujiciho centralni ohybovou oblast ve vystupujicim svételném
svazku; 2. Primér stopy tohoto kuzele a) ve vzdalenosti 10 km, b) na Mésici.

KP 8-11
Nejvétsi zrcadlovy dalekohled méa kruhové zrcadlo o priméru 6 m, nejvétsi refrakéni dalekohled
mé ¢ocku o priméru 1 m. VySetTete, jak velké predméty jimi lze rozlisit na Mésici.

KP 8-12

Pii osvétleni mfizky zelenou slozkou rtutového svétla (A = 546,07 nm) vzniklo maximum 2.
fadu ve sméru daném thlem as = 20°34’. Urcete: 1. Mfizkovou konstantu; 2. Smér maxima 1.
fadu; 3. Smér maxima 1. fadu pro sodikové svétlo vinové délky A = 588,99 nm.

KP 8-13

Mrizka o miizkové konstanté d = 0,005 mm je osvétlena kolmo bilym svélem [A € (400; 760)nm]
Ukoly 1. Uréete tihlovy rozsah spektra 1. fadu; 2. Zjistéte, zda se budou prekryvat spektra a) 1
a 2. fadu, b) 2. a 3. fadu.

KP 8-14
VysetTete, jakou hodnotu musi mit mrizkova konstanta miizky, maji-li se pfi osvétleni svétlem
vlnové délky A\ = 555 nm (zlutozelené svétlo) vytvorit pouze maxima Fadu k = 0,+1, £2.

8.2 Zobrazeni ¢ockou

8.2.1 Zobrazovaci rovnice

Zobrazeni ¢oc¢kou se 1idi zobrazovaci rovnici
1 1 1
f p i

kde f je ohniskova vzdélenost, p predmétova vzdalenost a i obrazova vzdalenost. Pohlédnéme
na obrazek 8.23, na kterém jsou znazornény predmeétové a obrazové vzdalenosti spolu se zna-
ménkovou konvenci.

8.2.2 ZvétSeni

Obraz vytvoreny ¢ockou neméa vzdy stejnou velikost jako predmét, je zvétSeny nebo zmenseny.
Zavéadime pojem zvétseni m jako pomeér velikosti obrazu i, a piedmétu p,

Z.y
Dy ( )
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8.2. ZOBRAZENI COCKOU

predmét T Py

___________________ A

F F’

Obr. 8.23: Zobrazeni ¢ockou.

7 obrazku 8.23 mutizeme z podobnosti trojuhelnikti odvodit

—i
L (8.17)
D i
kde je pouzito —i,, protoze vyska obrazu je zadporna. Z této rovnice jiz odvodime vztah pro
zvétseni (8.16)

m:—:—;. (8.18)

8.2.3 Chod paprsku ¢ockou — paprskovy obrazec

Urcit polohu a velikost obrazu mtizeme u tenké ¢ocky pomoci paprskového obrazce 8.24, jako
prusecik ,specidlnich“ paprskt vyslanych z predmétového bodu (konec ¢ervené Sipky). Specialni
paprsky jsou:

1. paprsek jdouci z pfedmétu rovnobézné s optickou osou se po prichodu c¢ockou lame tak,
e prochazi obrazovym ohniskem F”,

2. paprsek jdouci z pfedmétu do pfedmétového ohniska F' se po priichodu cockou lame tak,
Ze jde rovnobézné s optickou osou,

3. paprsek mifici z pfedmétu do stiedu cocky se nelame.

Pfipoménme jesté specialni pfipady zobrazeni, kdy predmét lezi v nekonecnu. Obraz se
potom nachézi v roviné obrazového ohniska F’.

V opacném piipadé€, kdy predmét lezi v predmétovém ohnisku, se obraz nachazi v neko-
necnu.

8.2.3.1 Zobrazeni spojnou ¢ockou

Konstrukce paprskového obrazce — skuteény obraz Ukazme si konstrukci paprskového
obrazce. Nejprve vytvorime prvni paprsek jdouci z rovnobézné s osou (obr. 1). Najdeme prisecéik
s ¢ockou (bod 1) a z néj vedeme paprsek do obrazového ohniska F” (obr. 2). Zatim jesté o poloze
a velikosti obrazu nemiizeme nic Fici, musime sestrojit jesté jeden paprsek.

Copyright © 2005, UFI FSI VUT v Brné 377



kovyobrazec}

{obr1}

{obr2}

{obr3}

8.2. ZOBRAZENI COCKOU

Obr. 8.24: Paprskovy obrazec.

Obr. 8.25

Sestrojime paprsek ¢islo 2, jdouci z pfedmétu do predmétového ohniska F' (obr. 8.26 vlevo).
Z pruseciku s ¢ockou (bod 2) pokracuje paprsek vodorovné s optickou osou (obr. 8.26 vpravo).
V prusecéiku prvniho a druhého paprsku I je obraz predmétového bodu.

Obr. 8.26

Sestrojime jesté tfeti paprsek, jdouci stiedem ¢ocky, ktery se nelame (obr. 8.27 vlevo). Na
zaver jesté vyznacime chod paprsku (obr. 8.27 vpravo). Paprsky svétla vychézejici z predmétu
(plné ¢ary) se po prichodu ¢ocky lamou, takze nasemu oku se jevi tak, jako by vychazely z obrazu

L h
__fjjff;;\:::::_é \\\\ ~ 3
e B S e R E s e e L b s -
F ~L ,,,,,,F,,,,::} - F 1L
]
Obr. 8.27

Pro Uplnost vyresme jesté zobrazeni pomoci zobrazovaci rovnice. Pfedvedené zobrazeni bylo
pro hodnoty f = 3cm, p = 6cm a p, = lcm. Upravou rovnice ziskdme vztah pro obrazovou
vzdalenost ¢

Hodnoty ¢ maji kladné znaménko za ¢ockou, obraz se tedy musi nachazet za ¢ockou. Pohlédnéme
jesté na zvétSeni m (viz rovnice (8.18))
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8.2. ZOBRAZENI COCKOU

Velikost obrazu i, potom bude
iy =mpy=—1-1=—1cm.

Obraz tedy bude stejné velky jako predmét, ale prevraceny. Tomu odpovida i paprskovy obrazec.

Na zavér jesté pripomenme, Ze obraz je skuteény, protoZe lezi na opacné strané cocky nez
predmét. Kdybychom do mista obrazu vlozili napfiklad papir, uvidime obraz promitnuty na
tento papir.

Konstrukce paprskového obrazce — virtualni obraz Né&kdy neni situace s konstrukei ob-
razu tak jednoducha, jako v predchozi ¢asti. Podivejme se na pripad, kdy predmétova vzdalenost
p je mensi nez ohniskova vzdalenost f. Tato situace nastava naptiklad pfi pouziti spojné cocky
jako lupy.

Vychéazime ze situace naznacené na obrazku. Pfedmét je tentokrat uméstén mezi predméto-
vym ohniskem F' a ¢ockou.

Nejprve vytvoiime prvni paprsek jdouci z rovnobézné s osou (obr. 8.28 vlevo). Najdeme
prise¢ik s ¢ockou (bod 1), a z néj vedeme paprsek do obrazového ohniska F’ (obr. 8.28 vpravo).
Protoze nevime, jestli obraz bude skuteény (na opacéné strané ¢ocky nez predmét) nebo virtu-
alni (na stejné strané jako predmét), vedeme paprsek jak do pfedmétového tak do obrazového
prostoru. Zatim jesté o poloze a velikosti obrazu nemiizeme nic fici, musime sestrojit jesté jeden
paprsek.

_______ RS S S I

F F’ F F’ Tt

{obr4} Obr. 8.28
Sestrojime paprsek ¢islo 2, jdouci z pfedmétu do pFedmétového ohniska F' (obr. 8.29 vlevo).

Z pruseciku s ¢ockou (bod 2) pokracuje paprsek vodorovné s optickou osou (obr. 8.29 vpravo).
V priisec¢iku prvniho a druhého paprsku I je obraz predmétového bodu.

{obr5} Obr. 8.29

Sestrojime jesté tfeti paprsek, jdouci stiedem ¢ocky, ktery se neldme (obr. 8.30 vlevo). Na
zaver jesté vyznacime chod paprsku (obr. 8.30 vpravo). Paprsky svétla vychézejici z predmétu
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8.2. ZOBRAZENI COCKOU

(plné ¢ary) se po pruchodu ¢ocky lamou, takze nasemu oku se jevi tak, jako by vychazely z obrazu

Obr. 8.30

Pro uplnost vyfesme jesté zobrazeni pomoci zobrazovaci rovnice. Piedvedené zobrazeni bylo
pro hodnoty f =4cm, p =22cm a p, = lcm. Upravou rovnice ziskdme vztah pro obrazovou
vzdalenost ¢

io AP 222 gem,
p—f 22-—4
Hodnoty ¢ maji kladné znaménko za ¢ockou, obraz se tedy musi nachazet pied cockou. Pohléd-
néme jesté na zvétseni m (viz rovnice (8.18))

-4
T 999,
P 2,2

Velikost obrazu i, potom bude
ly =mpy =2,22-1=222cm.

Obraz tedy bude pfiblizné dvakrat tak velky jako pfedmét a nepfevraceny. Tomu odpovida
i paprskovy obrazec.

Na zavér jesté pripomenme, ze obraz je virtualni, protoZe lezi na stejné strané cocky jako
predmét. Kdybychom do mista obrazu vlozili papir, obraz na tomto papiru neuvidime, protoze
ve skutecnosti neexistuje.

8.2.3.2 Zobrazeni rozptylnou ¢ockou

Rozptylna c¢ocka ma zapornou ohniskovou vzdalenost, znamené to, ze predmétové ohnisko F' lezi
za Coc¢kou a obrazoé ohnisko F’ lezi pied ¢oc¢kou. Ohniska si vyménila mista.

Konstrukce paprskového obrazce — predmét pred ohniskem Vychézime ze situace
naznacené na obrazku. Predmét je tentokrat uméstén mezi predmétovym ohniskem F' a ¢ockou.

Nejprve vytvorime prvni paprsek jdouci z rovnobézné s osou (obr. 8.31 vlevo). Najdeme
prusecik s ¢ockou (bod 1), a z n&j vedeme paprsek do obrazového ohniska F’ (obr. 8.31 vpravo).
Protoze nevime, jestli obraz bude skuteény (na opa¢né strané cocky nez predmét) nebo virtu-
alni (na stejné strané jako predmét), vedeme paprsek jak do pfedmétového tak do obrazového
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8.2. ZOBRAZENI COCKOU

Obr. 8.31

prostoru. Zatim jesté o poloze a velikosti obrazu nemiizeme nic Fici, musime sestrojit jesté jeden
paprsek.

Sestrojime paprsek ¢islo 2, jdouci z pfedmétu do predmétového ohniska F' (obr. 8.32 vlevo).
Z pruseciku s ¢ockou (bod 2) pokracuje paprsek vodorovné s optickou osou (obr. 8.31 vpravo).
V priseciku prvniho a druhého paprsku I je obraz pfedmétového bodu.

Obr. 8.32

Sestrojime jesté tieti paprsek, jdouci stfedem ¢ocky, ktery se neldme (obr. 8.33 vlevo). Na
zavér jesté vyznacime chod paprsku (obr. 8.33 vpravo). Paprsky svétla vychazejici z pfedmétu
(plné ¢ary) se po prichodu ¢ocky lamou, takze nasemu oku se jevi tak, jako by vychazely z obrazu

Obr. 8.33

Pro tplnost vyfesme jesté zobrazeni pomoci zobrazovaci rovnice. Predvedené zobrazeni bylo
pro hodnoty f = —4cm, p =4,5cm a p, = 2cm. Upravou rovnice ziskdme vztah pro obrazovou
vzdalenost 4

_fp  —4-45
= f 45-(-4)
Hodnoty ¢ maji kladné znaménko za cockou, obraz se tedy musi nachazet pied cockou. Pohléd-
néme jesté na zvétseni m (viz rovnice (8.18))

1 =—2,11cm.

i —2.11
m = ——— = —
p 4,5

= 0,47

Velikost obrazu i, potom bude
iy = mpy = 0,47-2 =0,94cm.
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8.2. ZOBRAZENI COCKOU

Obraz tedy bude pfiblizné polovi¢ni nez pfedmét a neprevraceny. Tomu odpovida i paprskovy
obrazec.

Na zavér jesté pripomenme, Ze obraz je virtualni, protoze lezi na opacné strané cocky nez
predmét. Kdybychom do mista obrazu vlozili papir, obraz na tomto papiru neuvidime, protoze
ve skutecnosti neexistuje.

Konstrukce paprskového obrazce — pfedmét mezi ohniskem a €éoékou Vychizime
ze situace naznacené na obrazku. Pfedmét je tentokrat uméstén mezi pfedmétovym ohniskem
F' a ¢ockou.

Nejprve vytvorime prvni paprsek jdouci z rovnobézné s osou (obr. 8.34 vlevo). Najdeme
prusecik s ¢ockou (bod 1), a z né&j vedeme paprsek do obrazového ohniska F’ (obr. 8.34 vpravo).
Protoze nevime, jestli obraz bude skuteény (na opa¢né strané cocky nez predmét) nebo virtu-
alni (na stejné strané jako predmét), vedeme paprsek jak do pfedmétového tak do obrazového
prostoru. Zatim jesté o poloze a velikosti obrazu nemiizeme nic fici, musime sestrojit jesté jeden
paprsek.

Obr. 8.34

Sestrojime paprsek ¢islo 2, jdouci z pfedmétu do predmétového ohniska F' (obr. 8.35 vlevo).
Z pruseciku s ¢ockou (bod 2) pokracuje paprsek vodorovné s optickou osou (obr. 8.35 vpravo).
V priseciku prvniho a druhého paprsku I je obraz pfedmétového bodu.

Obr. 8.35

Sestrojime jesté tieti paprsek, jdouci stfedem ¢ocky, ktery se neldme (obr. 8.36 vlevo). Na
zaver jesté vyznacime chod paprsku (obr. 8.36 vpravo). Paprsky svétla vychézejici z predmétu
(plné ¢ary) se po priichodu ¢ocky lamou, takze nasemu oku se jevi tak, jako by vychazely z obrazu
1.

Pro Uplnost vyfesme jesté zobrazeni pomoci zobrazovaci rovnice. Pfedvedené zobrazeni bylo
pro hodnoty f = —4cm, p=3,5cm a p, = 2cm. Upravou rovnice ziskdme vztah pro obrazovou
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{obrr6}

8.2. ZOBRAZENI COCKOU

\\\\\ 1 ////
t‘v:;,;z
_—————— > — : ______ B = :__::::::..\_:\____.
|
Obr. 8.36
vzdalenost 7
fp —4-3,5

i = —1,86cm.

Hodnoty ¢ maji kladné znaménko za cockou, obraz se tedy musi nachazet pfed cockou. Pohléd-
néme jesté na zvétSeni m (viz rovnice (8.18))
. —1,86

i
= =0,53.
P 3,5 ’

m=—

Velikost obrazu i, potom bude
iy = mpy = 0,53-2=1,06cm.

Obraz tedy bude pfiblizné polovi¢ni nez predmét a nepfevraceny. Tomu odpovida i paprskovy
obrazec.

Na zavér jesté pripomenme, Ze obraz je virtualni, protoze lezi na opacné strané cocky nez
predmét. Kdybychom do mista obrazu vlozili papir, obraz na tomto papiru neuvidime, protoze
ve skutecnosti neexistuje.
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9. Vysledky
ysl-pri.1-7}

KP 1.3-5
sin 30° = 1/2, cos 30° = v/3/2,sin 60° = v/3/2;
@ = (5c0s30°0;0) = (5v/3/2;0;0) = a = 5v/3/2;
5_( :5sin 30°;0;0) = (2,5;0;0) = b = 2, 5;
é=(— 5cos30° —55in30°;0;0) = (=5v/3/2; —2,5;0) = ¢ = 5;

1. a) G+b = —Z = 5(cos 30%; sin 30°; 0) = 5(\[/2 1/2;0); b) @—b = —5(cos 30%; — sin 30°; 0) =
—5(v/3/2; —1/ ) c) @+ &= (0; =5sin30°0) = (0; —2,5;0); d) @ — &= (10cos 30°; 5sin 30%; 0)
2.a)d-b=0;b)a-c=-75/4;¢)b-¢=-25/4;d) 0
3. a) dx b= (0;0;25cos30°sin30°) = (0;0;25v/3/4);
b) bx d=—adxb=—(0;0;25v3/4);
¢) b x 3 = (0;0; 25 sin 30° sin(90° + 30°)) = (0; 0; 25+/3/4):
d) @ x &= (0;0; —25 cos 30° sin(90° + 60°)) = (0; 0; —25/3/4);
4.2) 0;b) 0; ¢) (b x &) x &= (0;25sin 30° sin 60°5 cos 30°; 0) = (0; 375/2; 0);
5.a) acosa = 5v/3/2v/3/2 = 15/4; b) dcos a = cos 30°(5 cos 30°; 0;0); c) be = 2,55 = 12, 5;
d) bc = 5(0;5sin30% d) b+ c=7,5.
s1-pri.2-40} Kinematika
KP 2.24
1.
#(t). y() =(6) (m)}
3 a(t)
//
2 /
y(t) //
14 \/"\~ /
O / /l//' \‘ T T >
EEN 710 ! N 2 t(s
\ '/ // ,\ ( )
P L B
1
{obr1.1-24v} Obr. 9.1: K vysledku KP 2.2-4.
. 7(0) = 27—
.a) v, =0,5 m/s vy = 2cos2tm/s, v, = 2tm/s, b) vy = v,7 atd., ¢) ¥ = (0,504 2 cos 27+
2tE) /s, v= \/0 52 4+ (2cos2t)? + (2t)%2 m/s, a = arccos(vy/v) =...;
s1-pri.2-41} 4. v,(0) =0,5m/s, v, =2m/s, v, =0 m/s.
KP 2.2-5
1. a) ay = 0; m/s*, a, = —4sin2t m/s®, a, = 2m/s*, b) @, = a,7, atd., ¢) @ = (—4sin 27+
2K)m/s?, a = [(—4sin2t)2+4]1/2 m/s?, 3 = arccos(az/a) =...; 2. az(0 ) = 0m/s%, ay(0) =
sl-pri.2-42} Om/s’, atd.
KP 2.2-6
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sl-prl.2-43}

sl-prl.2-44}

sl-prl.2-45}

sl-prl.2-46}

sl-prl.2-47}

sl-prl.2-48}

sl-prl.2-49}

sl-prl.2-50}

1. a) ay = Re = 0,3m/s°, b) an = (¢t)? /R = 0,422 m/s*, ¢) @ = (0,37 + 0,42¢*7) m/s”, d)
a=1[0,09+ (0,42162)2]1/2 m/s?;
2. a) pg = Lrad, b) & = 17m/s, c) @ = (0,37 + 1,677) m/s’.

KP 2.2-7
l.e=m/4s7 %
2. w=(m—m7t/4)s~!
3. p = (nt — wt?/8) rad;
4. v = (0,57 — wt/8) m/s;
5.d = [/8F +0,5(r — wt/4)?7] m/s?;
6. N = 1 otocka.
KP 2.2-8

da svisle doli, a4 = g = 10 m/s2; ap svisle vzhiru, ag = 20 m/sZ; ac = dy.

Pohybové zakony

KP 2.4-4
1. dy = —ay 7, ay = 5m/s2;
2. Gy = anfl, ay = (T — Gcosa/m) = 3m/s?;
3.a=583m/s?, B =59, f=L(@n);
4. v = (lay)/? = 1,55 m/s.
KP 2.4-5
A% soustave S:
1. G Fi- sila, ktera ptsobi na vlakno;
2. as = d;
3.G=mg, G=02N; F = [G* + (ma)?]"* = 0,204N, o = 11,3°.
V soustavé S’
1 G, Fl, F* 1| @;

cd =0
3. é, F/ = F, F* = —md, F* =0,04N.
KP 2.4-6

I a) 1) F, - svisle dolit, Fy = 400N; 2) Fy = nF, = 40N;

b) 1) F - - svisle dol, Fy = 400N; 2) Fy = nF, = 40N;

IL. a) 1) F; - svisle dolti, Fy = 400N; 2) Fy = nFs = 40N;

b) 1) F - sv1sle dold, Fs =400N; 2) Fy; = nFs =40N;

IIL a) 1) F/ = 320N, 2) F| =32N; 3. b) 1) F/ =480 N, 2) FJ/ = 48 N.
KP 2.4-7

Pti urychlovani ldhve smérem doprava se micek pohybuje vzhledem k lahvi doprava, tj.
smérem k zatce. Pri zastavovani lahve se vzhledem k ni pohybuje doleva.
KP 2.4-8
é, ﬁl - sila od vlakna ve sméru vlakna;
Fyt = 0;
Je, nebot Fy; = 0;
Fy mii{ do C, F, = Gtga = 0,46 N;
a= F;,/m, a= 5,8m/s2;
v=132m/s.

SN

Casovy a drahovy uéinek sily

KP 2.4-9
L. p1 = mty, p1 1101, p1 =2,5- 10" kgms™;
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sl-prl.

sl-prl.

sl-pril.

sl-pril.

sl-prl.

sl-pril

sl-prl.
sl-prl.

sl-pril

sl-pril.

2-51}

2-52}

2-53}

2-54}

2-55}

.2-56}

2-57}
2-58}

.2-59}

2-60}

-

2. 111 F,1 =2-10*kgms™!;
3. P2 1T P, p2 =4,5-10"kgms™
4. Uy 11 pa, v2 =90m/s.

KP 2.4-10
1. o1 11 %1, p1 = v1AtS pv; = 0,025kgms™;
2. ﬁ L p1, p2 = p1;
3. Ap = po p1, |Ap] = 0,0354kgms™ !, a/(Ap,ps
4. T = Ap:
5. F 1) I,F=1I/At=354N.
KP 2.4-11
LI F.I=[?F(t)dt, I =6250kgms™!

2. p1 1T 1, p1 = 5000 kgms~!;
3. P2 11 pr,p2 =p1 +1 =11250kgms™;
4. ’172 TT ]71,’[)2 == 22,5 m/s.

KP 2.4-12

) = 45°;

1. Wi_9 = (P1 + P, — P3) = 10500 J, kde P; jsou plosné obsahy pod tseky lomené kiivky;

2. Ek72 = Ek71 + Wi_o = 265000 J;
3. vy =25,7m/s.

KP 2.4-13
1. AE, =125 J;

2.a) Wy, =125J; b) Wg =30J; ¢) W, =—17,5J;

3. vy =20m/s.
KP 2.4-14
1. Py — Fip = 173 N; By, 11 7, Fio = 17,3 N

2.a) Eg =500 J; b) By = —86,5J ; ¢) By, = 413,5 J;

3. By = 4135 J.
KP 2.4-15
a) P, = 18 kW; b) P, = 36 kW.

Gravitacni pole

KP 2.6-4
KP 2.6-5
1. Fy mifi do stiedu Zems, Fy = 1,62 10* N

. Kga = 0,010 7m/s”;

. g = —1,04.10° J /kg;

. pga = —2,1-10°J /kg;

By =—4,2-108 J.

P 2.6- 7

1. Fy, =132,8N (ag =1 ,66m/s?);

2. Eig il ﬁg_’, ag = 4,1 m/s2;
3. F = —Fy;

4. a, =22-10"¥m/s*;
5.a) Wy = Eg1 = —1,62-10" J; b) Wi = Ey)
P 2.6-6

1. Fy =1,98-10% N;

2. apr = 0,0027m/s%;

3. v =1020m/s;

4. Kg = dr;

5

6

7

8
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sl-pril

sl-pril

sl-pril

sl-pril

sl-pril

sl-pril

sl-pril

sl-pril

.2-61}

.2-62}

.2-63}

.2-64}

.2-65}

.2-66}

.2-67}

.2-68}

2. h =12 m.
KP 2.6-8
1. F, =2,043-1078 N;
2. a, = 5,84-10710m/s?;
3. |Ar| > 0,5a,t% = 2,18 m.
KP 2.6-9
E, = 5,36 - 1010 J.

Mechanicka energie, pohyb v gravitaénim poli

KP 2.6-10
1. By = —6,07-107 J;
2. Epot = Eo — By =1,01-10' J;
3. By = —17,66-10° J.
KP 2.6-11
1. By = —2,12- 10 J;
2. (Bxo = 1,126 - 101 J —) v = 5,3km/s.
KP 2.6-12
1.a) By =—1,10-10° J; b) Ex2 = 1,73-10% J; ¢) v = 4,16 km/s.
2.a) B, =0J;b) B, =127-10° J; ¢) v = 11,2 km/s.
KP 2.6-13
1. v = 2,59 km/s;
2. hmax = 915 km.

KP 2.6-14
1. Rychlost v; druzice, pohybujici se po kruhové trajektorii o poloméru r; = Ryz, lze urcit ze
vztahu )
- N mMZ vy MZ
FrF=ma=Kk—— =m—(=mg) =>Kk—5 =g.

Tedy gR% = xkMy. Pro velikost rychlosti druzice, pohybujici se po kruhové draze ve vétsich
vyskach nad povrchem Zemé (tj. pro r > Ry) pak plati

M. mgR2 R2
v mMz _ M9y 2 9z

m— =k
r r2 72 r

Tedy pro rychlost dostavame po umocnéni vyraz

c
\/;7

v =

kde C1 = Rz,/g, coz je hledany vztah;

Vv v s’ 7 /’ ’ v 2
2. Obéznou dobu T' druzice, pohybujici se po kruhové dréaze lze urcit ze vztahu a, = - = wrr,

kde w = 2% Dosazenim do rovnice 1 obdrzime

2 2
9 mMy, 4 My gR7
mwr = K = =g = T4,
r2 T2 rs r3

Po travé dostavame T = CoVr3, kde Cy = 2 /(Rz+/9), coz je hledany vztah.

KP 2.6-15
1. a) v1 = 7,98 km/s; b) T = 83,6 min;
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sl-pril.

sl-prl.

sl-prl.

sl-prl.

sl-pril

sl-prl.

sl-pril.

sl-prl.

sl-pril

sl-prl.

sl-pril

sl-pril.

sl-pril

sl-pril

2-69}

2-70}
2-71}

2-72}

.2-73}

2-74}

2-75}

2-76}

.2-77}

2-78}

.2-79}

2-80}

.2-81}

.2-82}

2. a) 42400 km (H = 36000 km); b) v = 3,06 km/s.
KP 2.6-16

1. h =1740 km;

2. v ="7,07 km/s;

3. ag = 6,06m/s2;

4. E = -5,0-10° J.

KP 2.6-17

FE < 0, pohyb je finitni
KP 2.6-18

a) Emin = 6,25-10° J; b) B/, =4,71-10% J.
KP 2.6-19

1. v = 1,68 km/s;
2. vy = V/2v1 = 2,38 km/s.
KP 2.6-20
1. Elipsa, poloosy a = 1,72 -10% km, b = 1,70 - 108 km;
2. T = 448,5 dni.

Energie hmotnych soustav

KP 2.6-21

a) C je na spojnici C1Cs, xc = C1C3/3; b) C je nad S, z¢c =1/6; c) C je pod S, z¢c = 1/6;

d) C je na spojnici ZM; ¢ = 4,67 - 103 km (tj. uvnitt Zems)
KP 2.6-22
1. 21 = 5 cmy;
2. v = 0,707 m/s;
3. AE = —0,125 J.
KP 2.6-23
l.a) By =1,5J;b) Ex =24 J; ¢) Eglast =0 J; d) E. = 3,9 J;
2.a) B{ =126 J;b) B =1,04 J;¢) E.
KP 2.6-24
1. Eelast = 0,384 J;
2. d smér doprava, a = 3,84 m/s2;
3. F} smér doleva, F7 = 3,84 N;
4. v = 0,554 m/s;
5. A= 0,062 m.
KP 2.6-25
1.b) I =13 mr?/24 = 0,0867 kgm?; c¢) I’ = 0,028 kgm?;
2.b) Ex =0,39 J; ¢) E; =0,126 J.
KP 2.6-26
1. I, =144 kgm?
2. Etl - Etg == —AEt =24 J;
3.a) Bxs=24J;b) w=577 s
KP 2.6-27
Ey = (0,25m1 + 0,5m2)v?
1.2.8 Pohybové rovnice soustavy ¢astic
KP 2.6-28
ac = konst., ac = 2 m/s2.
KP 2.6-29

MV oen

1. zc = 1,6 m od zadi;
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sl-pril

sl-pril

sl-prl.

sl-prl.

sl-pril.

sl-prl.

sl-prl.

sl-pril.

sl-prl.

.2-83}

.2-84}

2-85}

2-86}

2-87}

2-88}

2-89}

2-90}

2-91}

ysl-pr2.1-1}

2. Soustava je v klidu;
3. Posune se doleva o 1,6 m;

4. Vyslednice vnéjsich sil (sila odporu vody) mifi doprava, tedy soustava se bude pohybovat

doprava.

KP 2.6-30
1L.pNo p=> kgms™, p =5
2. B =625 J; Ek—311J
3. h=0,0774 m;

4. o = 16°.
KP 2.6-31
1. I =125 kgm?;
2. M =10 Nm;
3.e=8 572
4. wo =85 s71
KP 2.6-32

L. by = 6,25 kgm?s~!;
2. L=Mr, L =100 kgm?s™!;
3. by = 106 kgm?s~!;

4. wo =85 s7L,
KP 2.6-33
1. M =24 Nm;
2. e =16,7 s7%;
3.b=28,31 kgm?s 1.
KP 2.6-34

1. wy = 6,56 S_l;
2. Ex1 =59 J, Exp =176 J.

KP 2.6-35
1. I, =5 kgm?;
2.a) Ex1 =197 J; b) Ex o =394 J;
3. W =197 J.
KP 2.6-36
1. C je v ty¢i ve vzdalenosti xo = 30 cm od Ko;
2. I =0,216 kgm?;
3. B, =171 J;
4. 9 =0;
5. F = 6;
6. F' = 0;
7.5 w, b=271 kgm?sL.
KP 2.6-37
1. I =0,125 kgm?;
2. C' je v tyCi ve vzdalenosti d = 10 cm od o smérem k my;
3.a)e; =4 572, b) eg = 3,46 52
4.a) Bx=05J,b) w=283 s!
KP 2.6-38

a) 1. Ekpost/Ekrot = 1; 2. Wy =30 J; 3. v = 3,16 ms™!;

Specialni teorie relativity

KP 3.1.4-2
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ysl-pr2

ysl-pr2.

ysl-pr2.

ysl-pr2

ysl-pr2.

ysl-pr2.

ysl-pr2.

ysl-pr2.

sl-pr2.

sl-pr2.

sl-pr2.

sl-pr2.

sl-pr2.

sl-pr2.

sl-pr2.

1-2}

1-3}

1-4}

.1-5}

1-6}

1-7}

1-8}

1-9}

1-10}

1-11}

1-12}
1-13}
1-15}
1-16}

1-17}

1. 7=11 h 2,18 min;
2.7 =1 h 33,4min.
KP 3.1.4-3
v = 0,866¢.
KP 3.1.4-4
1. m = 1,061m, = 9,6616 - 103! kg;
2.p=9,6616-10"2 kgms™!;
3.a) E=28,6954-10"1% J, b) Ey = 8,1982-1071* J, ¢) By = 4,972 - 10715 J;
4. U = 31 kV;
5. 1= 28,29 cm.
KP 3.1.4-5
1. Ey = 931 MeV;
2. E,; = 0,51 MeV.
KP 3.1.4-6
1. E=8,4271-10"14 J;
2. m=9,3764-1073! kg;
3.v=0,2371c=7,1072-10" m/s
4. v =17,264-10" m/s.
KP 3.1.4-7
U=2570V.
KP 3.1.4-8
1. E=FEy+ E);, =9,4685- 10~ J;
2. m =1,0535- 10730 kg;
3. v =0,5024c = 1,507 - 108 m/s;
4. 1/1y = 0,865.
KP 3.1.4-9
1. P=3285-10% W;
2. Am/At = 4,28 - 10° kg/s;
3. m =3,697-10" kg, V = 3,697 - 10° km?
KP 3.1.4-10
1. a) Amp = 3,085- 10730 kg, b) Wya.p = 2,7726 - 10713 J = 1,7305 - 10° eV
2. a) Amg = 4,8677-107% kg, b) Wyaza = 27,3 MeV.
KP 3.1.4-11
Uzijte vztah ¢ —v? = (c +v)(c — v).
KP 3.1.4-12
1. 7=1,28s;
2.7 =181pus;
3. d = 54,3 km.
KP 3.1.4-13
v, = 0,846¢.
KP 3.1.4-14
v, = 0,345¢.
KP 3.1.4-16
v] = 0,4¢, v = 0,909¢, v5 = 0,588c.
KP 3.1.4-17
U = 4,73 MV (srovnejte piiklad KP 3.1.4-7).
KP 3.1.4-18
1.7 =4,33-1078 s;
2. 11 = 10,4 m;
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sl-pr2.

1-18}

ysl-pr3.1-7}

ysl-pr3.1-8}

s1l-pr3.

s1l-pr3.

sl-pr3.

sl-pr3.

sl-pr3.

sl-pr3.

sl-pr3.

sl-pr3.

s1-pr3.

s1l-pr3.

s1-pr3.

s1-pr3.

sl-pr3.

sl-pr3.

s1l-pr3.

sl-pr3.
s1l-pr3.

s1-pr3.

s1-pr3.

1-10}
1-11}
1-12}
1-13}
1-14}
1-15}
1-16}
1-17}
1-18}
1-19}

1-20}

1-21}
1-22}
1-23}
1-25}

1-26}
1-27}

1-28}

1-29}

3. 15 =6,24 m;

4. m = 455my;

5. B, = 155 MeV.
KP 3.1.4-19

7 = 8,1 hodin.

Molekulova fyzika a termodynamika

MOLEKULARNE KINETICKA TEORIE
KP 4.6-2
a) hym = 0,125 kmol, b) ng = 7,528 - 102> molekul.
KP 4.6-3
a) no,/nm, = 1/8, b) mo,/mm, = 8/1.
KP 4.6-5
V =22,7m?>.
KP 4.6-6
b) T1 =600 K, c) p; =4-10° Nm~2.
KP 4.6-7
a) z =3,5cm,l =h > L, kde L je délka sloupce rtuti, ktery vyvine barometricky tlak b.
KP 4.6-8
a) pr =7,5-10*Nm~2, b) m; —my = 0,641 g.
KP 4.6-9
a)3,4-10°m, a/d =11,2, b) a = 3,1-107%m, a/d = 1,04.
KP 4.6-10
p=235-10>N- m2.
KP 4.6-11
T=375-10"%s.
KP 4.6-12
a) v =3,18-10"2ms !, b) v = 3,37- 10 2ms !, ¢) v, =4,0- 10" 2ms~ L.
KP 4.6-13
a) Uy =427 ms™ 1, b) T' =732 K, T" = 1172 K.
KP 4.6-14
Uk, Ar = 441ms*1, Uk He = 1393ms~1.
KP 4.6-15
a) Une = 3,741-10% Jkmol ™!, b) AUp, = 1,247-10* JTkmol ™}, ¢) Q/nm = nmco AT, Q /1y, =
e, AT = 3/2RAT.

KP 4.6-16
Mp, = 39,6 kgkmol ™!, ma, = 6,58 - 1026 kg.
KP 4.6-17
Argon: AWg = 1,17-10722 J, Kyslik: AWx = 0,56 - 10722 J.
KP 4.6-18
U =493, 1ms™ !, v=14523ms™!, v, =402,6ms .
KP 4.6-20
h=5,5-10° m.
KP 4.6-21 Ap = 0,360 - 10° Pa.
KP 4.6-22
a) no =2,9-10"m=3, b) A = 3,85 m.
KP 4.6-23
a) A=4,95-10""m, b) A =7,9-10"% m.
KP 4.6-24
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sl-pr3.

s1l-pr3.

s1-pr3.

sl-pr3.
s1-pr3.

1-30}
1-31}
1-32}

1-33}
1-34}

ysl-pr3.2-6}

ysl-pr3.2-7}

ysl-pr3.2-8}

ysl-pr3.2-9}

sl-pr3.

s1l-pr3.

sl-pr3.

s1-pr3.

sl-pr3.

s1l-pr3.

s1-pr3.

sl-pr3.

sl-pr3.

sl-pr3.

sl-pr3.

sl-pr3.

s1-pr3.

s1-pr3.

2-10}
2-11}

2-12}

2-13}
2-14}
2-15}
2-16}
2-17}
2-18}
2-19}
2-20}
2-21}
2-22}

2-23}

a) d=2,56-10"1m, b) A = 0,973 m.

KP 4.6-25

T =128K,t = —91°C.
KP 4.6-26

T = nTp, t = 273(n — 1)°C.
KP 4.6-27

po = 1,88-10SNm—2.
KP 4.6-28 1 = 0,59.
KP 4.6-29
a) V =28,48-10"2m?3, b) m; = 0,667 kg.

Termodynamika

KP 5.8-1
a) Q142 = 60 J, b) Q21 = —70 J, soustava teplo vydava, ¢) Q14 = 50J, Q4o = 10 J.
KP 5.8-2
W'=2-10*J.
KP 5.8-3
W'=Q — AU = npcpAT — npey AT = n,,, RAT, pro n,, = 1kmol, AT = 1 K je ¢iselna
hodnota {W'} = {R}.
KP 5.8-4
Q=W'=-5371J.
KP 5.8-5
a) W=-083-10%J,b) AU =2,11-10% J, ¢) Q = 2,953-103 J, d) W = —0,83 - 103 J.
KP 5.8-6
a) P =38,5kW, b) m = 3,31-10° ke.
KP 5.8-7
a) pr = 4,54-10Nm=2, pp =2,58-105Nm~2, p3 =1,72-10° Nm~2, py = 1,26- 10 Nm—2,
b) p1 =6-10Nm=2 po=4-10Nm=2 p3=3-10Nm=2 p;, =24-10Nm~2.
KP 5.8-8
p=324-10°Nm=2, T =764K =491°C, A =4,25-103 J.
KP 5.8-9
a) W=1,75-10°J, b) W = 1,77 - 10° J.
KP 5.8-10
Qa > Qp, Qu—Qp = W', W je prace vykonana systémem pii kruhovém déjil —a—2—b—1.
KP 5.8-11

W oo = 1,47 103 J.
KP 5.8-12

Qomaz = 12,6 - 10% J.
KP 5.8-13

Poméry objemu - va /vy pii izotermické expanzi jsou rizné; plati (va/v1) = (v2/v1)5.
KP 5.8-14
b) n=(T1 — T3)/T1.
KP 5.8-15
a)n=1,b)e— oo.
KP 5.8-16
a) AS; = —0,205J K1, b) ASy = 0,287 JK~1.
KP 5.8-17
a) AS =1,22-103JK1, b) AS =1,31-103J KL,
KP 5.8-18

Copyright © 2005, UFI FSI VUT v Brné 392



a) 0Q = TdS, Q) je teplo pfijaté pfi malé zméné teploty, plocha celého obrazce S; —1—2— 55
je sz TdS = ff dQ = @, b) Znaménko se ur¢i z definice entropie dS = §Q/T, T > 0,0Q >
sl-pr3.2-24} 0,dS >0, déj probihd od 1 — 2, Q12 >0, Q21 < 0.
KP 5.8-19
a) Carnotuv kruhovy déj, b) Plocha S; —1—2—.55 je umérna teplu () pfijatém pii izotemické
expanzi, plocha S;—4—3—55 teplu @, vydaném pii izotermické kompresi, ¢) n = (Q1—Q%)/Q1 =
s1-pr3.2-25} (11 —12)/Th.

KP 5.8-20
s1-pr3.2-26} a) m = (Th — 12)/2T1; b) n2 = (Ty = T2)/(T1 + T2), m < 2.
KP 5.8-21
s1-pr3.2-27} AS = (p/T){ViIn[(V1 + V2)/Vi] + Vo In[(V1 + V2)/Va]}
KP 5.8-22
s1-pr3.2-28} AS =419TK".
KP 5.8-23
s1-pr3.2-30} AS =222JK ! T =286 K.
KP 5.8-25
'sl—pr3.2—32} a) Je-li p < pyr, b) Je-li T' > Ty,..
KP 5.8-27
s1-pr3.2-33} b) T}, = 114 K.
KP 5.8-28

T'/T = pur/[(p + a/v})(ve — D))
a) —40%, (—14,5%), b) —32%, (—8%), c) 4%.

ysl-pr6.P-1} Kmitani
KP 6-9
x(t) 4
0,2+——<x————— — —
0,01+
0,00
—0,01
—0,02+
{obr5.1-31V} Obr. 9.2: K vysledku KP 6-9.
ysl-pr6.P-2}
KP 6-10
1. ¢ = 32 rad;

2.a) T =0419s, b) f = 2,39 Hz, ¢) W = 0,003 m;
3.a) 7=0,0272 m, b) ¥ = —0,187ams ™!, ¢) @ = —6,14m s
4. a) Fy = 3,375sin(15¢ + 5,14) N, b) Fy(z = 0) = 0, ¢) Fy(z = £A) = 3,375 N;
ys1-pré.P-3} 5.a) C1 = 0,03 m, Cy = 15rads™ !, C3 = 0,429rad, b) Cy = —0,125 m, C5 = 0,032 7 m.
ysl-pr6.P-4} KP 6-11
KP 6-12
1. y(t) = 0,04sin(10,47¢ + 1,57) m;
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ysl-pr6.P-5}

ysl-pr6.P-6}

ysl-pr6.P-7}

ysl-pr6.P-8}

ysl-pr6.P-9}

sl-pr6.P-10}

sl-pr6.P-11}

sl-pr6.P-12}

sl-pr6.P-13}

sl-pr6.P-14}

2.a) f=1,67Hz, b) T =06s;
3.a) p=0,0838kgms~!, b) B, =0,0175 J;
4

F, =0,877 N
KP 6-13
1.v=377ms!

2.a) B, =497 J, b) p=2,64kgms;

3.a) a=2369ms 2 b) F =1658 N (&, F mii{ do rovnovéiné polohy)

KP 6-14
1.a=17896ms 2
2. F =236,9 N;

3. Nahote: F; dolii, Fi = 206,9 N; dole: F5 nahoru, F = 266,9 N;

4. Odskakovalo by.
KP 6-15
1. k=667jNm™!;
2. f = 2,91 Hz;
3. N =174,
4. A=0,02 m;
5.v=0,365ms"!;
6. a) F1 = 6,67 N; b) Fy = 3,35 N; (F} , F5 nahoru).
KP 6-16
1. )f—0637Hz b) T'= 1,57 s;
2. k=24jNm™!;
3.a) F1 =15 N; F, = 14,18 N; F3 = 15,72 N.
P 6-17
1
2
3
4
5

Ehs
I

0N;

1
%1

. a
. d=0,2 m od bodu uvolnéni;
.a) F, =0 N; b) F; =5 N (F; F4 nahoru);
LA = —g;
6. a) f = 1,59 Hz; b)A—Olm
KP 6-18 1. k= 5,92jNm™;

2. k' = 4k/3;

3. f' =2fV3.
KP 6-19

1. E,=0,384]

2.v=0,554ms"

3. f =0,637 Hz,

4. A = 62 mm,;

5. F =384N.
KP 6-20

1. 2. = 0,6 m od T7;

2. I =0,25kgm?;

3.a) w=2rads !;b) f=0,318 Hz; c) T = 3,14 s.
KP 6-21

1. 2. = 0,5 m od T7;

2. I =0,34kgm?;

3.a) w=153rads™!; b) f =0,244 Hz; c) T = 4,10 s.
KP 6-22

1. a = 0,144 m;
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s1-pr6.

s1l-pr6.

sl-pr6.

s1l-pré6.

sl-pr6.

sl-pr6.

s1-pr6.
s1-pr6.
s1-pr6.

s1l-pr6.

sl-pré6.

s1l-pré6.

s1-pr6.

s1-pr6.

s1l-pr6.

s1l-pr6.

P-15}

P-16}

P-17}

p-18}

P-19}

P-20}

P-21}
P-22}
P-23}

P-24}

P-25}

P-26}

P-27}

P-28}
P-29}

P-30}

2. 1 =0,125kg m?;

3.a) w=3"T2rads !; b) f =0,592 Hz; ¢) T = 1,69 s.
KP 6-23

1. a = 0,216 m;

2. I = 0,200 kg m?;

3.a) w=4,16rads !; b) f = 0,662 Hz; c) T = 1,51 s.
KP 6-24

1. I =2,03kgm?;

2. I, = 1,03kg m?.
KP 6-25 1. I = 0,48kgm?;

2. T =1,54s.
KP 6-26
1. I = 1,76 kg m?;
2. T =1,70 s.
KP 6-27 1. I =1,12kgm?;
2. T =1,572s.
KP 6-28
1. I = 0,39 kg m?;
2. T =253 s.

KP 6-29 L = 0,6 m.
KP 6-30 T = 1,54 s.

KP 6-31
1. I = 0,64 kgm?;
2.7 =1,78 s;
3. L=0_8m.
KP 6-32
1. Ty = Ty;
2. Ty = 2,236 s;
3. T3 = 1,826 s.
KP 6-33 1. C' = 1,7uF;
2. Q = 1,27 mC;
3.,4.5. BE,=FE = F;,6,34-10 — 2 J;
6.1 ="7,96A.
KP 6-34
a) f1 = 1,414 -10% Hz; b) f; = 7,07 - 10? Hz.
KP 6-35
1. A; = 0,05 m;
2. Ao = 0,06 m;

3. A3 =0,0739 m;

4. A4 =0,0739 m;

5. A5 = 0,0872 m.
KP 6-36

A =0,0834 m.
KP 6-37

x9 = 0,058 3sin(500¢ 4 2,111) [SI].
KP 6-38

1.,2.,3.,1Ty =15 =13 = 0,025 s.

Vinéni
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ysl-pr7.P-1}
KP 7-8
2. A, B,C, D pravé v klidu; F, G nahoru, F' dolt;
3. E;
ysl-pr7.P-2} 4. v =15mms~!.
KP 7-9
1. a) ve sméru ¢...x € (zp,zg), b) proti sméru ¢...x € (zg,zc);
2. a) A pravé v klidu, F, G ve sméru ¢, F proti sméru ¢;
3. a) na tlak x € (x4,2p), b) natah x € (xp,z4), z € (zB,z0),
ysl-pr7.P-3} 4. Od ty = 1,25 s.
KP 7-10
1. u(z,t) = 0,02sin [50(¢t F x/8)] [SI];
2.t1 =0,5s,
3.a) T =0,126s, b) o = F25 rad, ¢c) u = 0,02 m, d) v = 1,00ms !, e) a = 50ms~?;
ysl-pr7.P-4} 4.2 =1m.
KP 7-11
1. f =10 Hz;
2.¢c=6,28ms!;
3. A =0,628 m;
4. a) A dolii, vs = 0,628ms~!, b) B doli, vg = 0,628 ms~!;
ysl-pr7.P-5} 5. ap nahoru, ap = 18 ms™2, amax = 39,5 ms~2.
KP 7-12
. A, C doli, B nahoru;
LA =6 m;
. f =10 Hgz;

ysl-pr7.P-6}

ysl-pr7.P-7} 3. dolt.

1. proti Oy;

2.Uy=8-10"%m, f = 27,06 Hz;

3.¢=340ms™ !, A = 12,57 m;

4. ¢ = 0 pro Q2,27 pro @3, —27 pro Q4,7 pro Q5 rad;

ysl-pr7.P-8} 5. Ap = 107 rad.
KP 7-15
1. f1 = 425 Hz;
2. f1 = fa
3. A2 = 3,41 my;
4. K =2,1-10°Nm~2;
ys1-pr7.P-9} 5.7 =4,76-10"1%m? N1,
KP 7-16
1.a) t; = 0,613 s, b) to = 2,613 s;
sl-pr7.P-10} 2.1 =880 m.
KP 7-17
1. Ay = 0,553 m;
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2. a) dv=0,607ms~! b) d\ = 0,001 m;
s1-pr7.P-11} 3. v2 = 355,1 ms L.
KP 7-18
a) 1. Up=1,09-10"%m, 2.V, =6,84-103ms~!, 3. 4, =43,0ms2.
s1-pr7.P-12} b) 1. Up =1,87-108 m, 2. V,,, = 1,17 - 10~%*ms~1, 3. A,, = 0,738 ms 2.
KP 7-19
1. Uy € (1,09-1071:1,09 - 1075) m;
s1-pr7.p-13} 2. P, €(2,93-1075;2,93 - 10') Pa.

KP 7-20
a)l.c=1261ms™!; 2. A = 2,87 m;
s1-pr7.P-14} b) l.c= 315,2ms*1; 2. A= 0,846 m.
KP 7-21

1.¢=5,19-103ms;
s1-pr7.P-15} 2.a) A\ =2,4/(2k—1) m; b) f=(2k—1)-2,16-103 Hz, k =1,2,3,....
KP 7-22
Mosaz:
1.¢c=325-10>ms™!
2.a) Mg =2,4/(2k—1) m; b) f=(2k—1)-1,36-103 Hz, k = 1,2,3,...
Hlinik:
1.¢=5,33-10ms!
s1-pr7.P-16} 2.a) Mg =2,4/(2k— 1) m; b) f=(2k—1)-2,22-103 Hz, k =1,2,3,...
KP 7-23
L.a) Ay = (1m)/k, b) fr, =k 200 Hz, k =1,2,.. ;
2. c=200ms"!;
3. F =160 N;
sl-pr7.P-17} 4. dF/F = 1%.
KP 7-24
1.a) Ay = (1,6m)/k, b) fr =k 60 Hz, k =1,2,..;
2. c=96ms";
3. F=69,1 N;
'sl-pr?.P-lS} 4. dF/F = 3,33%
KP 7-25
1. ¢ =290,4ms™};
2. F =255 N;
'Sl-pr7.P—19} 3.1 = 0,242 m.
KP 7-26
1. Ap = £14,8 rad;
2. a = 0° £25,15°, £58,21°;
'sl-pr7.P—20} 3. ﬂ = 12,270, :|:39,610.
KP 7-27
1. £Ap = 12,58 rad — 6,283 rad;
2. o= =+19,47°,+90°;
'Sl-pr7.P-21} 3. ﬁ = Oo, :|:41,81o.
KP 7-28
1. sem namalovat obrazek??
2. sem namalovat obrazek??
3. Maximum: h = 18,75 m, 56,25 m, atd.; minimum: A’ = 0 m, 37,5 m atd.;
s1-pr7.pP-22} 4. ve vysce h'.
KP 7-29
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sl-pr7.P-23}

ysl-pr8.P-1}

ysl-pr8.P-2}

ysl-pr8.P-3}

ysl-pr8.P-4}

ysl-pr8.P-5}

ysl-pr8.P-6}

ysl-pr8.P-7}
ysl-pr8.P-8}

ysl-pr8.P-9}

sl-pr8.P-10}

sl-pr8.P-11}

sl-pr8.pP-12}

sl-pr8.P-13}

1. 7' = 4,16 m;

2. T" = 6,25 m.
KP 7-30

v =6000ms!.
Optika
KP 8-1

1. Ao = 434,8nm;

2. A3 = 375nm;

3.t=327-10"1g;

4.a) A\, =1656nm/(2k — 1), b) A}, =1289,3nm/(2k — 1).
KP 8-2

dr, = (2k — 1).100,5 nm.
KP 8-3

1. Ay = 851,2nm/k;

2. A\, =1702,4nm/(2k — 1);

3. A2 = 425,6 nm, A, = 567,5nm.;

4. Zlutozelena;

5. Ap = 4,18 rad.
KP 84

1. A\x = 788,8 nm/k;

2.\, =1577,6nm/(2k — 1);

3. A2 = 394,4nm, N = 525,9nm.
KP 8-5

2. a = 0,006 043°

3. h=6,328-107°% m;

4. N' = 26,6.
KP 8-6
1. v = 2a1, kde a3 = 0,079 50°;
2. a5 = 0,397 5°.
KP 8-7
a1 = 19,470, g = 90°.
KP 8-8
Za podminky a < A.
KP 8-9

1. v = 2aq, kde a1 = 1,525 - 107° rad;
2.d=0,1144 mm.
KP 8-10
1. v = 2a1, kde oy = 9,65 - 107> rad;
2.a) d; =1,93 m, b) dy = 7,41 - 10* m.
KP 8-11
1. Pro A =555 nm je s; = 43,3 m, s3 = 260,0 m.
KP 8-12
1.d=3,11-10"% m.

2. ap = 10,21°;
3. o =10,92°;
KP 813

1. a € (4,589°;8,743°);
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s1-pr8.P-14} 2. a) nepiekryvaji se, b) prekryvaji se.
KP 8-14
1,110 pm < d > 1665 pm.
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10. Fyzikalni a astronomickeé
konstanty

{tabulky}
rychlost svétla ve vakuu c =2,997925-108ms~!
klidova hmotnost elektronu Me =9,1091-10"3 kg
elementarni ndboj e =1,6022-1071C
elektronvolt eV =1,66225-10"1J
atomova hmotnostni jednotka u(=m,) =1,66044-10"2"kg
klidova hmotnost protonu mp =1,6725-10"2"kg
klidova hmotnost neutronu My =1,6748-10"2"kg
hmotnost ¢astice alfa Ma =4,00276u
hmotnost deutronu mp =2,01418u
Avogadrova konstanta Np = 6,02252 - 1023 mol !
Planckova konstanta h =6,6256-10"3*Js
konstanta Stefanova-Boltzmannova zakona o =5,6697-10*Wm 2K
konstanta Wienova zakona b =2,8978-10°mK
permitivita vakua €0 =10"/(4nc?) = 8,854 - 10712 Fm™!
permeabilita vakua o = 47107 "Hm™!
konstanta Wienova zakona b =2,8978-103mK
molarni plynova konstanta R =8,3143JK ' mol ™!
Boltzmanova konstanta k =1,38054-10"23 JK !
Rydbergova konstanta Ry =1,097-10"m~!
Bohriiv polomér ag =5,2917-10"1m = 0,52917A
Bohriv magneton UB =92732.10"#JT!
normalni tlak bn =1,01325-10"°Pa
teplota trojného bodu vody Ty = 273,16 K
rychlost zvuku ve vzduchu, 0° C c =331,6ms!
rychlost zvuku ve vodé, 0° C c =1450ms~!
hustota vzduchu (0° C, p,) p =1,2930kgm™3
oceli p =7.8-102kgm—3
mosazi p =85-103kgm™3
hliniku P =2,6-103kgm—3
modul pruznosti oceli E =21-10""Nm~2
mosazi E =9,0-101Nm2
hliniku E =74-101Nm~2
teplota trojného bodu vody Tty = 273,16 K
{TabKonst}
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gravitacni konstanta
normalni tihové zrychleni

hmotnost Zemé

stfedni polomér Zemé

stfedni rychlost obéhu Zemé

perioda obéhu Zemé

hmotnost Slunce

stfedni polomér Slunce

stfedni vzdalenost stied Zemé a Slunce
hmotnost Mésice

polomér Meésice

perioda obéhu Mésice

stfedni vzdalenost stifedu Zemé a Meésice
stfedni vzdalenost stiedt Pluta a Slunce

K

g
(9
My,
Ry,
Uz,
Ty
Mg
Rs
Rzs
My
Ry
Tm
Rym
Rps

=6,67 10" kg ! m3s2
= 9,806 65 ms 2

= 10ms~2 v piikladech)
=5,97-10"%* kg
=6,37-10%m
=298-10*ms~!

= 365,26dni
=1,99-10%0kg

= 6,960 - 108m

=1,496- 10" m
=7,35-10*2kg
=1,73-10%m

= 27,32dni

= 3,844 -108m
=59-10"2m
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