Priklady ku cvicéeniu z matemetickej analyzy I



1 Nerovnice, absoliitna hodnota
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1.10 |z —2|— 22+ 3 < 0.
1.11 |z + 2|+ 3]z — 1] — 2|z — 3| > 0.
112 z+1+4+|z—=5>|z— 1|+ |z — 3.
(z +1)(z +2)*(x — 5)
< 0.
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1.18 =~ s < et 1.
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119 o< |t |
xr—3

1.20 |2 — 22— 3| <5 — x.
1.21 1<|z+3] <32z
1.22 |z — |z +1|| < 2z.
1.23 2z < |2? — 5| < 4a.

Riesenia: 1.1:(—o0, 1)U(4, 00); 1.2:(—2,1); 1.3:(—2

1 ,2)U(4, 00); 1.4:(—o00, —6)U(—4, —2)U
(1,3) U (5,50): 1.5:(—o00, —1) U (0,1) U {2} U (3, 00); 1.6:(—1, 00): 1.7:(—4, 1) U (3, 00);
1.8:(—00, —=5) U (—1,00); 1.9:(—00, =) U (—=2,4); 1.10:(2, 00); 1.11:(—00, —2) U (%, 00);
1.12:(—1,1) U (1,5); 1. 3(4 —2) U (—1,1) (1,5)114(2 3): 1.15:R \ {—4,2,3};
1.16:(—00, —6) U (—6, — 1) U (2 2>,117( 00,0) U (v2—1,00); 1.18:(— ,—%—@w
(1,00); 1.19:(— ,)U(32+\/5>,120(1233,1)U( 2, 15433, 1.21:(— 00, —4) U (—2,0);
1.22:(1,00); 1.23:(1,v6 — 1) U (V6 + 1,5) .

2 Komplexné ¢isla a binomické rovnice

2.1 Urcte vsetky realne z,y, ktoré vyhovuji rovniciam:
a) B+i)x+ (-24+2i)y=5+T7i ,

b) x(1+114) + y(17—4) =0 .

2.2 Urcte redlne a, b tak, aby bolo komplexné ¢islo a(2—3i)+b(1+
4i) a) redlne b) rydzo imaginarne.
2.3 Vypocitajte:

2+1
a) -
3—1

N 2
b) (1—1—2‘@) 7
3—1




1+i 1—i
1—i 1+
(1—1d)°
2+4)(1—2i)
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c)

d)

2.4 Vyjadrite v goniometrickom tvare:

b (1;@)2

2.5 Najdite absolutnii hodnotu a argument komplexného cisla:

a) —1—1i,
b) 2—2i ,
) —V3+i,
d) —v3 -

2.6 Urcte mocniny:
a) (1—d)*,

2.7 RieSte binomické rovnice:

a) 2 +1=0,
b) 22 —-1=0,
c) 22-8=0,
d) (iz)*+v3—-i=0.

Riesenia: 2.1: a) v =3,y =2; b) x =0,y = 0; 2.2: a) a/b =4/3; b) a/b = —1/2 2.3: a)

4+ 44 b) =B ) 245 d) ’14’ 2 2.4: a) 2(cosim + isinim); b) 2(cosim + isindT); 2.5:

4



a) V2, 271’ + 2km; b) 2v/2, ;NT + 2km; ¢) 2, 271’ + 2km; d) 2, %W—l— 2km; 2.6: a) —4; b) —1; ¢)
14327 a) L —1 L i3 b) L8 L8 1) —1+i0v3, -1 -iV/3,2;

20 2 207
5

d) odmocniny &fsla 2(cos2m + isin2) .

3 Aritmeticka a geometricka posloupnost

3.1 Urcte sy aritmetickej posloupnosti, ak ag = —2, ag = 0.

3.2 Kolko po sebe idtcich ¢élenov —7, -5, —3 dava stcet 07

3.3 Vypocitajte siicet prvych n a) lichych, b) sudych ¢isel.

3.4 Urcte aritm. posloupnost, ak 8a; — ay = 7, 4a; + 2a2 + a3 = 8.
3.5 Plati as + a4 = 24, a3 : a; = 3 : 8. Urcte diferenciu, a1, as.

3.6 Stuéet n €lenov aritm. posloupnosti je n+n?. Uréte diferenciu
a vztah pre n-ty clen.

3.7 Mezi cisla 15 a 27 vlozte 5 cisel, aby vznikla aritm. posloup-
nost.

3.8 Teplota Zeme pribida do hfbky o 1 stupen na 33 metrov. Aka
je teplota na dne hlbokom 1015m, ak v hibke 25m je teplota
9 stupnov?
nt+n
1+2+...+n "
3.10 Zistite, ktora posloupnost je aritmeticka, resp. geometricka:

a) {nLJrl}Zozl ’

b) {2m3* 7,
C) {%}nzl ’
d) {2}

e) 4,7,10,13,16,... ,

3.9 Upravte

f) 23,95 27 29 211



3.11 Pre geom. posloupnost plati 8a; — ay = 7, 4a1 + 2as + a3 = 8.
Urcte a;, kvocient.

3.12 N3ajdite podmienku konvergencie, alebo zistite, zda rada
konverguje:

a) (r—1)+(x—-1>24+@-13>+...=1,

b) (z+22+ (z+2)'+ (@ +2)°+...== |

1
c) —+4—-3r+(4—-32)*+(4-32x)3+...=0,

2x
5 1 9
@ 1 V2oLyv2 o
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\/§+1+ 1
V2—1 2-V2

3.13 V R rieste:

+....

N | —

e) +

=l-ao+2?—23+...,

Riesenia: 3.1:60; 3.2:0, 8; 3.3: a) n% b) n(n +1); 3.4:d = 2,41 = 32; 3.5:d = 5,a; =
2,a15 = 72; 3.6:d = 2,ay = 2,a, = 2n; 3.7:d = 2;15,17,19, 21,23, 25, 27; 3.8:39 stupnov;
3.9:2(n*—n+1); 3.10: a) ani ani; b) geom; ¢) ani ani; d) geom; e) aritm; f) geom; 3.11:q =
9 a; =32:3.12: a)z € (0,2); b) z € (=3,-1);¢c)z € (1,3);d) g < L,s = =24+ V2 )
q<1,5=3V24+4;2.13: a)z = 2 — 1; b)x:%,:c:—%;c)x:—&xzél.

4 Realne ¢isla a mnohocleny

4.1 Urcte suprémum, infimum, maximum a minimum, ak exis-
tujui:

a) M =1{0,-1,2,5,6,8,} ,



b) M:{%:neN} ,

c) M={n>-2n+1:n€eZ},

)

d) M=(0,1) ,

e) M ={nV":neN} ,
)

f) M = {coszsinz : x € R} .

4.2 Dokazte:
a) SupxeM(_f(x)) = _HlfoMf(x) )
b) infyen(—f(2)) = —sup,epnf(z) |

—_

¢) min{a,b} = = (a+b—|a —b|) ,

— N

d) max{a,b}zi(a+b+|a—b|) :
e) max{:v:x— SN # 1,n€Z}:2.

4.3 Urcte P(z): Q(x):

a) Plr)=2°+22"+ 323 +2 -1, Qa)=23+2* -2 -1,
b) P(z) =4x* +22% — 22 + 42— 2, Q(z) =2+ 32> -5z +4 ,
c) Plx)=2°—z, Qz)=2*+2,

d) P(x) =2+ 722+ 10, Q(z)=2>+5 .

4.4 Pomocou Hornerovej schémy zistite hodnotu polynému:

a) 205 —a* —32° + 2 —3 v bode 3 nad Q ,

b) izt — 223+ (i + 1)z +2i v bode (1 + i) nad C .

4.5 Pomocou Hornerovej schémy zistite ndsobnost
a) koreiia 71”7 polynému z? — 23 — 32% + 52 — 2,
b) korena 27 polynému x° + 10z + 4023 + 802 + 80x + 32 ,

¢) korefia " polynému 2° + iz* 4+ 22° + 2ia* + v + i .



4.6 Urcte mnohoclen s realnymi koeficientmi, ktorého korene su
a; =1, as = —1 — i, kde a; je dvojnasobny.

4.7 Napiste mnohoclen najmensieho stupna s celociselnymi ko-
eficientmi, aby platilo:

a) koren ”3” dvojndsobny, koren 72" trojnasobny,

b) koren 71+ 4" jednoduchy, koren "1 + 2i” dvojnasobny.

4.8 Rozlozte na sié¢in korenovych &initelov:
a) 2t — 2% — 322 + 51 -2,

b) 623 — 522 — 22+ 1 ,

d

)
)

) zt+1,
) 23— 222 — 5z + 10
)

e) z* — 22% — 3, ak jeden koreii je 7"

4.9 Urobte rozklad na parcialne zlomky:

3+ 1
1

(r+1) 7
)

ot — 203 4 222 7

23+ 322 4+ 4

»v+r—-2

20t — 23 + 2% + 32 + 3

22 —1 ’

z+1

2+ 323 + 22

x—4

xt + 8x
—5r + 2

Y



93 —4x + 1
A2

Riesenia: 4.1: a) mazM = supM = 8 minM = infM = —1; b) maxM = supM =
LyanfM = 0; ¢) minM = infM = 0; d) minM = infM = 0,supM = 1; e) infM = 0;
f) supM = L infM = —1; 4.3: a) x2+x+3+%, b) 4;15—10—1—%; c)
a®— 2z + 3 2; d) 22 +2; 4.4: a) 324; b) —12i+4; 4.5: a) 3; b) 5;¢) 2; 4.6: (v —1)*(z+1+
i)(z+1 —z) 4.7:a) (x—3)*(z—2)%Db) (r—1—4)(x —1+1i)(z —1—20)%(x — 1+ 27)?; 4.8:
a) (z —1)*(x+2); b) (z — 1)(z + 3)(z — 1); ¢) nemd korene; d) (z — 2)(z + v/5)(z — VB);

1 1 2
o L 142
) (=)o + e~ Vo + V) 49 ) b AT 4L g
e ;x+2_%_12’d)1+ﬁjx§+x+2; )2x _‘r+3_mi+1+i§ £) 5; + 1+1+%;122,g)
__+l_l:r_+2+4x2 2:1:+4’h) :1:27x+2__+12’ ):1:71—’_5_ +T



5 Limity posloupnosti

5.1 Z definicie limity dokazte: limn_,m% = 0.
=1.

5.2 7 definicie limity dokazte: lim,, niﬂ =
5.3 Z definicie limity dokazte: lim,,_.,, n = oo.
5.4 Uvedte priklad posloupnosti a,, b,, Ze lima, = 0, limb, =0 a

zaroven lim 7> = 1 nebo lim 3 =
n n

V nasledujucich prikladoch spocitajte limity:

. 2 1
Gl
n
5.6 i !
) im )
n?+1
on _ gn
5.7 li .
im 3
5.8 limy/(n+a)(n+b)—n.
2
1
5.9 limo 1
3n + n?
5.10 lim+/n++/n—+2n+1.
5.11 lim S rsmn
3n —1

5.12  lim v/5n .

5.13 lim ¥/n .

5.14 lim /27" + 37 .
5.15 lim(n*—5n—1) .

—8n?+6n+7
2n + 5 )

5.17 limv9n2—4—2n .

5.16 lim

10



vn?+1—16n
Int+18n

519 limn ((Ja+ L va) .

5.20 lim

5.18 lim

5.21 lim(
. 1\"
5.22 lim (1 + —> .

5.23 lim

5.24 lim

5.25 lim

5.26 lim
1 1 1 1
5.27 lim( + + —|—...—|——).

5.28 lim -"; 207

5.29 Ukazte, ze lim(—1)" neexistuje.

5.30 Urcte hromadné body posloupnosti:

a) COSQTL—7T N
3 n=1 ’

11



Riesenia: 5.4:a,, = b, = %; a, = %,bn = n—12; 5.5:0; 5.6:0; 5.7:—1; 5.8:“7%; 5.9:3;
5.10:—o0; 5.11:% stupnov; 5.12:1; 5.13 1; 5.14:3; 5.15:00; 5.16:00; 5.17:00; 5.18:0
(skratenim n%); 5.19:%; 5.20:00; 5.21:¢7!; 5.22:/e; 5.23:0; 5.24:1; 5.25:1; 5.26:%;
5.27:1 uzitim vztahu m = 5 — 4 2.28:1; 2.29:Pre limitu musi platit, Ze kazdd
vybrand posloupnost konverguje k tej samej limite.Ak vSak zvolime vybrani posloupnost
¢isel sudych, mame limas, = lim1 = 1. Ak zvolime posloupnost len ¢isel lichych, méame
lim as,+1 = lim(—1) = —1. Teda 1 # —1; 5.39: a) 1,1, —1: b) 0,1;¢) 0,3,1 .

)9 )9

6 Elementarne funkcie

. e —e™”
sinhz =
2
et +e*
coshz =
2
1
secr =
CcoS T
1
CSCT = —
sin z

x je inverznd fce z na intervale (0, )

6.1 Urcte definicny obor funkcii:
a) In(1—e") ,

b) arccos =2

3m+1
c)

sinx +cosx

T —COST

d)

e) 3+ arcsin(2z — 1) |

z4+1 @
f) \/arctan T

. b
2sin® x 4+ 3cos

12



g) V5 — 3z + arcsin 322 |
h) arcsin(sinz) |,

i) sin(arcsinz) .

6.2 Nacrtnite grafy funkcii —f(x), f(—z), f(z)+0b, f(x —a), kf(x),

6.3 Znazornite logz a pomocou neho log 2%, 31log 2z, log(2—2x), log %

6.4 Nacrtnite grafy funkcii:

a) arctan(tanzx) ,

o

102 445,

€) 3

arcsin &1 |

3

)
) tan(arctanz) |
)
d)

Tz—m/2

e) sin =5~ |

1+«
1—2

f)

6.5 Rozhodnite o parite funkcii:

h) |o?|F2— arcsin % .

13



6.6 Zistite, ¢i je fce 3 + arcsin(2z — 1) monotdénna a najdite k nej
inverznu.

2+ 4z+4

6.7 Urcte intervaly, kde je fce e prosta.

6.8 Urcte inverzné fcie k funkciam:
a) 3+ 4arccos(2z —1) ,

21+ln r—

o

Y

arcsin £4

)
)
C) 4sm T
d)

z—m/2
2

e) sin

RieSenia: 6.1: a) (—00,0); b) (2, 2); ¢) R\ U {37/4+ kr}; d) @ # 7 — /3 + 2k, x #
m+ /3 + 2km; e) (0,1); f) (—=1/2,0); g) (—1,5/3); h) R; i) (—1,1); 6.5: a) S; b) S; ¢)
ani, ani; d) L; e) L; f) L; g) S; h) S; 6.6: rastica; inverz% + %sin(x — 3); 6.7: prostd na
(—2,00), nebo (—oo, —2); 6.8: a) (1 + cos(x — 3)/4)/2; b) 2 + e?1°822/2; ¢) arcsin(log, z);
d) 3sinz + 1; e) 2arcs1nx +7/2;

6.4: a)

14
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6.4: d)
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