Vzorova pisemna zkouska z predmétu Stochastické modely I

Priklad 1.: (15 boda) Necht' Y, Z jsou stochasticky nezdvislé standardizované ndhodné
veliiny. _

Zavedeme SP ¥} ;te , kde X, = Y.cos ot + Z.sin ot, ® > 0 je konstanta. Najdéte stfedni
hodnotu a rozptyl tohoto SP a ukazte, Ze je slabé staciondrni.

ReSeni:
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Aby byl SP slabé¢ stacionarni, musi mit konstatntni sttedni hodnotu, konecny rozptyl a pro
jeho autokovarian¢ni funkci musi platit y(h) = y(t, t+h). Prvni dvé podminky jsou splnény,
ovéiime treti: ‘

yEt+1 = "€, X, =" -cost+ Z-sint,Y-cos€+1 + Z-sin€+1 =
= cost-cos€+1 -CQ,Y +:int-cos€+1-C€,Y + ost-sin€+1 -CE,Z +
+.int-sin€+1 -C€,Z =

= sost-cos€+ 1 -D + int-sin€+ 1 -D€ = :ost-cos€+ 1 + int-sin€+1 =

= c0s€— (+1 = 0s1 =:05€ = /b _

Priklad 2.: (25 bodi) Mame Cernou a bilou urnu a pét kouli. Na poc¢atku pokusu jsou vSechny
koule v ¢erné urng. V kazdém kroku pokusu ndhodné vybereme jednu kouli, pficemz vybér
kazde¢ koule je stejné pravdépodobny a pfemistime ji do druhé urny. Zavedeme homogenni
markovsky fetézec X,;ne [, smnozinou staviiJ = {0,1, ..., 5}, kde X, = j, kdyZ po n-tém
kroku bude v ¢erné urné prave j kouli.

a) Najdéte matici pfechodu a nakreslete prechodovy diagram.

b) Najdéte stacionarni rozloZeni tohoto fetézce.

¢) Vypoctéte sttedni hodnotu poctu kouli v ¢erné urné po stabilizaci pokusu.
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a; = Sao, ay = lan, as = 102[0, aq = 52[0, ds = ao
Protoze ap + a; + a, + a3 + a4 + a5 = 1, dostavame ap + S5ag + 10ap + 10ap + Sag +ag=1 =
1
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Priklad 3.: (30 bodi) Mame populaci diploidni cizosprasné rostliny, ve které sledujeme gen
se dvéma alelami a,A. Z populace nahodn¢ vybereme jedince, sprasime ho homozygotnim
jedincem typu AA a v pfistim kroku vybirdme z populace tvotené jejich potomky. Postup Ize
popsat pomoci homogenniho markovského fetézce s mnozinou stava J = {0,1,2}, kde stav 0
=aa, stav 1 = Aa=aA, stav 2 = AA.
a) Najdéte matici prfechodu P.
b) Ukazte, Ze fetézec je absorpeni.
c¢) Najdéte fundamentalni matici M a interpretujte jeji prvky.
d) Vypoctéte matici pfechodu do absorp¢nich stavi B a interpretujte jeji prvky.
e) Zjistéte vektor stfednich hodnot poctu krokii pted absorpci.

Refeni:
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ad b) Retézec ma jediny trvaly stav AA, ktery je absorpéni, proto je fetézec absorpéni.

ad ¢) Nejprve je nutné najit kanonicky tvar matice prechodu.
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Interpretace: Retézec vychazejici ze stavu aa (tj. od recesivniho homozygota) v ném

v priméru setrva 1 krok neZ bude absorbovan. Retézec vychazejici ze stavu aa setrvé ve stavu
aA v praméru 2 kroky neZ bude absorbovan. Retézec vychazejici ze stavu aA v ném

v priméru setrva 2 kroky nez bude absorbovan.
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Interpretace: At fetézec vychazi ze stavu aa nebo aA, tak s pravdépodobnosti 1 bude
absorbovan ve stavu AA.
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Interpretace: Retézec vychdzejici ze stavu aa bude v priméru za 3 kroky absorbovan. Retézec
vychézejici ze stavu aA bude v priméru za 2 kroky absorbovan.
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Piiklad 4.: (30 bodii) Necht homogenni markovsky fetézec X ;ne I, s mnozinou stavl

J={1,2} popisuje chovani vyrobni linky, ktera se v n-tém obdobi nachéazi bud’ v provozu
(stav 1) nebo v opravé (stav 2). Dlouhodobym sledovanim byla zjiSténa matice pfechodu:
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Upozornéni: Prvky matice €~ ‘P byl ziskany rozkladem na parcialni zlomky. Napt
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—— je vytvotujici funkce posloupnostia, =1,n=0, 1, 2, ...
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je vytvorujici funkce posloupnosti a, = I\ U ,n=0,1,2,..
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Matici P" Ize tedy psat ve tvaru: P = | T+ = I
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Hodnoceni:
(90, 100] ... A, (80,90] ... B, (70, 80] ... C, (60, 70] ... D, (50, 60] ... E, [0, 50] ... F



