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Zadani ulohy

Potfebujete pfipravit pro své klienty vhodna akciova portfolia pro investovani
2 mil. K& na obdobi jednoho roku. Pro selekci portfélii slozenych z nékolika vybranych
tituld (8-10) jste se rozhodli vyuzit Markowitzlv model.

a) Sestavte efektivni hranici portfolii (graficky prezentujte). Vyberte néktera portfélia
na efektivni hranici a uvedte jejich sloZeni (vahy) a ocekavané vynosnosti titulli
zastoupenych v portfoliu.

b) Jak se zméni efektivni hranice, pokud budete mit moZnost investovat
do bezrizikového aktiva (depozita v bance). Naleznéte sami pfisluSnou Urokovou
sazbu.

c) Jak se zméni efektivni hranice, pokud budete mit moznost vypujcek od spravce
portfélia az do 30% hodnoty portfélia. Pro jednoduchost pfedpokladejte, Ze vypUjéni
sazba je stejnd jako depozitni. Dokézali byste zohlednit rozdilnou depozitni a
vypljéni sazbu? (naleznéte ji).

d) Co kdyZz budete mit povoleny kratké prodeje, az do 30 % pocateCniho vkladu?
Nakreslete efektivni hranici v tomto pfipadé.

e) V souladu s vnitfni politikou investicni spolecnosti, kterou zastupujete, nesmite
navrhnout portfélia, kde néktery z titulll pfesahne 15% vahu v celkovém portféliu.
Nakreslete hranici efektivnich portfélii v tomto pfipadé.

Zddvodnéte jak jste ziskali odhady vstupnich parametrd modelu, jaké jste volili tituly
a proC. Efektivni hranice pocCitejte numericky, staCi aproximace pro "dostate¢né husty
nosi¢". V pfipadech a) - e) vyberte nékteré z efektivnich portfélii a spoctéte jeho
VaR(95%).

Markowitztv model

Ve svém c¢lanku z roku 1952 navrhl Harry Markowitz zplsob volby vhodného
portfélia cennych papirll (dale budeme miuvit jen o akciich). Podle n&j by mél investor
hledét jednak na oCekavany vynos svého portfélia, ktery by mél byt co mozna nejvétsi,
ale také na (néjak kvantifikované) riziko investice, které by naopak mélo byt poZzadovano
co moZna nejmensi. Markowitzlv pfistup je povazovan za prilomovy pravé kvdli
explicitnimu zahrnuti hlediska rizika do procesu volby portfdlia.

Uvazujme investora, ktery chce svlj kapital investovat v rizné mife do nékterych
z J akcii. Investice je planovana pro vSechny akcie na shodné Casové obdobi pevné
délky. Vynosnost akcie, definovana jako relativni zisk z rozdilné nékupni ceny
na zaCatku obdobi a prodejni ceny na konci obdobi vztaZzeny k pocateCni cené, je
povazovana za nahodnou veliCinu s kone¢nou stfedni hodnotou a kone¢nym rozptylem,
které jsou investorovi zndmé. Dale jsou znamy i kovariance mezi vynosnostmi
jednotlivych akciovych titulll. Investor voli zplsob, jakym svij kapital rozdéli mezi
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jednotlivé z J akcii tak, aby vzniklé portfélio mélo maximalni stfedni hodnotu vynosnosti
a soucasné minimalni hodnotu rozptylu vynosnosti. Proto se také nékdy hovofi o mean-
variance modelu.

Matematicka formulace modelu je pomérné snadna. Pfedpokladejme, Ze nahodny

vektor vynosnosti p=(p,,..., p,)) ma stfedni hodnotu r=(r,...,r;)’ a varianni

matici V. Nagim akolem je zvolit vektor x =(x,,...,x; )", uréujici kolik kapitalu o celkové
vySi 1 jednotky bude investovano do kterého titulu. To pfedstavuje podminku
X +...+X; =1 spolus x>0.

Vynosnost zvoleného portfélia jako celku je

p(X)=Xip1+...+X,py =p" X

se stfedni hodnotou r(x)=E[p(x)]=r"x a rozptylem o?(x)=var[p(x)]=x"Vvx. Volbu
portfolia je tedy mozné chapat jako Ulohu vicekriterialniho programovani

maximalizovat (rT X, — X" Vx)

J
za podminek Y x; =1 a x>0.
j=1

Klicovym pojmem je eficientni portfélio x, které ma nasledujici vlastnost: neexistuje
jiné portfolio x* takové, Ze by soutasné platilo r(x*)=r(x) a ¢*(x")=c2(x) a alespori
jedna z nerovnostni byla spinéna jako ostra. Portfolio, které neni eficientni, si tedy podle
uvedeného modelu racionalni investor nikdy nevybere; existuje totiz jednoznacné lepsi
portfélio x*. Nasim tkolem je najit vdechna eficientni portfolia, z nichz si investor zvoli
jediné podle svého uvazeni, predevSim s ohledem na svoji osobni miru averze vUci
riziku.

Graficky se vysledky Markowitzova modelu prezentuji pomoci tzv. (G, r)-roviny.
Kazdé portfolio je zde reprezentovdno bodem, jehoZ horizontalni soufadnice je
smérodatnd odchylka jeho vynosnosti ¢ a vertikdlni soufadnice jeho stfedni
vynosnost r. Preferovand jsou tedy portfolia leZici v této roviné "vlevo nahofe". Nejvice
nas pfirozené zajima tzv. efektivni hranice, coz je mnozina bodl odpovidajicich
eficientnim portféliim. Do (G, r)-roviny mUlzeme nakonec zakreslit i systém indiferentnich
uzitkovych krivek konkrétniho investora a nalézt tak pro néj optimalni portfolio.

Markowitzv model je pochopitelné zalozen na nékterych zjednodus$ujicich
pfedpokladech. Napfiklad zanedbavame transakcni naklady spojené s obchodovanim,
neuvazujeme moZznost arbitrdZze (tj. nadkupu a okamZitého prodeje cenného papiru
na rlznych trzich). Predpokladame moZnost investovat neomezené do nekonecné
délitelnych dokumentl a také to, Zze naSe vlastni rozhodnuti o koupi daného titulu
neovlivni jeho budouci vyvoj. Velkym praktickym problémem je pfedpoklad znalosti
charakteristik rozdéleni nahodného vektoru vynosnosti.



Zisk a zpracovani dat

NeZ je mozné pfistoupit k samotnému pouZiti Markowitzova modelu, tj. k feSeni vySe
uvedené ulohy vicekriterialni optimalizace, je nutné ucinit nékolik véci. Pfedné musime
z nepreberného mnoZstvi akciovych titulll obchodovanych po celém svété vybrat nékolik
(v naSem pfipadé 8), z nichz budeme naSe portfélio skladat. Dale je nutné pro zvolené
akcioveé tituly nalézt potfebna data - historicky vyvoj jejich trznich cen za urCité zvolené
obdobi. Z téchto dat musime pak néjakym zplsobem ziskat odhady stfednich
vynosnosti (vektor r) a odhad varian€ni matice vynosnosti (matice V). VSem témto
vécem je postupné vénovana tato kapitola.

Vybér akciovych titul(

PFi vybéru spolecnosti, jejichz akcie zahrneme do naseho modelu, jsme se fidili
nékolika jednoduchymi zésadami. Pfedné jsme se omezili pouze na spoleCnosti
plsobici v CR a jejichZ akcie se obchoduji na PraZzské burze cennych papird. Tim nam
odpadly problémy s prepocitavanim cen akcii pomoci ménovych kurzd, které se také
vyvijeji v Case. Investice do domacich akcii s sebou ur€ité nese nizsi transak¢ni naklady
(jejich vyznam samoziejmé zavisi na objemu investované ¢astky), které Markowitz(v
model nebere v Gvahu. A v neposledni fadé jsme si tim ulehCili praci se ziskavanim
potfebnych dat stejné jako vSeobecnych informaci o zvolenych firmach (napf. vyplaty
dividend).

Dale jsme se soustfedili na nejznaméjsi a nejcastéji obchodované akciové tituly, tzv.
blue chips. To odrazi nas jisty konservatismus v pfistupu k volbé titulll. Takovou volbu
by napfiklad ocenil maly soukromy investor, ktery by tak mohl kazdy veCer na obrazovce
vefejnopravni televize sledovat vyvoj hodnoty svého portfélia.

NaSe pozornost padla okamzité na systém SPAD (Systém pro Podporu trhu Akcii a
Dluhopistl), kde jsou obchodovany pravé takové akciové tituly. BohuZel ne u vSech
zde zastoupenych titull jsou k dispozici trzni ceny za ndmi poZzadované ¢asové obdobi
zpét. Takto jsme museli vyloucit akcie CETV a Zentivy. Nyni ndm zbylo 6 spolecnosti,
které jsem doplnily spoleCnostmi Stavby silnic a Zeleznic a VychodoCeské plynarny
na poZadovany minimalni pocet 8.

Zde je tedy vysledna skupina spole€nosti, jejichz akcie budeme nakupovat, spolu
se stru¢nymi firemnimi profily:

CESKY TELECOM, a. s.
www.telecom.cz

Clen skupiny CESKY TELECOM (dale napf. Eurotel Praha, spol. s r. 0.) je predni
Ceska telekomunikacni spolecnost. Poskytuje komplexni nabidku hlasovych a datovych
sluzeb v pevnych linkach (jejich pocCet 3.368.325 k 31.12. 2004) vcetné nabidky
na vyuzivani sitové infrastruktury pro provozovatele a poskytovatele vefejnych i
neverejnych siti a sluzeb. Na zakladé dohody se statem provozuje téz verejné telefonni
stanice.



http://www.telecom.cz/

CEZ, a.s.
WWW.CEZ.CZ

Akciova spoleénost CEZ byla zaloZena v roce 1992 Fondem narodniho majetku CR,
jenz je doposud majoritnim vlastnikem jejich akcii. Hlavnim pfedmétem &innosti CEZ,
a. s., je vyroba a prodej elektfiny a s tim souvisejici podpora elektrizacni soustavy.
Zaroven se zabyva vyrobou, rozvodem a prodejem tepla.

Erste Bank
WWW. erste.cz

Erste bank je rakouska univerzalni banka. Zaméfuje na drobnou Kklientelu, ale
poskytuje také sluzby korporatnim klientim. Banka ma své pobo¢ky v Rakousku, Ceské
republice, Slovenku, Madarsku a v Chorvatsku. Nové probihd akvizice banky
v Rumunsku. Na ¢eském bankovnim trhu se Erste angaZuje prostfednictvim svého
vlastnictvi Ceské spofitelny.

Komeréni banka, a. s.
www.kb.cz

Komer&ni banka patfi k nejvyznamnéjsim bankovnim institucim v Ceské republice.
Poskytuje komplexni sluzby v oblasti drobného, podnikového a investi¢niho
bankovnictvi. 7.400 zaméstnanct Komeréni banky obsluhuje vice nez 1.450.000 klientd,
ktefi mohou vyuZit rozsahlé sité 359 obchodnich mist a 607 bankomat( v CR.

PHILIP MORRIS CR, a. s.
www. philipmorrisinternational.com

Spolecnost Philip Morris International se sidlem ve Svycarském Lausanne je jednou
z nejvétdich tabakovych spolecnosti na svété. Ceska pobocka sidli v Kutné Hofe a
zaujima nadpolovi¢ni podil na domacim trhu s tabakem. Pod kfidla spole¢nosti patfi
znacky jako Petra, Start Ci Marlboro.

Stavby silnic a zeleznic, a. s.
WWW.SSZ.CZ

Byly zaloZeny v roce 1952 jako jeden z vyznamnych Eeskych podnikll ¢innych
v oblasti dopravné - inZenyrského stavitelstvi. V roce 1992 ziskala majoritni podil
v akciové spole¢nosti francouzska silni¢arska spolec¢nost Entreprise Jean Lefebvre. SSZ
ziskava zakazky predevsim od Reditelstvi silnic a dalnic CR, Spravy Zelezni¢ni dopravni

cesty, s. 0., mést, obci a krajl CR.

UNIPETROL, a. s.
WWW. unipetrol.cz

Unipetrol je skupina spole&nosti pdsobicich v Ceské republice v sektoru chemického
primyslu zejména v oblastech rafinérského zpracovani ropy, petrochemie, agrochemie
a kvalifikované chemie. Ve vSech téchto oblastech patfi mezi nejvyznamnéjsi
predstavitele daného priimyslového odvétvi v Ceské republice a stfedni Evropé.


http://www.cez.cz/
http://www.erste.cz/
http://www.kb.cz/
http://www.philipmorrisinternational.com/
http://www.ssz.cz/
http://www.unipetrol.cz/

VychodocCeska plynarenska, a. s.
WWW.VCP.CZ

Vychodoceska plynarenska, a.s. byla zalozena Fondem narodniho majetku CR
na konci roku 1993 jako jedna z osmi plynarenskych distribu¢nich spole¢nosti v CR.
Hlavni pfedmét podnikani spolecnosti se sidlem v Hradci Krélové je nakup, rozvod a
prodej zemniho plynu, investi¢ni vystavba, adrzba, rekonstrukce rozvodnych
plynarenskych zafizeni. Na vychodé Cech zasobuje ¢tvrt milionu odbé&ratelli zemnim
plynem v 528 méstech a obcich.

Ziskavani dat

Data ke zvolenym akciovym titulilm jsme ziskavali na internetovém serveru
www.akcie.com. Zde je mozné ke kazdému titulu dohledat oteviraci a uzaviraci trzni
cenu pro kazdy obchodni den, maximalni a minimalni cenu za dany den, denni objemy
obchodl a jiné informace. Nas z toho zajimaly pfedevsim denni uzaviraci ceny (close).

BohuZel se ndm nepodafilo zobrazovat zminéna data na delSi Casové obdobi
nez cca jeden mésic, takze jsme museli data stahovat takto po Castech. S ohledem
na zvoleny zplsob odhadovani charakteristik rozdéleni vektoru vynosnosti
(viz. nasledujici odstavec) jsme takto postahovali uzaviraci ceny od 1.4.2004
do 31. 3. 2006. DalSi zpracovani dat uz probihalo bez vynaloZeni vétSi manualni prace,
pfevazné v tabulkovém procesoru Excel od Microsoftu.

U akcii Erste Bank doslo v jednom okamziku ke Stépeni jednoho kusu akcie na 4
kusy. S ohledem na to jsme trzni ceny od toho okamziku dale vynasobily 4.

Zpracovani dat

Klicovym okamZikem celé Ulohy bylo nalezeni vhodného zplsobu, jak ze ziskanych
dat spocitat odhady vektoru r a matice V, potfebnych jako vstup do Markowitzova
modelu.

Jednou moznosti je pouZiti tzv. faktorového modelu, ktery se snaZi vynosnosti
jednotlivych akciovych titulll vysvétlovat pomoci obecného faktoru (celkovy vyvoj trhu) a
faktor( specifickych pro jednotlivé tituly. Pro pouZziti tohoto postupu jsme vSak nenasli
dostatek nam srozumitelnych teoretickych ani empirickych podkladi.

Rozhodli jsme se tedy pro pouziti klasickych statistickych odhaddl, tj. stfedni hodnotu
odhadovat primérem a kovariance (a spec. rozptyly) odhadovat vybé&rovymi
kovariancemi (rozptyly). | zde vSak nastaly problémy, a to jak skloubit jednoleté obdobi
nasi investice s denni frekvenci ziskanych dat.

Nakonec jsme pouzili metodu klouzavého okna, kdy jsme vzdy spocitali vynosnost
mezi dvéma dny vzdalenymi od sebe jeden rok a toto "okno" délky jednoho roku jsme
posouvali v Case, opét v délce jednoho roku. Celkem jsme tedy potfebovali data
za obdobi dvou let. Pfipomenme, Ze vynosnosti akcie od okamziku A do okamZiku B
rozumime bezrozmérnou veliinu

Ps — Pa
PaB = )

Pa

kde Pa resp. Pg je cena akcie v okamziku A resp. B.
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Drobnym problémem je, Ze na burze se neobchoduje pravidelné 365 dni v roce, ale
pouze v tzv. obchodni dny. To jsou vlastné bézné pracovni dny, tedy jsou vylouCeny
soboty, nedéle a statem uznavané svatky. Kalendarni rok se potom sklada z pfiblizné
254 obchodnich dni, pficemz toto Cislo zalezi predevSim na kryti se statnich svatkl se
sobotami a nedélemi. Nami ziskané Casové fady maji tedy ve skute€nosti nepravidelné
pozorované hodnoty. To ma za nasledek nemoZnost dodrzZet stalou délku jednoho roku
u naSeho "okna". Zatimco napfiklad 27. 3. 2006 (pondéli) byl obchodni den, tak 27. 3.
2005 (nedéle) nikoli. Nasledujici strucna tabulka ukazuje, jak byly jednotlivé dny
nakonec sparovany (fazeno smérem do minulosti):

konec okna zacCatek okna
1 31.3. 2006 31.3. 2005
2 30.3. 2006 30.3. 2005
3 29.3. 2006 29.3. 2005
4 28.3. 2006 25.3. 2005
5 27.3. 2006 24.3. 2005
63 4.1. 2006 3.1. 2005
64 3.1. 2006 30.12. 2004
65 2.1. 2006 29.12. 2004
66 30.12. 2005 28.12. 2004
251 7.4. 2005 2.4. 2004
252 6.4. 2005 1.4. 2004
253 5.4. 2005 -
254 4.4, 2005 -
255 1.4. 2005 -

Ziskali jsem tedy (pro kazdou z 8 spole€nosti) fadu 252 vynosnosti. | kdyZ je
z podstaty véci zfejmé, Ze nejde o nahodny vybér (neni splnéna nezavislost), budeme
tuto skuteCnost prehlizet. PovaZzujme tedy téchto 8 x 252 hodnot za nahodny vybér
o rozsahu 252 z rozdéleni 8-rozmérného vektoru vynosnosti. Nyni provedeme klasickée
statistické odhady stfedni hodnoty (vybé&rovym prdmérem) a varianéni matice
(vybérovou varian€ni matici). Vysledky jsou uvedeny v nésledujicich tabulkach
(1 =100 %):

Stfedni kapitalové vynosnosti
Tele CEZ Erste KB PM SSZ
0.3931 | 1.3866 | 0.1946 | 0.0789 | 0.0880 | 0.9549

VCP
0.3415

Unip
1.2226




Kovariance kapitalovych vynosnosti

Tele CEZ | Erste KB PM SSZ Unip VCP
Tele | 0.0076 | 0.0103 | 0.0007 | 0.0048 | 0.0058 | 0.0160 | 0.0073 |-0.0040
CEZ | 0.0103 | 0.1097 | 0.0203 | 0.0306 | 0.0377 | 0.0773 | 0.0376 | -0.0335
Erste | 0.0007 | 0.0203 | 0.0067 | 0.0056 | 0.0073 | 0.0109 | -0.0005 | -0.0066
KB 0.0048 | 0.0306 | 0.0056 | 0.0117 | 0.0121 | 0.0248 | 0.0128 | -0.0099
PM | 0.0058 | 0.0377 | 0.0073 | 0.0121 | 0.0185 | 0.0293 | 0.0208 |-0.0103
SSZ | 0.0160 | 0.0773 | 0.0109 | 0.0248 | 0.0293 | 0.1439 | 0.0241 | -0.0510
Unip | 0.0073 | 0.0376 | -0.0005 | 0.0128 | 0.0208 | 0.0241 | 0.1376 | -0.0025
VCP |-0.0040 | -0.0335 | -0.0066 | -0.0099 | -0.0103 | -0.0510 | -0.0025 | 0.0228

Poznamka: Tele = Cesky telecom, Erste = Erste Bank, KB = Komeréni banka, PM =
Philip-Morris, Unip = Unipetrol.

UzZiteCné je také podivat se na korelacni matici vynosnosti, kterd& nadm mize
napoveédét, jak ucinna bude diverzifikace portfolia pfi snizovani rozptylu jeho vynosnosti.

Korelace kapitalovych vynosnosti (Cervené vyznacené jsou zaporné hodnoty)

Tele CEZ | Erste KB PM SSZ Unip VCP
Tele | 1.0000 | 0.3549 | 0.0978 | 0.5133 | 0.4913 | 0.4843 | 0.2259 | -0.3042
CEZ | 0.3549 | 1.0000 | 0.7456 | 0.8549 | 0.8364 | 0.6148 | 0.3061 |-0.6702
Erste | 0.0978 | 0.7456 | 1.0000 | 0.6337 | 0.6576 | 0.3503 | -0.0152 | -0.5338
KB | 0.5133 | 0.8549 | 0.6337 | 1.0000 | 0.8214 | 0.6046 | 0.3195 | -0.6082
PM | 0.4913 | 0.8364 | 0.6576 | 0.8214 | 1.0000 | 0.5675 | 0.4125 | -0.5028
SSZ | 0.4843 | 0.6148 | 0.3503 | 0.6046 | 0.5675 | 1.0000 | 0.1715 | -0.8911
Unip | 0.2259 | 0.3061 | -0.0152 | 0.3195 | 0.4125 | 0.1715 | 1.0000 | -0.0453
VCP |-0.3042 |-0.6702 | -0.5338 | -0.6082 | -0.5028 | -0.8911 | -0.0453 | 1.0000

VétSina korelaci je kladna, ale nékteré ne pfili§ vzdalené od nuly. Akcie spolecnosti

VCP vykazuji jako jediné zfetelné negativni korelovanost s ostatnimi tituly.

Zahrnuti dividend

Zatim jsme brali v potaz jen tzv. kapitdlové vynosnosti akcii, tj. miru vynosu
zplsobeného narlstem trzni ceny akcie. Druhou sloZzkou zisku drzitele akcie jsou tzv.
dividendy. Jde o platby, které firma provadi ve prospéch akcionarli jakozto jejich podil
na firemnim zisku. Vyplata dividend probiha obvykle jednou za rok a jejich vySe se
udava v penéznich jednotkach na jednu akcii. Jestli budou dividendy vyplaceny a v jaké
vySi je vSak pIné v rukou valné hromady akciové spole€nosti, ktera o této véci rozhoduje
na navrh pfedstavenstva. Tzv. dividendova vynosnost je vySe roCni dividendy délena
trzni cenou akcie. Plati potom



celkova vynosnost = kapitadlova vynosnost + dividendova vynosnost

VysSe vyplacenych dividend nami zkoumanymi spolecnostmi za léta 1998 az 2005
v K€ na jednu akcii jsou obsaZeny v nasledujici tabulce:

1998 | 1999 | 2000 | 2001 | 2002 | 2003 | 2004 | 2005 Ozdoho""Bd
Cesky Telecom 7.5 57.5| 17 30
CEZ 2 | 25| 45| 8 9 10
Erste bank 10 12 16 18
Komeréni banka 11.5| 40 | 200 | 100 100
Philip Morris 864 | 996 | 880 | 940 |1240(1448|1575|1606| 1640
SSZ 32 [ 32 [ 33| 36 | 44 | 55 | 130 | 390 | 400
Unipetrol 1.33 0
VCP 6.7 | 50 [ 100 | 58 | 316 | 253 | 364 |347.5] 350

zdroj: www.miras.cz

Poznamka: Prazdné bunky odpovidaji tomu, Ze akcie dané firmy se v dany rok
neobchodovaly nebo data nejsou k dispozici, nuly odpovidaji nevyplacenym
dividendam. U akcii Erste Bank jde o pfevod z EUR na CZK.

Poznamka: V prlibéhu zpracovani zapoctové Ulohy se u nékterych spolecnosti objevily
informace o vysi dividend na rok 2006. Tyto informace jiz ale nebyly brany v Gvahu.

Jak je z této tabulky vidét, pfedvidat velikost dividendy vyplacené akciovou
spolecnosti v pfistim roce mize byt pro nezasvécené osoby velice obtizné. Rozhodli
jsme se presto provést naSe "expertni" odhady vySe dividend vyplacené v roce 2006,
které bychom mohli zakalkulovat do celkovych vynosnosti jednotlivych akciovych tituld.
Tyto odhady vztahneme k cené akcii z 31.3. 2006 a tim ziskdme odhady dividendovych
vynosnosti. Spolu s dalSimi souhrnnymi charakteristikami pro jednotlivé akcioveé tituly
jsou uvedeny v nasledujici tabulce:

cena |dividendy | dividend. | kapital. | celkova | smér.

31.3. 06 2006 Vynos. vynos. | vynos. |odchylka
Cesky Telecom | 501.3 30 0.0598 0.3931 | 0.4530 | 0.0873
CEZ 819.2 10 0.0122 1.3866 | 1.3988 | 0.3312
Erste bank 1389 18 0.0130 0.1946 | 0.2075 | 0.0821
Komerc¢ni banka] 3285 100 0.0304 0.0789 | 0.1093 | 0.1081
Philip Morris 16072 1640 0.1020 0.0880 | 0.1901 | 0.1360
SSZ 4200 400 0.0952 0.9549 | 1.0502 | 0.3794
Unipetrol 274.7 0 0.0000 1.2226 | 1.2226 | 0.3709
VCP 6200 350 0.0565 0.3415 | 0.3980 | 0.1508



http://www.miras.cz/

Vysledné odhady

Budouci dividendové vynosy budeme povazovat za deterministické veliCiny rovné
naSim odhaddm. Na zéakladé tohoto zjednodusujiciho predpokladu bude varianéni
matice celkovych vynosnosti V rovna varian¢ni matici kapitalovych vynosnosti. Odhad
stfedni hodnoty vektoru celkovych vynosnosti r bude pak roven pfedposlednimu sloupci
("celkova vynosnost") prfedchozi tabulky.

Nyni tedy mame pfipraveny vSechny vstupy do Markowitzova modelu a nic nam
nebrani pristoupit k jeho numerickému feSeni. NeZ tak ucinime, mlZeme si jesté
jednotlivé akciové tituly graficky znazomit v (o, r)-roving stejné jako budeme nasledné
znazornovat jednotliva portfolia.

Jednotlivé akcioveé tituly
1,6

t

1,4

1,2 1

-

vynosnos

1,0 +
0.8 -

0,6 -

Tele o o
0,4 VCP o

0,2 Erstee pM e

KB e

0,0 T T T
0,0 0,1 0,2 0,3 0,4

riziko

Pokud bychom tedy mohli svoji investici soustfedit vZzdy jen do jednoho akciového
titulu, pak eficientni by byly akcie Erste Bank, Ceského telecomu a CEZu. Akcie CEZu
maji nejvysSi oCekavanou vynosnost (1.3988 = 139.88 %), zatimco akcie Erste Bank
maji nejniz8i smérodatnou odchylku vynosnosti (0.0821 = 8.21 %).

Pouzité metody reSeni

KdyZz mame k dispozici odhady vektoru stfednich hodnot vynosnosti r a variancni
matice vynosnosti V (viz. pfedchozi kapitola), mizeme pfistoupit k samotnému FeSeni
Markowitzova modelu, tj. feSeni Ulohy vicekriterialni optimalizace

10



maximalizovat (rT X, — X" Vx)

8
za podminek ) x; =1 a x>0.
j=1

8

OznaCme si X Z{XERg :Zx,— =1, xzo} mnozinu pfipustnych feSeni naSi ulohy.
j=1

Tento tvar mnoziny X odpovida situaci a) v naSem zadani. V pfipadech b) az e) bude

mnoZzina X uréena jinymi omezenimi, vzdy ale pUjde o linearni omezeni ve tvaru rovnosti

nebo neostrych nerovnosti (jejich formulaci provedeme pozdéji) definujici konvexni

polyedr.

Presto, Ze existuje software pfimo urCeny k vyhodnocovani Markowitzova modelu
(napf. knihovna fPortfolio pro program R), rozhodli jsme se feSit nasi ulohu vice méné
"ruéné". Jednak tak budeme mit moznost sami uréit podobu odhad( vektoru r a matice
V (specialni software si je pocCita sam) a také budeme vzdy schopni zadat pfislusny tvar
mnoziny X pfipustnych feSeni.

Jednim ze zplsobl, jak hledat eficientni TfeSeni naSi Ulohy vicekriterialni
optimalizace, je feSit ulohu

max(rTx—kleij,
xeX 2

kde xe[o, oo] je parametr (pro A =co mame na mysli uc¢elovou funkci —x'Vx).
Ucelova funkce v této Uloze je tedy nezapornou linearni kombinaci dvou G&elovych
funkci z pdvodni dlohy. Parametr A pak ur€uje relativni zastoupeni stfedni hodnoty
vynosnosti portfolia a jejiho rozptylu v této kombinované ucelové funkci. Je-li A blizké
nule, znamend to, Ze investor nema pfili§ silnou averzi vici riziku a rozhoduje u néj
pfedevsim velikost oCekdvané vynosnosti portfélia. Je-li naopak A "hodné" velké,
znamena to, Ze rozhodujici je pro investora pfedevsim co nejmensSi rozptyl vynosnosti
portfélia (ma velkou averzi vidi riziku).

ProtoZze matice V je pozitivné definitni, jedn4 se pro dané pevné A =0 o Ulohu
kvadratického programovani (KP) majici pravé jedno optimalni feSeni (maximalizujeme
striktné konkavni funkci na kompaktni mnoziné). Pro A =0 pUjde o velice jednoduché
tlohy linearniho programovani majici taktéZz pravé jedno optimalni feSeni. To je
zaruceno napf. tim, Ze slozky vektoru r jsou vesmeés rlizné.

. L _— e w e 1 .
Z teorie vyplyva, ze kazdé optimalni feSeni udlohy ma;x(rTx—kEXTij pro dané

xe[o, oo] je eficientnim feSenim plvodni Ulohy vicekriteridini optimalizace a takto
dokonce vyCerpame vSechna jeji eficientni feSeni. Zvolime si tedy dostatec¢né hustou a
reprezentativni mfizku hodnot parametru A a pro kazdy bod této mfizky vyfeSime
prisluSnou optimaliza¢ni Glohu. K tomu pouZijeme proceduru QPsolve na feSeni tloh KP
knihovny quadprog v programu R. Tato procedura umoznuje zadat vektor a pozitivhé
definitni matici urCujici ucelovou funkci Ulohy a dale libovolné rovnosti a nerovnosti
urCujici mnozinu pfipustnych feSeni. Z hodnot G(X):\/XTVX a r(x):rTx pro jednotliva
optimalni feSeni x pak sestavime efektivni hranici portfélii v (G, r)-roviné.

11



Value at Risk

Bud o e(0,1). Pro dané portfolio x je VaR,(x) definovan jako nejvétsi hodnota
vynosnosti, které portfélio x dosahne s pravdépodobnosti alespon o . Jde tedy vilastné
0 (1—a)-kvantil rozdéleni p(x). Protoze pfesné rozd&leni p(x) nezname, musime se
spokoijit s jednou ze dvou obvyklych aproximaci: Bud pouZzijeme empirickou distribu¢ni
funkci p(x) sestrojenou na zakladé dostupnych dat (tzv. neparametricky VaR) nebo
urCime pfislusny kvantil ze znalosti stfedni hodnoty a rozptylu p(x) na zakladé
pfedpokladu normality (tzv. parametricky VaR), konkrétné

VaR = r(x)+6(X) Uy ,

kde ui. je 1-o -kvantil rozdéleni N(O, 1). Obé& aproximace maji své vyhody i
nevyhody. Neparametricky VaR lépe odrazi tvar skuteéného rozdéleni p(x), ale k jeho
pouZiti je potfeba mit velky pocCet dat, zvlasté pokud je o blizké 0 nebo 1. Parametricky
VaR nevyzZaduje tolik dat, jeho vypocet je jednodusi a je pouzitelny i kdyZ je o blizké
0 nebo 1. Je oviem pfirozen& nepfesny, pokud se skutecné rozdéleni p(x) pfilis lisi
od norméalniho.

My pouZzijeme pro porovnani vzdy obé aproximace. Protoze mame pocitat 95% VaR
a nas pocet pozorovani je 252, bude neparametricky VaR roven 13. nejhorSi vynosnosti
z 252 historickych realizaci (round(0.05-252)=13). To je je3té relativné velky pocet,
takZe by neparametricky VaR mohl davat rozumné vysledky.

Pripad a)

8
Mnozina pfipustnych feSeni v pfipadé a) je X = {x eRr?® :ij =1,x> 0}. Odpovida
j=1
situaci bez moznosti kratkych prodejd, vypujéek nebo investic do bezrizikového aktiva
(viz. ostatni pfipady). Evidentn& jde o konvexni polyedr v prostoru R®.

P¥ipad b)

V tomto pfipadé mame oproti predchozi situaci moznost investovat svij kapital
nejen do nékterych z J akciovych titulli, ale také do tzv. bezrizikového aktiva. To je
investice, ktera obnaSi pevny (nendhodny) vynos r,. Obvykle jde o bankovni vklady
s pevnym Urokem nebo nakup statnich dluhopisu.

J J
Tato moznost zplsobi, Ze podminka Zx,- =1 se zméni na Zx,- <1, pficemz rozdil
j=1 j=1

J

1—Zx i je pravé Castka investovana do bezrizikového aktiva. Maximalizovana ucelova
j=1

funkce se zméni na

12



Zr,x +ro(1 ZX,J L=X Vx—r0+z rj —ro )X —k%xTVx.

j=1

Jednda se opét o tlohu KP, jen vSechny sloZky vektoru r jsou snizeny o ro, UCelova
funkce je naopak celd zvySena o0 r,. MnoZina pfipustnych feSeni

8
X = {x eR®:D X, <L x> 0} je stale konvexni polyedr v R®.
j=1

Musime jeSté urCit konkrétni hodnotu r, vynosnosti bezrizikového aktiva. Jako
nejrealistiCtéjSi volba se nam jevi nabizené roCni (rokové sazby u jednoletych
terminovanych vkladd s pevnou Urokovou sazbou. Ta vSak obvykle zavisi na velikosti
ukladané castky, kterd se v naSem pripadé miZe pohybovat od 0 do 2 mil. KE. Nakonec

jsme zvolili kompromisni hodnotu 1.2 %, tj. r, =0.012.

Pripad c)
V tomto pfipadé mame oproti pfedchozi situaci navic moznost pUijcovat si za jistou
arokovou sazbu r; >r, dodatecny kapital, a to az do vySe 30 % naSeho zakladniho
J J
kapitalu o velikosti 1. Podminka > x; <1 se tedy zméni na ) x; <13, takZe bude
=1 j=1
8

X = {x eR®: > x; <13x> 0}. Ucelova funkce je rovna

i1

Zr,x,—rl(Zx, —1J +ro(1 ZX,J Al x VX .

Jeji prvni ¢ast ovSem neni obecné linearni funkci vektoru x, takze nejde o Ulohu KP.
V pripadé, kdy se vypljéni a depozitni sazba rovnaji, tj. ry =r,, se Ucelova funkce
zjednodusi na tvar

FiXi+ho|1= Xj [-A=X"VX =10+ -—ro Xj —A =X VX
Sy onfi-$u |2 3 Ly

j=1
totozny s pfipadem b), takZe jiz jde o tlohu KP, kterou umime feSit.
Pfipad c*)

Uvazujme nyni na chvili situaci, kdy mame moznost pouze si vypUijcovat a nikoli
ukladat. UCelova funkce bude

J J J
D rix; —rl(ij —1J—k%xTVx =g+ (r—ra)x; —k%xTVx
=1 =1

=t
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8
a mnozina pfipustnych feSeni X = {x eR?®:1< ij <13, x> 0}. Toto tedy je, na rozdil

j=1
od obecné situace c), tloha KP.

Vratme se ted k obecné situaci ¢) s ukladanim i vypljéovanim. Efektivni hranici
portfélii mdzeme v tomto pfipadé uréit nasledujici Gvahou. Je-li, jak predpokladame,
r, >r,, nebude nikdy optimalni soucasné si vypljcit a ulozit kapital. Stacilo by totiz
snizit o stejnou ¢astku jak pUj¢ovany tak ukladany kapital a uSetfili bychom Umérnou
¢astku diky rozdilu v drokovych mirach. Raciondlni investor si tedy vzdy bud pouze
pljcuje nebo pouze uklada. Pokud vezmeme mnozinu eficientnich portfélii v situaci b),
sjednotime ji s mnoZinou eficientnich portfolii v situaci c*) a z vysledné mnoziny
vybereme v rdmci ni eficientni portfolia, ziskdme hledanou mnoZinu eficientnich portfolii
Vv situaci c).

Musime jesté urcit konkrétni hodnotu r, Urokové sazby, za kterou si mizeme
vypljcovat. Jako nejrealisti¢téjSi volba se nadm jevi nabizené ro¢ni Urokové sazby
u jednoletych podnikatelskych bankovnich Gvérl. Zvolili jsme kompromisni hodnotu
12 %, tj. r, =0.12.

P¥ipad d)

Oproti pfipadu a) mame nyni moznost provadét tzv. kratké prodeje (short sales
allowed). Jde zjednoduSené o to, Ze akcie prodame za soucasnou cenu a na konci
obdobi je nakoupime za cenu platnou v tomto okamziku. Spekulujeme tedy na pokles
ceny doty¢nych akcii. Jiny vyklad je, Ze si prosté pdjéujeme prostiedky a Urokova sazba
je rovna vynosu dané akcie za doty¢né obdobi.

To, Ze provadime kréatky prodej j-té akcie, vyjadfime zapornou hodnotou x;. Kratké
prodeje jednotlivych akciovych titulll nesmi podle zadani prfesahnou 30 % z vychoziho
kapitalu o velikosti 1. Tedy misto plvodni podminky x>0 mame nyni podminku

8
x>-03 a X-= {x eR*:D> x; =1 x> —0.3}. UCelova funkce bude stejna jako
=

v pfipadé a).

Pripad e)

Zde je oproti situaci a) podminka, Ze Zadny titul nesmi tvofit vice nez 15 % celého
portfélia. UCelova funkce tedy zlstava stejna jako v pfipadé a), jen mnozina pfipustnych

8
feSeni je nyni X Z{XE R®: ) x; =1, OSXSO.lS}.
j=1

14



Vysledky

V této kapitole je prehled numerickych vysledk(l pro jednotlivé situace a) az e).
Kromé grafické prezentace celé efektivni hranice portfélii budou vzdy podrobné
rozebrana tfi portfélia. Jednak portfélio s maximalni stfedni vynosnosti bez ohledu
na riziko, tj. pro pfipad A =0, jehoZ sloZeni Ize vZdy odvodit jednoduchou Gvahou. Dale
portfolio s nejnizsim rizikem (bez ohledu na vynosnost, tj. pro pfipad A =«). A do tfetice
bude uvedeno eficientni portfélio s nejvétSim parametrickym 95% VaR, coZ vlastné
odpovida pouziti linearni uzitkové funkce u(c, r)=r—1.644854-c pro vybér optimalniho
portfolia. U vSech zminénych portfolii bude kromé jejich sloZeni (vektor x), stfedni
vynosnosti r a miry rizika ¢ uveden 95% parametricky a neparametricky VaR. Na zavér
vykreslime efektivni hranice portfolii pro kazdy pfipad a) az e) pro snazSi vzajemné
porovnani.

Misto pfipadu c) ze zadani bude vyhodnocen pfipad c*) dovolujici pouze vypUjcky.
Vysledky pro pfipad c) se pak dostanou syntézou vysledk(l v pripadé b) a c*), jak je
vysvétleno v pfedchozi kapitole.

Pripad a)
sloZeni portfolia
vynosnost | riziko neparam. VaR [ param. VaR
maximalni CEZ1
vynosnost 1.398841 0.331202 0.992903 0.854062
max. param. CEZ 0.756655, Unip 0.243345
VaR 1.355956 0.291203 0.91122 0.87697
minimalni Tele 0.038532, Erste 0.360781, SSZ 0.138456, VCP 0.462231
riziko 0.421728 0.030265 0.37083 0.371946
Pripad b)
sloZeni portfolia
vynosnost | riziko neparam. VaR | param.VaR
maximalni CEZ1
vynosnost |  1.398841 | 0.331202 | 0.992903 0.854062
max. param. CEZ 0.7566551, Unip 0.2433449
VaR 1.355956 0.291203 0.91122 0.87697
minimalni vSe 0
riziko 0.012 0 0.012 0.012
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Pripad c*)

slozeni portfélia

vynosnost | riziko neparam. VaR | param. VaR
maximalni CEZ 1.3
vynosnost 1782493 | 0430562 | 1.254774 | 1.074281
max. param. CEZ 1.005399, Unip 0.2946014
VaR 1.730576 | 0.38092 | 1155649 | 1.104018
minimalni Tele 0.038532, Erste 0.360781, SSZ 0.138456, VCP 0.462231
riziko 0.421728 0.030266 0.37083 0.371946
P¥ipad d)
sloZeni portfélia
vynosnost | riziko neparam. VaR | param.VaR
maximalni CEZ 3.1, ostatni -0.3
vynosnost | 3247233 | 0876317 | 2154386 | 1.805820
max. param. CEZ 2.2335133, Unip 0.5664867, ostatni -0.3
VaR 3.094531 | 0.706922 | 2.080294 | 1.931748
minimalni | x = (0.0597, -0.0353, 0.4726, 0.1305, -0.1941, 0.1418, 0.0126, 0.4121)
riziko 0.381565 | 0.025294 | 0337119 | 0.339961
Pripad e)
sloZzeni portfélia
vynosnost | riziko neparam. VaR | param. VaR
maximalni KB 0, PM 0.1, ostatni 0.15
vynosnost | 0.728523 | 0.13165 | 0472421 | 0.511978
max. param. KB 0, PM 0.1, ostatni 0.15
VaR 0728523 | 013165 | 0472421 | 0511978
minimalni CEZ 0.020801, SSZ 0.113013, Unip 0.116186, ostatni 0.15
riziko 0.493502 0.0971444 0.311948 0.333713
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Eficientni portfélia a)
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Eficientni portfdlia e)
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Zaver

Numerické vysledky v jednotlivych Castech a) az e) nejsou nijak v rozporu s nasi
intuici. Efektivni hranice portfolii v pfipadé b) je prodlouZenim hranice z pfipadu a)
do bodu odpovidajicimu bezrizikovému aktivu. Vysoké vynosnosti portfélii v pfipadé d)
jsou dany znaénymi rozdily ve vynosnostech jednotlivych akciovych titull v nasem kosi
a moznosti kratkych prodejl az do celkové vySe 7-0.3=2.1. ProtoZe jsme pracovali jen
s 8 tituly, je pozadavek z pfipadu e) na maximalné 15% zastoupeni jednotlivych titul(
v portfoliu znacné restriktivni. To ma za nasledek velice kratkou efektivni hranici portfolii
v tomto pfipadé.

U vétSiny zkoumanych portfélii byl napoCitany parametricky VaR menSi nez jejich
neparametricky VaR. To ukazuje na skute€¢nost, Ze rozdéleni vynosnosti vétSiny portfolii
ma zfejmeé kladnou Sikmost (je "nahnuté" na levou stranu). Tento rozdil byl méné patrny
u vice diverzifikovanych portfélii, kterd& méla zfejmé& rozdéleni vynosnosti blize
k normalnimu (naznak CLV).

Portfolia s maximalnim 95% parametrickym VaR byla ve vSech pfipadech velice
blizko protféliim s maximalnim vynosem (ta vykazovala nejvétSi neparametricky VaR).

Obecné se da fict, Zze pouziti Markowitzova modelu v naSi Uloze dalo rozumné
vysledky, samozfejmé za predpokladu splnéni svych dilezitych predpoklad(. Jako
nejzavaznéjSi problém se nam jevi otadzka kvality odhadu vektoru r a matice V.
Historické kurzy akcii totiz v sobé nesou informaci, ktera nemusi byt vzdy nutné dobrym
voditkem pro prognézovani jejich budoucich hodnot. Hrozi nehomogenita jak
v historickych datech samotnych, tak hlavné mezi minulosti a budoucnosti. UZiteCna
pro predvidani budouciho vyvoje akciovych kurz( by jisté byla znalost aktualni situace

dané firmy a jejiho nejblizSiho vyvoje.
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