Statistické metody a zpracovani dat

IV. Odhady parametr 1

Petr Dobrovolny

K €emu to je dobré?

Obvyklym pipadem i zpracovani hromadnych jéye, Ze mame
pomerné maly paiet pozorovani &akeé veltiny a chceme dinit
zawry o tom, co bychom obdrzeli, kdybychonglipozorovani
mnohokréat vice.

Cilem je ukazat:
1) Jaké vlastnosti ma mit (ndhodny) ¥b
2) Jaké vlastnosti (roteni) maji vylgrové statistiky

3) Jak Ize odhadnout parametry zékladniho soubosouakoru
vybérového

Vyb érové metody zkoumani

« Zakladni soubor (populace) a jeho parametry
« VVybérovy soubor a jeho statistiky
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Z vyb éru provadime Usudky (odhady) skute¢nych hodnot parametrd
zékladniho souboru

To si miZzeme dovolit pokud ma vybérovy soubor stejné vlastnosti jako
soubor zakladni (je reprezentativni)

Toho doséhneme nahodnym vyb érem

Jaké jsou diivody , pro¢ pracujeme s vybérovymi soubory?

Zakladni d éleni zp asob G vyb éru

Je-li prav@podobnost kazdéhtlenu zakladniho souboru, Ze bude
za‘azen do vybru, stejnd, potom hovome onahodnémvybéru

« prosty nahodny vydy

« vybér s opakovanim resp. bez opakovani
« vyber oblastni (typicky, stratifikovany)

« vybér systematicky (mechanicky)

* vyber vicestupovy

* vybeér zamérny (subjektivni — ne nahodny)

Techniky losovani a generovani ndhodnytsel k zajis¢ni
pozadavku nahodnosti vitu
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Priklad systematického, nahodného a stratifikovaného
nahodného vyiyu

Vybérové metody souvisi teorii odhadu ...

Odhadovani jako zaklad statistického

usuzovani

Pouzivame statistickou indukci - usuzujemigti (vykEr) na
celek (zakladni soubor).

Odhad neznamych parametii zakladniho souboru provadime

1) na zaklad statistickych charakteristik vyiu.

2) na zékladjistych predpoklad o jejich rozéleni




Vztahy mezi zadkladnim souborem a vyb  éry
ohle nezname a
proto to odhadujeme

Zakladni soubor/ Vybérovy soubor

Z&kladni pojmy a symboly

e rozsah N n
e ity prvek a; X
e aritmeticky primér o ¥
e smérodatna odchylka (rozptyl) G (o s (s?)

N/

Vyb érové rozd éleni

Z jistého zékladniho souborutieme dinit nékolik ndhodnych
vybera — jejich statistické charakteristiky budou odliSnéetis
néhodnymi promnnymi_ razdélent zkoumané néhodné proménné X,
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" rozdélent priméu

N . )
Odhady parameirzakladniho souboru: ’If RN
o rorgian
Prameér vyb érovych pr améra Vybérovy pr amér a vyb érové rozd éleni
prameéru
(5 +x IEDY
= X HX b X+ ==y X
& X z X% r X V piipact velkého rozsahu zékladniho souboru s normalnim

kder je paiet vyhsri.

rozcElenim a s parametry, o plati, Zerozdéleni vybérovych
praméri je také normalni s parametry:

pramar Hy = H

o, =o/Jn

Smeérodatna odchylka rozdeni vybsrovych peiméri je mensi nez
smerodatna odchylka zakladniho souboru a to tim mefsiyetsi
je rozsah vybru.

smerodatna odchylka

(poznamka)

v o

Rozptyl vyb érovych pr amért

2 5 2 2
o’ :(%j Z(az+az+az+...+az):[£) no’ :%
i=1

a tedy smérodatna odchylka vybérového prameéru:

o, =clJn

Zavislost tvaru rozéleni (a také hodnot
rozptylu a smirodatné odchylky) na
rozsahu vybru

N <M, <ng<n




Vlastnosti parametr G vyb érového rozd éleni
prameéra

« Bez ohledu na tvaripodniho rozdleni se rozdleni

vybérového piméru blizi k normalnimu roz#leni pro rozsah
vybéru jdouci do nekonia.

* Rozdtleni velkého potu takovych vybrovych paiméri bude
tedy uzsi nezjpvodni rozéleni a bude mit stejnyistd.

» Smerodatna odchylka vydsového rozdleni ptiméra se nazyva
smérodatna chyba odhadu priméru (nebo téz sedni chyba
praméru).

Bodovy a intervalovy odhad

Dva zpUsoby odhadu parametrt zékladniho souboru

G —

« bodovy odhad

« intervalovy odhad

Bodovy odhad parametr G zakladniho souboru
Bodovy odhad aritmetického pfiméru zékladniho souboru

>
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Bodovy odhad snérodatné odchylky zakladniho souboru

Uréuje se z odchylek jednotlivych prirlod vybsrového pameru.
Pro n-1stupiiii volnosti plati:

(poznamka)

Stupn & volnosti

Méame odhad aritmetického priméru a plati nasledujici vyraz:

n

D % =nkx
i=1
K uréeni hodnoty O ze tedy vyuZit pouze (n-1) nezavislych ¢lend
tzv. stup na volnosti
Odhadem primeéru ,ztracime* jeden nezavisly ,pokus*
Priklad:
« primeér vypocteny ze tfi méreni je 5
« dvé nahodna (nezavisld) méfeni budou 4 a 5

« zbyvajici tfeti méfeni musi byt 6, aby byl primér roven 5,
tedy neni nezavislé

Bodovy odhad parametr G zakladniho souboru

smerodatna odchylka vyberova snérodatna
zékladniho souboru odchylka

l n
5= |1 Sy _x s= =2 (x =%’
9= n—l;()g %’ n;
potom z toho plyne, Ze G>s

DalSi upravou lze ziskat:

Bodovy odhad parametr G zakladniho souboru
Pro odhad s#rodatné odchylky vyérovych peimeri:

4 ;.0 s

g g 5=0 -_S_
Jn aaae vn Jn-1

o, =

Odhady parameirzakladniho soubory,d ) se ¥ind
vybéru meni.

Musime proto stanovit jejich odchylky od skirgch parametr
(u,0)

Bodovy odhad je odhad jednitfslem. Nevime jak je totdislo
.presné ¢&i ,spolehlivé.

pravdépodobnostiobsahovat neznamy parametr




Vlastnosti odhad U ve statistice

« Odhad musi bykonzistentni— rozdil mezi odhadnutou a
skut&nou hodnotou se zmenSujeistem n. (rozsah vyou).

» Odhad ma byhezkresleny(nevychyleny) - vS§echny odchylky
odhadu od skut@é hodnoty se kompenzuji (naopak — odhad
vychyleny).

« Odhad mé bytydatny — vydatnou je charakteristika, jejiz
rozptyl je ze vSech moznych Wi nejmensi

* Odhad neznamych paramenakladniho souboru provadime
s jistoupfesnostia spolehlivosti

PFesnost a spolehlivost odhadu

* Piesnost odhadu- je dana nadsobkem smodatné chyby
odhadu (tj. &kou intervalu spolehlivosti)

« Spolehlivost odhadu- je ukgena pravépodobnosti, se kterou je
mozné utity odhad povazovat za spravny.

* Pro ugeni presnosti a spolehlivosti je nutzéalost rozdéleni
vybérovych charakteristik.

« Pro n > 30 se vyvové rozéleni obvykle povazuje za normalni.
Jina teoreticka rozdeni se pouzivaji u malych vghi.

Intervaly spolehlivosti, intervalovy odhad

50%
confidence limits

80%

confidence limits

0%

confid s
95%
confidence limits
99%

T confidence limits ™~

=3s -2s -1s +ls #21s +3s

Z vlastnosti normalniho rozténi Ize pomoci hodnoty aritmetického
praméru a nasobksnmerodatné odchylky wit meze, které

vyjadiuji pravaépodobnosti, s nimiz dané hodnoty lezi ¢itgm
intervalu

Intervaly spolehlivosti

it
B73%

Vnitini interval vymezeny jistym nasobkem se @zije jako
interval spolehlivosti. Odchylky od piiméru, které se nachazeji
uvniti tohoto intervalu oznaijeme jakoodchylky p¥ipustné
nevyznamné. Analogicky jsou definovangchylky vyznamné
Meze spolehlivosti dale vymezuiji tzwiticky obor ( oblast
zamitnuti) aoblast prijeti.

Intervaly spolehlivosti

Siiku intervalu spolehlivosti volime podle povahy péshu a zavisi
také na rozsahu ndhodného &b Nejasgji pouzivané intervaly:

Nasobkys Oblast gijeti  Oblast zamitnuti
1,960 95 % 5%

2,576 99 % 1%

3,291 99,9% 0,1%

Interpretace intervali spolehlivosti 95 % interval spolehlivosti
stanoveny na zaklamhahodného vyiyu zahrne s prawgodobnosti
95 % skuténou hodnotu odhadovaného parametru.

Intervalovy odhad parametr @
z&kladniho souboru

Na rozdil od bodového odhadu zde uréujeme interval, v némz se zadanou
pravdépodobnosti lezi odhadovany neznamy parametr.

Intervalovy odhad se li§i podle rozsahu souboru a také podle toho, jaké
parametry zname.

Déle budeme zna €it:
d,, 0, - krajni hodnoty intervalu spolehlivosti — meze spolehlivosti

a - hladina vyznamnosti - pravdépodobnost, Ze skute¢ny parametr
zékladniho souboru neni z intervalu spolehlivosti.

(1-a) — hladina spolehlivosti  (spolehlivost odhadu) — piedstavuje
pravdépodobnost, Ze skutecny parametr zakladniho souboru se
nachazi uvnitf intervalu spolehlivosti.




Intervalovy odhad dvoustranny
Plo,susq,)=1-a

fitx)

al2 al2

Interpretace: Pravdépodobnost, Ze parametr y zakladniho souboru se
nachéazi mezi hodnotami q,, q, je (1-a)

Intervalovy odhad jednostranny
zdola ohrani¢eny P(ql < ﬂ) =l-a

()

(-2

q1 X

Interpretace: Pravdépodobnost, Ze parametr p zakladniho souboru ma
vétsi hodnotu nez g, je (1-a)

Intervalovy odhad jednostranny

shora ohrani¢eny P(u<q,)=1-a

fi(x)

(1-a a

q2 X

Interpretace: Pravdépodobnost, Ze parametr p zakladniho souboru ma
mensi hodnotu nez q,, je (1-a)

Intervalovy odhad parametru  Lpro velké rozsahy  vybéru
(n > 30)

Jak plyne z vySe uvedeného, rozdéleni vybérovych pramérd Ize
povazovat za normalni s parametry:

My = U Ui=cr/\m

Intervalovy odhad Ize obecné zapsat: P(q1 SUs< qz) =1-a

Pokud zname hodnotu o
hodnoty q,, d, |ze urcit takto:

=X-z i q,=X+2z g
ql l—%\/ﬁ 2 l—%\/ﬁ

Z , e piislusny kvantil normovaného normélniho rozdéleni (1ze ho
15 najitv tabulkach &i vypogitat)

Intervalovy odhad parametru  Lpro velké rozsahy  vybéru
(n>30)

Pokud nezname hodnotu o
hodnoty q, g, Ize ur¢it takto:

Intervalovy odhad parametru p |ze potom zapsat:

S [ —

s
<p<x+z
24n-1 a 2 4n-1

Intervalovy odhad parametru  Lpro velké rozsahy  vybéru
(n>30)

VySe uvedena nerovnice je splnéna s pravdépodobnosti (1-a):

. ag a

P[X-z ,——=<u<X+z 1=1-a
1»‘;«/n 1—%4 n
analogicky pfi nezndmém o
- s o s
P[x-z <U<X+Z =l-a
[ 34/n-1 H 3 x/n—l]

Vyraz (delta) A= Z, % se oznacuje jako pfipustna chyba
—~/n
2

Intervalovy odhad parametru u Ize jednoduSe zapsat jako

H=XEA




Priklad (1/1): Ur&ete 95% interval spolehlivosti pro pramérnou
navstévnost rekreacniho stediska, kdyz pro nahodny vybér 100
navstévnikl je primérna délka pobytu 2,2 dne a rozptyl délky pobytu
vSech néavstévnika je 0,36

n=100
X =22
0=,/036=06
a =005

Z tabulek kvantilll normovaného normalniho rozdéleni uréime hodnotu
z pro a=0,05: = = =
P Z4= Zl_g =Zo975 = 196
2

-9
2
P zp P Zp P Zy ) 2
0.50 0000 075 0574 0,950 1545, 0975 1
051 0025 .76 0706 0951 1655 0976 Ta77
o052 0050 0,77 0738 0952 1685 0977 199
053 0p75 0.78 0772 0953 1575 0.978 2014
nRE n1on n7e nans 0.954 1685 0979 2034

déale vypocitame hranice intervalu spolehlivosti ...

Piklad (1/2):

Vypocitdme hranice intervalu spolehlivosti:

_ g 06
=X-z - =22-1963— =2,0824
* = n 100

9 - 22+196028 =23176

2 Jn 100

=X+z
9, L

Vysledny intervalovy odhad Ize zapsat:

P(2,0824< u < 23176 = 095

MUGZeme tvrdit, Ze s pravdépodobnosti 95% (na hladiné vyznamnosti
0=0,05) se primérna délka pobytu viech navstévnikl rekreaéniho
stfediska pohybuje v intervalu <2,0824;2,3176>

Casto uzivané intervalové odhady parametru

PIx-16452 < 1< x+1645%]1=90%
n n

a=0,1 /n n

g ag
- P[x-196— < g <x+196—] =95%
a=0,05 [ n H ﬁ]
ag ag
= P[X - 2576-— < f/< X + 2576-—] = 99%
a=0,01 [x \/ﬁ H<X \/ﬁ] °

Intervalové odhady — FeSeni v programu Statistica

Descriptive Statistics {trad_dobry_miodel}

[Descriptive Statistics itrad_dobry_model)

N
ol ValidN| Mean | Confidence | Confidence
\ariable 95.000%

DJF

Minimum ‘Max\mum ‘sm Dev. | Standard
+95.000%
100260444 0382773 0891862 573839 3081111 1992453
S

B2 Descriptive Statistics:

B Varisbles: | DJF

| ETD=0® 0t Ao | Normaty | Prob. & Scatepiots| Catea. plos | Daians |
=r 3

1 Summary: Desgriptive statistics | Compute stafistios: B Options ~
0.4 i
x| 0 Location, valid N+ - Variation, momen! ~Percenles, rang
A 2| ¥ vaid I¥ Standaid Deviation | | ¥ Mirimum & masimum
1.0 0 | Mean I~ Vajiance T~ Lower & upper quarties
04 A Caum T~ Percentl boundaries
22 2 . | | s
e 1| fe oo x| | B e | B w
I Mode Sevors (000 =% || wahid e
™ Geom. mean - r DF=
Range T~ Quatle
I~ Ham mean | | [ Std en, Skewness range G

T~ Kurtosis
I~ Std e, Kurtosis

Select allstats | Feset MD deletion
" Casenise
Save seltings as default

& Pairuise

Intervalovy odhad parametru
(n < 30)

Jpro malé rozsahy v ybéru

V pfipadé vybéra malého rozsahu je nutné nahradit hodnotu jistého
kvantilu normovaného normalniho rozdéleni (z) kritickou hodnotou t-
rozdéleni pro ¥ =n-1 stupiid volnosti.

Pokud tedy zndme hodnotu rozptylu 62 potom pro krajni hodnoty intervalu
spolehlivosti g1, g2 dostavame:

_ ag
4 =X -t a T
20 Jn

Pokud nezname hodnotu rozptylu 02 potom pouzijeme k jeho odhadu
vybérové hodnoty s:

q, =X+t g
,= g
1%<n—1) Jn

o S
=X+
1—%;(n—1) A/ n-1 G =X t1—‘;(n—1) n-1

Intervalovy odhad parametru  Lpro maly rozsah v

:

Priklad feSeni s vyuzitim funkci EXCELu

=

@

PFi méfenich pH deseti piidnich vzork( bylo dosazeno téchto vysledki

El [a5 [ 714 | s | 30 | 47 | 62 | 40 | 48 | &3 | 712 |
20| interval sp primérného pH pudy se i 90%, resp. 95%.

21

29| xp= 533 =primér(b18:k18) delta(0,90)= 0.808812 =c23/odmocnina(9)*tinv(0,10;9)
23] s= 132  =smodch(b18:k18) delta(0,95)= 0.998116 =c23/odmocnina(8)*tinv(0,05;9)
o4

28] odhad

28| 090[doini= | 452 | 644 |=horni |

o7 o95[doini= | 433 | 633 |=horni |

- N

29 Xp - delta +—! Xp + delta

30




Intervalovy odhad parametru 62 zakladniho souboru

Predpokladame, Ze zékladni soubor mé normalni rozdéleni. Intervalovy
odhad bude mit obecny tvar:

P(q, < o’< Q) =1-a
Intervalovy odhad se opira o poznatel§ rozdéleni vybérového rozptylu, ze

totiz nahodna veli¢ina ns?/g?ma X~ rozdélenis v =n-1 stupni
volnosti.

Hodnoty q,, g, uréujeme pomoci odhadnuté hodnoty s z vybérového

souboru: >
__hs . ns
ql - )(z o, = )(2
a -2 (0=
E:(nfl) 15D

Ze statistickych tabulek ¢i s vyuZzitim vhodného statistického programu
potiebujeme ur¢it kritické hodnoty x2 rozdéleni pro (n-1) stupfid volnosti

Intervalovy odhad parametru 2 zakladniho souboru

Intervalovy odhad parametru 02 |Ize potom zapsat:

2 2
ns ns

Pl—<0’<———]=1-a
Lo -2 (0=
E,(n 1) 1- 2,(n 1)

Odmocnénim ziskdme vyraz pro intervalovy odhad smérodatné
odchylky z&kladniho souboru.

Priklad: Pro vybérovy soubor 12 méfeni vysky vodni hladiny byla zjisténa
hodnota rozptylu s? = 0,64. Uréete intervalovy odhad rozptylu pro hladiny
spolehlivosti 0,90, 0,95 a 0,99 7

Meze intervalu spolehlivosti po¢itame podle vztahu:

P[

2

2
?s <o?< 2ns
Xa X a

24 =iy

1=1-a

Reseni s vyuzitim funkci v programu EXCEL:

C D E F G H | J
13 N odhad
14 o oz 1-0L 1.2 CHIINV(CL2,n-1) | CHIINV(1-CL2.n-1) dolni horni
15| o1n 005 0,80 0,850 19,675 4575 0358 | 1539
16 0,05 0,025 0,95 0975 21,820 3,818 0321 | 1845
17 | o 0,005 0,88 0,395 26,757 2,603 0263 | 2704
Zadani vzoreil v EXCELU: / /
=CHIINV(0,005;11)
=11'0,64/G17

=11"0,64H17

Ur€eni rozsahu n nadhodného vyb éru

Potfebujeme ho k tomu, abychom z vybéru odhadli neznamy primeér
s pfedem zvolenou presnosti — tedy aby mél interval spolehlivosti
pozadovanou §irku.

Rozsah vypocteme ze vztahu pro vypocet tzv. pfipustné chyby (delta),

ktera je polovinou poZadované §itky intervalu spolehlivosti.

A=z ehoZ pro n pla =
= z ¢ehoz pro n plati: n=
2 /n pronpl

Uré€eni rozsahu n nadhodného vyb éru

Priklad: Z ndhodného vybéru 60-ti zakazniku hypermarketu
jsme zjistili jejich primérny vék 28 roku. Za predpokladu, ze
zname smérodatnou odchylku vech zakaznikd (9 roku) uréete:

n=60 a) 95 % interval pro pramérny vék viech zakazniku
x=28 0 o
- (28~ 196— < y1< 28+ 196——
o=9 (28-196 - s <28+ 196 1)
a =005 (©257< <303

b) pottebujeme, aby 95 % interval byl pouze plus minus 2 roky. Jak
velky vybér je zapotiebi?
Predpokladame, Ze pripustna chyba A je 2
z,\
= (9!196
A 2

n=

2
} =882°=78

Vybér by musel obsahovat 78 zakazniku




