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Vicerozmérné statistické metody piedstavuji velice uziteCny néstroj pro uchopent,
zjednoduseni a vizualizaci velmi slozitych dat. Pouzitelnost téchto metod v pfirodnich védach
je velmi Sirokd, casto se snima setkdvdme nejenom v ekologii, experimentalni biologii,
antropologii, environmentalni chemii, ale 1 v geografii a geologii. Zpracovani rozsahlych
biologickych a hlavné ekologickych dat se bez znalosti vicerozmérnych statistickych metod
jiz neobejde. Na druhou stranu mohou v piipadé¢ nespravného uziti vést k zavadéjicim
vysledkim, jejichz chybnost nemusi byt ov§em na prvni pohled ziejma, protoze je skryta za
slozitou strukturou dat a komplikovanosti vypoctu. Znalost vicerozmérnych statistickych
metod se tak stala nutnou soucésti biologického vzdélani.

Cilem tohoto ucebniho textu neni podrobny teoreticky vyklad jednotlivych typt
vicerozmérnych analyz, ale ve struc¢né a prehledné formé predstavit postupy analyz, objasnit
zéklady jejich vyuziti v€etné potencidlné slabych mist a poskytnout ndvody ke spravné
interpretaci vysledku.

Dostupnost novych studijnich materialt, kterych je v soucasné dobé stale nedostatek, by
meéla pfispét k zvySeni odbornosti studenti biologie i dal$ich pfirodovédnych obori.

Jednotlivé pfedstavené metody vicerozmérné analyzy dat je mozné pouZzit pii studiu
raznych biologickych objekti. Vzhledem k zaméfeni autori pochazeji ovsem uvadéné
ptiklady zejména z oblasti ekologie zivych organismu.

Ceskd a ani anglickd terminologie pouZivana v dostupné literatufe neni zcela
stabilizovana a Casto se stavd, ze tytéZ metody jsou v riznych ucebnicich a statistickych
programech uvadény riznymi ndzvy. Z tohoto divodu uvadime anglické nazvy metod
kurzivou a dalsi ekvivalenty nazvii v zavorkéch.

Na tomto misté¢ bychom radi podékovali za pfipominky recenzentiim, jejichz poznamky
vyrazné zlepsily kvalitu téchto uc¢ebnich texta.

Ptiprava a vydani téchto ucebnich texti byly podporovany projektem ESF ¢.
CZ.1.07/2.2.00/07.0318 ,,Viceoborovd inovace studia Matematické biologie* a statnim
rozpoétem Ceské republiky.
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1 Uvod

1.1 Smysl a cile vicerozmérné analyzy dat

Veskery svét kolem nés je vicerozmérny. Kromé vnimani tfirozmérného tvaru miizeme
kazdy objekt popsat celou fadou dalSich charakteristik, jako je tfeba barva, hmotnost, chut
atd. Pfes tuto skutecnost, kterou vnimame kazdy den, je pro nas ovSem problémem ptedstavit
si tento stav popsany ve form¢ datové tabulky a nebo jej dokonce né€jakym zpiisobem popsat
jinému ¢lovéku — nastava zde tedy misto pro specialni typ analyzy, tedy vicerozmérnou
analyzu.

Metody vicerozmérné analyzy jsou velmi uzitenym prostiedkem pro explorativni
analyzu slozitych dat.

Ackoliv klasicka statistika znd fadu zplsobli popisu jednotlivych méfenych nebo
pozorovanych proménnych, je pro nas v ptipadé hodnoceni velkého mnozstvi proménnych
velmi obtizné si tyto vystupy poskladat do jednolitého obrazu vedouciho k pochopeni
podstaty. Pravé vicerozmérna analyza dat je néstrojem slouzicim k usnadnéni tohoto procesu
a jeji ptinos lze shrnout nasledovne¢:

e nalezeni smysluplnych pohledl na data popsana velkym mnozstvim proménnych,

e nalezeni a popsani skrytych vazeb mezi proménnymi a tak zjednoduSeni jejich
struktury,

e jednoduché vizualizace dat, kdy v jediném grafu se skryva informace napt. z 20
proménnych,

e umoznéni a/nebo zjednoduseni a interpretace dat na zaklad¢ jejich zjednoduseni
a vizualizace vicerozmérnou analyzou.

Ackoliv je v ptipadé€ vicerozmérnych analyz pouzivana cela fada matematickych postupt,
jedno maji vSechny tyto analyzy spolecné — hledaji, které naméfené proménné nebo objekty
spolu né¢jakym zptsobem souvisi a které je tedy mozné jako podobné sloucit a tak snizit
sloZitost namétenych dat.

Na tomto misté¢ musime uvést i nevyhody vicerozmeérné analyzy dat.

Zjednoduseni vicerozmérného problému je mozné pouze tehdy, kdy existuje vazba mezi
naméfenymi proménnymi. Pokud by mezi nimi Z4dna vazba neexistovala, nebo byla velmi
slaba, nema smysl vicerozmérné metody pouzivat.

Dal$im kamenem urazu muze byt nespravné pouziti metody, které mize vést
k zavadéjicim vysledkiim. Pfi zpracovavani vicerozmérnych dat ovS§em nemusi byt tato chyba
patrna, protoZe je zakryta sloZitou strukturou dat a naro¢nosti vypoctu.

Ptiklady wziti vicerozmérnych metod mlzeme najit v riznych oblastech, nejen
v ptirodovédnych oborech, ale také v sociologii, ekonomii i1 marketingu. Z oblasti
biologickych véd mlZeme zminit aplikace v ekologii, ekotoxikologii, taxonomii, etologii,
antropologii atd.

Konkrétné z ekologie muizeme uvést vyuziti mnohorozmérnych metod napi. pfi
hodnoceni vlivu environmentalnich zmén na biologicka spoleCenstva, klasifikaci vegetacnich
1 ptidnich spolecenstev, atd.



1.2 Statistické software pro vicerozmérnou analyzu dat

V soucasnosti je k dispozici mnoho nastroji ke zpracovéani a analyze mnohorozmérnych
dat. Nejrozsifengjsi a nejpouzivanejsi software pro vicerozmérnou analyzu uvadime nize.

Systém R je voln¢ dostupny software (http://www.R-project.org) pro zpracovani dat
a jejich analyzu s grafickymi vystupy. Vyhodou tohoto systému jsou algoritmy, které zatim
v komerc¢nich softwarovych nastrojich nejsou tolik rozsifené. Systém R na rozdil od jinych
softwaru nabizi napt. hodnoceni vysledkti shlukovani ve formé tzv. Silhouette plot.

SPSS je bezny komeréni software s rozsifenymi moznostmi zpracovani dat a jejich
analyzy. Vicerozmérné metody jsou soucasti tohoto softwaru, pro specifické potieby biologa
ovSem nemusi vzdy postacovat.

Statistica for Windows je bézny komer¢ni software na analyzu a zpracovani dat
s hezkymi grafickymi vystupy. Metody vicerozmérné analyzy jsou soucasti tohoto softwaru,
ovSem na rozdil od specializovanych néstrojui je v ném omezené mnozstvi moznych nastaveni
vicerozmérnych analyz.

Syntax 2000 je software zaméfeny na analyzu ekologickych a taxonomickych dat.
Poskytuje metody hierarchického shlukovani, nehierarchického shlukovani a ordinace.
Vyhodou tohoto softwarového nastroje je mnozstvi moznych nastaveni analyz, které
v béZnych komercénich softwarech nejsou k dispozici.

Canoco for Windows 4.5 s dalsimi aplikacemi je soubor nastroji specializovany
na analyzu ekologickych dat se zvlaStnim zaméfenim na ordinacni metody. K dispozici jsou
vSechny bézné ordinacni metody, jejich kanonické formy, 1 hybridni formy. U kanonickych
ordinac¢nich metod poskytuje moZnost statisticky testovat vyznamnost vSech nezavislych
proménnych a také kanonickych os. V aplikaci Canoco console 4.5 ma uzivatel dalsi
moznosti nastaveni. Aplikace CanoDraw for Windows poskytuje hezké grafické vystupy
analyz, které 1ze snadno upravovat.

PAST je volné dostupny software (http://folk.uio.no/ohammer/past/) vyvinuty pivodné
pro analyzu paleontologickych dat s rozsahlou nabidkou méné obvyklych vicerozmérnych
analyz, vCetn¢ analyzy tvar. Dal§i vyhodou je i nabidka metod pro analyzu biodiverzity,
ktera z software PAST C¢ini univerzalni néstroj analyzy ekologickych dat.


http://www.r-project.org/
http://folk.uio.no/ohammer/past/

1.3 Parametricka a neparametricka vicerozmérna statistika

Vicerozmérna statistickd analyza se fidi stejnymi zakonitostmi jako klasicka
jednorozmeérnd analyza a tada jejich metod je citliva na predpoklady o rozlozeni, pfitomnost
odlehlych hodnot apod.

Klasickym ptikladem je provéazanost analyzy hlavnich komponent s parametrickou
kovarianci nebo korelaci, kdy pfitomnost odlehlé¢ hodnoty vede k vysoké hodnoté korelace
a jeji vyznamnosti i kdyz zbyvajici data nevykazuji zadny vztah. V ptipad¢ analyzy hlavnich
komponent tato situace vede k tomu, Ze prvni, nejdilezitéjsi, faktorova osa ukazuje pouze
informaci o pfitomnosti odlehl¢ hodnoty v datech a nijak nepfispiva k pochopeni zdroju
variability dat. Naproti tomu nékteré vicerozmérné metody lze povazovat za velmi robustni
a analogické neparametrickym pfistupim klasické statistiky (napi. nékteré shlukovaci
algoritmy).

Z téchto divodii je pii vypoctu vicerozmérnych analyz tfeba vénovat odpovidajici
pozornost oveteni predpokladi, které jsou v ramcei ucebniho textu také u jednotlivych metod
uvedeny.



2 Datové podklady

Podkladem kazdé vicerozmérné analyzy je vzdy tabulka (Tabulka 1.1) obsahujici
v fadcich jednotlivé méfené objekty (napi. lokality, vzorky, respondenty) a ve sloupcich
proménné méiené na téchto objektech. Kazda proménnd predstavuje jeden rozmér objektu.

Tabulka 1.1 Ukazka datoveé tabulky.

Vzorek Padni typ Quercus Teplota vzduchu Srazky
(B-B stupnice)* (°C) (mésicni thrn mm)

1 jil 2 21 25
2 jil 1 18 10
3 jil 2 19 30
4 raSelina 1 20 62
5 pisek 4 17 8

6 pisek 3 21 4

* Braun-Blanquetova stupnice

2.1 Typy dat
Data je mozné méfit v nasledujicich stupnicich (Skalach):

e Nominalni stupnice (nominal scale)

Tato stupnice je kvalitativni. Hodnoty nemaji mezi sebou zadny vztah, plati zde pouze
rovnost a nerovnost. Jako ptiklad 1ze uvést proménnou plidni typy, ktera nabyva hodnot ,,jil*,
»raSelina®, ,pisek®. Kody ptifazeny k témto hodnotam (napft. ,,1%, ,,2%, ,,3%) pouze oznacuji
dané hodnoty a neplati mezi nimi vztah ,,vétsi* a ,,mens$i“. Specifické postaveni mezi znaky
zaznamenavanymi na nomindlni stupnici maji znaky bindrni — tyto nabyvaji pouze dvou
hodnot (napf. proménna pohlavi: muz, Zena).

e Poradova stupnice (ordinal scale)

Pro hodnoty na potadové stupnici krome rovnosti a nerovnosti 1ze urcit také vztah mensi
a veétsi. Piikladem proménné meétfené na této Skale je abundance rostlin méfend na Braun-
Blanquetova stupnici, kterd pokryvnost rostlinnych taxonti hodnoti na 7-stupiiové Skale.
Mozné hodnoty nebo kody této stupnice l1ze sefadit od nejnizsi abundance po nejvyssi. Ovsem
nelze urcit, zda rozdil mezi hodnotami ,,1* a ,2“ je vétsi nebo mensi nez rozdil mezi
hodnotami ,,4 a,,5%.

e Intervalova stupnice (interval scale)

Kromé¢ vlastnosti piredchozich dvou stupnic je zde mozné také sCitdni a odecitdni. Na
rozdil od potadové stupnice 1ze zde vyjadiit miru rozdilu mezi objekty. Intervalova stupnice
ovSem nema ptirozeny nulovy bod. Piikladem je teplota méfena v stupnich Celsia. Rozdil 5
stupnili znamen4 to stejné pies celou stupnici. Hodnota 0 je redlna teplota; 1ze urcit rozdil mezi
hodnotou 0 a 5 stupiiu, nelze ovSem urcit, kolikrat je hodnota 5 vyssi nez hodnota 0.

e Pomérova stupnice (ratio scale)



Pomeérova stupnice dovoluje vyjadfit pomér mezi hodnotami. Tato stupnice ma ptirozeny
nulovy bod, 1ze proto ur¢it pomér (napi. hodnoty délky, plochy nebo objemu).

Z hlediska statistického zpracovani dat mizeme proménné rozdé¢lit na:
1. kvalitativni (qualitative)

a. binarni (binary, dvoustavové, alternativni) — nabyvaji pouze dvou hodnot,
vétSinou je kodujeme O a 1 (napf. pfitomnost nebo nepfitomnost uréitého
zivoc¢isného druhu)

b. vicestavové (multistate) — nabyvaji vicero hodnot, napt. vyse uvedené typy pud

2. semikvantitativni (semiquantitative) — do této skupiny patii proménné, jejichz
hodnoty jsou vyjadfeny pomoci odhadové stupnice, kterda nema konstantni rozdily
mezi sousedicimi hodnotami (napt. Braun-Blanquetova stupnice pokryvnosti)

3. kvantitativni (quantitative) — proménné lze vyjadfit méfitelnou stupnici, na niz jsou
konstantni rozdily mezi jednotkami

a. nespojité, diskrétni (discontinuous, discrete) — proménné, které nabyvaji
pouze urcité numerické hodnoty (napt. pocet kvéti)

b. spojité, kontinualni (continuous) — proménné, které mohou nabyvat
nekone¢ného poctu hodnot mezi dvéma pevnymi body dané stupnice (napf.
vyska stromt, koncentrace rtuti v pide, apod.).

V analyzach je problematické pouziti vicestavovych kvalitativnich proménnych.
Alternativni moznosti jak pracovat s takovymi daty je jejich pevedeni do umélych bindrnich
proménnych, tzv. dummy variables, kde kazdy stav pfevedeme na novou binarni proménnou
kédovanou 0 a 1, kde 1 znamena piitomnost daného stavu.

2.2 Mozné problémy dat a jejich FeSeni

Razné metody vicerozmémé analyzy kladou n€kolik pozadavkli na vstupni data.
V prvnim fad€ vSechny metody vyZaduji uplné datové matice bez chybé&jicich dat. Nekteré
metody jsou dostate¢né robustni ve vztahu k odchylkam od normalniho rozloZeni dat, nékteré
metody vyZaduji mnohorozmérné normalni rozloZeni dat. Tento problém lze vyfeSit vhodnou
transformaci dat. V nékterych piipadech maji méfené proménné rizné jednotky, Casto se
fadove lisi a tak je vhodné ptfevést proménné na stejné méfitko. K tomu slouZi standardizace
dat.

2.2.1 Chybéjici data

V piipadé, Ze nékteré hodnoty neni mozné urcit nebo naméfit, je nutné tyto situace
oSetfit. K tomu je n¢kolik moznosti.
1. Objekty, ve kterych hodnoty chybi, mizeme vypustit. Toto feSeni je vhodné
tehdy, kdyZ jsou chybéjici data pouze v n€kolika malo objektech.
2. Proménné, u kterych hodnoty chybi, miizeme vypustit, pokud’ jich neni mnoho
a nejde o klicové proménné.
3. Chybé¢jici hodnoty miizeme doplnit a to riznymi metodami:
a. doplnéni priméru z hodnot, které jsou k dispozici,
b. dopocitani chybégjicich hodnot pomoci mnohonasobného regresniho
modelu za pouziti objektii bez chybé&jicich hodnot.



Tyto metody ovSem zpusobi duplikaci informace, kterou jiz zndme a dochazi tim ke
snizeni pocCtu nezavislych pozorovani v datech, Cili stupiii volnosti. Takto upravenym
objektiim je pak mozné prifadit mensi statistickou vahu.

2.2.2 Transformace dat

Transformace je mozna nékolika zplisoby. K transformaci se pouzivaji konstanty
a funkce nezavislé na analyzovanych datech.

Linearni transformace (napf. nasobeni hodnot proménné konstantou) neméni vysledky
analyzy v piipadech, Ze jde o analyzu kvalitativniho vztahu proménnych (napi. korelace);
v piipadé, ze je dulezita absolutni hodnota proménné dochédzi k vézeni jejiho vyznamu
v analyze.

Dalsim piikladem je adjustace proménné na vliv jinych proménnych pomoci jejich
linearni kombinace (napf. adjustace hladiny hemoglobinu na vék pacientil). Tato uprava méni
1 interpretaci vysledné proménné.

Vétsina transformaci, které se pouzivaji v biologii, jsou nelinearni transformace. Tyto
transformace méni rozdé€leni dat.

Logaritmicka transformace
y; =log, X; nebo (kdyz jsou pfitomny nuly) y; =log.(x; +1) (2.1)

Tato transformace se Casto pouziva ze Ctyt riznych divodu:

e k ziskani statisticky vhodnych vlastnosti normalniho rozlozeni u proménnych s log-
normalnim rozlozenim,

¢ k dosazeni homogenity rozptylu

e k linearizaci vztahu proménnych

e k pfifazeni menSi vahy dominantnim proménnym, ¢ili ke zvyraznéni kvalitativni
stranky dat.

Odmocninova transformace

Proménné nesmi dosahovat nulovych hodnot, a proto se nékdy pouziva ve tvaru:

Y, =+/%; +05 (2.3)

Tato transformace se pouziva:

e pied analyzou proménnych s Poissonovym rozd€lenim (napt. pocet jedinct urcitého
druhu ziskanych z jedné pasti za urcitou ¢asovou jednotku),

e k pfifazeni niz§i vahy dominantnim proménnym.

Arkussinova transformace

Pouziva se v kombinaci s odmocninovou transformaci.



y; = arcsin \/XT (2.4)

Predpoklada, ze data jsou métena v intervalu <0,1>.
Pouzivd se na tUpravu procentudlnich hodnot vyjadfenych v intervalu <0,1> (napf.
vegetacni pokryvnosti druhtt).

Exponencialni transformace
y; =a’ (2.5)

Kdyz a je redlne ¢islo vétsi nez 1, jsou zvyraznény dominantni proménné, pro hodnoty
a <1 se bézn¢ nepouziva.

Transformace na ordinalni §kalu

Hodnoty proménnych jsou pievedeny do tiid. Cim vyssi je &islo t¥idy, tim vyssi byla
pivodni hodnota. OvSem stejné Cislo tfidy nemusi vzdy znamenat stejnou hodnotu ptivodni
proménné. Intervaly tiid nemusi byt stejné.

Typickou transformaci na ordinalni Skdlu je pouziti Braun-Blanquetovy stupnice pfi
kvantifikaci pokryvnosti vegetace (Tabulka 2.1).

Tabulka 2.1 Braun-Blanquetova stupnice pokryvnosti vegetacnich druhii.

stupenn  popis kod
r druh velmi vzacny, jen 1-3 drobné exemplare 1
+ pokryvnost nizsi nez 1 % 2
1 pokryvnost 1 -5 % 3
2 pokryvnost 5 - 25 % 4
3 pokryvnost 25 - 50 % 5
4 pokryvnost 50 - 75 % 6
5 pokryvnost 75 - 100 % 7

Extrémem je binarizace — transformace na prezenci a absenci.

yi =0 kdyz x; =0 y; =1 kdyz x; >0 (2.6)
Transformaci na ordinalni Skalu se vzdy straci ¢ast informace. V nekterych ptipadech je
ovSem tato transformace jedind moznost jak dosdhnout srovnatelnosti dat (napt. tiidy
ekologického stavu).
Je ovSem velmi vyhodné sbirat data v terénu na ordindlni Skale, tak jak je to napt. béZné
v botanickém monitoringu.

2.2.3 Standardizace dat

Ke standardizaci se pouzivaji statistiky odvozené z analyzované¢ho souboru dat (rozpéti,
smérodatnd odchylka, primér, maximum atd.). Proménné se timto postupem provadéji na
stejné mefitko, CcCili prestdva zdlezet na skuteCném rozméru pfislusné promeénné.
K nejcastéjSim upravam patii centrovani a standardizace smerodatnou odchylkou.



Standardizace rozpétim

_ X —min, )
max ; 1 j— Min ; x; |

Yi (2.7)

Doporucuje se pouzit v pripadech, kdy jsou sice proménné méieny ve stejném metitku,
ovSem mezi jejich hodnotami jsou velmi velké rozdily.
Centrovani

Pfi centrovéani je od ptvodni hodnoty pouze odecitdn primér proménné, tj. od prvkia
sloupce se odecte jejich sloupcovy aritmeticky prameér.

Yi =X —X; (2.8)
Standardizace smérodatnou odchylkou
Pod pojmem standardizace vétSinou rozumime Upravu hodnot proménné tak, aby
standardizovana proménna méla nulovy primeér a rozptyl roven jedné. Nova hodnota se ziska

odectenim sloupcového priméru od pivodni hodnoty a podélenim sloupcovou stiedni
hodnotou. Vypocétem dostavame tzv. z—skore.

2.9)

V dalsi casti jsou predstaveny metody standardizace ekologickych dat, které se pouzivaji
zejména ve shlukové analyze. Standardizace je definovéana jako pouziti ur¢itého standardu pro
vSechny proménné (v ekologickych studiich jde napt. o druhy) nebo objekty (vzorky, lokality)
pted spocitanim (ne)podobnosti nebo pied aplikaci analyzy.

Standardizace na celkovy soucet Fadku

Hodnoty proménnych v objektu se sectou a kazd4 hodnota je vydélend timto souctem.

V ekologickych studiich se takto urci relativni abundance (dominance) druhti. Je potfebné
pouzivat tuto standardizaci opatrn€ v piipade€, Ze jsou soucty fadkli velmi rozdilné, protoze
vzéacné druhy se objevuji az ve vzorcich s vysokym poctem jedinci.

X

T 2 e

Standardizace na celkovy soucet sloupce

Pro kazdy sloupec (proménnd) je urcen soucet pies vSechny objekty. Pivodni hodnoty
jsou pak podéleny sloupcovym souctem.

V ekologickych studiich, kde proménné piredstavuji jednotlivé druhy, timto zplisobem
ziskame frekvence druhti v objektech.



Tato standardizace siln¢ nadvazi vzacné druhy a podvazi bézné druhy. Proto se tato
standardizace doporucuje pouze tehdy, kdyz se frekvence druhti v tabulce velmi nelisi. Tato
standardizace byva pouzivana v piipadech, kdyz se v seznamu druhti vyskytuji rizné trofické
urovné, protoze vyssi trofické tirovné jsou méné zastoupeny (a proto mize vyhovovat jejich
nadvazeni).

Yi = Z X (2.10)

Standardizace na maximum radku

Vsechny hodnoty v fadku jsou podéleny maximalni hodnotou dosazenou u nékteré
proménné v tadku.

Tato standardizace je aplikovana ze stejného divodu jako standardizace na celkovy
soucet fadku. Je méné citliva na pocet proménnych, je ovSem potieba uzivat ji opatrné
v pfipadech, kdyz jsou veliké rozdily ve vyrovnanosti vzorki.

X..

— I
= maxi{xij} _—

Standardizace na maximum sloupce

Vsechny hodnoty v sloupci jsou podéleny maximalni hodnotou sloupce.
Tato standardizace je v ekologickych studiich doporuovana podobné jako standardizace
na celkovy soucet sloupce, kdyz jsou ptitomny rizné trofické urovne.

X..

— I
= e 03 (2.12)

Standardizace na jednotkovou délku vektoru radku

Podélenim hodnot proménnych u objektu odmocninou sumy ¢tvercii hodnot se vSechny
vektory objektd zobrazi na jednotkové Kkruznici prostoru tvofeného proménnymi
(v ekologickych studiich jde o druhy). Euklidovské vzdéalenosti se touto standardizaci
redukuji na tétivové vzdalenosti (chord distance).

Vi T T (2.13)

2.2.4 Problém dvou nul (double zero problem)

Problém dvou nul je castym problémem v ekologickych studiich. Vyskytuje se
u proménnych, kde nula znamenda nepfitomnost a ne normalni hodnotu stupnice. Typickym
ptikladem jsou pocetnosti (abundance) druhti.. Druhy jsou zndmy unimodalni distribuci niky
podél enviromentdlniho gradientu. Jestlize se druh na porovnavanych objektech (napf.
lokalitach) vyskytuje, indikuje to jejich podobnost, neni-li v§ak zastoupen na zadné¢ muze to



byt napf. zplisobeno tim, ze environmentalni podminky nik obou lokalit jsou bud’ ,,vyssi" nez
optimalni nika anebo ma jedna z nich ,,vyssi" a druhd ,,nizs§i" nez vlastnosti optimalni niky.
Proto je lépe ned¢lat ekologické zavéry ze spolecné absence druhu na porovnavanych
objektech (Obrazek 2.1). Tento problém se samoziejm¢ netykd pouze binarnich dat
prezence/absence, ale i kvantitativni analyzy absence/pocetnost. Problém dvou nul je castym
problémem vicerozmérné analyzy v ekologii. Z tohoto diivodu neni také vhodné analyzovat
slozeni spoleCenstev pomoci analyzy hlavnich komponent PCA, kterd je na tento problém
citliva.

V praxi to znamena vybrat pro analyzu takovychto dat pouze vhodné metody (napf.
asymetrické koeficienty podobnosti, korespondencni analyza) neovlivnéné timto problémem.
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Obrazek 2.1 Problém dvou nul (double—zero problem). Dvojitd nepritomnost neni stejna jako dvojita
pritomnost.



3 Vicerozmérné normalni rozdéleni

Pouzitelnost mnohych klasickych statistickych metod a postupit vyzaduje ptredpoklad
o normalnim rozdéleni sledovanych proménnych. Podminka normality vyplyva z toho, Ze
metody zalozené na tomto piedpokladu mohou vyuzit kompletni matematicky aparat
schovany za danou statistickou metodou. Tyto metody jsou také relativné snadno
pochopitelné a se ziskanymi feSenimi se dobfe pracuje. OvSem v realném svété byva obtizné
predpoklad o normélnim rozlozeni dodrzet, v mnohych oblastech pfirodnich a mnohdy
1 technickych obort neni tento piedpoklad samoziejmosti.

Predpokladejme vsSak normalitu a pfedpoklad o jedné normalné rozlozené néhodné
proménné mizeme rozsiiit na predpoklad simultanniho normalniho rozlozeni dvou a vice
nahodnych proménnych. Nékteré vicerozmérné postupy a metody vychazeji z predpokladu
vicerozmérného normalniho rozdéleni. Vicerozmérné normalni rozdéleni mize byt také velmi
uzite¢nou aproximaci riznych jinych simultannich rozdéleni.

Vicerozmérné normalni rozdéleni je rozsifenim jednorozmérného normalniho rozloZeni
pro vice jak jednu ndhodnou proménnou (p > 2). Nahodny vektor x ma vicerozmérné
normalni rozloZeni ma-li jeho hustota pravdépodobnosti tvar

f(x)= 27z7§|):|% exp[(x_u)Ti_l(x_")j (3.1)

kde p je vektor p stfednich hodnot (vektor priméri) proménnych X;, Xo,...X,, X je
kovaria¢ni matice (matice slozena ze smerodatnych odchylek).

Vicerozmérné normalni rozlozeni ma tyto vlastnosti:

1. linedrni kombinace prvkil x maji normalni rozloZeni

2. vSechny podmnoZiny x maji normalni rozloZeni

3. nekorelovanost ndhodnych proménnych z x znamena jejich nezavislost

4. vSechna podminéna rozd¢leni jsou normalni

Pro jednorozmérné normalni rozloZeni ma predesly vzorec tvar

1 X —p)
£ (x) = e exp| X (32)
\2705? 20
X — 2
V exponentu je étverec vzdalenosti U® = —‘uj , tedy vzdalenosti x od stfedni hodnoty
o

u kde jednotkou vzdalenosti je c.

Pro vicerozmérné normalni rozloZeni mizeme chapat kvadratickou formu v exponentu
jako ctverec vzdalenosti vektoru x od vektoru p, ve kterém je obsazena informace
z kovarian¢ni matice

C?=(x-p) £ (x—n)
C je Mahalanobisova vzdalenost, pro zvolenou hodnotu f(X) jeji Ctverec je geometricky
plocha elipsoidu se stfedem p a osami c,/A;v; proj =1, 2, ... p, kde 4; jsou vlastni Cisla

matice X a vj jsou vlastni vektory této matice.



C?=(x—p) = (x—pn) ~ *(p)

Dvourozmémé normalni rozlozeni je specidlni pfipad p-rozmérného normalniho
rozdéleni pro p = 2. Jednd se o vhodné ilustracni schéma obecného piipadu. Mame dvé

néhodné veli¢iny X; a X, se sttednimi hodnotami w; a p,, s rozptylys?, o> a s kovarianci
o12, pak je mozné determinant kovarianéni matice £ mozné vyjadfit jako o/c (1— pz) kde p
je korelacni koeficient definovany Jako . Tento determinant je roven nule kdyz p = 1.
0.0,
Podminéné rozd¢leni X1|X2 je normalni se stfedni hodnotou f, + £, X, a rozptylem
2 2
01 (1_/7 )

ﬂl:ﬂ

By = — Biu,

2
o,
Podminéné rozdéleni X1|X2 zavisi linedrné na x,. Rozptyl X; nezdvisi na x,. Pro

dvourozmérné normdlni rozdéleni muzeme elipsy konstantni hustoty zndzornit graficky
(Obrazek 3.1).
f(x,, X, )= konst
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Obrazek 3.1 Hustota dvourozmerného normalniho rozdeleni a elipsy konstantni hustoty, u; = u; = 0,
o1 =1, 0, =2, p= 0 (podle Tvrdik 2003).



3.1 Vicerozmérné charakteristiky rozdéleni

Zakladni charakteristikou vicerozmérného rozdeleni je vektor stfednich hodnot (vektor
pramért)

E(X,)
E(X
E(X,)
a kovaria¢ni matice
012 0,0, + 0,0,
,0, 0'22 e 0,0

% = var(X) = cov(X) =| * P

2

0,0, 0,0, = O,

kde o je kovariance dvou nahodnych veli€in, tj.
o = cov{X;. X, )= E(X; ~E(X, IX; ~E(X; ) (3.3)

a 6, =c’ jerozptyl var(X;). Kovarianéni matice je symetrickd, nebot G;; =0y

3.1.1 Medoid

Medoid je reprezentativni objekt datového souboru nebo shluku v datech, jehoz pramér
podobnosti od vSech ostatnich objektli v datech nebo ve shluku je minimalni. Medoid mé
podobny vyznam jako primér nebo centroid, jen je vzdy reprezentovan redlnym objektem
z datového souboru. Medoid byva nejcastéji pouzivan tam, kde neni definovan primér nebo
cetroid (napf. tfi a vicerozmérny prostor). Tento termin se pouziva pii shlukové analyze.

3.2 Wishartovo rozdéleni

Uvazujeme v nezavislych ndhodnych vektorti w;, 1 = 1, 2, ... v, vesmes s rozdélenim

Np(op,Z). Potom nihodna matice A :Z:uiuiT ma p-rozmémé Wishartovo rozdéleni se
i=1

v stupni volnosti, tedy A ~W, (v,x).

Pii odvozeni nékterych dilezitych algoritmli ve vicerozmémé statistické analyze se
uplatiuje dale uvedena vlastnost Wishartova rozdé¢leni.

Soucet nezavislych ndhodnych matic s Wishartovym rozd€lenim se shodnou stiedni
hodnotou je rovnéZ Wishartovo rozdéleni se stejnou stfedni hodnotou, pficemZ stupné
volnosti se s¢itaji.

A=A +A,+...+A, A W H .
Ah - Wp(vhyz);h :1,2,...,H h p ;Vh' (34)



Souctova véta pro Wishartovo rozdé€leni pfipomind souctovou vétu pro chi-kvadrat, jehoz
je Wishartovo rozdéleni vicerozmérnym zobecnénim.

3.3 Hotellingovo rozdéleni

Uvazujme regularni ctvercovou matici A p-t¢ho fadu a rozdélenim W, (v, Z) anaA
nezavisly p-polozkovy vektor a s rozdélenim N (Op : %) Potom kvadraticka forma

Q,=ca’'Ata

ma Hotellingovo rozdéleni T (p, v—ptl).

V jednorozmémém normalnim rozdéleni se pii testovani hypotéz o stiedni hodnoté
pouziva statistika (jednovybérovy t-test)

X ~ Ny, 02 X—p ~t(n-1
(wo*)—> 00 (n-1) G55)

Druhou mocninu této  statistiky miZzeme upravit a zapsat ve tvaru

t? = n(;—ulsz(x)]_l(i— u). Tento vyraz odpovida p-rozmérné statistice, vhodné k tisudku
o u, ktera ma Hotellingovo rozdé&leni T s p a n—p stupni volnosti, jedna se tedy o zobecnéni t-
rozde€leni pro p-rozmérny prostor. Miizeme tedy psat

X~ N, (L Z)—>n(x—p)'s* ~T*(p,n—p). (3.6)

Obdobnym zplsobem lze také ziskat zobecnény dvou vybérovy t-test pro p-rozmérny
prostor (Hotellingliv test). Pak dané testova statistika ma tvar

kde & =p, —, (nejcastéji 6 = 0), méa opét Hotellingovo rozdéleni s parametry p, n — p —



4 Zaklady maticové algebry

Teoretickym zakladem libovolnych vicerozmérnych analyz je prace s maticemi.

Mnohorozmérnd data jsou sbirdana jako pozorovani objekti popsanych nékolika
proménnymi. Data mohou byt zaznamenéana v tabulce, ve které je kazdy objekt i (napf.
vzorek, lokalita, pozorovéani, pacient) reprezentovan fadkem a ve které kazdy sloupec j
pfedstavuje proménnou y; (napf. druh pfitomny ve vzorku, fyzikdlni nebo chemicka
proménnd, diagnoza, atd.). V kazdé bunce tabulky se nachdzi stav ij proménné j, ktera se tyka
objektu i. Tuto tabulku nazyvame matice. Kdyz oznaCime pocet fadkli matice (objekty) n
a pocet sloupcti (proménné) p, jeji rozmér je n x p. (Obrazek 4.1).

— (q\] e— o
O \© O O
c c c c
[ c [ c
) @ @ <)
E € £ S
e o o o
S o o o
objekt1 [V Yio -== Yaj == Yap
objekt 2 'Yao1 Voo e Yoi - Yop
objekti Vig iz - Yij == Yip

objektn Yn1 Ynz - Ynj - Ynp
Obrazek 4.1 Ukdzka matice rozmeru n x p.

Tuto matici lze otocit tak, aby proménné byly v fadcich a objekty ve sloupcich. Jde
o transponovani matice.

Ne vzdy je jednoznacné, co jsou objekty a co proménné. Napiiklad v ekologii mohou byt
ruzné lokality (objekty) sledovany s ohledem na druhy (proménné), které se na nich vyskytuji.
Ovsem v behavioralnich studiich nebo v taxonomii hmyzu jistého rodu mizou byt objekty
dané druhy hmyzu a proménnymi riizné lokality, které predstavuji ekologické niky.

Objekty a proménné lze jednoznacné rozlisit, kdyz si uvédomime, ze pocet objektii (na
rozdil od proménnych) lze teoreticky zvySovat do nekonecna.

Mnohorozmérnymi postupy lze analyzovat:

e vztahy mezi proménnymi pro soubor objekti (R mode analyza),
e vztahy mezi objekty pro soubor proménnych (Q mode analyza).

Matematické postupy aplikované pfi Q mode analyze jsou jiné neZ pfi R mode analyze.
Napft. korelaéni koeficient mizeme pouZit pfi sledovani vztahli mezi proménnymi, nelze je
ovSem pouzit pro vztah dvou objektld. Tady se pouZzivaji jiné miry asociace, napf. miry
podobnosti.

Vyse uvedenou matici rozméru # X p miizeme zapsat ve tvaru



Yiu Yoo o Y

Y=[yij]= Yor Y2 o Yop

ynl yn2 ynp

4.1 Asociaéni matice

Asocia¢ni matice je v typickém piipadé ¢tvercova symetricka matice, kde sloupce a fadky
odpovidaji proménnym/objektim ptivodni n» x p matice, pruseCik fadka a sloupcii obsahuje
métitko (metriku) vztahu mezi pfislusSnymi proménnymi/objekty. Typ pouzité metriky se fidi
typem dat (spojitd a nespojita kvantitativni data, kategorialni data, binarni data) a typem
analyzy. Q mode analyza se snazi popsat vzajemnou pozici objektl v n-rozmérném prostoru.
Typické je tedy pouziti metrik vzdalenosti a podobnosti. R mode analyza se snazi popsat
vztahy mezi proménnymi, a tak je typické pouziti korelace a kovariance a dalSich metrik
zavislosti (Obrazek 4.2). Né&ktera data je samoziejmé mozné sledovat jak z pozice objekti, tak
proménnych (napt. druhy pouzité jako proménné odbéri a odbéry pouzité jako proménné
v analyze taxontl).

R mode analyza
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Obrazek 4.2 Piivodni data tvorila matice Yy, rozméru n (objekty) x p
(proménné). Z této matice Ize vytvorit dvé asociacni matice Ay,
(promeénné x proménné) a Ay, (objekty x objekty) (podle Legendre,
Legendre 1998).



a'll a'12

PN s : X . 7 21 a22
Asocia¢ni matici mezi proménnymi oznacime A, = [aij ]:
ay Ay
all a12 aln
ia&ni matici  obiekt _[ ]_ ay,, dy, ... By,
asociaCni matici mezi objekty A, =|a; |=
ay, a, .. a,

Asociacni matice jsou nejcastéji symetrické, tj. a; = a;;.

U asocia¢ni matice mezi objekty A,, jsou hodnoty na diagonéle a; rovny nule (kdyz je

mirou asociace vzdalenost) nebo jedné (kdyz je mirou asociace podobnost).

U asocia¢ni matice mezi proménnymi A,,, kde je mirou asociace korelace, jsou hodnoty

na diagonale a; rovny jedné.

4.2 Specialni matice

Matice se stejnym poctem tadki a sloupct je Etvercova. Jak uvidime dale, pouze pro
takovou matici mizeme vypocitat determinant, inverzni matice, vlastni hodnoty (eigenvalues)
a vlastni vektory (eigenvectors). Tyto operace muzou byt provedeny na asociacni matici, ktera

je vzdy ¢tvercova.

bll blZ b bln
bh,, b .. b

B, = [bij ]= o e 2" | je &tvercova matice fadu n.
b, b, .. b,

Diagonalni matice je ¢tvercova matice, kterd méa vSechny prvky nelezici na diagonale

nulové.

Napt. matice je diagonalni.

O O O Ww
o O N O
O N O O
o O O O

Diagonalni matice, ve které jsou diagonalni prvky rovny jedné, se nazyva jednotkova

matice.

a;,

8p

pp



Jednotkova matice ma v maticové algebte stejnou roli jako jednotka v bézné algebie, tj.
piedstavuje neutralni prvek pii nadsobeni (I*B = B*I = B).
Podobné¢ skalarni matice je diagonalni matice formy

o O

=kl, kde jsou diagondlni prvky identické. Tato matice piedstavuje

(@)

0 0 0 k
jednotkovou matici vynasobenou skaldrem (konstantou).
Matice, jejiz vSechny prvky jsou nulové, se nazyva nulova matice 0 = [0] a je neutralnim
prvkem pfi s¢itani.
Ctvercova matice, jejiz prvky pod nebo nad diagondlou jsou nulové, se nazyva

1 2 3
triangularni (trojihelnikova) matice. Napt. |0 4 5| je triangularni matice. Diagonalni
0 0 6

matice jsou také triangularni.
Transponovana matice
Transponovanou matici ptivodni matice B rozméru » x p ozna¢ime B’. Jeji format bude p

x n a plati, ze b"; = b;;. Jednoduse feceno, fadky jedné matice jsou sloupci druhé matice. Napf.
transponovana matice k matici

1 2 3
1 4 7 10
4 5 6.
B= jeB=l2 5 8 11|.
7 8 9
369 12
10 11 12

Ctvercova matice, u které plati, Ze je rovna své transponované matici (B = B’), se nazyva
symetricka. Plati, ze b; = b;:.

1 45
Napf. matice |4 2 6| je symetricka.
56 3

4.3 Vektory a normalizace

Sloupcova matice rozméru n x / se nazyva vektor.
Vektor zapiSeme nasledujicim zptisobem:



Vektor je definovan jako uspofadana n-tice realnych dcisel, kde téchto »n hodnot
ptredstavuje soufadnice bodu v n-rozmérném Euklidovském prostoru.

4
Napriklad, vektor [3} je usporadana dvojice redlnych cisel (4, 3), kterou mizeme

zakreslit do Euklidovského prostoru (obrazek 4.3).

A | %(3,4)

+£ _70 (4, 3)

] 1 [l [l S
1 1 1 1 -

Obrazek 4.3 Zobrazeni dvou vektorii
v dvourozmérném prostoru. Obrazek dobre

4 3
ilustruje rozdil mezi vektory {3} a LJ (podle

Legendre, Legendre 1998).

Délku kazdého vektoru je mozné spocitat pomoci Pytagorovy véty. Napiiklad, délka

4 3
vektoru L} je V4% +3% =5 Je to také délka vektoru L} .

K porovnani riznych vektori a také jejich sméru slouzi normalizace, tj. vyd¢leni

4 415
kazdého prvku vektoru jeho délkou. Normalizace vektoru {3} je {3/5} .

Délka normalizovaného vektoru je rovna jedné.

b,

Normalizovany vektor ptivodniho vektoru b =| ° | miizeme zapsat jako



b, /foZ +bZ + ...+ b7 | b,

b, /b2 +bZ +..+b? | _ 1 b,
_\/bf+b22+...+bf

b, /[bZ +bZ +...+ b7 | b,

4.4 Scéitani a nasobeni matic

Scitat 1ze pouze matice stejného rozméru. S¢itani dvou matic pak spociva ve sc¢itani

ptislusnych prvku.

A+B:C, kde C,',':Cl,',"l‘b,',' (41)
Napt.:

1 5| |15 20 16 25
14 2|+/10 8 |=|24 10
0 0 3 5 3 5

S¢itani matic ma tyto vlastnosti:

Kumulativnost: A+ B=B + A

Asociativnost: A+ (B+C)=(A+B)+C

Distributivnost: (¢ + d)A = cA + dA; c(A + B)=cA + cB

Neutralnost nuly — soucet matice A a nulové matice (ob¢ stejného rozméru) se rovna
matici A: A+0=0+ A=A

e Opacna matice k matici A se znaci —A a plati A + (-A) = 0. Existence opa¢né matice

umoziuje od¢itdni dvou matic: A — B = A + (-B).

Odcitani matic vyjadiujeme operaci s¢itani:

2 5 1 281_251+—2—8—1_0—3 0
2 -5 0| |-56 2| |2 -5 0 5 -6 -2| |7 -11 -2

Nasobeni matice ¢islem je velmi jednoducha operace: kazdy prvek matice se nasobi

danym cislem (skaldrem). Napt.:

3 1 4 |3 12
3 5] |9 15
Nasobeni matice ¢islem ma tyto vlastnosti:

e 1A=A
e KdyZ ¢, d jsou reélna ¢isla, tak c(dA) = (c.d)A



Nasobeni matic je mozné pouze mezi maticemi, pro které plati, Ze pocet sloupcti prvni
matice je stejny jak pocet fadku druhé matice. Vyslednd matice ma pak stejny pocet radki
jako prvni matice a stejny pocet sloupcii jako druhéd matice.

1 0 2
1
5 11
Napi. A= , B=]2
2 1
3 -1
-1 3 2
1+0+6 2+0-2 7 0
3+2+3 6+1-1 8 6
C=A-B= =

1+4+3 2+2-1 8 3
-1+6+6 —-2+3-2 11 -1

Prvek c;; vysledné matice je skalar fadku i z matice A a sloupce j z matice B:
by,
b,

Cj =a 'bj :[ail Qip - Ay _ :ailblj +aizsz +"'+aipbpj (4.2)

pj

Pro nasobeni matic plati nasledujici:

e Dv¢ matice je mozné spolu ndsobit pouze kdyZ prvni matice ma tolik sloupci, kolik
ma druha matice fadka.

e O soucinu AB hovotfime, Ze matici A nasobime matici B zprava, matici B nasobime
matici A zleva.

e Dvé ctvercové matice stejného rozméru miZeme nasobit mezi sebou v libovolném
poradi.

e Soucin matice a jeji prislu§né transponované matice je vzdy mozny. B - B” a také¢ B -
B vZzdy existuji.

¢ B - B (tedy druhd mocnina matice B) existuje, pouze kdyZ je matice B ¢tvercova.

e Nasobeni matic neni kumulativni. AB # BA. KdyZ existuje sou¢in matic A a B,
neznamena to, Ze existuje soucin matic B a A.

e Asociativnost: A(BC) = (AB)C.

¢ Distributivnost: A(B+ C)=AB + AC, (A + B)C =AC + BC.

[AB]"=B" - A"a[ABCD...]’=...D-C"-B" - A".

4.5 Determinant matice

Determinant matice je ¢islo definované pouze pro ¢tvercové matice.
Determinant matice A ozna¢ime |A|. Pro toto Cislo plati:

A= (-D'ay; -a,;, .- ay (4.3)



kde pocet scitancti je n/ a I je poCet inverzi v permutaci (j;, jo, ... j,) prvka 1, 2, ... n.

Determinant matice druhého fadu se vypocita jednoduse:

all alZ
a‘21 a22

A=

=848, — 4,8, (4.4)

e P
apr.
Pty

5
3‘:2.3—5.1:6—5=1.

Ziskané Cislo je slozeno z 2! = 2 soudintl, kazdy z nich obsahuje pouze jeden a jeden
prvek z kazdého fadku a sloupce matice.

Determinant matice tfetiho fadu mizeme vypocitat podle Sarrusova pravidla (plati pouze
pro n =3):

all a12 a13

|A|=a21 ay, Qdy|=
d;; 43 Ay

= Q185,833 + 8585383 + 8y, 85,8 3 — Q389,851 — 15851833 — Ap385,8y,

4.5)

1 3 -2
Napf. |-3 0 1[=1.0.6+3.1.2+(-3).5.(-2)—(~2).0.2—3.(-3).6 -1.5.1=85
2 5 6

Determinant n-t€ho stupné vypocitdme pomoci rozvoje determinantu n-t€ho stupné, tj.
postupnym sniZovanim stupné determinantu vynechanim i-t€ho fadku a j-tého sloupce. Takto
determinant napt. patého fadu snizime na cCtvrty stupenl a déale na treti stupen, ktery
vypocitame podle Sarrusova pravidla.

all a‘12 alS a‘14

. .. , . a a a a

A je matice &tvrtého stupns. A=| -+ 2 @ A
a‘Sl a32 a33 a34

a‘41 a‘42 a43 a‘44

Determinant této matice je pak:

|Al = all|A11| - a21|A21| + a-31|A31| - a41|A41

, (4.6)

kde determinant |A11| je determinantem submatice Aj, kterou ziskdme z matice A
vynechanim prvniho fadku a prvniho sloupce:



a22 a23 a24
|All| =83, d33 8y,
Ay, 3 Ay
podobné vynechanim druhého fadku a prvniho sloupce dostaneme Ay, atd.

4

5 -1
Napt. A=

w o N
(G2 NN

© P P O
N MO W

-1 15 4 0 3 4 0 3 4 0 3
|A|=1- 4 1 4-2-4 1 4+0--1 1 5-3|-1 1 5
5 9 2 5 9 2 5 9 2 4 1 4

|A=1-201-2-(-43) +0-(—214) —3-(-19) = 201+ 86 + 0+ 57 = 344

Vlastnosti determinantu ¢tvercové matice pro n > 2:
e Hodnota determinantu se nezméni kdyz zaménime jeho tadky za sloupce a naopak, tj.
determinant matice a jeji transpozice je stejny: |A| = |A’|.

e Hodnota determinantu se nezméni, kdyZ ptipocitame k libovolnému fadku libovolnou
linearni kombinaci jinych fadkd.

KdyZ zaménime mezi sebou dva fadky (sloupce), determinant zméni znaménko.

Kdyz jsou dva fadky (sloupce) matice stejné, determinant je nula.

Kdyz jsou dva fadky (sloupce) matice linedrné zavislé, determinant je nula.

Kdyz se vSechny prvky nékterého fadku (sloupce) rovnaji nule, determinant je nula.

Determinant trojihelnikové matice (a také diagonalni matice) je soucinem prvkil na
diagonale.

4.6 Hodnost matice

Ctvercova matice je tvofena n vektory (fadky nebo sloupci), které mazou byt, nebo
nemusi byt linearné nezavislé. Dva vektory jsou linearné zavislé, kdyz prvky jednoho jsou
nasobkem prvka druhého vektoru.

-4 2 —4 2
Napft. vektory | -6 | a | 3 | jsou linedrné zavislé, protoze | -6 [=-2-| 3 |.
-8 4 -8 4

Podobné, vektor je linearné zavisly na dvou dalSich (vzdjemné nezavislych) vektorech,
kdyz jsou jeho prvky linedrni kombinaci prvkil téchto dvou vektort.

Hodnost matice (oznac¢ime /) je definovédna jako pocet linedrné nezavislych fadka (nebo
sloupcit) matice.

Matici, jejiz hodnost je mens$i, nez jeji stupeit (4 < n), nazyvame singularni. Jeji
determinant je rovny nule |A| = 0.



Matice, které hodnost je rovna jejimu stupni (2 = n), je regularni a jeji determinant je
ruzny od nuly |A| # 0.

Hodnost matice se nezméni, kdyz

e Vyménime potadi fadkid nebo tadky za sloupce.

e Vynasobime nékteré fadky nenulovym cislem.

e K libovolnému fadku piipoc¢itame linearni kombinaci jinych fadk matice.

e V matici vynechame fadek, ktery je linedrni kombinaci téch, které ziistaly v matici.
e Pfidame k matici fadek, ktery je linearni kombinaci fadki matice.

Hodnost matice mizeme vypocitat pomoci elementarnich Gprav, a to tak, abychom pod
diagonalou matice dostali nuly.

Elementarnimi tpravami matic rozumime:

e Vyménu dvou radki.

e Pfipocitani k-nasobku jednoho fadku k jinému fadku matice (k # 0).

e Nasobeni nékterého fadku nenulovym cislem.

vynasobime prvni fadek ¢islem (-2) a ptipocitdme jej k tietimu

wWw DN

1 4
Napft. v matici |0 1
2 9

k tfetimu fadku. Dostaneme

1 4 2
fadku. Dostaneme |0 1 4] Pak ndsobime druhy fadek cislem (-1) a pfipocitame
1
0 1 4 |. Vysledkem jsou tfi linearné¢ nezavislé tadky.
0

Hodnost matice 4 = 3.

4.7 Inverzni matice

V maticové algebie neexistuje déleni matic. Lze jej ovSem nahradit ndsobenim matice
tzv. inverzni matici. Inverzni matici matice A zna¢ime A™.

Kdyz inverzni matice existuje, je jedine¢na a pro ¢tvercové matice plati, ze AA™ = A'A
=L

Inverzni matice existuje pouze pro reguldrni matici, tj. kdyz jeji determinant je riizny od
nuly. Kdyz mé ¢tvercovd matice nulovy determinant, jedna se o singuldrni matici a neda se
pro ni sestrojit inverzni matice.

Pro obdélnikovou matici 1ze sestrojit tzv. pseudoinverzni matici.

Inverzni matice ma tyto vlastnosti:

A7 = 1/]A]

A=A

[A,]-l _ [A-I],

[AB]' =B'A™!

pro symetrickou matici (kde A" = A) plati: [A'] =AT



e kdyz A' = A", A je ortogonalni matice (matice, jejiz normalizované vektory jsou
ortogonalni, tj. vzajemné kolmé) a AA" =1

Inverzni matici A™ k dané ¢tvercové matici A lze vypocitat pomoci Gauss — Jordanovy

eliminacni metody.
Postup je nasledujici:
1. Sestavime matici B slozenou z ptivodni matice A a jednotkové matice 1.

&; &, - 0
a a e a 0
a, 4a, .. a, 0 0 .. 1

2. Elementdrnimi upravami matic (zdména tadku, ptipocitani k-nésobku jednoho tadku
k jinému fadku, nasobeni nékterého radku nenulovym cislem) ptevedeme matici B do
tvaru, kdy jednotkova matice I bude vlevo. Tak ziskame inverzni matici A™ v pravé

poloviné upravené matice.

1 3 0
Napt. A=|-1 -4 1
0 3 3
1 3 0100
[AI]l=]-1 -4 1. 0 10
0 3 3001

Matici jsme upravili t€émito operacemi: k druhému fadku jsme ptipocitali prvni fadek;
druhy tadek jsme vynasobili ¢islem -1; od tfetiho fadku jsme odpocitali trojnasobek druhého
radku; treti fadek jsme vynasobili ¢islem 1/6; k druhému fadku jsme piipocitali treti fadek; od
prvniho fadku jsme odpocitali trojnasobek druhého radku.

Vysledkem je upravena matice s jednotkovou matici vlevo a inverzni matici vpravo.

100 2> 3 _1

2 2 2

lat]={o 1 0 -1 -1 1

2 2 6

001 + 1 1

I 2 2 6
(5 3 1]
100 2 2 2
I-jo 1 0] Aat=|-1 -1 1
2 2 6
0 01 1 1 1
2 2 6|




Inverze je uzite¢na v mnoha aplikacich; typickym piikladem vyuziti inverzni matice je
feSeni systémil rovnic nebo vypocet regresnich modeli.

4.8 Vlastni hodnoty a vlastni vektory matice

Determinant a inverzni matice jsou uzite¢né pifi hledani ortogonalni formy pro ne-
ortogonalni symetrickou matici. Zopakujme si, ze ortogonalni matice je matice, jejiz
normalizované vektory jsou vzajemné kolmé a plati proni A = A”.

Reseni tohoto problému je podstatou faktorové analyzy, které se budeme vénovat pozdéji.
Tato metoda umoznuje redukovat velké mnozstvi proménnych vzdjemné svazanych na mensi
pocet nezavislych proménnych vysvétlujicich 1épe rozptyl dat nez ptivodni proménné.

Matematicky princip této metody spociva ve vypoctu vlastnich Cisel (eigenvalues)
a vlastnich vektori (eigenvectors) matice.

Ke ctvercové matici A (ve vétSing piipadd jde jiz o symetrickou asocia¢ni matici)
hleddme jinou matici A, ekvivalentni k A, kterd ma nenulové prvky pouze na diagonale.
Matici A nazyvadme matici vlastnich hodnot. Tyto jsou na sobé linearn¢ nezavislé. Matice A je
znama také pod nazvem kanonicka forma matice A.

a, a, .. @,
A a, ay, . Ay
_apl apz app
(A, O 0 A 0 0
A0 A 0 |0 % 0
(0 0 Ao 0 0 A,

Vlastni hodnoty a vlastni vektory matice A nalezneme pomoci rovnice
Au; =, 4.7

pomoci které jsou vypocitdny rizné vlastni hodnoty 4; a pfisluSné vlastni vektory u;.
Pocet vlastnich hodnot a vlastnich vektort je stejny.

Vyse uvedenou rovnici miZzeme zapsat jako rozdil dvou vektort:
Auj— Au; = 0, dale pak (A - A,Du; =0 (4.8)

Kromé trividlniho feSeni rovnice, kdy u; je nulovy vektor, ma tato rovnice nasledujici
feSeni:

A~ A1) =0, (4.9)



tj. determinant rozdilu mezi maticemi A a M1 musi byt rovny nule pro kazdé A;. Tuto

rovnici nazyvame charakteristickd rovnice.

Pro matici A tadu p je charakteristicka rovnice polynomem A stupné p, jehoz feSenim
jsou rizné hodnoty A;. Na zéklad€ vypocitanych vlastnich ¢isel 1ze jednoduSe urcit piislusné

4 dle

vlastni vektory.

Pfiklad:

2 2
Symetrickd matice A= {2 5} ma charakteristickou rovnici

HERRE

Charakteristicky polynom miiZeme najit rozvojem determinantu: (2—A1)(5—1)—4=0,

2-4 2
2 5-1

t.

coz dava: A —7A+6=0.Rovnice ma dvé feseni: 1, =6, 1, =1.
Razeni vlastnich hodnot je tipIné ndhodné, mtizeme stejné spravné uvadét 4, =1, A, =6.
Pomoci rovnice (A — AD)u; = 0 miiZzeme najit vlastni vektory piislusejici danym vlastnim

hodnotam.

Pro 4, =6 Pro 4, =1

;4 ) FHERN/ K
Bths il

coZ je ekvivalentni paru linerarnich rovnic:

—4u,, +2u,, =0

2u,, —1u,, =0 Tug, +2u,, =0

2u,, +4u,, =0

Tyto systémy linedrnich rovnic vzdy zahrnuji jistou neurCitost. Jejich feSeni totiz
predstavuje jakykoliv bod (vektor) ve stejném sméru jako nalezeny vlastni vektor.
K odstranéni neurcitosti je urena libovolna hodnota pro jeden prvek vektoru u, napft. 1.

U, =1

pak podle 1u,, +2u,, =0

dostavame 1+ 2u,, =0
= 1

au, =2 AU, =—=

2

u, =1
pak podle —4u,, +2u,, =0
dostadvame —4+2u,, =0



1 1
Vlastni vektory jsou tedy: [2} a { 1 ]
2

Zde je nutno poznamenat, ze i jiné hodnoty u;; a u;, by byly rovnéz vhodné; napf.
2
vektory L} a { J také vyhovuji linearnim rovnicim. Tyto vlastni vektory jsou identické

s vySe uvedenymi, li§i se pouze v ndsobku skalarem. Proto je zvykem vlastni vektory
standardizovat, resp. normalizovat. Jednou z béZnych metod je normalizace vektorii tak, aby
jejich délka byla rovna jedné (kazdy prvek vektoru je podé€len délkou vektoru).

o 1] [2 o 15| | 2/45
V naSem ptiklad¢ jsou vektory 5 a L normalizovany na 215 a Bl

Jelikoz matice A byla symetrickd, jeji vlastni vektory jsou ortogonalni (na sebe kolmé;
Obrazek 4.4). Vlastni vektory nesymetrické matice nejsou na sebe kolmé (ortogonalni).

1
(1/5,2/5)

(2/45,~1/5)

Obrazek 4.4 Viastni vektory symetrické matice jsou ortogonalni.

Zavérem je nutno pripomenout, Ze hledani vlastnich hodnot a vlastnich vektorii matice je
zékladnim principem nékterych mnohorozmérnych statistickych metod, kterymi se budeme
zabyvat v dal$ich kapitolach.



5 Asociacni koeficienty

V ptedchozi ¢asti jsem si predstavili pojem matice a asocia¢ni matice. Zopakujme si, Ze
vicerozmérna data jsou typicky uchovéavana a zpracovavina v maticové formé a vSechny
vicerozmérné metody jsou zalozeny na maticové algebfe. Zakladnim vstupem
vicerozmérnych analyz je matice n objektd (odbéry, vzorky, profily, pacienti apod.) popsana p
proménnymi (chemické parametry, abundance jednotlivych druht atd.). Na zdklad¢ této
matice je pocitdna asociaéni matice, tj. matice vztahii. Vztahy mohou byt pocitany jak mezi
proménnymi (R mode analyza), tak mezi objekty (Q mode analyza).

Diive, nez budeme piedstavovat jednotlivé vicerozmérné metody, musime zminit
asociac¢ni koeficienty. Jako méfitko vazby parametri je nejcastéji vyuzivana Kkorelace
a kovariance. Vznikla tzv. asocia¢ni matice parametra je podkladem pro faktorovou analyzu
aanalyzu hlavnich komponent. Pro objekty lze jako méfitko vztahu pouzit metriky
vzdalenosti nebo koeficienty podobnosti. Miry podobnosti nabyvaji své maximalni hodnoty
v piipad¢ identickych objekti a minimélni hodnoty, kdyz dva objekty jsou zcela odlisné.
U vzdalenosti je tomu obracené. V piipad¢ potieby lze podobnost prevést na vzdalenost.

5.1 Asociacni koeficienty mezi proménnymi

Vztah dvou proménnych x a y mizeme hodnotit pomoci Pearsonova korela¢niho
koeficientu r.

> (% -9y ~ V)
My = ——= (5.1)
Jzu X509

=1

kde x; je hodnota i-tého objektu proménné x a X je prumér dané proménné, y; je hodnota
i-t€ho objektu proménné y a y je praimér dané promenné.

Hodnoty tohoto koefientu se pohybuji v intervalu <-1, 1>. Cim je hodnota Pearsonova
korelaéniho koeficientu bliZsi jedné, tim je silnéj$i pfima linearni zavislost mezi proménnymi
x a y. Cim je bliz§i minus jedné, tim je siln&j§i nep¥ima linedrni zavislost mezi témito
proménnymi.

Pearsontiv korelaéni koeficient se pouziva tehdy, kdyZz predpoklddame normalni
rozdéleni hodnot proménnych.

V piipadé, ze proménné nevyhovuji podmince normality rozlozeni (napf. kdyz hodnoty

proménnych jsou meéfeny na ordindlni Skale), mizeme pouzit Spearmaniiv korelaé¢ni
koeficient r°.

er -1 n(n _1)2( (52)



kde R;, ... R, jsou potadi prvkd proménné x a podobné Q;, ... O, jsou potadi prvka
proménné y, n je pocet objekt. Hodnoty tohoto koefientu se také pohybuji v intervalu <-1, 1>
a jeho interpretace je stejna jako u Pearsonova korela¢niho koeficientu.

Intenzitu vztahu dvou proménnych x a y miizeme hodnotit také pomoci kovariance.
Kovariance neni na rozdil od korela¢niho koeficientu standardizované vzhledem k rozdilnym
méfitkim proménnych.

1 - -
Sxy :m;(xi _X)(yi - y) (53)

Kovariance muzZe nabyvat hodnot z intervalu (—oo, ).

5.2 Asociacni koeficienty mezi objekty — metriky vzdalenosti

Vztahy mezi objekty lze vyjadfit pomoci metrik vzdéalenosti. Jejich spole¢nou vlastnosti
je, ze maximalni hodnotu dosahuji dva objekty, které jsou upln¢ odlisné a objekty identické
maji vzdalenost nulovou.

Vzdalenost budeme déle oznacovat symbolem D.

Metriky (metrics) musi spliiovat nasledujici kriteria:

e Kdyz jsou objekty shodné, jejich vzdalenost je 0. Kdyz a = b tak D(a,b) = 0.
e Kdyz objekty nejsou shodné, jejich vzdalenost je kladné Cislo. Kdyz a # b tak D(a,b) >

0.
e Plati symetrie, vzdalenost objektu a od b je stejna jak vzdalenost objektu b od a.
D(a,b) = D(b,a)

e Plati trojuhelnikova nerovnost, tj. soucet dvou stran trojihelnika je vzdy roven nebo
vEtsi nez strana teti. D(a,b) + D(b,c) > D(a,c)

Semimetriky (pseudometriky, semimetrics) nevyhovuji posledni podmince trojithelnikové
nerovnosti a neumoznuji nalezité usporadani objektd v metrickém prostoru (v ,,normalnim"
systému soufadnic).

Mnohé koeficienty podobnosti (S) lze pfevést na vzdalenosti pomoci transformace

D =1-Snebo D=+/1-S a vysledkem jsou ¢asto semimetrické nebo nemetrické koeficienty
vzdalenosti.

Nasledujici text shrnuje zékladni metriky vzdéalenosti.

Euklidovska vzdalenost (Euclidean distance)

Jde o nejpouzivanéjsi miru vzdalenosti. Je zaloZend na Pytogorové véte. Metoda je citliva
na rozdilny rozsah hodnot vstupujicich proménnych (vhodnym feSenim mize byt
standardizace) a problém dvou nul. Nema horni hranici hodnot.



P
Dl(Xl1X2):\/Z(ylj _y2j)2 (5.4)

Obrazek 5.1 znézornuje Euklidovskou vzdalenost dvou objekt v prostoru dvou
proménnych.

proménna y,
A

Y22

Y12

Yu Yo1 proménna vy,

Obrazek 5.1 Vypocet Euklidovské vzdalenosti mezi objekty x; a x,.

Jako dalsi méfitko se pouziva také ctverec této vzdalenosti. Jeho nevyhodou jsou
semimetrické vlastnosti.

p
D, (X,,X,)? =Z(Y1j _Y2j)2 (5.5)
i1

Primérna Euklidovska vzdalenost (average distance)

Euklidovska vzdalenost nemé& horni hranici. Vzdalenost se zvétSuje s poctem
proménnych. Aby mohly byt zahrnuty proménné s riznym rozsahem hodnot, je vhodné je
pfed vypoftem standardizovat nebo transformovat. V pfipad¢ hodnoceni vzdalenosti
spolecenstev na zdkladé¢ abundanci druhii bylo navrhnuto nékolik modifikaci Euklidovskeé
vzdalenosti tak, aby odstranily nedostatky této metriky. Vliv po¢tu proménnych (v tomto
pfipadé druhll) je minimalizovany tak, Ze Euklidovskd vzdalenost je pfepoctena na pocet
proménnych.

1&
D22(X11X2)=52(y1j _yzj)2 (5.6)
i1

nebo

DZ(XMXZ) :\/D>22 (5.7)

Tétivova vzdalenost (chord distance)



Tétivova vzdalenost je Euklidovska vzdalenost po normalizaci. Jeji hodnoty se pohybuji
od nula po druhou odmocninu z poctu proménnych. Pii vypoctu pocita pouze s poméry
proménnych v ramci jednotlivych objekta (vzorki). Jde vlastné o Euklidovskou vzdalenost
pocitanou pro vektory objektli standardizované na délku jedna (Obrazek 5.2), nebo je mozny
piimy vypocet uz zahrnujici standardizaci. Odstranuje problém dvou nul a vliv rozdilného
rozpéti proménnych v objektech pii vypoctu Euklidovské vzdalenosti.

p
Zylijj
D4 D,(,%) = |2 1- 2

p p
x2 RN
i1t

Obrazek 5.2 Ukazka vypoctu tetivové
vzdalenosti a geodetické metriky
v prostoru dvou proménnych.

(5.8)

1

Geodeticka metrika (geodesic metric)

Transformace tétivové vzdalenosti je zndma jako geodetickd metrika. Pocita délku vysece
jednotkové kruznice mezi normalizovanymi vektory (viz. tétivova vzdalenost, Obrazek 5.2).

D,(x,X%,) = arccos{l—w} (5.9)

Mahalanobisova vzdalenost

Jde o obecné meéftitko vzdéalenosti berouci v tvahu korelaci mezi proménnymi a je
nezéavisla na rozsahu hodnot proménnych. Respektuje rozdilnou variabilitu a také korelacni
strukturu v datech. Pocita vzdalenost mezi objekty v systému soutfadnic, jehoz osy nemusi byt
na sebe kolmé. V praxi se pouziva pro zjisténi vzdalenosti mezi skupinami objektd. Jsou dany
dvé skupiny objektli w; a w, o n; a n; po€tu objektli a popsané p parametry:

DZ (W, W,) = d.,V *ds, , (5.10)

kde d_12 je vektor rozdill mezi priméry p proménnych ve dvou skupinach objekta. V je
vazena disperzni matice (matice kovarianci proménnych) uvnitt skupin objekta.

\ _;[(nl _1)‘/1+(n2 _1)‘/2] (5.11)

n +n,—-2



kde V; a ¥, jsou disperzni matice jednotlivych skupin. Vektor @ m¢éfti rozdil mezi p-

rozmérnymi pramery skupin v p-rozmérném prostoru a ¥ vklada do rovnice kovarianci mezi
proménnymi.

Manhattanska vzdalenost (Manhattan metric, city-block metric)

Zakladni forma Minkowského metriky, pfi A =1 je zndma jako Manhattanska vzdalenost.
Jde vlastné o soucet rozdila jednotlivych proménnych popisujicich objekty.

p
DG(Xl’XZ):Z‘ylj _yzj‘ (5.12)
=

Priimérna Manhattanska vzdalenost (mean character difference)

Podobné, jak jsme to vidéli u Euklidovské vzdalenosti, mame i u Manhattanské
vzdalenosti moznost minimalizovat vliv poctu proménnych a piepocitat Manhattanskou
vzdélenost na pocet proménnych. Jeji vyhodou je, ze hodnota se nezvySuje s rostoucim
poctem proménnych.

1&
D7(X1’X2):BZ‘V11 _sz" (5.13)
j=1

Minkowského metrika (Minkowski's metric)

Je obecnou formou vypoctu vzdalenosti. Zahrnuje v sobé nékolik mér jako specialni
ptipady. Podle zadaného koeficientu miize odpovidat napt. Euklidovské nebo Manhattanské
metrice. Se stoupajicim koeficientem umocniovani stoupd vyznamnost vétSich rozdild.
Existuje jesté obecnéjsi forma, kdy koeficient umociovani a odmociiovani je zadavan zvlast.

1

Dg(xl,xz){zp‘,\ylj —yzqu (5.14)
-1

A je celé cislo. V ptipadé, ze A = 2, jde o Euklidovskou vzdalenost. V ekologii se
nepouziva Cislo A vEtsi nez 2, protoze mocniny vétsi nez 2 davaji priliS velkou diileZitost

nejvetsi odchylce ‘ylj -Y, j‘ .

Vazena euklidovska vzdalenost

Vsechny miry odvozené od Minkowského metriky maji spole¢né nevyhody, jde o jiz
piedstavenou zavislost na pouzitych jednotkach méteni, které né€kdy brani smysluplnému
ziskani jakéhokoliv souCtu pro rizné proménné, ale také o to, ze kdyz jsou proménné
uvazovany v souctu se stejnymi vahami, siln¢ korelované proménné maji nepiimérené velky
vliv na vysledek.



Prave proto se nékdy pouzivé vazend euklidovska vzdalenost

p
DQ(XMXZ):\/ZW?(ylj _y2j)2 (5-15)
=1 ’
kde w; je vaha proménné ;.

Whittakerav asociaéni index (Whittaker's index of association)

Je dobfe pouzitelny pro data abundanci. Kazdy druh (proménnd) je nejprve
transformovan ve svij podil ve spolecenstvu (v tomto ptipadé spoleCenstvo druhil tvoii soucet
hodnot vSech proménnych ve vzorku — objektu). Nasledujici vypocet je opét obdobou
Manhattanské vzdalenosti. Doplitkem asociacniho indexu je nasledujici vzdalenost:

p

DlO(Xl’XZ) :_z

j=1

[EEN

Yij Yo

p p
Yij Zyzj
- :

j=1

(5.16)

N

j=

Jeji hodnota je 0 v pripad¢ identickych proporci druhli (proménnych).

Canberra metric

Varianta Manhattanské vzdalenosti pouzivand v ekologickych studiich. Pfed vypoctem
musi byt odstranény dvojité nuly a metrika jimi tedy neni ovlivnéna. Zajimavé je, Ze stejny
rozdil mezi pocetnymi druhy ovliviiuje tuto vzdalenost mén¢ nez ten stejny rozdil mezi druhy
vzacnéjSimi. Ani tato vzdalenost nema horni hranici.

P ‘Yn_y”‘
D,,(x,,X,) = 5.17
11 (X0, X, ;(m (5.17)

Koeficient divergence (coefficient of divergence)

Koeficient divergence je obdobna metrika jako D;;, ale je zaloZena na Euklidovské
vzdalenosti a vztaZzena na pocet promeénnych. Také se pouziva na ekologickéd data druhovych
abundanci po odstranéni dvojich nul z vypoctu (a tedy i z hodnoty poctu proménnych p).

2
1 & Yi Yo
D, (x.x,)=. =3 | 21z (5.18)
12\ X5 Xy pjz_;,(ylj+y2j]

Coefficient of racial likeness



Umoziuje srovnavat skupiny objektii podobné jako Mahalanobisova vzdalenost, ale na
rozdil od ni neeliminuje vliv korelace proménnych. Dvé skupiny objekti w; a w, s poctem

objektli n; a n; jsou charakterizovany primérem proménnych ve skupinach y_IJ a rozptylem
proménnych ve skupinach Sﬁ Tento koeficient byl vyvinut pro potfeby antropologickych
studii.

> -9 | 2 (5.19)

1
= 4| ==
nl n2

D13(W1 ) Wz) =

xz metrika

Prvni ze skupiny metrik zaloZenych na y° vyuZivaném pro vypolet vzdalenosti
kontingenc¢nich tabulek, a tedy frekvencnich dat. Pfikladem takovych dat mtize byt matice
lokalit (objekty) charakterizovand abundancemi nebo frekvencemi druhii (proménné).
V matici nejsou pripustné zadné zaporné hodnoty. Data piivodni matice abundanci/frekvenci y
jsou nejprve prepocitana do matice pomérnych frekvenci tak, Zze fadkové soucty jsou rovny
jedné (druhy jsou na lokalit¢ vyjadfeny svym pomérnym zastoupenim, tedy relativni
frekvenci). Jako dodatecné charakteristiky uplatiiované pii vypoctu jsou spocteny soulty

p n
Z y; asloupct Z y; cele matice ng lokalit x pg) druhd.
=1 i=1
Vypocet odstraniuje problém dvou nul. Nejjednodussim vypoctem je obdoba Euklidovské
vzdalenosti

p y . y .
DXy, %)= 2 55| (5.20)
= Yij Zyzj
j=1 j=1
ktera je dale vazena soucty jednotlivych druhti
2
o1 Y Yaj
Dy, (X, %) = D= 2 2 (5.21)

L p T
H_Zl:yij Zlylj Z;Y2j
1= J= =

Tuto metriku je mozné vyuzit 1 pro méfeni vzdalenosti mezi druhy na zakladé jejich
rozlozeni na lokalitach.

xz vzdalenost



Vypocet je podobny y* metrice, ale vaZeni je provadéno relativni Eetnosti Fadku v matici

p n
misto jeho absolutniho souctu. Pfi vypoctu se uzivd hodnota ZZ y; (celkovy soucet
i1 i
matice). x> vzdalenost je vyuZivana také pii vypodtu vztahtl fadki a sloupci kontingenéni
tabulky.

2

p _ _
Dy (X, X,) = Z 1 Yij Yo

- N p
Y 2V Yo
: s
p n
Z Z Yi (5.22)

5.3 Asociacni koeficienty mezi objekty — koeficienty podobnosti

Koeficienty podobnosti jsou pouzivany k méfeni asociaci mezi objekty. Oproti vétSiné
koeficientl vzdalenosti nejsou nikdy metrické, diky cemuz je vZdy moZno nalézt dva objekty,
A a B, které¢ jsou vice podobné nez suma jejich podobnosti s jinym, vice vzdalenym objektem
C. Z toho vyplyva, Ze podobnosti nemohou byt pfimo vyuZity k umisténi objektl v metrickém
prostoru; musi byt pfevedeny na vzdalenosti. Matice podobnosti casto tvoii zaklad
shlukovacich metod.

Koeficienty podobnosti byly nejprve vyvinuté pro binarni data (data typu
prezence/absence; ano/ne). S pozd¢jSim rozvojem pocitacit byly generalizovany i pro
vicestavové proménné.

Dalsi rozdéleni koeficientli podobnosti je ureno oSetfenim tzv. problému dvou nul
(double zero problem).

e Symetrické koeficienty podobnosti davaji proménné, ktera nabyvd u dvou
srovnavanych objektli hodnotu nula, stejnou srovndvaci hodnotu jako kazdé jiné
proménné. Tyto koeficienty se pouzivaji v ptipadé, ze nulovy stav reprezentuje
stejny druh informace jako kterdkoliv jind hodnota a tedy neni jen oznafenim
chyb¢jicich udaji. Proto tyto koeficienty neni vhodné pouzivat v ekologickych
studiich k hodnoceni proménnych, které predstavuji napf.
pfitomnost/neptitomnost druhi.

o Asymetrické koeficienty podobnosti neuvazuji duplicitni nulové hodnoty
u srovnavanych objektli jako informaci o podobnosti. Uplatnéni asymetrickych
koeficientil je zejména v ekologickych studiich, kde proménné predstavuji druhy
a hodnoceni spolecné prezence a absence neni symetrické. Na druhé strané,
pritomnost druhu pouze v jednom ze dvou objektli naznacuje rozdil mezi témito
objekty.



Nejdiive se budeme vénovat bindrnim koeficientim, tj. tém, které pracuji s binarnimi
proménnymi (data typu prezence/absence, ano/ne, atd.). U bindrnich dat dochazi
k nésledujicim piipadiim u dvou srovnavanych objekti (Tabulka 5.1).

Tabulka 5.1 Hodnoty Sesti binarnich proménnych (pr. 1 az pr. 6) u dvou objektii x; a x.

pr.1 pr.2 pr.3 pr.4 opr.5 pr.6

objekt 1 (x;) 1 0 1 1 1 0
objekt 2 (x,) 0 1 1 0 0
oznaceni stavu b c a b a d

Pozorované stavy mizeme sumarizovat ve frekvenc¢ni tabulce (Tabulka 5.2) rozméru 2 x
2 se ¢tyfmi poly obsahujici tyto poCetnosti:

a pocet proménnych, které nabyvaji pro oba objekty hodnotu 1

b pocet proménnych, které nabyvaji u i-tého objektu 1 a u j-t¢ho objektu 0

¢ pocet proménnych, které nabyvaji u i-t€ho objektu 0, u j-tého objektu 1

d pocet proménnych, které nabyvaji pro oba objekty hodnoty 0

Platia+b+c+d=p.

Tabulka 5.2 Sumarizace Tabulky 5.1 ve frekvencni tabulce.

objekt x,
0
objekt x; 1 a b at+b
c d c+d
atc b+d p

V naSem ptiklad¢ z Tabulky 5.2 jsou tyto pocetnosti: a=2,b=2,c=1,d=1.

5.3.1 Symetrické binarni koeficienty

Zakladem vSech indexii podobnosti pro kvalitativni bindrni data je, ze dva objekty jsou
vzajemné vice podobné, kdyZ maji vice souhlasnych binarnich proménnych a méné podobné,
kdyz je vice proménnych unikatnich pro jeden objekt. Pfi urceni podobnosti dvou objektl
budeme tedy pozorovat u p proménnych jejich spolecnou pfitomnost resp. absenci
v objektech.

Jednoduchy srovnavaci koeficient (simple matching coefficient) je obvyklou metodou
pro vypocet podobnosti mezi dvéma objekty. Jde o podil poctu proménnych, které kdduji
objekt stejné, a celkového poctu proménnych.

a+d

Sy (X, %) = (5.23)

Koeficient patifi do skupiny symetrickych binarnich koeficienti. Koeficienty této
skupiny davaji stejnou vahu pozitivni shod¢ (1 — 1) 1 negativni shod¢ (0 — 0).

Dalsi variantou tohoto koeficientu je jeho alternativa, ktera pfifazuje vétsi dilezitost
rozdilim nez shoddm (Rogers a Tanimoto).



a+d
S, (%, X,) = 5.24
2 (%) a+2b+2c+d ( )

Dalsi ¢tyti navrzené koeficienty berou v uvahu dvoji nuly, ale jsou navrzeny tak, aby se
snizil vliv problému dvou nul (Sokal a Sneath):

2a+2d
S, (X%,X,) = 5.25
2 (%) 2a+b+c+2d (5-25)

tento koeficient dava dvakrat vétsi vahu shodnym proménnym nez rozdilnym,;

a+d
b+c

Sy (X1, %;) = (5.26)

porovnava shody a rozdily prostym podilem v métitku, které nabyvéa hodnot od nula do
nekonecna;

1| a a d d
S, (X,X,)== 5.27
s (% %) 4{a+b+a+c+b+d+c+d} (5.27)

porovnava shodné deskriptory se soucty okrajii tabulky;

a d
J@+b)@a+c) /(b+d)(c+d)

Ss (Xl’XZ) =

(5.28)

je vytvoren z geometrickych praméra ¢lent vztahujicich se k a a d, podle koeficientu Ss.

5.3.2 Asymetrické binarni koeficienty

V nékterych piipadech nelze davat stejnou vahu pro spole¢nou prezenci (1-1) a absenci
(0-0) proménnych (napt. druhti) v objektech. Pro tyto ptipady byly vyvinuty asymetrické
binarni koeficienty.

Ty se stejné jako predchozi symetrické koeficienty pouzivaji ke srovnani objektd,
v ekologii bézné ke srovnani vzorkl nebo lokalit na zdklad€ druhového slozeni. PouZivaji se
zde pro data prezence/absence druhli. Ve vypoctu nejsou zahrnuty proménné, které u obou
srovnavanych objektli nabyvaji nulové hodnoty.

Nejznamé;jsi z asymetrickych koeficientli jsou Jaccardiiv a Serensentiv koeficient.

Jaccardiv koeficient (Jaccard'’s coefficient)

a
S7(X1’X2):—a+b+c (5.29)

dava vSem cClentim stejnou vahu.

Serensenuv koeficient (Sorensen’s coefficient)



Sorensentiv koeficient je variantou Jaccardova koeficientu, dava ovSem dvojnasobnou
vahu dvojitym vyskytlim. Pfitomnost druhi je vice informativni nez jejich nepfitomnost, ktera
muze byt zpisobena rtiznymi faktory a nemusi nutné odrézet rozdilnost prostiedi. Vyskyt
druhu na obou lokalitach je silnym ukazatelem jejich podobnosti. Jaccardiv koeficient je
monotonni k Sorensenovu koeficientu, proto podobnost pro dvé dvojice objekti vypocitana
podle S; bude podobna stejnému vypoctu Sg. Oba koeficienty se 1isi pouze v méfitku. Jind
varianta tohoto koeficientu dava spolecnym vyskytiim trojndsobnou véahu.

2a

S, (X, X,)=——— 5.30
$04x) == — (5.30)
3a
So (X, X)) =——— 5.31
o (4,%) = — (5:31)

Rada dalsich koeficientti dava riiznou vahu jednotlivym kombinacim proménnych.
Jako dopln€k koeficientu S, byl navrhnut koeficient, ktery dava dvojndsobnou véahu
rozdilim ve jmenovateli (Sokal a Sneath).

a

_ 5.32
a+2b+2c ( )

SlO(Xll Xz) =

Dalsi koeficient umoziiuje porovnat pocet spolecnych prezenci proti celkovému poctu
proménnych (druhi) ve vSech objektech, véetné proménnych (druhti), které nabyvaji nulové
hodnoty v obou uvazovanych objektech (d). (Russel a Rao)

a
Si(X, %) = » (5.33)

Dalsi koeficient porovnava duplicitni prezence s diferencemi (Kulezynski).

a
S (X, %;) = bic (5.34)

Upravou kvantitativniho koeficientu S;z pro binarni data byl vytvofen nasledujici
koeficient (Sokal a Sneath):

1| a a
Sia(Xy, X)) = ——+——1|, 5.35
13( 1 2) 2{a+b a+c} ( )

kde jsou duplicitni prezence srovnavany se soucty okraju tabulky (a+b) a (a+c).
Obdobou symetrického koeficientu Sg tak, aby byl odstanén problém dvou nul, je
koeficient, ktery jako miru podobnosti pouziva geometricky prumér poméra a k po¢tu druht

v kazdém objektu, tj. se soucty okrajii tabulky (a+b) a (a+c) (Ochiachi).

a

S, (X, X,) =~
14 (X, X;) b (5.36)



5.3.3 Symetrické kvantitativni koeficienty

V biologii se muzeme kromé¢ bindrnich proménnych setkat i1 s multistavovymi
kvalitativnimi nebo kvantitativnimi proménnymi. Pro takové ptipady mohou byt vyuzity
koeficienty, které vznikly rozSifenim bindrnich koeficientlii tak, aby se piizptsobily
multistavovym proménnym.

Modifikovany jednoduchy srovnavaci koeficient (simple matching coefficient)

Modifikovany jednoduchy srovnavaci koeficient mize byt pouzit pro multistavové
proménné. Citatel obsahuje pocet proménnych, pro které jsou dva objekty ve stejném stavu.

shoda
Sy (X, %) = 0 (5.37)

Napt. je-li dvojice objektli popsana nasledujicimi deseti multistavovymi proménnymi
(Tabulka 5.3), potom hodnota koeficientu S;, vypocitana pro 10 multistavovych proménnych
bude S;(x;,x,) =4 shody/10 proménnych = 0,4.

Tabulka 5.3 Ukazka vypoctu jednoduchého srovnavaciho koeficientu pro multistavové promeénné.

proménné Py
objekt x; 9 3 7 3 4 9
objekt x, 2 3 2 1 2 9
shoda 0O 1 0 0 0 1

S|
N A
— o O
— QN N

4

Podobnym zplsobem je mozné rozsitit vSechny binarni koeficienty pro multistavové
proménné.

Goweriiv obecny koeficient podobnosti

V piipade, Ze mame objekty popsany nékolika kvantitativnimi a n€kolika kvalitativnimi
proménnymi, lze pouzit Gowertv koeficient podobnosti, ktery zahrnuje podobnost podle
raznych typ proménnych — binarnich, kvalitativnich a semikvantitativnich i kvantitativnich.

Podobnost mezi dvéma objekty je vypocitana jako priimér podobnosti vypocitanych pro
vSechny proménné (t€mito proménnymi mohou byt napt. druhy, nebo 1 environmentalni
proménné).

1&
Si5(Xp, X;) = BZSle (5.38)
i1

Pro kaZzdou proménnou j je hodnota parcidlni podobnosti s;5 mezi objekty x; a x;
vypocitana nasledovné:
e Pro binarni proménné s; = 1 (shoda) nebo 0 (neshoda). Gower navrhl dvé formy
tohoto koeficientu, symetrickou i1 asymetrickou. Nasledujici forma je symetricka,
dava s; = 1 ptipadim nepfitomnosti binarni charakteristiky dvou objekti (0-0).
Druh4 forma, Gowertiv asymetricky koeficient dava ptipadim 0-0 s; = 0.



e Kvalitativni a semikvantitivni proménné jsou upraveny podle jednoduchého
srovnavaciho pravidla zminéného vyse: s; = 1 pfi souhlasu a s; = 0 pfi nesouhlasu
proménnych. Ptipady shodné nepfitomnosti binarni charakteristiky dvou objektt
(problém dvou nul) jsou oSetfeny stejné jako v predchozim ptipade¢.

e Kvantitativni deskriptory (redlna ¢isla) jsou zpracovany nasledovné: pro kazdou

proménnou se nejprve vypocte rozdil mezi stavy obou objektl ‘yl i~ Y, j‘ stejné

jako v ptipadé koeficientu vzdalenosti patticiho do skupiny Minkowského metrik.
Tento rozdil je poté vydélen nejvétSim rozdilem R; nalezenym pro danou
proménnou mezi vSemi objekty ve studii (nebo v referencni populaci —
doporucuje se vypocitat nejvetsi rozdil R; kazdé proménné j pro celou populaci,
aby byla zajisténa konzistence vysledkd pro vSechny parcidlni studie). Z tohoto
podilu je normalizovana vzdalenost odec¢tena od jedné, aby byla transformovana
na podobnost.

‘y“' _yzj‘
R.

]

Sy, =1— (5.39)

Gowertlv koeficent miZe byt nastaven tak, aby zahrnoval vazeni vyznamu proménnych.
Zadné porovnani neni vypoéitano u proménnych, u nichz chybi informace bud’ u jednoho,
nebo u druhého objektu. Toto zajistuje ¢len w;, nazyvany Kroneckerovo delta, popisujici
pfitomnost/nepiitomnost informace v obou objektech: je-li informace o proménné y; ptitomna
u obou objektt w;= 1, jinak w;= 0.

Konecné forma Gowerova koeficientu pak vypada takto:

p

Zwlzjslzj

Sis(X1, X;) = —j:lp (5.40)

D Wy,

j=1

Dalsi pfiblizeni ke komplexnosti umoziuje vazZeni riznych proménnych, tj. pfifazeni
Cisla z intervalu <0,1> parametru w; .

Pfi vypoctu Gowerova koeficientu musime dobie zvazit, které semikvantitativni
proménné zpracujeme jako kvantitativni a které nikoliv.

Goweruv koeficient nabyva hodnot podobnosti od nula do jedné, kde jedna znaci nejveétsi
podobnost objekti.

Pro ilustraci vypoctu koeficientu uvadime dva objekty (plochy x; a x;) popsany osmi
kvantitativnimi chemickymi proménnymi p, pro které je znamy maximalni rozdil R; z celé
vzorkované plochy (tabulka 5.4).

Tabulka 5.4. Ukdzka vypoctu Gowerova koeficientu.

Proménné j P
objekt x; 2 2 - 2 2 4 2 6
objekt x, 1 3 3 1 2 2 2 5
R; 1 4 2 4 1 3 2 5
W12 1 1 0 1 1 1 1 1 7
Iy1i — ¥2il/R; 1 0.25 - 0.25 0 0.67 0 0.20




W12iS12j 0 0.75 0 0.75 1 0.33 1 0.80 4.63
S;5(X,X,) =4.63/7 =0.66 (podle Legendre, Legendre 1998).

Dalsi obecny koeficient podobnosti, stejné¢ jako Gowerlv koeficient, pocita podobnost
dvou objektl jako podil sumy parcidlnich podobnosti proménnych a poctu téchto proménnych
(Estabrook a Rogers). Obecny zapis tohoto koeficientu je proto stejny jako Sjs:

p
!
ZW12j312j

S(X, %) =1 (5.41)

p
D Wy,
=

a stejn¢ jako u S;s mohou byt parametry w; (mezi 0 a 1) opét vyuzity jako védhy misto
toho, aby pouze hraly roly Kroneckerovy delta. Koeficient se 1iSi vypoétem parcialnich
podobnosti s’;. V piivodni podobé byly stavové hodnoty kladna celd ¢isla a proménné byly
bud’ uspotfadané, nebo nesetrazené. U tohoto koeficientu je parcialni podobnost dvou objektl
pro danou proménnou j vypocitana pouZzitim monotonni klesajici funkce ¢astecné podobnosti.
Na zékladé zkuSenosti autofi navrhli pouzit funkci dvou ¢isel d a :

2(k +1—d)

,-Ifd-,k. = - dSk

Sy = 0oy, 2k+2+dk T (5.42)
S]th:f(dlzj;kj):o pr0d>k,

kde d je vzdéalenost mezi dvéma stavy objektli x; a x; pro proménnou j, tj. stejné jako
v Gowerové koeficientu ‘yl i~ Y2 j‘ a k je parametr ureny a priori uZivatelem pro kazdou

proménnou, ktery popisuje jakd maximalni velikost nenulové parcidlni podobnosti je
dovolena. Parametr & (obvykle malé ¢islo) je roven nejvétSsimu rozdilu d, pro ktery parcialni
podobnost s ;5 proménné j mize byt nenulova.

Autofi vytvofili 1 dal$i miru parcialni podobnosti s;5 pro funkci Si6, pro piipad, ze by
funkce f(d,k) nepopisovala spravné vztahy mezi objekty proménné j. Tato modifikace
poskytuje vyhodny nastroj zvlasté pii pouziti kvalitativnich nebo semikvantitativnich
proménnych.

5.3.4 Asymetrické kvantitativni koeficienty

Stejné jako v predchozi Casti se nejprve zminime o moznostech rozsifeni bindrnich
koeficientdl na multistavove.

Jaccarduv koeficient

shoda

S7(X11X2): p—d

, (5.43)

kde v Citateli je poCet proménnych se stejnou hodnotou v porovnavanych objektech.
Tento koeficient mizeme pouzit v piipade, ze proménné jsou kddovany malym poctem
ttid a my chceme ziskat velké kontrasty v rozdilech v hodnotach. V jinych piipadech



samoziejm¢ pouzitim takovéhoto koeficientu dojde ke ztrat€ casti informace nesené
hodnotami jednotlivych proménnych.

V ekologickych studiich, kde jsou proménné reprezentovany abundancemi druhi, je Casto
nutnd odmocninova nebo logaritmickd transformace proménnych, protoze distribuce
druhovych abundanci v ekologickém gradientu je casto velmi nerovnomérna. Dalsi moznosti
je pouziti stupnice relativnich abundanci s hranicemi vytvofenymi v geometrické fad¢ napf.
od 0 (absence) do 7 (velmi Cetné zastoupeni). Normalizované abundance 1épe vyjadiuji roli
jednotlivych druhti v ekosystému, nez surova data abundanci.

Nekteré koeficienty snizuji vliv velkych rozdili a mohou proto byt pouzity na pivodni
data druhovych abundanci, zatimco ostatni — porovnavajici rozdil v abundancich vice linearné
— je 1épe aplikovat na normalizovana data.

Serenseniiv kvantitativni koeficient (Bray-Curtis; Steinhaus by Motyka)

Serensentiv kvantitativni koeficient (znamy také pod nazvem Bray-Curtis koeficient) se
pouziva na data abundanci druht. Patii mezi ,.klasické* kvantitativni koeficienty.

w 2w
(A+B)/2 A+B

S17 (X1’ Xz) = (5.44)

W je soucet minimalnich abundanci jednotlivych druhii, 4 a B jsou soucty abundanci
vSech druhi ve dvou srovnavanych objektech, tj. celkovy pocet jedinct v kazdém vzorku
(tabulka 5.5).

Tabulka 5.5 Ukdzka vypoctu Serensenova kvantitativniho koeficientu.

Abundance druhu A B W
vzorek x; 7 3 4 5 1 20
vzorek x, 2 4 7 6 3 22
minimum 2 3 4 5 1 15
2.15
S, (X,,X,)=———=0.714
17 (X, %5) 20+ 22

Tento koeficient je pfibuzny se Serensenovym koeficientem (Sg). Nahradime-li ¢etnosti
druht daty prezence/absence, zméni se S;7 na Sg.
Kulczynskeho koeficient

Tento koeficient porovnava soucet minim k celkovému poctu jedincii ve vzorku a pak je
vypocitan primér ze ziskanych dvou hodnot.

S;g(x x)—1 V—V+V—V (5.45)
18\ 711 2 2 A B .
o “r . 1/15 15
Pro ptiklad z Tabulky 5.5 uré¢ime tento koeficient: S ;(X,,X,) = E(% + Z] =0.716



Nahradime-li pocty druhti daty prezence/absence, zméni se Sig na Sys.

Morisita-Horn koeficient

DalSim oblibenym koeficientem je Morisita-Horn koeficient:

2» n.n.
S, = 2"y , (5.46)
(d1+d2)NlN2

kde n;; a ny; je pocet jedinci i-t€ho druhu v prvnim a druhém objektu, N; a N, jsou soucty

—anz' ad,= anzi .

2 2
1 2

abundanci vSech druhi ve srovnavanych objektech, a d, =

Nasledujici koeficienty jsou pfizpisobeny pro normalizovana data abundanci; tj.
adaptovany na vyrovnané rozlozeni frekvenci. Jsou podobné koeficientim S;s a Sy.

Gover navrhl, Ze jeho obecny koeficient podobnosti mize vyloudit problém dvou nul
z porovnani (viz vyse) a je tak dobfe uplatnitelny pro kvantitativni data abundanci druhi.

Protoze rozdily mezi stavy abundanci jsou vypocteny jako ‘yl i— Y, j‘ a jsou proto linearn¢

zavislé na métitku, mél by byt tento koeficient pouzivan na normalizovana data.

p
Zwlzjslzj

j=1

Sp(X, X)) =——, (5.47)

kde
‘y“' _yzj‘
R.

]

Sy, =1— (5.48)

jako v Sis a wy; = 0 kdyZ y;; nebo yy je chybéjici informace, nebo kdyZz y;; a yy je
neptitomny druh (y;; + y = 0).

wi = 1 ve vSech ostatnich pfipadech.

U dat abundance druhi miize opét w; stejné€ jako u S;s nabyvat hodnot od 0 do 1, aby ve
form¢ vahy vypoctu pomohlo vyjadfit biomasu, nebo biologicky objem rtiznych druhti, nebo
kompenzovalo u¢innost odbéru daného druhu.

Dalsi obecny koeficient podobnosti vychazi z koeficientu S;¢, byl navrzen Legendrem
a Chodorowskim. Pouzivd modifikovanou verzi funkce c¢aste¢né podobnosti f(d,k) nebo
matici ¢asteCné podobnosti jako u Sis. Protoze S;; zpracovava vSechny rozdily d stejnym
zpiisobem, bez ohledu na to, zda odpovidaji vysokym, nebo nizkym hodnotdm v meéfitku
abundanci, je lepsi pouzivat ho s vyrovnanymi daty abundanci. Jediny rozdil mezi Si¢ a Sy; je
v oSetfeni problému dvou nul. Koeficient ve své obecné form¢ predstavuje soucet ¢asteCnych
podobnosti v§ech druhti vydéleny celkovym poctem druhli nalezenych v obou objektech.



p
ZWI S121

=1
Sau(X %)) =—F—— = D

kde
k+1 d
Sty = flday K, ):2k+2+dk prod =k
121_f(121’k ): pro d >k,
12, = f( 12,,k ) kdyZ y;; nebo y,; =

0. yyxyy=

(5.49)

anebo s;,; = f(ylj Y, j) danou parcialni matici podobnosti ve které je s’; = 0 kdyZ y;;

nebo y, =0

wi = 0 kdyZ y;; nebo y,; je chybégjici informace, nebo

kdyZz y;; a y,; je absence druhu (y;; + 3, = 0)
wi = 1 ve vSech ostatnich pfipadech.

w1 miiZze nabyvat hodnot od 0 do 1 jak bylo vysvétleno vySe pro koeficient Sy.

%2 podobnost (x2 similarity)

Je poslednim kvantitativnim koeficientem, jenz eliminuje problém dvou nul (double zero

problem). Je to doplnék x2 metriky (D).

822(X1’ Xz) =1- D14(X1’ Xz)

(5.50)

analyz.

Vybér spravné metriky vzdalenosti siln€ ovlivituje vysledky vSech vicerozmérnych




6 Shlukova analyza

Jednou zmoznosti vyuziti informace obsazené ve vicerozmérnych pozorovanich je
rozttidéni objektl do nékolika pomérn€ homogennich skupin — shlukt tak, aby objekty pattici
do stejné skupiny si byly podobnéjsi nez objekty z riznych skupin. Riiznymi moZznostmi
a aspekty tvorby homogennich skupin objektl se zabyva shlukova analyza (cluster analysis).
Shlukovou analyzou se snizi pocet dimenzi objekti tak, ze fadu uvazovanych proménnych
zastoupi jedind proménnd, vyjadiujici pfislusnost objektu k definované skuping.

Shlukova analyza identifikuje skupiny v datech a pomaha tak najit skrytou strukturu
v datech. OvSem 1 kdyz data tvofi souvislou strukturu, shlukova analyza v nich hleda
strukturu skupin, to znamena, ze kontinuum je rozdéleno do systému skupin.

Pouziti metod shlukové analyzy je prospéSné zejména tam, kde se studovany soubor
realné rozpada do tfid, tj. objekty maji tendenci se seskupovat do pfirozenych shlukd.
Pouzitim vhodnych algoritmt se pak podafi odhalit strukturu studované mnoziny objekti
a jednotlivé objekty klasifikovat. Zbyva pak jiz pouze najit vhodnou interpretaci pro popsany
rozklad, tj. charakterizovat vznikl¢ tfidy (shluky, skupiny).

Shlukovou analyzu mlZeme pouzit i v ptipadech, kdy objekty nejevi tendenci k tvoteni
ptirozenych skupin, ale spiSe pfipominaji viceméné homogenni chaos. V takovém piipad¢ je
ovSem na misté vyS$i opatrnost pii interpretaci vysledkd.

Formaln¢ mtze byt cil shlukové analyzy popsan nasledovné: mame k dispozici datovou
matici X typu n x p, kde n je pocet objektii (v ekologii nej€astéji vzorky, odbéry, ptipadné
lokality) a p je pocet proménnych (v ekologii nejcastéji environmentalni charakteristiky,
taxony, ale také napf. ekologické skupiny — gildy). Uvazujeme rtizné rozklady S® mnoziny n
objektli do k& shluki a hledame takovy rozklad, ktery by byl z urcitého hlediska nejvyhodné;si.
Zde ptipoustime pouze rozklady s disjunktnimi shluky, tj. jeden objekt patii pouze jednomu
shluku. Cilem je dosdhnout, aby si objekty uvniti shluku byly co nejvice podobné a s objekty
z riznych shlukli co nejméné.

Shlukova analyza pracuje s asociacni matici podobnosti, resp. vzdalenosti objekti.
Problematice asociacnich koeficienti jsme se veénovali v ptedchozi kapitole. Pfi vybéru
asociacniho koeficientu je tieba brat v uvahu metodu shlukovéani a charakter souboru dat.
V nékterych ptipadech je zpiisob vypoctu podobnosti/vzdalenosti objektii dan jiz konkrétni
shlukovaci metodou.

Cilem shlukovani je zejména:
e popsat strukturu dat;
e nalézt urcité skupiny podobnych objektu, tj. shluky.

Existuje nékolik typti shlukové analyzy, které se 1iSi postupem shlukovani. Shlukovani

muze byt hierarchické nebo nehierarchické.

e Hierarchicka shlukova analyza vytvaii systém skupin a podskupin tak, ze kazda
skupina mtize obsahovat nékolik podskupin niz§iho fadu a sama muize byt soucasti
skupiny vyssiho fadu. Vysledek se da graficky zndzornit stromem — dendrogramem.

¢ Nehierarchicka shlukova analyza (partitioning methods) rozdé¢li objekty do nékolika
shlukt stejného fadu.

V ekologii byva shlukovd analyza pouzivana ke klasifikaci vzorkll (lokalit), ale
v nékterych pfipadech 1 na klasifikaci druhd, resp. taxonti, nebo environmentalnich
proménnych.



6.1 Hierarchické shlukovani

Hierarchické shlukovaci metody uspotadaji skupiny do hierarchické struktury. Jsou dvé
moznosti k vytvoreni hierarchického shlukovani: aglomerativni a divizivni.

e Aglomerativni metody. Pfi aglomerativnich metodach spojujeme objekty navzijem
nejpodobnéjsi a poté s kazdou skupinou pracujeme jako se samostatnym objektem az
do okamziku, kdy ziistane pouze jedna skupina. Tento postup neni vhodny pro velmi
objemna data.

¢ Divizivni metody. Cely soubor se déli nejcastéji na dvé Casti — kazdou z nich lze
potom povazovat za samostatny soubor, ktery se znovu déli.

Metody jsou konstituovany tak, aby podobnost uvnitt skupin a rozdil mezi skupinami

byly co nejvetsi.

Vysledky hierarchickych shlukovacich metod lze graficky znazornit v podobé stromu —
dendrogramu (Obrazek 6.1). Predstavime si jej na ptikladu aglomerativniho shlukovani. Na
vodorovné ose je stupnice pro hladinu spojovani. Vlevo zaCind strom n vétvemi — objekty
(v ptiklade na obrazku je jich pét). V kazdém kroku se spaji dvé vétve v bod¢, ktery odpovida
ptislusné hladin€é spojeni (/inkage distance). V ptikladu na obrazku jsou si nejpodobné;jsi

v

(Obrazek 6.1a), ale 1 vertikalné (Obrazek 6.1b).
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Obrazek 6.1 Ukdzka dendrogramu (stromu) péti objektii. Strom Ize zobrazit
horizontdlné (a) i vertikalné (b).

6.1.1 Hierarchické aglomerativni shlukovani

Aglomerativni shlukova analyza pracuje se samostatnymi objekty, které jsou shlukovany
do vétsich shluk. V mnohych védnich disciplindch jsou aglomerativni techniky pouzivany
Castéji nez divizivni metody. Existuje mnoho aglomerativnich metod, kazda z nich vyuziva
jiny pohled na data.

Zakladnim krokem tohoto shlukovéani je vypocet podobnosti/vzdalenosti mezi vSemi
dvojicemi objektl, tj. vytvoieni asocia¢ni matice. V riznych etapach algoritmu posuzujeme
podobnost/vzdalenost dvou objektl, podobnost/vzdalenost objektu a  shluku
a podobnost/vzdalenost dvou shlukii. Zpasob vypoctu podobnosti/vzdalenosti zasadnim
zpusobem ovliviiuje vysledek shlukovani.



V ptedchozi kapitole jsou uvedeny ruzné miry podobnosti a metriky vzdalenosti.
Vétsinou pozadujeme, aby podobnost nabyvala hodnot od nuly pro maximalni rozdilnost po
jedni¢ku pro totoznost. Casto se viak z praktickych diivodi pouzivaji rizné miry vzdalenosti,
tentyz jev je tedy méfen v opacném sméru. Nevyplyvaji z toho zadné problémy; ostatné
kazdou miru vzdalenosti D (D > 0) lze pievést na miru podobnosti S, 0 < S < I, napt. S = ™
a naopak.

V dalsim textu struéné predstavime nékolik zplisobli stanoveni podobnosti/vzdalenosti
mezi shluky. S timto procesem se miizeme setkat také pod nazvem aglomerativni metoda,
aglomerativni postup, nebo shlukovaci algoritmus.

Vzdalenost mezi shluky (aglomerativni metody)

Vsechny aglomerativni metody jsou zalozeny na shlukovani jednotlivych objektti nebo
shluki do vétsich skupin. Skupiny, které jsou si nejvic podobné, jsou slouceny. Definice
vzdalenosti mezi shluky se u jednotlivych metod 1i8i. Metody se navzajem lisi chdpanim této
vzdalenosti (Obrazek 6.2).

+ centroid

vzdalenost pfi metodé nejbliz§iho souseda
— = == vzdalenost pfi metodé nejvzdalenéjSiho souseda

Obrazek 6.2 Vnimani vzdalenosti pri metodeé nejblizsiho
a nejvzdalenéjsiho souseda.

e Metoda nejblizsiho souseda (jednospojna metoda, metoda jediné vazby, single-linkage
clustering, the nearest neighbor method)

Historicky nejstar§i metoda. Vzdalenost mezi dvéma shluky (na pocatku analyzy
reprezentované jednotlivymi objekty) je dand jako minimdalni vzdalenost mezi vSemi
moznymi zastupci shlukd (Obrazek 6.3). To znamena, Ze ve dvou shlucich, o jejichZ spojeni
uvazujeme, nas zajimaji pouze ty dva objekty, které jsou k sobé nejblize. Pii pouziti této
metody se ¢asto i znacné vzdalené objekty mohou sejit ve stejném shluku, pokud vétsi pocet
dalSich objektli mezi nimi vytvoii jakysi most. Toto charakteristické fetézeni objektd se
povazuje za nevyhodu, zvlast¢ kdyz mame divod pozadovat, aby shluky mély obvykly
elipticky tvar se zhutnénym jadrem.
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Obrazek 6.3 Vzdalenost u metody nejblizsiho souseda a ukazka dendrogramu vzniklého
touto metodou (podle Marhold, Suda 2002).

e Metoda nejvzdalenéjSiho souseda (vSespojnd metoda, complete-linkage clustering, the
furthest neighbor method)

Tato metoda je zalozena na opa¢ném principu nez jednospojnd metoda. Vzdalenost mezi
dvéma shluky je dand maximdlni vzdalenosti mezi v§emi moznymi zéstupci obou shlukl
(Obrazek 6.4). Tato metoda produkuje shluky, které jsou mezi sebou dobie oddéleny.
Nezadouci fetézovy efekt zde odpadd, naopak je tu tendence ke tvorbé kompaktnich shluki,
nikoli mimofadné velkych.

Obrazek 6.4 Vzddlenost u metody nejvzdalenejsiho souseda a ukdazka dendrogramu vzniklého
touto metodou (podle Marhold, Suda 2002).

e  Metoda priimérné vazby (stfedospojna metoda, average-linkage clustering)
Exituji ¢tyfi metody primérného shlukovéani. Prvni dvé metody UPGMA a WPGMA
pouzivaji primérnou vzdalenost mezi vSemi Cleny shlukt jako kritérium vzdalenosti mezi



shluky. Metody UPGMC a WPGMC pocitaji mezishlukovou vzdélenost jako vzdalenost
shluki. Metody UPGMA a UPGMC davaji stejné vahy plivodnim podobnostem
a zaroven vahy shluki jsou proporcionalni k velikosti shluki, u metod WPGMA
a WPGMC jsou véhy shluku stejné bez ohledu na velikost shluku.

o UPGMA (unweighted pair-group method using arithmetic averages)
Pti této metod¢ shlukovani je vzdalenost mezi shluky definovana jako primér ze
vSech moznych mezishlukovych vzdalenosti objektii (Obrazek 6.5). Metoda vede
casto k podobnym vysledkiim jako metoda nejvzdalenéjSiho souseda.

Obrazek 6.5 Vzdalenost u metody primérné vazby (podle Marhold, Suda 2002).

o WPGMA (weighted pair-group method using arithmetic averages)
Tato metoda je obdobou predchozi metody ovSsem doplnéna o vazeni shluki jejich
velikosti (pod velikosti shluki rozumime pocet jejich objektil). Proto by se tato
metoda méla pouzivat v ptipadech, kdyz o¢ekavame rtizn¢ velké shluky.

o UPGMC (unweighted pair-group method using centroids, unweighted centroid
clustering, Gowerova metoda)
Tato metoda nevychazi jiz ze shrnovani informaci o mezishlukovych
vzdalenostech objektil. Kritérium je vzdalenost centroida (t€ZiSt). Pii této metode
je vzdalenost mezi shluky pocitana jako vzdalenost mezi centroidy téchto shluki.
Pti shlukovani se tedy spojuji shluky, jejichz centroidy leZi nejblize. Centroid
nového shluku je definovan podle polohy ptivodnich objektd, nikoliv jako
centroid vypocteny z centroidil spojenych shlukii (Obrazek 6.6). To znamend, ze
novy centroid ziskdme jako nevazeny primér ze vSech boda nového shluku a jako
vazeny pramér ptivodnich centroidi.
Nevyhodou centroidni metody je skutecnost, ze v ptipadé spojovani dvou shlukt
vétsiho shluku (nebo dokonce uvnitt). Vlastnosti mensiho shluku se tak do jisté
miry ztraceji.



2
3
4 —_—
centralni bod
ABDEC >

Obrazek 6.6 Vzddlenost u centroidni metody a ukdazka dendrogramu vzniklého
touto metodou (podle Marhold, Suda 2002).

o WPGMC (weighted pair-group method using centroids, weighted centroid
clustering, median method, medianovd metoda)
Medianovd metoda odstrafiuje problém dany rozdilnou velikosti spojovanych
shlukli. Analyzované shluky se povazuji za stejné velké, centroid nového shluku
je proto vzdy v poloviné vzdalenosti mezi centroidy spojovanych shlukt. To
znamena, ze novy centroid ziskdme jako nevazeny primér pivodnich centroidl
(Obrazek 6.7). Jde ovSem o vazeny primér ze vSech bodi nového shluku. Tato
metoda je preferovéana tehdy, kdyz oekavame velké rozdily ve velikosti shlukd.

o centralni bod
centralni bod ABDE

ABDEC
Obrazek 6.7 Vzdalenost u medianové metody (podle Marhold, Suda 2002).

e  Wardova metoda (minimum variance clustering, Ward's method)

Wardova metoda je podobna stiedospojné a centroidni metod€. Kritérium pro spojovani
shlukti je prirastek celkového vnitroskupinového souctu Etverci odchylek pozorovani od
shlukového priméru (Obrazek 6.8). PrirGstek je vyjadieny jako soucet Ctvercii v nove
vznikajicim shluku, zmenSeny o soucty ctvercli v obou zanikajicich shlucich. Wardova
metoda ma tendenci odstranovat malé shluky, tedy tvofit shluky zhruba shodné velikosti, coz
je Casto vitana vlastnost.
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Obrazek 6.8 Vzdalenost u Wardovy metody a ukazka dendrogramu vzniklého
Wardovou metodou (podle Meloun, Militky 2004 a Marhold, Suda 2002).

Aglomerativni hierarchicky algoritmus miizeme definovat nasledovné:

l.
2.

3.

Vypocteme asociacni matici vhodnych mér vzdalenosti.

Proces zaéneme od rozkladu S™, tj. od n shlukil, z nichz kazdy obsahuje jeden
objekt.

V asocia¢ni matici najdeme dva objekty/shluky (g-ty a A-ty), jejichz vzdalenost je
minimalni.

Spojime dva shluky nalezené v bodé¢ 3 (g-ty a A-ty) do nového shluku (i-ty).
V plivodni matici vymaZeme g-ty a h-ty fadek i sloupec a nahradime je fddkem
i sloupcem pro novy shluk. Rad matice se snizi o jednu.

Zaznamename potadi cyklu rozkladu I =1, 2, ... n-1, dale identifikaci spojenych
objektt/shlukii a hladinu pro spojeni.

KdyZz proces vytvareni rozkladi jest¢ neskonCil spojenim vSech objekti do
jediného shluku s, pokracujeme znovu bodem 3.

Interpretaci vysledku hierarchického aglomerativniho shlukovéani si pfedstavime na
konkrétnim piikladu. Cilem bylo zjistit podobnost Sesti lokalit ve tfech ¢asovych obdobich
z hlediska vyskytu koryst. Zajimalo nas, zda si jsou lokality podobnéjsi v ¢ase nebo
v prostoru. Vstupni matici tvofilo 64 taxoni koryst vyskytujicich se v 18 objektech. Objekty
piedstavovalo Sest lokalit v zaplavové oblasti Dunaje ve tfech obdobich (1: 1991-1992 pied
ptehrazenim Dunaje, 2: 1993-1997 prvnich 5 let po piehrazeni, 3: 1999-2004 dalSich 6 let po
ptehrazeni). Sledovanymi lokalitami byly: D: Dobrohost, G: Gabc¢ikovo, B: Bodiky, I:
Istragov, K: Kralovska luka, S: Sporna sihot. Pouzita byla vSespojna shlukovaci metoda
(complete linkage) a jako mira vzdalenosti Euklidovska vzdalenost.
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Obrazek 6.9 Ukazka vysledku shlukové analyzy spolecenstev
korysii (Illyova, Néemethova 2005).

Interpretace dendrogramu je nésledovna (Obrazek 6.9): na uréené hladiné spojovani
(linkage distance) se vytvortilo pét shlukl lokalit. Prvni shluk (I) obsahuje lokality D1, G1, B1
— lokality Dobrohost’, Bodiky a Gab¢ikovo pied ptehrazenim Dunaje. V tomto shluku jsou si
nejpodobné;jsi lokality Gabc¢ikovo a Bodiky (jsou slouceny na niz§i hladiné spojovani). Druhy
shluk (IT) obsahuje lokality 11, K1 - Istragov a Kralovska luka v obdobi pied piehrazenim.
Tteti shluk obsahuje lokality D2, D3, G2, G3, 12: Dobrohost’ a Gab¢ikovo ve druhém a tietim
obdobi (po ptehrazeni) spolecné s lokalitou Istragov ve druhém obdobi. V tomto shluku jsou
si nejpodobnéjsi lokality Dobrohost’ ve druhém obdobi a Istragov taky ve druhém obdobi.
Ctvrty shluk je tvofeny lokalitami B2, B3, 13, K2: Bodiky (druhé a tieti obdobi), Istragov
(tfeti obdobi) a Kral'ovska luka (druhé obdobi). Posledni paty shluk je tvofen lokality K3, S1,
S2, S3: Sporna sihot’ (vSechna obdobi) a Kralovska luka ve tfetim obdobi.

Je velmi Zadouci doplnit takové zhodnoceni dendrogramu o popis, co maji dané objekty
(v tomto piipad¢ lokality v ¢asovych obdobich) v jednotlivych shlucich spolecné (vyskyt
konkrétnich taxontl) a ¢im se shluky lokalit mezi sebou lisi.

Na Obrazku 6.10 1ze vidét, jak rizné jsou vysledné dendrogramy pii pouziti riznych
shlukovacich algoritmd.
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Obrazek 6.10 Dendrogramy vytvorené pomoci stejné metriky vzdalenosti (Euklidovskad vzddlenost)
a tri ruznych shlukovacich algoritmii: jednospojné (single), stFedospojné (average) a vSespojné
(complete linkage) metody. V pripadé jednospojné metody je zjevné silné retézeni objektii.
(Spolecenstva korysii Sesti lokalit ve trech casovych obdobich, Illyova, Némethova 2005.)

Vysledek hierarchického aglomerativniho shlukovani je ovlivnén na nékolika urovnich
(Obréazek 6.11). Jde nejenom o typ vstupnich dat, ale také o jejich piipadnou transformaci
a standardizaci, dale o méfeni vzdalenosti/podobnosti mezi objekty a nasledné o méieni
vzdalenosti mezi shluky (shlukovaci algoritmus). Podle Kovaie a Lepse (1986) maji
transformace dat vétsi vliv na vysledek shlukovani nez metoda shlukovani (méieni
vzdalenosti mezi shluky).

Sbér dat

14_ ____________ dulezitostna hodnota - kvantita
(pokryvnost, poCetnost)

transformace, standardizace,

|- méfeni podobnosti/vzdalenosti
Matice (ne) objektu
podobnosti

14. ____________ méreni vzdalenosti shlukud
Dendrogram

Obrazek 6.11 Vysledek hierarchického aglomerativniho shlukovani je
ovlivnén na nékolika urovnich (podle Leps, Smilauer 2000).

Zaveérem mizeme definovat tyto hlavni kritické problémy hierarchické aglomerativni
analyzy:
e Velké mnozstvi proménnych nebo objektd v dendrogramu je obtizné

interpretovat.

e Analyza je siln¢ zavisla na zvoleni vhodné metriky vzdalenosti/koeficientu
podobnosti.

e Analyza je siln€ zavisla na shlukovacim algoritmu (zpisobu métfeni vzdalenosti
mezi shluky).

e MiZe nastat situace, kdy se v asociacni matici vyskytnou tzv. shody (fies) — stejné
hodnoty u raznych skupin objektt, ptipadné shluki. Dochézi k tomu zejména pii
analyze binarnich dat. Existuje n¢kolik moZnosti feSeni téchto shod v zavislosti od
typu vazeb mezi objekty (napf. spojeni vSech objektli najednou, paralelni
vytvoteni skupin tzv. multiple fusion, ndhodné spojeni tzv. silent mode, single
linkage, suboptimal fusions). Rizné zpisoby vyporadani se se shodami ovSem
ovlivityji vysledny dendrogram.

Hierarchické aglomerativni metody jsou velice popularni a jejich vyhody jsou
nasledovné:
e Jsou vhodné pro mén¢ objemna data.
e Vysledny dendrogram je jednodusSe interpretovatelny.



6.1.2 Hierarchické divizivni shlukovani

Divizivni metody pracuji ze zacatku se vSemi objekty jako s jednou skupinou. Nejdiive je
tato skupina rozdélena do dvou mensSich skupin. Dale se s kazdou skupinou pracuje
samostatn¢, dochazi k jeji rozdéleni na dvé podskupiny. Dé€leni podskupin pokracuje dale az
dokud neni splnéno kritérium, které ukonci analyzu (napt. pfedem definovany pocet kroki,
piipadné rozklad na samostatné objekty; Obrazek 6.12). Principem tohoto zptisobu shlukovani
je, ze vetsi rozdily pretrvavaji nad méné dulezitymi rozdily: celkova struktura shluku
determinuje podskupiny.

Divizivni hierarchicky postup muzeme tedy formalizovat néasledovné: vychazime od
jediného shluku S a v kazdém kroku jeden ze shlukil roz§tépime na dva, takZe na konci
procesu dostavame rozklad S™.

Divizivni metody mohou byt
¢ monotetické — déleni souboru probiha podle jediné proménné;
e polytetické — déleni probiha podle komplexni charakteristiky ziskané na zékladé
vSech proménnych v ramci souboru.
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Obrazek 6.12 Princip divizivniho shlukovani.

Divizivni metody jsou €asto pouZivany v ekologii, konkrétné ke klasifikaci biologickych
spolecenstev. Jejich vyhody jsou nasledovné:
e divizivni metody jsou vhodné pro objemné datové soubory;
e ke kazdému déleni je ptipojeno kritérium, podle kterého déleni probéhlo.

Monotetické metody

Vyznam monotetickych metod je hlavné historicky. Jednou z nich, kterd se osvédcila, je
asociaéni analyza (association analysis). V souCasnosti se jiz nepouzivd, my ji zde ovSem
uvadime zejména kviili vysvétleni principu divizivniho shlukovani.

Asociaéni analyza byla pouzivana v ekologii ke klasifikaci spolecenstev. Pouzitelna je
pro binarni kvalitativni data (v ekologii jde o data prezence-absence druhii). Shluk se d€li na
zaklad¢ jedné proménné (prezence-absence jednoho tzv. kritického druhu). Na zacatku
asociacni analyzy se ur¢i proménna, ktera je maximalné asociovand s ostatnimi proménnymi:
asociace mezi proménnymi je odhadovéna jako kvalitativni korelacni koeficient pro binarni
data, bez ohledu na jeho znaménko. Pro kazdou proménnou je spoctena suma vSech asociaci.
Proménnd, ktera ma nejvyssi sumarni hodnotu asociaci urcuje déleni shluku na dvé skupiny.
Jedna skupina je skupina objektii (vzorky, odbéry, nebo lokality), ve kterych je proménna
koédovana jednotkou, druhd skupina je skupina objektt, ve kterych je tato proménna kodovana



nulou (Obrazek 6.13). Tato proménna je vyrazena z dal$iho vypoctu a postup se opakuje pro
kazdy z obou vytvoienych shlukti samostatn¢.
se jiz nepouziva ve svoji pavodni formé. Z ekologické zkuSenosti je ziejmé, ze piitomnost
a zvlaste nepfitomnost urcitého jediného druhu je velmi slabou indikaci pro zatrazeni lokality
nebo spolecenstva k urcité skupin€. Divizivni monotetické shlukovani tedy neni robustni.
Vyhodou monotetické metody je jednoduchy kli¢, ktery mtize byt pouzit ke klasifikaci
dalsich objektt podle prezence a absence druht.
Ziejmou nevyhodou metody je jeji monotetickd povaha.

+ Pucc. mar. -

+ AQro. sto. -

+  Psor. lur.

Cera. atr. -

+ Sper. med. - + Glau. mar. - + Coch. dan. -
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Obrazek 6.13 Ukdzka vysledku asociacni analyzy. Bindrni klic k identifikaci typii slanisk
zapadniho Irska (Ivemey-Cook, Proctor 1966 v Digby, Kempton 1987).

Polytetické metody

U polytetickych metod probihd déleni souboru na zakladé vSech proménnych. Skupiny
vytvofené polytetickou metodou jsou homogennéjsi nez skupiny vytvofené monotetickou
metodou.

Mezi ekology je velice oblibena metoda two way indicator species analysis a program
TWINSPAN. Jde o polytetickou metodu, kterd déli objekty (vzorky, odbéry, lokality) podle
vysledki ordinace koresponden¢ni analyzou. Toto rozdéleni je tedy zalozeno na vSech
proménnych (v ekologii druzich).

TWINSPAN pracuje pouze s kvalitativnimi daty. Aby mohla byt zahrnuta informace
o kvantit¢ druhti, byl vyvinut kvalitativni ekvivalent druhové abundance, tzv. pseudo-druh
(pseudo-species). Kazda abundance druhu je nahrazena pfitomnosti jednoho nebo vice
pseudo-druhii. Cim vic poéetngjsi je druh, tim vic pseudo-druhii je definovano. Kazdy
pseudo-druh je definovan minimalni abundanci korespondujiciho druhu, tzv. hranicni
hodnotou (cut level, cut-off level). Pseudo-druh je tedy pfitomen, pokud’ zastoupeni druhu
piesdhne hrani¢ni hodnotu (tabulka 6.1).

Tabulka 6.1 Ukadazka tvorby pseudo-druhii pro TWINSPAN pri pouziti hranicnich hodnot 0, 1, 5, 20
(podle Leps, Smilauer 2000, 2003).

Druh Vzorek 1 Vzorek 2




Puvodni tabulka Cirsium oleraceum
Glechoma hederacea
Juncus tenuis
Tabulka s pseudo-druhy Cirsolerl
pouzita v TWINSPAN Glechedel
Glechede2
Junctenul
Junctenu2
Junctenu3
Junctenu4
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Vyhodou nahrazeni kvantitativni proménné nékolika kvalitativnimi proménnymi je, Ze
kdyz abundance druhu vykazuje unimodalni odezvu podél gradientu, kazdy pseudo-druh také
vykazuje unimodalni kiivku odezvy, a kdyz je kiivka odezvy pro abundanci zeSikmena, pak
se kiivky odezev pseudo-druhti 1isi ve svych optimech.

Proces d¢leni (dichotomy, division) objektl do skupin probihd pomoci korespondencni
analyzy. Objekty se rozdéli do dvou skupin: na levou — zdpornou a pravou — kladnou stranu
dichotomie podle jejich skére na prvni ose korespondenéni analyzy. Osa je rozdélena
v centroidu (t€ziSti). Ordinace se zopakuje s pfifazenim vétsi vahy druhiim, které
uptednostiiuji jednu nebo druhou stranu dichotomie. Algoritmus je komplikovany, jde
zalozena hlavné na druzich typickych pro levou nebo pravou stranu dichotomie. Po rozdéleni
souboru objektli na dvé Casti je kazda cast dale podrobena dal$i ordinaci, vzniknou Ctyfi

skupiny, atd.

Vyhody TWINSPAN-u jsou nasledovné:
e TWINSPAN nejenom klasifikuje objekty (lokality), ale poskytuje 1 kritérium
pouzité pro to které déleni. Klasifikace vzorki je doplnéna klasifikaci druhti.
e TWINSPAN je uzitecny hlavné pii analyze velkych datovych soubort.

Nevyhodou této metody, tak Casto pouzZivané v ekologii spolecenstev, je nutnost zvolit
hrani¢ni hodnoty pro tvorbu pseudo-druhti. Vysledek analyzy je témito hrani¢nimi hodnotami
siln€ ovlivnén.

6.2 Nehierarchické shlukovani

Casto existuji ptipady, kdy neni vyhodné pouZivat hierarchickou shlukovou analyzu,
protoze data nevykazuji hierarchickou strukturu. V takovych ptipadech mize byt vhodnégjsi
pouziti nehierarchického shlukovani, pii kterém jsou vytvofeny skupiny stejného tadu.
Skupiny by mély byt uvnitf co nejvic homogenni a mezi sebou odlisné.

Nehierarchické metody shlukovani jsou vhodné pro velmi objemna data.

6.2.1 Metoda K-priuméri (K-means clustering)

Nejbéznéjsi nehierarchickou metodou je metoda K-priméru. Hlavnim cilem metody je
nalezeni takovych skupin v mnohorozmérném prostoru, kdy vnitroskupinova podobnost je co
nejvetsi. Princip vytvoreni shluki je stejny jako pii Wardové metodé: minimalizace celkové



sumy ctvercl vzdalenosti uvniti skupin. Vysledkem je vytvofeni K skupin, které jsou co
nejvice oddéleny od sebe.

Algoritmus metody je nasledovny:

1. Zvolime pocate¢ny rozklad do K shluki, nejcastéji nahodné (podkladem ovsem
muze byt také napt. vysledek jiz provedeného shlukovani, ktery chceme zlepsit).

2. Ur¢ime centroidy pro vSechny shluky v aktuélnim rozkladu.

3. Postupné zhodnotime pozici vSech objektii. Pokud ma objekt nejblize k vlastnimu
centroidu, ponechame jej na misté, jinak jej pfesuneme do shluku, k jehoz
centroidu ma nejblize.

4. Centroidy kazdého z K shluki jsou pfepocitany.

5. Body 3 a 4 se opakuji, az kdyz uz zadny dalsi presun nezlepsi kriteria. Timto
zpusobem se v K skupinach objekty ptfesouvaji tak, aby se minimalizovala
variabilita uvnitf skupin a maximalizovala variabilita mezi skupinami (jde
o relokacni proceduru). Proces je tedy iterativni.

Tento algoritmus je zakladni, existuje ovSem i n¢kolik modifikaci:

e Proces lze zahgjit s K vybranymi objekty misto pocateCniho rozkladu. Pak se
dostavame hned ke kroku €. 3. Dalsi postup je jiZ stejny.

e Prepocet centroidii 1ze provést po kazdém piesunu objektu (nikoli tedy jen po
kazdém cyklu). Pribéh shlukovani a vysledek je pak zavisly také na potadi
objektd, ve kterém vstupuji do 3. kroku.

Nevyhodou metody K-primért je, Zze pracuje se ¢tverci Euklidovskych vzdalenosti. To
muze byt v nékterych piipadech problém, zejména kdyz se vyskytuji odlehlé objekty. Metoda
K-primér je citliva na odlehlé hodnoty.

Dalsi nevyhodou metody je nutnost definovat pocet skupin K predem. Je potfebné si
uvédomit, ze takto mlizeme ziskat pouze lokdlni extrém, o kterém nemdame jistotu, ze je
zaroven extrémem globalnim (Obrazek 6.14). Proto je vhodné provést analyzu pro nékolik
riznych pocateénych K skupin a nasledné urcit pomér vnitroskupinové a meziskupinové
variability pro vSechny analyzy (vSechny K). Nakonec bude jako nejlepsi urcen takovy pocet
shlukti K, pti kterém je pomér vnitroskupinové a meziskupinové variability nejmensi.
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Obrazek 6.14 Ukdzka rozdeleni objektui do shlukii nehierarchickou metodou K-prumerii. Vysledek
Jje ovlivnén volbou poctu shlukii. Vievo: pocet shlukii tii je dobrd volba; vpravo: pocet shlukii dva
Jje Spatna volba.

6.2.2 Metoda X-priuméri (X-means clustering)

Pro nejrozsitenéjsi nehierarchickou shlukovaci metodu K-primérti mizeme definovat dva
hlavni problémy: 1. pocet shlukit K musi byt definovan uzivatelem a 2. hledani K shlukt
podléha lokalnimu minimu. ReSeni prvniho problému a ¢asteénd i druhého problému nabizi
metoda X-priméri.

V algoritmu metody X-primér se pocet shluki vypocitd dynamicky, pfiCemz je
uzivatelem zadavana pouze dolni a horni hranice pro K.
Algoritmus je tvotfen dvéma kroky, které se opakuji.
1. Vprvnim kroku je aplikovéna tradiéni metoda K-primért pro K shlukil (K je
nejprve rovno dolni hranici urcené uzivatelem).
2. V druhém kroku se zjist'uje, zda a kde se ma objevit novy centroid, novy shluk.
Toto je dosazeno tim, ze se n€které shluky nechaji rozpadnout na dva. Proces
zacina tim, ze se kazdy centroid shluku (nazveme jej rodi¢ovsky centroid) rozdéli
na dva centroidy (dcerské centroidy) v opacném sméru podél ndhodné zvoleného
vektoru. Pak se pro kazdou rodi¢ovskou oblast, Cili pro kazdy par dcerskych
centroidli, vypocCitd lokalni metoda K-priméru pro dva shluky. Hranice
rodicovskych oblasti se neméni. Srovnanim Bayesovského informa¢niho kriteria
(BIC) pro model s dcefinnymi centroidy a model s rodi¢ovskym centroidem se
rozhodne o vysledné struktuie. Podle vysledku testu je bud’ zachovéan rodicovsky
centroid (a tedy rodiovsky shluk), nebo je nahrazen dcetfinymi centroidy (tj.
dvéma dcetfinnymi shluky).
3. Kdyz K > K,,,,x (horni hranice urena uzivatelem) proces se ukonc¢i a vyhodnoti se
nejlepsi model v prabéhu hledani, tj. sada centroidl s nejlepsi hodnotou testového
kriteria. Jinak se pokracuje znovu krokem 1.
Jako kritérium pro déleni shluku na dva dcerské shluky mtze byt kromé BIC pouzito
1jiné, napt. Akaikovo informacni kriterium (AIC).
Vyhodou tohoto postupu je také fakt, Ze regiondlni metoda K-pramért s pouze dvéma
shluky je méné citliva na lokalni minima.

6.2.3 Metoda K-medoidi: PAM (K-medoids method: partitioning around medoids)

Metoda K-medoidu je velice podobna metodé K-primért, s tim rozdilem, Ze zastupcem
sttedu shluku neni centroid ale tzv. reprezentativni objekt — medoid.

Dalsi rozdil mezi metodami K-priméri a K-medoidii je v mife, kterou se hodnoti
vzdalenost objektil od stfedu shluku (centroidi v metodé K-primérii, medoidii v metodé K-
medoidn).

Princip metody K-medoidl je v hledani K reprezentativnich objektil, které nazyvame
medoidy. Medoid je definovan jako objekt shluku, jehoz primérnd nepodobnost ke vSem
objektim v shluku je minimalni, tj. je to nejcentralnéji umistény bod v daném datovém
souboru. Shluk je pak definovdn jako soubor objektl, které jsou pfifazeny ke stejnému
medoidu.

Metodu K-medoidii mizeme povazovat za robustnéjsi obdobu metody K-priméra.



Nejcastéjsi realizaci shlukovani K-medoidd je algoritmus PAM Partitioning around
medoids:

1. Postupné je selektovano K reprezentativnich objektii. Prvni objekt je ten, pro ktery
je suma nepodobnosti ke vSem dalsim objektim co nejmensi. Tento objekt je
umistén nejvice centralné v sadé objektl. Postupné je v kazdé iteraci vybran dalsi
objekt, ktery snizuje sumu (pies vSechny objekty) nepodobnosti
k nejpodobnéj§imu vybranému objektu co nejvice. Proces pokracuje, az dokud
neni nalezeno K reprezentativnich objekti — medoida.

2. VsSechny  objekty  jsou  spojeny  snejblizSim  medoidem.  Mira
nepodobnosti/vzdalenosti je definovana jakoukoliv platnou metrikou vzdalenosti,
nejcastéji Euklidovskou vzdalenosti, Manhattanskou vzdalenosti, Minkowského
vzdalenosti, 1 — korelace.

3. V druhé faze algoritmu se zlepSuje sada medoidd a tedy shlukovani. To se déje
srovnanim vSech pard objektd, kde jeden z nich je medoidem a druhy ne. Pro
kazdy medoid m a postupné pro kazdy objekt o, ktery neni medoidem, se vyméni
pozice m a o a zjiStuje se hodnota kriteria shlukovani pro tuto konfiguraci. Kdyz
se zlepsi kriterium shlukovani, testovany objekt se stane medoidem misto
puvodniho medoidu. Tato procedura se opakuje, az dokud jiz nedochdzi
k zadnému dalSimu zlepsSeni.

Vyhody metody K-medoidu:

e Metoda nevyzaduje ptivodni data, mlize byt aplikovana také piimo na matici
nepodobnosti.

e Shlukovani je mozné na zaklad¢ jakékoliv miry vzdalenosti (dulezité napf.
v biologickych aplikacich, kdy se miize jednat napf. o shlukovéani korelovanych
prvka).

e Medoidy jsou robustnimi predstavitely stiedl shlukli, jsou méné citlivé
k odlehlym pozorovanim neZ centroidy v metod€é K-primérl (tato robustnost je
dualezita, kdyz objekty nepatii jasné k Zddnému shluku).

e Shlukovani neni zavislé na pofadi objektli v datové matici (s vyjimkou kdyz
existuji ekvivalentni feSeni, co je velice ztidka).

Nevyhodou metody K-medoidl je stejné jak tomu bylo v metodé¢ K-priméri potfeba
definovat pocet shlukli K ptedem. Tento problém lze feSit pomoci koeficientu siluety
(silhouette coefficient).

6.3 Urceni optimalniho poctu shluki

Validaci shlukové analyzy se rozumi méfeni kvality shlukovani pro jednotlivé algoritmy
nebo stejny algoritmus, ktery pocital n€kolikrat s jinymi proménnymi. Validace shlukové
analyzy je velmi dilezZity krok, protoZe vysledek shlukovani musi byt ovéfen ve vétSiné
aplikaci. Ve vétSin€ piipadit musi byt pocet vyslednych shlukii nastaven uzivatelem. Existuje
nekolik pfistupi, jak urcit spravny pocet shluki.

6.3.1 Analyza rozptylu (ANOVA)

Velmi snadnym a dobfe pochopitelnym zptisobem urceni poctu shluki miize byt analyza
rozptylu (ANOVA), popiipadé jeji neparametricka obdoba Kruskal-Wallisova analyza



rozptylu. Pfi pouziti této metody jako validacni techniky sledujeme vliv rozdéleni datového
souboru do shlukt na jednotlivé proménné. Sledujeme, zda proménné maji v jednotlivych
shlucich rozdilné hodnoty. Vybirdme takovy pocet shlukii, ktery nam nejlépe odd€luje
pozadované proménné. Jedna se o jednorozmérnou metodu, kterd pracuje pfimo s datovou
matici oproti ostatnim metodam, které pracuji s asociacnimi maticemi.

6.3.2 Dunnuv valida¢ni index (Dunn’s validity index)

Tento index je zaloZzen na ptredpokladu, Ze nalezené shluky jsou kompaktni a dobie
oddélené. Pro vSechny oddé€lené shluky, kde ¢; ptedstavuje i — ty shluk, je Dunniv valida¢ni
index pocitan podle vzorce:

D = min<{min M (6.1)
1<i<n | 1<i<n max{d'(Ck)}

i#] 1<i<n
kde d(Ci,c j) piedstavuje vzdalenost mezi shluky c¢; a ¢; (mezishlukova vzdalenost),
d'(ck) je vzdalenost uvnitt shlukl, n je pocet shlukid. Minimum je pocitdno pro vSechny
shluky, které byly ziskany. Hlavnim cilem tohoto indexu je maximalizovat vzdalenost mezi

shluky a minimalizovat vzdalenost uvniti shlukti. Z toho vyplyva, ze vysoké hodnoty indexu
indikuji optimélni pocet shluki.

6.3.3 Daviestiv-Bouldintv validaéni index (Davies-Bouldin validity index)

Daviestiv-Bouldiniv valida¢ni index je podil sumy vnitro—shlukového rozlozeni a mezi—
shlukového rozlozeni. Hodnoty tohoto indexu ziskdme ze vzorce:

10 {sn(Qi)+Sn(Q,-)}

DB=—
Zmax Sn(Qi!Qj)

[ iy

(6.2)

kde 7 je pocet shlukd, S, (Q;) je pramérna vzdalenost objektii ve shluku od stfedu shluku
a S, (Qi ,Q; ) je vzdalenost mezi stfedy shlukli. Nizky podil ziskdme, kdyz jsou shluky
kompaktni a daleko od sebe. Nizké hodnoty tohoto indexu indikuji optimalni pocet shluka.

6.3.4 Valida¢ni metoda siluety

Validacni metoda siluety, pocitd hodnotu Sitky siluety pro kazdy objekt, primérnou
hodnotu Sitky siluety pro kazdy shluk a primérnou hodnotu Sitky siluety pro cely soubor.
Tento pfistup je zaloZzen na porovnani primérmé Sitky siluety pro dany shluk. Silueta zde
reprezentuje pomér podobnosti a odliSnosti od ostatnich shlukid. Primérnd Sitka siluety miize
byt pouzita k validaci shlukové analyzy a k rozhodnuti o vhodnosti zvoleného poctu shlukd.
K ziskéani hodnoty S(i) pouzijeme vzorec

s(iy = LM —a)

= max o), ai)) (6.3)



kde a(i) je primérna odlisSnost i — tého objektu od vSech ostatnich vzorkl ve stejném
shluku, (i) je minimum z praméra odliSnosti i — t¢ho objektu ke vSem vzorkiim v ostatnich
shlucich. S(i) mize nabyvat hodnot (—11). Kdyz je hodnota siluety blizka jedné, znamena to,

Ze objekt je zafazen do spravného shluku, je-1i hodnota siluety blizka nule, znamena to, Ze
objekt mizeme zatadit také do jiného shluku, vzorek lezi stejné¢ daleko od obou shlukii.
Hodnota minus jedna nam indikuje Spatn¢ zafazeny objekt, nachazi se nékde mezi shluky.
Celkova primérna hodnota pro cely datovy soubor je jednoduse primér ze vSech ziskanych
Sa).

Nejvétsi hodnota celkové primémé siluety indikuje nejlepsi shlukovani (pocet shluki).
Proto pocet shlukti s nejvétsi priimérnou hodnotou siiky siluety je optimalni feSeni. Vystupem
této metody byva sada grafii, kde jsou vyznaceny hodnoty siluety pro vSechny objekty ve
shlucich pro vice variant shlukovani (Obrazek 6.15) .

Graf siluety pro shlukovani metodou K — praméru
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Obrazek 6.15 Graf siluety.Bylo zde shlukovano 606 lokalit do 6-ti az 11-ti shluku. Optimalni
pocet shlukii je 8, kde je nejvyssi hodnota primérné siluety. Také si miizeme vSimnou zdapornych
hodnot siluety, které nam indikuji Spatné zarazené shluky.

6.3.5 Izolacni index (Isolation index)

Tento index je zaloZen na tvrzeni, Ze sousedni vzorky (v prostoru) patii do stejného
shluku. Izolace kazdého shluku je meéfena pomoci pravidla k—nejbliz§iho souseda, kde
pravidlo pro kazdy piipad a je definovano jako procento k—nejblizSich sousedt, které byly
zatazeny do stejného shluku jako a. Primérovanim pfes vSechny piipady v datech miizeme

homogenitu rozdéleni spocitat podle vzorce:

(6.4)

Iy :%gvk(xi)



Vysoké hodnoty tohoto indexu znamenaji dobie odd€lené shluky. Autofi uvadi, ze index
odménuje rozklad na kompaktni a dobfe oddélené shluky, avSak nedokaze penalizovat
ptipady, kdy se shluky piekryvaji, protoze kazdy objekt je limitovan okolim.

6.3.6 C-index

Tento index je definovan vzorcem:

S-S .
C=—>"mn_
Smax _Smin (65)

Kde Sje suma vzdalenosti mezi vSemi pary objektd ve shluku. Necht p je pocet
takovychto part objektd patiicich do jednoho shluku a P je pocet takovychto part objekth
v celém datovém souboru. VSechny pary v datovém souboru setadime podle jejich
vzdalenosti, a vybereme p nejmensich vzdalenosti a p nejvétSich vzdalenosti. Takto ziskame
Smin, COZ je suma nejmensich p vzdalenosti v datovém souboru, a Sp.x, sumu p nejvétsSich
vzdalenosti. Nizké hodnoty Citatele ve vzorci znamenaji, Ze v daném shluku se vyskytuji pary
objektl s malou vzdélenosti. Minimalni hodnoty C-indexu indikuji dobfe oddélené shluky.
Pocet shlukd, ktery minimalizuje hodnotu C-indexu, je optimalni.

6.3.7 Goodmaniiv-Kruskaluv index (Goodman-Kruskal index)

Pro dany datovy soubor Goodmaniiv-Kruskaliv index hodnoti vS§echny moZné ctvefice
objektli (a, b, ¢, d). Necht’ d je vzdalenost mezi dvéma objekty (a a b nebo c a d).

Pak se ¢tvetice nazyva shoda (concordant), kdyz plati d(a,b) < d(c,d), pticemz a a b jsou
ve stejném shluku a ¢ a d nejsou ve stejném shluku nebo d(a,b) > d(c,d), ptiCemz c a d jsou ve
stejném shluku a a a b jsou ve shlucich odlisnych.

Naopak se ctvetice nazyva neshoda (disconcordant), kdyz plati d(a,b) < d(c,d) aa a b
nejsou ve stejném shluku, zatim co ¢ a d ve stejném shluku jsou. Nebo také d(a,b) > d(c,d)
piicemZ a a b jsou ve stejném shluku a ¢ a d nejsou ve stejném shluku. Dobré rozdéleni
datového souboru by mélo obsahovat hodné shod a malo neshod téchto ctvefic. Oznacme
pocet shod N; a neshod Ny. Goodmaniiv-Kruskaliv index déle ziskame podle vzorce

N, -N,

GK=—__°.
N, + N,

(6.6)

Vysoké hodnoty GK indexu znamenaji dobie vytvoiené shluky a pocet shluki, ktery
maximalizuje hodnoty indexu, davé optimalni pocet shlukii.

6.3.8 Meansim (MSA)

Nejedna se pfimo o valida¢ni metodu pro urceni spravného poctu shluki. Jeji vysledky
nam pomohou pouze vybrat optimalni feSeni ze shluki jiz vytvorenych nezavisle na asociacni
matici, ktera byla pouzita pii shlukové analyze. Tuto metodu muZeme pouzit napiiklad
v pfipadé¢ kdy mame datovy soubor obsahujici data jak o slozeni spoleCenstva, tak
o parametrech prostfedi. Objekty(lokality) zde shlukujeme na zékladé¢ proménnych prostiedi
a nasledné nas zajima, jak dobfe nam tyto shluky odd¢€luji spolecenstva na vzorcich.



Tato metoda hodnoti silu klasifikace (Classification strength — CS). Byla specialné
navrzena pro mnoho vzorkl a relativné malo shlukt. Klasifikacni sila shlukovani je stanovena
tim, do jaké miry si jsou objekty ve stejném shluku primérné navzajem podobné oproti
podobnosti objektl s objekty z jinych shluk.

Analyza je zalozena na matici podobnosti mezi vzorky. CS je pocitana jako rozdil mezi
prumérem vSech podobnosti uvniti shlukit (W) a primérem vsech podobnosti mezi shluky(B)
podle vzorce:

CS=W-B. (6.5)

Hodnoty CS se pohybuji mezi nulou a jedni¢kou. Hodnoty blizké jedné indikuji dobrou
klasifikaci mezi skupinami (tj. uvniti skupin je vysoka podobnost a mezi skupinami nizka).

6.4 Shlukova analyza: shrnuti

Vstupem shlukové analyzy je:
e matice podobnosti nebo vzdalenosti objekti
nebo
e tabulka objektd charakterizovanych né€kolika proménnymi.
Vystupem shlukové analyzy je:
e strom (dendrogram) — pfi hierarchické shlukové analyze;
e zafazeni objektl do predem definovaného poctu shlukii — pii nehierarchické
shlukové analyze.
P¥i pouziti shlukové analyzy je nutno pamatovat na niZe uvedené problémy:
e hierarchické aglomerativni shlukovani neni efektni pro velmi velka data;
e pii hierarchické aglomerativni analyze je vysledek siln€ ovlivnén vybérem indexu
podobnosti, resp. metrikou vzdélenosti a shlukovacim algoritmem:;
e pii hierarchické divizivni analyze TWINSPAN je vysledek siln€ ovlivnén
nastavenim hrani¢nich hodnot;
e pii nehierarchickém shlukovani je nutné urcit pocet predpokladanych shluki
pfedem.
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