
Domáćı úkoly ke cvičeńı č. 8

1. V každé z následuj́ıćıch úloh jsou dány vektorové prostory (V,+, ·)
a (W,+, ·) nad týmž č́ıselným tělesem (T,+, ·) a dále je dáno zob-
razeńı ϕ : V → W. Pokaždé rozhodněte, zda potom zobrazeńı ϕ je
lineárńım zobrazeńım vektorového prostoru (V,+, ·) do vektorového
prostoru (W,+, ·). Svá tvrzeńı ověřte nebo zd̊uvodněte.

a) Je dán vektorový prostor (RZ,+, ·) všech zobrazeńı f : Z → R
nad tělesem (R,+, ·), kde operace sč́ıtáńı + : RZ × RZ → RZ

je pro libovolná zobrazeńı f, g : Z→ R dána předpisem

(∀c ∈ Z)((f + g)(c) = f(c) + g(c))

a vněǰśı operace skalárńıho násobeńı · : R × RZ → RZ je pro
libovolné r ∈ R a pro libovolné zobrazeńı f : Z → R dána
předpisem

(∀c ∈ Z)((r·f)(c) = r·f(c)).

Dále pak je dán vektorový prostor (RN,+, ·) všech zobrazeńı
h : N → R nad tělesem (R,+, ·), kde př́ıslušná operace sč́ıtáńı
+ : RN×RN → RN je pro libovolná zobrazeńı h, k : N→ R dána
předpisem

(∀m ∈ N)((h+ k)(m) = h(m) + k(m))

a vněǰśı operace skalárńıho násobeńı · : R × RN → RN je pro
libovolné r ∈ R a pro libovolné zobrazeńı h : N → R dána
předpisem

(∀m ∈ N)((r·h)(m) = r·h(m)).

Nakonec je zadáno zobrazeńı ϕ : RZ → RN, které je pro libovolné
zobrazeńı f : Z→ R dáno předpisem

(∀n ∈ N)
(
ϕ(f)(n) =

∑n
i =−n i·f(i)

)
.
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b) Je dán vektorový prostor (S(C),+,�), kde S(C) = {{an}∞n=1 :
(∀n ∈ N)(an ∈ C)} je množina všech posloupnost́ı kom-
plexńıch č́ısel, nad tělesem (C,+, ·), přičemž operace sč́ıtáńı
+ : S(C) × S(C) → S(C) je pro libovolné posloupnosti
{an}∞n=1 a {bn}∞n=1 komplexńıch č́ısel dána předpisem

{an}∞n=1 + {bn}∞n=1 = {an + bn}∞n=1

a vněǰśı operace skalárńıho násobeńı � : C × S(C) → S(C)
je pro libovolné z ∈ C a pro libovolnou posloupnost {an}∞n=1
komplexńıch č́ısel dána předpisem

z � {an}∞n=1 = {z·an}∞n=1.

Dále je dán vektorový prostor (S(C),+,}), kde S(C) =
{{an}∞n=1 : (∀n ∈ N)(an ∈ C)} je opět množina všech posloup-
nost́ı komplexńıch č́ısel, nad tělesem (C,+, ·), přičemž operace
sč́ıtáńı + : S(C) × S(C) → S(C) je pro libovolné posloupnosti
{an}∞n=1 a {bn}∞n=1 komplexńıch č́ısel dána opět předpisem

{an}∞n=1 + {bn}∞n=1 = {an + bn}∞n=1

a vněǰśı operace skalárńıho násobeńı } : C × S(C) → S(C)
je pro libovolné z ∈ C a pro libovolnou posloupnost {an}∞n=1
komplexńıch č́ısel tentokrát dána předpisem

z } {an}∞n=1 = {z·an}∞n=1.

Nakonec je zadáno zobrazeńı ϕ : S(C) → S(C), které je iden-
tickým zobrazeńım na množině S(C) všech posloupnost́ı kom-
plexńıch č́ısel. To znamená, že toto zobrazeńı ϕ je pro libovolnou
posloupnost {an}∞n=1 komplexńıch č́ısel dáno předpisem

ϕ({an}∞n=1) = {an}∞n=1.

c) Jsou dány tytéž vektorové prostory (S(C),+,�) a (S(C),+,})
nad tělesem (C,+, ·) jako v úloze b). Zobrazeńı ϕ : S(C)→ S(C)
je však tentokrát zadáno pro libovolnou posloupnost {an}∞n=1
komplexńıch č́ısel odlǐsným předpisem

ϕ({an}∞n=1) = {an}∞n=1.
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2. Necht’ zobrazeńı ϑ : R4 → R5 je lineárńım zobrazeńım vektorového
prostoru (R4,+, ·) do vektorového prostoru (R5,+, ·), které je na
vektorech báze α = (f1, f2, f3, f4) vektorového prostoru (R4,+, ·), kde

f1 = (1, 0, 0, 0), f2 = (1,−1, 0, 0),

f3 = (1,−1,−1, 0), f4 = (1,−1− 1, 1),

zadáno obrazy těchto vektor̊u

ϑ(f1) = (1, 3, 2, 7, 4), ϑ(f2) = (1, 4, 9, 5, 3),

ϑ(f3) = (1, 5, 4, 9, 2), ϑ(f4) = (1, 4, 5, 7, 3).

Najděte matici A typu 5/4 nad R takovou, aby pro libovolný vek-
tor (x1, x2, x3, x4) ∈ R4 a pro jeho obraz ϑ((x1, x2, x3, x4)) ∈ R5,
ϑ((x1, x2, x3, x4)) = (y1, y2, y3, y4, y5) platilo

y1

y2

y3

y4

y5

 = A ·


x1

x2

x3

x4

 .

3. Necht’ zobrazeńı ψ : R4 → R3 je lineárńım zobrazeńım vektorového
prostoru (R4,+, ·) do vektorového prostoru (R3,+, ·), které je na
vektorech báze β = (g1,g2,g3,g4) vektorového prostoru (R4,+, ·),
kde

g1 = (1, 2, 2, 2), g2 = (0, 1, 2, 2), g3 = (0, 0, 1, 2), g4 = (0, 0, 0, 1),

zadáno obrazy těchto vektor̊u

ψ(g1) = (1,−5, 4), ψ(g2) = (1, 2,−3),

ψ(g3) = (2,−3, 1), ψ(g4) = (−3, 1, 2).

Určete jádro Kerψ a obraz Imψ lineárńıho zobrazeńı ψ. Najděte
nějaké báze vektorových podprostor̊u Kerψ a Imψ.
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