Diskrétni pravdépodobnost

| Jifi Koula

Definice. Koneénym pravdépodobnostnim prostorem nazveme dvojici (2, P), kde Q
je konecénd mnozina {wi,...,wn} a P funkce piifazujici kazdé podmnoziné ) ¢islo
z intervalu (0,1), spliujici P()) = 0, P(w) = 1 a P(AU B) = P(A) + P(B) pro
AN B = (. Prvky Q nazyvame elementdrni jevy a miZeme si je predstavit jako
vSechny mozné vysledky nahodného pokusu.

Znaceni. Zapisem AB budeme rozumét prunik jevi A a B, tedy vyraz AN B. Do-
plitkovy jev k jevu A (tedy mnozinu {w;w ¢ A}) oznaéime A°.

Tvrzeni. Pro pravdépodobnost jevu A = {w;,,...,w;, } plati

P(A) =3 P(wi),

i=1
P je tedy plné uréena hodnotami P(wy), ..., P(wn).

Poznamka. Je-li | = n a P(w) = % pro vSechny elementarni jevy w, mluvime
o tzv. klasické pravdépodobnosti. V tomto pfipadé se nam predchozi tvrzeni redukuje
Y
na P(A) = ol
Tvrzeni. (vlastnosti pravdépodobnosti)
(i) P(AUB)=P(A)+P(B)—-P(ANB)
(i) AC B=P(A)<P(B)
(ii) P(A) =1— P(A)

Definice. Necht A, B jsou jevy (tedy podmnoziny ?) a P(B) > 0. Potom vyraz

P(ANB)
P(A|B) = ————
(AB) = S
nazveme podminénou pravdépodobnosti jevu A za podminky B.
n
Definice. Jevy By, ..., Bn tvori dplny systém jevi, pokud |J B; = QaB;NB; =
i=1
proi #j.
Véta. (o celkové pravdépodobnosti) Méjme By, ..., By dplny systém jevi a A

libovolny jev. Pak

P(4) = 3" P(A[B)P(B)).
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Véta. (Bayesova) Necht jsou splnény piedpoklady predchozi véty a P(A) > 0. Pak
pro 1 < m < n plati
P(A|Bm)P(Bm)

PBmlA) = BBy P(BY)

Definice. Jevy A, B nazveme nezdvislé, pokud P(AN B) = P(A)P(B). V opa¢ném
pfipadé mluvime o zdvislych jevech.

Véta. Jsou-li jevy A, B nezavislé, pak jsou nezavislé i jevy A, B®. Je-li P(B) > 0,
pak P(A|B) = P(A).

Definice. Jevy Aj, ..., An nazveme nezavislé, pokud pro kazdé m < n a kazdou
m-tici {B1,...,Bm} C{A1,...,An} plati P(By -+ Bm) = P(B1) - -- P(Bm).

Véta.

(i) Necht C je mnozina nezavislych jevii. Nahradime-li kazdy prvek néjaké C* C C
jeho dopliitkem, dostaneme opét mnozinu nezavislych jevi.

(it) Jsou-li Ay, ..., An, B1, ..., Bm nezavislé jevy a P(By -+ Bm) > 0, pak

P(Ay -+ An|By -+ Bm) = P(Ay -+ Ap).

Definice. Ndhodna velic¢ina je zobrazeni X, které kazdému prvku w € §) prifadi
realné ¢islo X (w) (nap¥. pii hodu kostkou to miize byt pocet padnutych ok).

Definice. Stredni hodnotou nahodné veli¢iny X nazveme vyraz

EX =) X(w)Pw

weN

Tvrzeni.
(1) E(X+Y)=EX+EY
(11) EaX = aEX
Definice. Necht X je nahodna veli¢ina a B jev. Potom podminénou stredni hodnotou
nahodné veli¢iny X budeme rozumét vyraz
E(X|B) = ) X(w)P(w|B).

weN

Véta. (o celkové stiedni hodnoté) Necht By, ..., B, je uplny systém jevi a X je
nahodna veli¢ina. Potom

EX = Zn: E(X|B;)P(B;).
=1
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Definice. Rozptylem nahodné veli¢iny X rozumime vyraz var X = E(X — EX)2.
Turzeni. varX = EX? — (EX)2.

Definice. Rekneme, Ze ndhodné velicina X ma nula-jednickové rozdéleni, pokud
nabyva pouze hodnot 0 a 1 s pravdépodobnostmi 1 —p a p, 0 < p < 1 se nazyva
parametr 0-1 rozdéleni.

Definice. Rekneme, %e ndhodna veli¢ina X m4 binomické rozdéleni Bi(n, p), pokud
nabyvd hodnot 0, ..., mapro0 < k <n je P(X =k) = (Z)pk(l fp)"fk. Toto
rozdéleni ma dva parametry — pfirozené n a 0 < p < 1.

Definice. Rekneme, Ze ndhodnd veli¢ina X ma rovnomérné rozdéleni R(T), kde T
Jje neprdazdnd konecnd mnozina realnych cisel, pokud P(X = z) = ﬁ pro vSechna
z € T a nula jinak.

Piiklady

Priklad 1. Jaka je pravdépodobnost vyhry ve 3. pofadi ve sportce (tj. Ze uhodneme
4 ¢isla ze 6; nebereme v Gvahu prémiové ¢islo)?

Priklad 2. Jaka je pravdépodobnost, ze vdm v pokeru pfijde full house (tj. Ze
z klasickych 32 karet dostanete t¥i od jedné hodnoty a dvé od druhé)?

Priklad 3. Na losu loterie je deset policek, z nichz Sest je prazdnych, na dvou je
symbol M a na dvou Z. Vyhravate v pfipadé, ze se vam podari odkryt obé M dfive,
nez odkryjete néjaké Z. Jakd je vase pravdépodobnost vyhry?

Priiklad 4. Asterix a Brutus hraji hru, v niz pravdépodobnost vyhry kazdého z nich
je stejnd (tedy 50%), jednotlivé hry jsou na sobé nezdvislé. Kdo prvni vyhraje Sest
partii, stane se vladcem Egypta. Po osmi hréch, z nichz Asterix pét vyhral, zacala
valka mezi Rimem a Galii, a proto museli hru ukondéit. Jak si maji Egypt rozdélit,
aby toto déleni bylo spravedlivé?

Piiklad 5. Jakd je pravdépodobnost, Ze se ve tf¥idé s n zéky najdou dva, ktefi maji
narozeniny ve stejny den?

Piiklad 6. Hazime Sesti hracimi kostkami. Jaka je pravdépodobnost, Ze padnou
vesmeés ruzné ¢isla? Jaké je pravdépodobnost, Ze padnou pouze licha éisla?

Piiklad 7. Kolik nejméné ¢isel je nutno vzit z tabulky nahodnych &isel, abychom
s pravdépodobnosti alespont 0,99 mohli tvrdit, Ze je mezi nimi alesponl jedno sudé
¢islo?
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Piiklad 8. Ve skfini je ndhodné rozhdzeno Sest riznych para stfevicii. Vecer z nich
potmeé vybereme pét stievict. Jakd je pravdépodobnost, Ze z nich mizeme sestavit
alespori jeden spravny par?

Piiklad 9. Kontrolor v tovarné na fotoaparaty prohlédl 20 pfistroju a zjistil, ze t¥i
z nich jsou vadné. Nepozorny zaméstnanec je vsak zamichal zpét mezi ostatni, takze
jejich poradi je zcela ndhodné. Jaky je nejpravdépodobnéjsi pocet fotoaparati, které
bude muset kontrolor prohlédnout, aby tfi vadné pfistroje opét vyloucil?

Priklad 10. Do vlaku s n vagény nastoupilo k cestujicich (k > n), ktefi si zvolili
vagény ndhodné. Jaka je pravdépodobnost, ze zddny vagén neni prazdny?

Priklad 11. Z n odislovanych vstupenek vybereme ndhodné k. Jaka je pravdépo-
dobnost, ze téchto k vstupenek lze uspofadat v aritmetickou posloupnost?

Piiklad 12. Roztrzity profesor zapomene v obchodé destnik s pravdépodobnosti
%. Jestlize navstivil ¢tyri obchody a doma zjistil, Ze destnik nema, jaka je pravdépo-
dobnost, Ze jej zapomnél ve tfetim obchodé?

Priiklad 13. Ve vézeni jsou tfi lot¥i, Alcapone, Babinsky a Cimrman. Losem jsou
uréeni dva z nich, ktefi budou popraveni. Alcapone se chce dovédét, zda je mezi vylo-
sovanymi. Vi vsak, Ze na pfimou otézku mu dozorce neodpovi, proto ho pozada, aby
mu povédél jméno jednoho spoluvézné, ktery bude popraven. Dozorce mluvi pravdu,
pokud mé vice moznosti, vybere si nahodné. Jmenuje Babinského. Predstavuje tato
informace pro Alcapona néjakou informaci o jeho osudu? (Pfed odpovédi byla Alca-
ponova pravdépodobnost, Ze bude popraven, rovna %, je podminéna pravdépodobnost
po dozorcové odpovédi jina?)

Priklad 14. Matéj a Vasek nejsou zdatni poctafi. Pravdépodobnost, ze Matéj vy-
fesi tlohu spravné, je %, pro Vaska je tato pravdépodobnost % Pokud pocitaji oba
Spatné, potom pravdépodobnost, ze dojdou k témuz vysledku, je ﬁ. Jestlize oba
ziskaji stejny vysledek, jaka je pravdépodobnost, Ze je tento spravny?

Priklad 15. V osudi je 8 modrych, 8 ¢ervenych a 8 bilych kouli. Vytdhneme na-
hodné jednu kouli, vratime ji a opét jednu vytdhneme. Jaka je pravdépodobnost, ze
obé vytazené koule budou mit tutéz barvu? Jaka je tato pravdépodobnost, pokud
vytaZenou kouli nevracime?

Priklad 16. V krabici je 15 tenisovych mickd, z toho 9 novych. Pro prvni hru se
nahodné vyberou 3 micky, po skonceni hry se vrati do krabice. Jaka je pravdépodob-
nost, ze vSechny 3 micky vytazené pro druhou hru budu nové?

Priklad 17. Dny mohou byt slunecné nebo zamracené. S pravdépodobnosti p bude
zitra stejné jako dnes, s pravdépodobnosti 1 — p ne. Jaka je pravdépodobnost, Ze za
n dni bude stejné pocasi jako dnes?

Priklad 18. V zalafi je vézen odsouzeny k smrti. Vystfedni zalafnik mu vSak da
Sanci. Pfinese dvé urny, 12 cernych a 12 bilych kulicek. Ty méa vézen rozdélit do
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uren. Zalafnik si poté ndhodné jednu vybere a z ni ndhodné vytdhne kulicku. Bude-
li tato bila, bude vézen volny, v opacném piipadé bude popraven. Jak ma vézen
kulicky rozdélit, aby si zajistil nejvétsi pravdépodobnost pfeziti (musi umistit viechny
kulicky)?

Priklad 19. Pfedpokladejme, Ze rakovinou trpi 0,5% populace. Mame k dispo-
zici test, ktery ma spolehlivost 0,95 v nasledujicim smyslu. Mé-li osoba rakovinu, je
test pozitivni s pravdépodobnosti 0, 95, nemé-li rakovinu, dostaneme negativni vysle-
dek s toutéz pravdépodobnosti. Jestlize u ndhodné zvolené osoby byl vysledek testu
pozitivni, jaka je pravdépodobnost, ze tato osoba rakovinu skute¢né ma?

Piiklad 20. Profesor zkousi snadny, ale nudny predmét. Pokud jste se na zkousku
svédomité pripravovali, dostanete jednicku s pravdépodobnosti 0,99. Pokud jste se
neucili viibec, jednicku nedostanete s pravdépodobnosti 0,3 (pfedmét je opravdu
snadny). Na zkousku se ptipravuje 40% studentt (pfedmét je opravdu nudny). Profe-
sor dal studentovi jednicku. Jaké je pravdépodobnost, Ze se tento student na zkousku
ucil?

Priklad 21. H&azime dvéma hracimi kostkami. Jev A znamend, Ze na modré kostce
padne liché ¢islo, jev B, Ze na zelené kostce padne sudé ¢islo, jev C, Ze soucet obou
¢isel je lichy. Jsou tyto jevy nezavislé? Jsou tyto jevy po dvou nezavislé?

Priiklad 22. Studentovi je pfedloZen test obsahujici 10 otazek, u kazdé jsou 4 moz-
nosti, z nichz pravé jedna je spravna. Student je nepfipraven a odpovédi zaskrtava
nahodné. Jaka je pravdépodobnost, Ze student zodpovi spravné alespon 5 otéazek?
Jakd je stfedni hodnota po¢tu spravné zodpovézenych otazek?

Priiklad 23. Dva hraci kosikové hazeji st¥idavé na kos tak dlouho, dokud neni jeden
z nich Gspésny. Prvni hrac¢ déa kos s pravdépodobnosti p1, druhy s pravdépodobnosti
p2. Jaka je stfedni hodnota poctu hodt druhého hrace?

Priklad 24. Jakd je stfedni hodnota poctu hodu kostkou, nez nam padnou tii
Sestky za sebou?

Priiklad 25. V loterii je m; vyher s hodnotou ¢;, i = 1, ..., k. Celkem bude vydéano
N lost. Urcete cenu losu tak, aby stfedni hodnota vyhry byla rovna poloviné ceny.

Priklad 26. Méjme svazek n kli¢a, které neumime rozligit. Chceme si odemknout
byt, zkousime proto nadhodné klice, dokud nenajdeme ten spravny. Jaka je stifedni
hodnota vyzkouSenych klicti, pokud jiz odzkouSené do svazku nevracime? Jaka je
tato hodnota v pripadé, kdy vyzkousené kli¢e vracime zpét do svazku?

Piiklad 27. Na vanoc¢ni besidku prislo n déti a kazdé pfineslo dérek, ktery dalo
do velkého kose. Na konci besidky si kazdé dité z koSe ndhodné vytahne jeden darek.
Jakd je stfedni hodnota poctu déti, které si odnesou vlastni darek?

13



