Kapitola 6
Dvojny integral

V této kapitole se budeme zabyvat integralem funkce dvou proménnych — tzv. dvojnym
integralem. Ukazeme dva zpusoby, jak lze vypocitat dvojny integral: prevedeni dvojného
integralu na dva jednoduché integraly (tzv. Fubiniova véta) nebo pomoci transformace do
polarnich souradnic.

6.1 Co je dvojny integral

Piipomenme si, co je integral funkce jedné proménné (jednoduchy integral). Je-li funkce f(x)
nezapornd a spojita na intervalu [a, b], pak integral této funkce na intervalu [a, b]

/abf(x) dz

je cislo, které vyjadiuje obsah rovinného obrazce M ohraniceného grafem této funkce, osou x
a piimkami z = a a = b. Pomoci nerovnosti muzeme mnozinu M zapsat

M={[z,y] cR*: a<x<b 0<y< flx)}

Tento integral lze spocitat pomoci primitivni funkce F' k funkei f jako F(b) — F'(a).

Dvojny integrél je integréal funkce dvou proménnych. Pti zavedeni tohoto pojmu vyjdeme
z geometrického vyznamu dvojného integralu:
Necht funkce f(z,y) je nezdpornd a spojitd na mnoziné M C R?

M ={lz,y] € R*: a <z <, p(z) <y <(2)}, (6.1)

kde ¢(x), ¥ (x) jsou spojité funkce na intervalu [a,b] a p(z) < ¥(z). Pak dvojny integrdl této

funkce na mnoziné M
//f(x,y)dxdy
M

je cislo, které vyjadiuje objem télesa V ohraniceného grafem této funkce, rovinou zy a plastém
vedenym pfes hranici mnoziny M. Pomoci nerovnosti muzeme toto téleso zapsat

V ={lz,y,z] eR*: 0 <2< f(z,y) pro [z,y] € M}.
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6.2 Fubiniova véta pro dvojny integral Dvojny integral

Poznamenejme, 7e presné zavedeni dvojného integrilu je pomérné technicky naroéné, nebot
je tfeba zavést miru v roviné a pomoci miry pak definujeme Riemannuv dvojny integral.
Je-li M obdélnik o stranach a,b a f(z,y) = ¢, pak dvojny integral vyjadiuje objem kvddru

a plati
//cdxdy:a-b-c.
M

Je-li f(z,y) =1 na mnoziné M, pak dvojny integral vyjadiuje obsah (miru) mnoziny M:
// dzdy = m(M).
M

6.2 Fubiniova véta pro dvojny integral

Zakladni metodou pro vypocet dvojného integralu je prevod dvojného integralu na dva jedno-
duché integraly. Tato metoda je popsana v nasledujicich dvou vétéach.

Véta 6.1 (Fubini). Necht funkce f(x,y) je spojitd na obdélniku J = [a, b] X [c, d]. Pak plati

//f(x,y)dxdy:/ab (/cdf(a:,y)dy) dz. (6.2)

Poznamka 6.2. a) Integrél na pravé strané vyrazu (6.2) se nazyvé dvojnasobny integral.
V tomto integralu integrujeme postupné nejprve podle y a pak podle z. Zaménou proménnych

x a y dostaneme
J[ searas= [ ([ s.ar) a
J

Znamend to, ze nezalezi na poradi, v jakém na pravé strané integrujeme.

b) Dulezitym predpokladem je spojitost funkce. Neni-li funkce f(x,y) spojita na obdélniku
J, pak uvedené tvrzeni neplati — dvojny integral nemusi existovat a nelze zménit poradi
integrace v dvojnasobném integralu.

c¢) V piipadé, ze mé integrovand funkce tvar souc¢inu f(z)g(y), kde f je spojita funkce na
[a,b] a g je spojitd funkce na [c, d], je mozné vypocet zjednodusit

J[ swaasy= [ ([ swaar) ae= [ wrae [“swa

Priklad 6.3. Vypoctéte
/ / 22y dz dy,
M

kde mnozina M je obdélnik s vrcholy A =[0,1], B=[2,1], C =[2,2] a D = [0, 2].



Dvojny integral 6.2 Fubiniova véta pro dvojny integral

Regent. Vidime, ze plati 0 <z <2 a1 <y < 2. Podle Fubiniovy véty pak dostavame

2 2 2 y2 2 2 1
//nydxdy:/ </ a:dey) dx:/ |:£L’2—:| dx:/ (2:52— —:1:2) dr =
0 1 0 2|, 0 2
M
2 372
= / §x2 dx = {x—} =4.
0 2 2 |,
Pokud zvolime opacné poradi integrace bude vypocet vypadat takto
2 2 21,3 12 2g
//:Edexdy:/ (/ nydx) dy:/ [—y} dy:/ —ydy =
7 1 0 1 L3 7] 1 3

4 1% 16 4
3], 3 3

Vzhledem k tomu, Ze integracéni oblast je obdélnik a integrovand funkce je tvaru f(z,y) =
g(z)h(y), muzeme vyuzit predchozi pozndmky

2 2 372 272
1
//nyd:cdy:/ l’2dl’~/ ydy:[x—] [y_} :§-<2——):4.
M

Uvedenou vétu lze zobecnit pro integraci pres ”deformovany obdélnik”.

Véta 6.4 (Fubini). Necht funkce f(x,y) je spojitd na mnoziné M C R?, kterd je ddna vztahem

(6.1). Pak plati
[ s~ [ ([ saan) ae 63)

Priklad 6.5. Vypoctéte
/ / 23y dzdy,
M

kde mnozina M je ¢tvrtkruh o daném polomeéru r > 0 se stiedem v pocatku a lezici v prvnim
kvadrantu.

Resend. Mnozinu pies kterou integrujeme muzeme popsat nerovnostmi
0<z<r0<y<Vrz—a?

Dosazenim do (6.3) dostaneme

r [ VrTa?

// 23y de dy :/ (/ 2y dy) dx.
0 0

A
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6.2 Fubiniova véta pro dvojny integral Dvojny integral

Pro vnitini integral dostavame

VrZ—a? 27 Vr2—a?
[ e8]
rydy = 2° | =
0 2

Proto dvojny integrél je

1 [ 1 [2%r? 287" o6

3dd:_/ 32_5d:_ 5 -

//:nyy QO(xT x’)dz 5171 6|, = 2
M

A
Priiklad 6.6. Vypoctéte
// (2z +y) dzdy,
M
kde mnozina M je lichobéznik uréeny ptimkami x =1, x =2, y=1ay =2z
Resend. 7 obrazku 6.1a vidime, ze plati 1 <x <2 a1l <y < 2z. Dostdvame
2 2z 2 y2 2z
//(2:c+y) dxdy:/ </ (2x + y) dy) dx:/ [2xy+—] dr =
) 4 1 1 1 2],
2 2
1 1 21
:/ 4a? 4222 — 20 — = ) do = |22 —2® — —2| ==,
1 2 2], 2
A
v Y= 293//
/|
/
/
/
RS
, :
1 2 z 1 2 x

Obrazek 6.1: Mnoziny z prikladu 6.6 a 6.7

Priklad 6.7. Vypoctéte

2
//%dxdy,
)

M
kde mnozina M je ohranicena kiivkami y =z, x =2 a zy = 1.
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Dvojny integral 6.2 Fubiniova véta pro dvojny integral

Resend. 7 obrazku 6.1b vidime, ze napiiklad plati 1 <z <2 a % <y < x, pficemz soutadnici

x = 1 jsem dostali z feSeni rovnice % = x. Integrovand funkce je na oblasti M spojita.

Dostavame
2 2 T .2 2 27
//x—zdxdy:/ / x—zdy dx:/ [—x—] der =
Yy 1 1y 1 Y 1

M T

Priklad 6.8. Vypoctéte

//a:yd:cdy,
M

kde M je mnozina ohrani¢end piimkou y = x — 1 a parabolou y* = 2z + 6.

Obrazek 6.2: Ruzné popisy mnoziny M z piikladu 6.8

Resent. Nejprve vyjadifme danou mnozinu pomoci nerovnosti. K tomu potiebujeme uréit
pruseciky piimky a paraboly. Vyjadiime-li z obou pfedpisi proménnou z, pak z rovnosti

2
y°—06
+1=
Y 2
dostaneme y-ové soutadnice téchto pruseciku, tj. y = —2 a y = 4. Dosazenim do rovnice
piimky ziskdme x-ové souradnice x = —1 a x = 5. Mame dva zpusoby, jak vyjadfit mnozinu

M.



6.3 Polarni souradnice Dvojny integral

a) Pii obvyklém poradi integrace dydz vyjadiujeme mnozinu M pomoci nerovnosti tvaru
(6.1). Tj. je hranicend funkcemi a dolni hranice je slozena ze dvou ¢asti, proto musime
v tomto pripadé mnozinu M rozdélit na dvé mnoziny M = M; U Ms, kde

My: —3<z<-1, —V2z + 6 < 2z + 6,
My: — 1<z <5, r—1<+2x+6.

Pfi integraci v poradi dy dx tak musime dany integral rozdélit na dva integréaly

1 [v2aF6 5 V2246
//xydxdy:/ / xydydx+/ / xy dy dx.
-3 J—2z2+¥6 -1 Jz-1

M
b) Vyhodnéjsi proto bude integrovat v opaéném potradi dz dy. Pak M vyjadiime nerovnostmi

1
—2<y<d4,  Sy-3<z<y+l

a dvojny integral je roven

4 py+l 4 72 y+1
[t [ i [ [2]
-2 %y2—3 -2 %y273
4

A

= 1/2@/ {(y+1)2—(%y2—3)2} dy

2
I 5

:_/ (—y—+4y3+2y2—8y) dy =
2),\ 4
1 y° 4 y* 2

=2 |-z 27 — 4y%| = 36.
2{ o TY Ty o=

6.3 Polarni souradnice

Integrujeme-li pres mnozinu M, kterd je ohrani¢end kruznmici (¢dsti kruznice, mezikruzim),
pak misto kartézskych soutadnic x, y je vyhodné pouzivat polarni soutradnice g, .

Necht bod v roviné mé kartézské souradnice [z, y]. Pak poldrni soufadnice o je vzddlenost
bodu od poé¢étku a ¢ thel, ktery svird pruvodic (t]. tsecka spojujici bod s pocdtkem) s kladnym
smérem osy x. Odtud plynou rovnice transformace pro prevod kartézskych soutadnic do
polarnich:

T = pCosy

Yy = osin .

Naptiklad, kruh o poloméru r je v polarnich souradnicich popsén o = r, 0 < ¢ < 27.
Podobné poloptimka y = x pro z > 0 je popsdna ¢ = 7, 0 > 0.
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Dvojny integral 6.4 Transformace dvojného integralu

Priiklad 6.9. Nakreslete mnozinu, ktera je zapsana v polarnich soutradnicich:
™ 7r

2<0<4, —<p<—.

Resent. Jde mezikruzi ohranicené kruznicemi se stfedem v pocatku a poloméry r = 2, r = 4
a vymezené piimkami y = x a = = 0 (tj. osa y). A

P transformaci integralu do polarnich souradnic hraje dulezitou roli determinant

Lo Yo
Lo Yo

J(u,v) = = pcos’ ¢ + psin® ¢ = .

- cos sin @
| —psing pcosp

Tento determinant se nazyva jakobidan zobrazeni F' pro prevod kartézskych souradnic do po-
larnich.

6.4 Transformace dvojného integralu

Jestlize pti vypoctu dvojného integralu pouzijeme pro vyjadieni mnoziny M polarni soutad-
nice o, v, pak dany integral transformujeme do polarnich soutadnic, kde se objevi jakobian,
a po té pouzijeme Fubiniovu vétu. Tento postup lze popsat néasledujicim zpusobem:

Véta 6.10. Necht funkce f(x,y) je spojitd na mnoZiné M a necht je tato mnoZina uréend
v poldrnich soutadnicich nerovnostmsi

01 << o0i1(p) <o<op)

®2 92(90) .
//f(x,y)dxdy:/ / flocosyp, psinp) odo | de.
¥ 1 01(p)

Priiklad 6.11. Vypoctéte

M

Pak plati

kde M je kruh 22 + y? < 9.

Reseni. Nejprve popiSeme mnozinu M v poldrnich soufadnicich. Rovnice 22+y? = 9 je rovnice
kruznice se sttedem v pocatku a polomérem 3. V polarnich soutadnicich tak dostavame

0<r <3, 0<p <27

Nyni podle véty 6.10 dostaneme

27 3 2r 3
//(x —y)dzdy = / (/ r2(cos ¢ — sin ) dr) dp = / {grg} (cosp —singp)dp =
0 0 0 0
M

2m
= 9/ (sin<p+cosg0)d<p:9[sin<p+(:osg0]g7r =0
0



6.4 Transformace dvojného integralu Dvojny integral

Priiklad 6.12. Vypoctéte

/ V1= 22 —y?2dxdy,
M

kde oblast M je ¢tvrtinou kruhu a2 + y? < 1 lezicf v prvnim kvadrantu.

Resent. Mnozinu M v polarnich soufadnicich mizeme popsat nerovnostmi
T

Podle véty 6.10 dostaneme

z z 1
//\/1—x2—y2dxdy:/2/ 7’\/1—7’2drd<p:/2dg0~/ rv1—r2dr =
o Jo 0 0

A
Lort=t 11 T [2 o r
—| —ordr—ar | =[]} [ 5 Viae =] {gﬂ -
1~0,0~1 0 1
A
N yl\ ,
N //
\\\ 2 //
A 7 y=|z|
1
// \\
I PN IV ‘|
\ l\ /Il lo o
\ \\ // //
N - ,
\\ //
22 4+y? =4 22 +y2=1

Obrazek 6.3: Mnozina M z ptikladu 6.13

// (3:2 +y2) dx dy,

kde pro oblast M plati 1 < z? +y? <4, y > |z|.

Priklad 6.13. Vypoctéte

-----

Resend. Oblast ohrani¢end danymi kiivkami je ¢ast mezikruzi, kterd je ohrani¢ena primkami
y g
y AR . ) , Y . e -
zZ mozngstl je pfimo, z ndzorného vyznamu polarnich soutadnic, tj. y =x jep =T ay = —x
je ¢ = “F. Druhd moznost je pomoci dosazeni transformacnich rovnic a feseni pifslusné gonio-
. . o . (s . o -
metrické rovnice, napiiklad pro y = x, dostdvame cos ¢ = sin ¢ a odtud ¢ = 7. V polarnich
soutadnicich tak muzeme mnozinu M popsat nerovnostmi:

1<r <2,



Dvojny integral 6.5 Aplikace dvojného integralu

Pro dany integral plati
3

3T 9 2 3

// (2* + %) dxdy:/4/ r?’(coszgo—i-sinzgo)drdgo:/ r3dr~/4(0052<p+sin2<p)dg0
™ 1 1

A 4

ENE]

A

Zavérem podrobnéji popiseme transformaci dvojného integralu. Tu lze provést nejen pro
polarni soutadnice, ale pro libovolnou ”péknou” transformaci. Ptikladem je zobrazeni, které
transformuje lichobéznik na obdélnik (takové zobrazeni je linedrni), nebo zobrazeni které
transformuje elipsu na obdélnik. Vybér transformace se provadi podle tvaru mnoziny, pies
kterou integrujeme.

Nejprve zavedme néasledujici pojmy.

Definice 6.14. Necht je ddno zobrazeni F': R? — R? uréené rovnicemi
r=k(u,v), y=Iu,v), (6.4)

kde funkce k a [ maji spojité parcidlni derivace prvniho fadu. Pak F' se nazyva spojité
diferencovatelné zobrazeni a determinant

ky ky

T =] ]

se nazyva jakobidn zobrazeni F. Jestlize J (u,v) # 0, pak se toto zobrazeni nazyva requldrni.

Naprtiklad, linedrni zobrazeni z = au + bv, y = cu + dv ma jakobidan J = ad — bc. Toto
zobrazeni je regularni, jestlize ad # bc. Toto zobrazeni transformuje lichobéznik v roviné zy
na obdélnik v roviné uwv.

Véta 6.15. Necht je ddna spojitd funkce f proménnijch x a y na mévitelné mnoziné A. Necht
F: R?* — R? je prosté requldrni zobrazeni zadané rovnicemi (6.4) a necht A = F(B). Pak

lati
p //f(l“’y)dxdy://f[k(u,v),l(u,v)]|J(u,v)|dudv.
4 B

6.5 Aplikace dvojného integralu
Piiklad 6.16. Urcete obsah kruhu o poloméru R.

Resent. Pro uréeni daného obsahu musime spocitat [[ dzdy, kde mnozina M je tvofena
M
danym kruhem. Kvuli jednoduchosti umistime kruh do pocatku a mmnozinu M popiSeme
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6.5 Aplikace dvojného integralu Dvojny integral

v polarnich soutradnicich, dostaneme tak 0 < o < R, 0 < ¢ < 27. Pro dany integral tak
mame

R

27 rR 2m R T’2
// dxdy:/ / rdrdgpz/ d<p-/ rdr:[¢]3”~ {5} = TR?
0o Jo 0 0 0

M

A

Piiklad 6.17. Vypoctéte obsah obrazce ohrani¢eného kruznici 22 + y? = 2z a piimkami
y=xz,y=0.

Resent. Hledany obsah bude uréen integralem [[ dz dy, kde M je mnozina tvorend danym
M
obrazcem. Upravime-li doplnénim na tplny étverec rovnici 22 4 y? = 2, dostaneme

(z =1 +y* =1,

coz je rovnice kruznice se sttedem v bodé [1,0] a polomérem 1. Dosadime-li za x = 7 cos ¢
a za y = rsiny z transformacnich rovnic, dostaneme pro danou kruZnici rovnici 72 cos? ¢ +
r?sin g = 2rcos ¢ a po upravé r = 2 cos ¢. Dané piimky maji rovnice ¢ = 0 a ¢ = 7, mame
tak popis mnoziny M

0<p< 0<r<2cosyp

T
4 )
Podle véty 6.10 dostavame

I [2cose 1 I cos I
// d:pdy:/ / rdrdcp:§/ [TZLQ) g0dg0:2/ cos? pdp =
o Jo 0 0

A
1 1 i1
= 1 dp = — gin? = — 4+ —.
/0 (1 + cosy)dy {cp+281n ch 4+2
A
y A //
JVy==x
7
1+ -~
//
/
// 1 /’2 x'
7 \ Vi
N s
14 S=-—-
x2+y2:2x

Obrazek 6.4: Mnozina M z ptikladu 6.17

Piiklad 6.18. Urcete objem télesa, které je utvorené plochou rota¢niho paraboloidu z =
2?2 4+ y? nad ¢tvercem uréeného body [0,0], [1,0], [0,1] a [1,1].
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Dvojny integral Cviceni

Reseni. Objem daného télesa je dn integrdlem [, (2?+y?) dx dy, kde M je mnozina tvofend
danym c¢tvercem. Pro hledany objem tak dostavame

11 1 371
Vv :/(x2+y2)dxdy:/ / (:E2+y2)dyd:p:/ {x2y+y—} do =
M 0 Jo 0 3 1o
1 3 1
:/ x2+1 do = x_+£ :2
0 3 3 3], 3

Priklad 6.19. Urcete hmotnost obdélnikové desky M: 0 < 2z < 2,0 <y < %, kterda ma
v kazdém bodeé [z, y] plosnou hustotu p(z,y) = xy.

Reseni. Pro hmotnost H tenké desky M plati

1= [[ o) daay.

Dostavame tak

A

desce.

Cviceni
1. Vypoctéte nasledujici integraly
ff (22 4+ y?) dz dy, kde M je ¢tverec urceny body [0, 0],[2, 0],]0,2] a [2,2].
b ff xy?dz dy, kde M je lichobéznik omezeny piimkamiy = -1,y =z, x =0a x = 2.

c ff zydz dy, kde M je mnozina ohrani¢ena nerovnostmi 1 <z <4, 1 <y < /.

==

e) [[(z+y)dzdy, kde M je ohrani¢ena kiivkami y = 22, y = z.

f

)
)
d) ff xy dx dy, kde M je trojihelnik uréeny body [0, 0], [1,1] a [2,0].
)
) [[(12 4y — 2?) dzdy, kde M je ohraniCena parabolami y = 2%, y* = .
)

g) [[ 2drdy, kde M je ohranicena pifmkami x = 0, z = 27, y = 0 a grafem funkce

SRR eR

|
N
+
@.
5]
8
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Cviceni Dvojny integral

2. Pomoci transformace do polarnich souradnic vypoctéte nasledujici integraly
a) [[(z+ y)dzdy, kde pro mnozinu M plati 2% +y* < 1, 2 >0,y > 0.
M
b) [[ zy*dxdy, kde mnozina M je mensi kruhovd dse¢ vytatd piimkou z +y = 1 v kruhu
M

2 +y* <1
o) [[ e v dg dy, kde pro mnozinu M plati 22 + 4% <1, z > 0.

—=

)
d) [[/x?+ y2dz dy, kde pro mnozinu M plati 2 + y? — 2y < 0.
e) ff arctg £ dz dy, kde pro mnozinu M plati 2yt >, 2y <3,y > 5y < V3z
f) Af/lf(xZ +y?) dx dy, kde pro mnozinu M plati 1 < 2% +y*> <4,y >0,y < .
g) Jt\ffydx dy, kde pro mnozinu M plati 22 + 9> <4,y <z, y > —x.
M

3. Urcete obsah mnoziny M

a) Mnozina M je ohrani¢ena hyperbolou zy = 1 a piimkou 2z + 2y = 5.
b) Mnozina M je omezend kruznicemi x? +y* = 2z, 22 +y* = 4z a piimkami y = z, y = 0.

Vysledky:

1. a) %,b)%,c)%—lnl d)%,e ;—O,f)4+l%),g)3§.

2

2.a) 3,b) 55, 0) B5, ) 2, e) I, ) 27, 9) 0.

3.a) 2 —-2In2 b)3r+32
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