Kapitola 7
Trojny integral

Podobné jako jsme v predchézejici kapitole integrovali funkci dvou proménnych, budeme se
nyni zabyvat integralem funkce tii proménnych — trojnym integrdlem.

Fyzikalné muzeme definovat trojny integral takto: hmotnost télesa je rovna soucinu jeho
hustoty a objemu. Mame-li téleso V' C R? a jeho hustota je v bodé (z,y, 2) rovna f(z,v, 2),
pak hmotnost tohoto télesa je ddna trojnym integralem

///f(a:,y,z) dzdydz.

Geometricky muzeme definovat trojny integrél funkce f(z,y,z) = 1 na mnoziné (télese) V
jako miru této mnoziny (tj. objem télesa)

/// dzdydz = m(V).

K vypoctu slouzi opét Fubiniova véta, kterda prevadi trojny integral na trojnasobny, a trans-
formace integralu, nejcastéji do valcovych nebo sférickych soutradnic.

7.1 Fubiniova véta pro trojny integral

Zakladni metodou pro vypocet trojného integralu je Fubiniova véta, ktera je podobna jako
pro dvojny integral.

Véta 7.1 (Fubini). Necht funkce f(x,y,z) je spojitd na kvddru (trojrozmérném intervalu)
J =la,b] x [c,d] x [e, g]. Pak trojny integral je

b( rd /19
/J//f(x,y,z)dxdydz:/a {/C (/e f(x,y,z)dz) dy} da.

Poznamka 7.2. a) Jednoduché integraly na pravé strané jsou dobte definované (tj. funkce
jsou integrovatelné). Podrobnéji, oznacime-li J; = [¢,d] X [e, f], pak plati:
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7.1 Fubiniova véta pro trojny integral Trojny integral

1) Funkee h(z) = [[ g(x,y, z) dydz je integrovatelnd na intervalu [a, b] a
J1

///g(x,y,z) dzdydz = /ab h(x)dz = /ab //g(gay’,z) dydz | da.

2) Podobné, funkce k(y, z) = f; g(z,y, z) dz je integrovatelna na dvojrozmérném intervalu

Jl a
b
/J//g(x,y,z) drdydz = Zl/ k(y,z)dydz = Zl/ (/a g(x,y,zdx)) dydz.

b) Kdyz jsme pocitali dvojny integral pres obdélnik u nezélezelo na poradi v jakém integru-
jeme, podobné ani u trojného integralu nezalezi pii integraci na potadi, pokud integrujeme
pres kvadr.

Priklad 7.3. Vypoctéte trojny integral

/// (x +vy) dedy dz,

kde mnozina V' je krychle, pro kterou plati 0 <z <1, 1 <y <2a0< 2 < 1.

Reseni. Pouzijeme vétu 7.1, pricemz meze trojnasobného integralu jsou ziejmé ze zadéani.

///(x+y)dxdydz:/01{/12(/Ol(x+y)dz) dy} dxzfol </12[$Z+yz](1)dy) de —

1 2 1 y22
:/ (/ (x+y) dy) dx:/ {nyr—} dr =

0 1 0 21

1 1 1 3 22 31
= 2 +2— 1 — = = 2 == + 22| =2.
/O(x—l— T 2)d:c /O<x+2)d:c {24—240

Véta 7.4 (Fubini). Necht je ddna mnoZina v roviné
M ={[z,y] ER* a <z <by(r) <y < ()},
kde @(x), ¥(x) jsou spojité funkce na intervalu |a,b] a ¢(x) < (x), a mnozina v prostoru
V. o={lz,y,2] €R’: [w,y] € M, ®(2,y) < 2 < V(z,9)}.

kde ®(x,y), Y(x,y) jsou spojité funkce na mnoziné M a ®(z,y) < V(z,y).
Je-li funkce f(x,y,z) spojitd na mnoziné V v prostoru, pak plati

/// f(@.y,z)dedydz = /ab {/::) (/::x,)y) f(z,y,2) dz) dy} dz.
% v



Trojny integral 7.1 Fubiniova véta pro trojny integral

Jinymi slovy, trojny integrdl prevedeme na trojnasobny integrédl ,,od bodu k bodu“, ,od
funkce k funkci“ a ,,od plochy k plose“. Postupné integrujeme podle z, pak podle y a nakonec

podle x.
Priklad 7.5. Vypoctéte trojny integral

///xzdxdydz,
1%

kde pro mnozinu V plati 0 <2 <2, 0<y<zal0<z < zr+y.

Resend. Muzeme rovnou pouzit Fubiniovu vétu 7.4 a dany integral prepsat jako trojndsobny

2 px p/ztyYy 1 2 rx
///xzdxdydz:/// xzdzdydx:—// [:L’zQ}“Hy dydx =
0Jo Jo 2 Jo Jo 0

\%4
x

1 2 rx 1 2 2
2 Jo Jo 2 Jo 2 1,
1 2

2

3 2 4
3 T 3 3 3 |x
2/0 (‘”2) ) 4/ox ) 4[4}0

Piiklad 7.6. Vypoctéte
/ / / zdxdydz,
1%

kde mnozina V' je ohranicena rovinami x +y+z2=1,2=0,y=0a x = 0.

Obrézek 7.1: Zobrazeni mnoziny V' z piikladu 7.6

Resend. Piivypoctu trojného integralu, kdy dand mnozina nenf ddna nerovnostmi, je vyhodné
si nakreslit dva obrazky, jeden pro danou mnozinu V' a jeden pro jeji projekci na nékterou ze
soufadnych rovin (napf. rovinu zy). V tomto piipadé muzeme vidét, ze spodni hranici naseho
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7.2 Valcové souradnice Trojny integral

télesa je rovina z = 0 a horni hranici je rovina x +y + 2z = 1, resp. 2 =1 —x — y. Obé tyto
roviny se protinaji v piimce z +y =1 (y = 1 — z), které lezi v roviné xy. Projekce do roviny
xy je proto trojuhelnik a mame tak popis dané mnoziny

V ={(z,y,2)[0<2x<1,0<y<1—-2,0<z <1l—z—y},

coz nam umozni vypocitat dany integral pomoci Fubiniovy véty

l—z—y

1 pl—a pl—z—y 1 pl—2x 22
///zdxdydz:// / zdzdydx:// {—] dy dx
0Jo 0 0Jo 2],

1%
1 [t 1 '] 1—2x—y]"™
= Z 1— 1 —u)? —— - = J
2/0/0 (1—2z—y) dyde 2/0 { 3 h dx
1t 1] (1—2) 1
= _ 1 —71)3 S I S
6/0< z) de 6{ 4 } 24

7.2 Valcové souradnice

Integrujeme-li ptes vélec V nebo jeho ¢éast, pak misto kartézskych souradnic z, y, z je vyhodné
pouzivat valcové soutadnice o, ¢ a z.

Necht bod v prostoru méd kartézské soutradnice [x,y, z]. Pak vdlcové souradnice jsou: z
(beze zmény) a misto kartézskych souradnic x, y jsou poldrni soufadnice prumétu tohoto
bodu do roviny zy. Odtud plynou rovnice transformace pro prevod kartézskych souradnic do

valcovych:

T = 0Cos Y
y = osing
- > z=Z.

Priklad 7.7. Zapiste v kartézskych a v polarnich soutradnicich nasledujici mnoziny:

a) valec s osou v ose z, polomérem r = 10 a vysce v = 100;

b) ¢ast koule se stiedem v pocatku, polomérem r = 2 lezici v prvnim oktantu (tj. z > 0,
y>0,2>0,).

Resend. a) Primétem vélce do roviny zy je kruh o poloméru 10. Vzhledem k tomu, Ze popis
v této roviné provadime pomoci polarnich soufadnic a vyska valce je 100, musi vSechny
body valce splnovat nerovnosti

0 < ¢ < 2m, 0<p<10, 0 <z <100.



Trojny integral 7.3 Transformace trojného integralu

b) Prumétem ¢ésti koule do roviny xy je ¢tvrtkruh, ktery muzeme v poldrnich souradnicich
popsat nerovnostmi

0<p<s, 0<ps2

Rovnice koule o poloméru 2 a stiedu v pocatku je v kartézskych soutadnicich z2 4 y2+ 2% =
4. Rovnici v polarnich soutadnicich dostaneme tak, ze za x a y dosadime transformacni
rovnice, tj.

T = 0COs p, Yy = osin g,

N3

Celkem tak dostavame popis nasi mnoziny ve tvaru

mame tak

0<p<Z, 0<e<2  0<z < Vi-g

Jakobian zobrazeni F' pro pievod kartézskych soutadnic do valcovych je determinant

Ty Yo Zo COS sing 0
J=|2, Yo 2, | =] —osing pcosp 0 |=p.
T, Y, 2 0 0 1

Vidime, ze tento jakobian je stejny jako pro polarni soutadnice.

7.3 'Transformace trojného integralu

Protoze vélcové soutadnice jsou polarni soufadnice v roviné, postupujeme pii transformaci
trojného integrdlu do vélcovych souradnic podobné jako pii transformaci dvojného integralu.

Véta 7.8. Nechl funkce f(x,y,2) je spojitd na mnoziné V. C R® a necht je tato mnoZina
urcend ve vdalcovych soutadnicich nerovnostmi

01 <@ < r, 01(p) L0 00(9), Pop) <2< U (o, ),

kde funkce o1, 02, ®(0,¢), Y(0,p) jsou spojité. Pak plati

P2 02(¢) (o)
///f(fc,y,Z)dxdydz:/ / / flocosg, osing,z) odz | do ¢ dp.
©1 01(¥) (o)
1%
Priiklad 7.9. Vypoctéte trojny integral

/// (:c2 +y2) dx dydz,

kde pro mnozinu V plati 22 + y?> < 2z a 2z < 2.
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7.3 Transformace trojného integralu Trojny integral

sY
Y

xT

(a) Pramét do roviny zz (b) Prumét do roviny xy (c) Graf funkce 2z = 2% + 32

Obrazek 7.2: Mnozina V' z ptikladu 7.9

Reseni. Mnozina V piedstavuje ¢ast rotacniho paraboloidu z = 9”2—;3’2, ktery je shora sefiznut
rovinou z = 2, kterd je rovnobézna s rovinou Oy, . Integrdl transformujeme do vélcovych sou-
fadnic. Rez rovinou z = 2 ziskdme dosazenim do rovnice paraboloidu, méme tak 4 = 22 +y2.
Vidime, ze fezem je kruznice se sttedem v pocatku a polomérem 2, do stejné kruznice v roviné
xy se promitd i dané téleso. Pro mnozinu V' tak dostdvame ve valcovych soutadnicich popis

2
%Sz <92, 0<p<2r, 0<r<2

Pro dany integral tak dostavame

2 pr2m p2 2 p2m
/// (2* + %) dxdydz:// / 7’3dzd<pd7’:// 3z 1% ¢dr =
oJo Jz2 0 Jo z
v

2 2w 7,,5 2 pr2m T5 9

= 27’3——) dpdr = / <2r3——) ol dr =
=g )avar= [ (=) 6k
2 5 4 672
:27r/ 2t~ D) dp =2 || 2 10T,
0 2 2 12], 3

Priiklad 7.10. Vypoctéte

/// Va2 4+ y?drdydz,
1%

kde V je mnozina omezend nerovnostmi 22 + 3> <1, 2 <1—ya z > 0.

Reseni. Mnozina V je valec, ktery je sefiznut rovinou rovnobéznou s osou z. Prevodem do
valcovych souradnic dostaneme 0 < r <1, 0 < ¢ < 27 a dosazenim transformacnich rovnic
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Trojny integral 7.3 Transformace trojného integralu

y s

a1z
(a) Prumét do roviny xz (b) Prameét do roviny zy

Obrazek 7.3: Popis mnoziny V' z piikladu 7.10

do rovnice roviny 0 < z < 1 — sin . Mame tak

1—sing
/// Va?+y? dxdydz-/ // r?dzdrdyp = / / i drdyp =
1 :
/ / (1 —sinp)drde = 3/ [3}0(1—s1ng0)d<p:

1 2
:§/ (1 —sinp)dp = 3[g0—|—cosg0] =T

0 3
A
Priklad 7.11. Vypoctéte
/// zdxdydz,
1%
kde pro mnozinu V platf 22 +y? > z, 22 +¢y* < 1, 2 > 0.
1AY z

Yy A

1__

Ty

b
T »

T
-1 1

(a) Prumét do roviny zz (b) Prumét do roviny xy (c) Obraz mnoziny V

Obrazek 7.4: Tlustrace mnoziny V z prikladu 7.11



7.4 Aplikace trojného integralu Trojny integral

Resent. Mnozina V je vélec, ze kterého je ,vyifznut® kousek rotacnfho paraboloidu. Opét
pomoci transformace do vélcovych souradnic dostaneme ¢ = [0,27], r = [0, 1] (celé téleso je
uvniti daného vélce), ve sméru osy z je téleso omezené rovinou zy a danym paraboloidem,
tedy z = [0, 2% + y?] neboli z = [0, %] po dosazen{ vélcovych souradnic. Dostdvame tak

2 p1 o pr? 1 (2 [1 9
///zdxdydz:/ // Tzdzdrdg0:§// 7‘[2’2]8 drdp =
o Jo Jo 0o Jo

1%
1215 1 27 1 27
— - drdp = — T do=— | dp=
2/0/07”7”@120[”@12/0 v
1 om T

A

Trojny integral lze transformovat také do jinych soufadnic. Dalsim typickym ptikladem
transformace jsou sférické souradnice o, ¢ a 0 jsou definovdny takto: Necht bod v prostoru m4
kartézské soutadnice [z, y, z|. Pak soufadnice o je vzddlenost bodu od pocatku (pruvodic), 6
je uhel, ktery svira pruvodic s kladnym smérem osy z, a ¢ thel, ktery svird prumét pruvodice
do roviny xy, tj. hodnota psin 6, s kladnym smérem osy x.

Znamend to, ze v roviné ry mame misto kartézskych soutadnic x, y polarni soutadnice
s pruvodicem psinf a thlem . Odtud plynou rovnice transformace pro prevod kartézskych
soufadnic do sférickych:

Z A
P
|
e/ x = psinfcos

5 | y = osinfsin ¢
|
; > 2z = pcosf.

® , Y @

xX
Jakobian tohoto zobrazeni je J = —o%sin 6.

Priiklad 7.12. Zapiste v kartézskych, valcovych a sférickych soutadnicich kouli se stfedem
v pocatku a polomérem r = 4.

Poznamka 7.13. Podobné jako u dvojného integralu bychom mohli formulovat vétu o obecné
transformaci trojného integralu, opét je nutné integrovanou funkci pti prechodu k novy
soufadnicim nasobit jakobidnem této transformace.

7.4 Aplikace trojného integralu

Priklad 7.14. Vypocitejte miru mnoziny V', kterd je ohrani¢ena nerovnostmi

4yt + 22 —22<0, 2 4 y* — 22 <0.



Trojny integral Cviceni

Resent. Pro uréeni miry mnoziny V, potfebujeme spocitat [[[ dzdydz. Prvni nerovnost
1%

muzeme upravit do tvaru
Y+ (- 1)2 <,

jednd se proto o kouli se sttedem v bodé [0, 0, 1] a polomérem 1. Druh& nerovnost predstavuje
cast kuzele s vrcholem v pocatku. Dosadime-li do obou rovnic sférické souradnice dostaneme

0°sin? 6 + 20 cos? 0 — 2pcos = 0 => p = 2rcosf
T

g2sin29—g200529:O:>c0529:O:>9:Z.

Dostavame tak integra¢ni meze

0<p<2m, 0<60<—, 0<p<2rcosb

e

a vypocet daného integralu je podle predchozi poznamky

2cos 6

T r2m p2cosd I rer 1
/// dxdydz:/ / / g%in@dgd@d@z/ / {—93] sinfdpdf =
o Jo Jo o Jo 3 Jo

1%
8 [T (™ 16 [f 4 .
== cos”fsinfdpdfd = —n cos” Osinfdf =
3 Jo Jo 3 Jo
cos =1 16 1
= | sinfdf = —dt :?ﬂ'/ t3dt = 7.
0 1,5 *
Cviceni

1. Vypoctéte nasledujici integraly
a) fff xy?zdr dy dz, kde V je omezena nerovnostmi 0 <2 <1,0<y<1,0< 2z < 1.
1%
b) [[[(Tz + 2z) dxdy dz, kde V je omezena nerovnostmi 0 <z <1, 22 <y <z, 0< z <
%

Y.
¢) [[[2*dxdydz, kde V je omezena rovinami x =0,y =0, z=0az+y+ 2z = 1.
v

d) fff xy?zdrdydz, kde V je omezena nerovnostmi 0 <2 <1, 0<y <z, 0< 2 < ay.
1%

e) [[[(z —y+ 22)dzdydz, kde V je omezena nerovnostmi 1 < z < 2, x < y < 2z,
1%

r+y < z<2z+ 3y.
f) [[[2zdzdydz, kde V je mnozina v prvnim oktantu (z,y,z > 0) omezena plochami
1%

2?4+ —22+1=0ax+y=1

. Vypoctéte objem kuzele pomoci dvojného a trojného integralu.
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Cviceni Trojny integral

3. Vypoctéte objem mnoziny V' urcené nerovnicemi

a) 2 +9y2<1,0<2<3— 22 — 92
b) 22 +y*+22 <9, 22 +y? < 4.

4. Pomoci transformace do valcovych soutadnic vypoctéte nédsledujici integraly
a) [[[ dxdydz, kde pro mnozinu V plati z? +y* <4, 2 >0, z+y < 2.
1%

b) [[[ z*ydxdydz, kde pro mnozinu V plati 1 <z?+y* <4,y >0, |z] < 2.
v
¢) [[[ yzdxdydz, kde pro mnozinu V plati 2* +y* <4, 0< z <y.
1%
)

d) [[[ zzy/2? + y?>dx dy dz, kde pro mnozinu V plati 1 < 2%+ ¢y* <4,0< 2z <3, 2 <0,
%
y > 0.
Vysledky:

2700 ) 607 4 90 8
2. a) 5, b) 37(9 — 5v/5)

3. a)8m, b) %8, c) ?—g, d) —%.

1.a)3, b) 2%, ¢) g, d) 55, €) 222, ) 2.
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