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EKONOMIE NEJISTOTY: VYBRANA TEMATA A PRAVDEPODOBNOSTNI METODY *

1. Ekonomie nejistoty

1.1. Uvod a piehled

V této kapitole budeme definovat nékteré oblasti, ve kterych ndm pravdépodobnostni analyza pomuze pochopit ekonomické jednani a vytvofit fun-

damentalni postupy v ekonomickeé teorii.

Mohli bychom pochybovat, ze ma nejistota rozhodujici vliv na ekonomické chovani. Ale témét vSechny faze spotieby a produkce jsou ovliviiovany
nejistotou. VéEtSina vyznamnych nejistot je pravdépodobné dana délkou zZivota. Také jednotlivei nemaji jistotu ohledné svého diichodu a produkce
a pochybuji o svych nakupech a prodejich. Ekonomicti Cinitelé se totiz v redlném svété setkavaji se stochastickymi (ndhodnymi) jevy a jejich za-

kladni ekonomické rozhodnuti je tim ovliviiovano.

Na prvni pohled se muze zdat, ze riziko nema vliv na ekonomické chovani, nemaji-li lidé k nému averzi. Pfesto je v mnoha situacich averze proti
riziku skutecnosti a je zékladem k pochopeni ekonomického chovani. Velka cast ekonomického chovani je totiz fizena nasledky nejistoty a je zavisla
na averzi k riziku. Lidské jednani se pfizplisobuje nejistoté a averzi k riziku riiznymi cestami, ekonomicti Cinitelé vyuzivaji riizné formy pojistént,
future obchod, kontingen¢nich kurzl a akciovych trhi.

Mezi dalsi metody pouzivané jednotlivci 1 firmami patii fizeni zasob, preventivni kontrola a kazdoro¢ni zdravotni prohlidka slouZzici k zvladnuti ne-

jistoty a ziskani nezavislosti k averzi k riziku.



Tématem druhé ¢asti této kapitoly je ekonomie hledani prace, kde je vyuzito mnoho pravdépodobnostnich modelt. Zakladnim problémem je urcent,
kdy jedinec mliZze pfestat hledat a pfijmout zaméstnani. Jak ukaZzeme pozdéji, je to problém optimalniho zastaveni a miize byt vyfesen pouZzitim mar-
tingale! argumenta.

Tteti ¢ast diskutuje o nejzajimavéjSim tématu ekonomie nejistoty — ekonomii pojisténi. Kratce zde popiSeme subjektivni riziko a averzni selekci

a poté pouzijeme jednoduché¢ dvoustavové modely ke studiu efektu zvySovani averze k riziku a riziku pozadovaném pro pojisténi.

Ve ctvrté Casti prezentujeme zékladni stochasticky proces a popisujeme bezpecnou cenu fluktuace; tj. Browntiv pohyb, jehoz pouziti je vyzkouSené

i v jinych aplikacich.

Tématem paté a Sesté Casti je spotieba a produkce za nejistoty. Kapitolu 5 zacindme s jednoduchym dvoufdzovym modelem a poté pokracujeme
s n¢kolika vicefazovymi modely. Protoze nabidka ukazuje vSe v charakteristickych rysech postupnych rozhodnuti tvofenych za nejistoty, jsou tyto
modely stejné jako ty z ¢asti 2 — 4 formulovany pomoci dynamického programovani. Na rozdil od kapitoly 2 — 4 zde hraje hlavni roli averze k riziku.

Tuto esej zakoncime ¢asti 7, kterd diskutuje zky vztah mezi ekonomii a biologii.

1.2. Miry rizika a averze K riziku

Béhem nasi analyzy budeme ptredpokladat, Ze se ekonomicky Cinitel (agent) setkdva se stochastickym prostfedim a jednd tak, aby maximalizoval

sviyj predpokladany uzitek z ndhodnych vysledki.

! Martingalem vzhledem k posloupnosti nihodnych promé&nnych X,,: 0 < n < oo nazyvame posloupnost nahodnych proménnych S,,: 0 < n < oo, ktera pro viechna n > 0 spliiuje
nasledujici dvé podminky:

a) E|S,| <o

b) E(Spi1l Xo, Xy, ..., Xn) = S, (tzv. z&kladni martingalova identita).



Agentova uzitkova funkce u je z predpokladi neklesajici a konkavni, tudiz , = 0, kde Arrow-Prattovo mé¥itko absolutni averze k riziku 1, je

definovano jako:

r(8) = —u" (&) /u' (1)

Samoziejmé 1, = 0, jestlize u je lineéarni.
Rekneme, Ze agent s uzitkovou funkci u mé vétsi averzi proti riziku nez agent s uZitkovou funkei v, jestlize r,, > 7,.

V nékterych piipadech mizeme také pouzit Arrow-Prattovo mé¥itko relativni averze K riziku R,, definované takto:
Ry () = tr, (0.

Necht’ X a Y jsou dvé nahodné veli¢iny s rostoucimi distribu¢nimi funkcemi F a G. Nasim cilem je poskytnout kritéria, diky kterym prohlasime, ze
X je lepsi nez Y. Rekneme, Ze nahodna proménné X je stochasticky vétsi nez nidhodnd proménna Y, piseme X >, Y, jestlize
G(t) — F(t) = 0, pro vsechna t. (1.2

Jestlize F a G splnuji (1.1), fekneme, ze X dominuje Y nebo F dominuje G podle kritéria prvniho pravidla stochastické dominance. Protoze

EX)=—[° F(t)dt+ [ [1 - F(t)]dt (1.2)

pro vSechny nahodné veli¢iny X (s podminkou, Ze alespon jeden z integralti v (1.2) je omezeny), coz je ziejmé z E(X) = E(Y), kdyz X >, Y.



Spojeni mezi prvnim pravidlem stochastické dominance a o¢ekdvanym uzitkem je stanoveno v nasledujici vete.

Veta 1
Nezbytna a postacujici podminka pro X stochasticky vétsinez Y je
Eh(X) = Eh(Y) pro vsechna h € L;,

kde £, je mnozina neklesajicich funkci.

Skute¢nost zjisténa v (1.2), X >, Y a F # G, implikuje E(X) > E(Y). Tudiz hleddme slabsi podminku, ktera ndm umozni rozlisit mezi ndhodnymi
veli¢inami se stejnymi stiednimi hodnotami. Rekneme, Z¢ nahodna proménna X je méné riskantni nez ndhodna proménna Y,
piseme X >, Y, jestlize

f_too[G(s) — F(s)]ds = 0 pro vsechna t. (1.4)

Jestlize F a G spliuji (1.4), fekneme ze X dominuje Y ve smyslu druhého pravidla stochastické dominance. Opét (1.2) ukazuje, ze E(X) = E(Y),
kdyz X >, Y. Nicméné druha podminka stochastické dominance zahrnuje piipad X >, Y, F # G a E(X) = E(Y).

Spojeni mezi druhym pravidlem stochastické dominance a ocekavanym uzitkem je obsazeno v nasledujici véte.



Veta 2
Necht’ £, je mnozina neklesajicich konkavnich funkci. Nezbytna a postacujici podminka pro X méné riskantni nez Y je

Eh(X) = Eh(Y) pro vsechna h € L,. (1.5)

Navic pokud X >, Y,F # G a E(X) = E(Y), pak:
Eh(X) = Eh(Y) pro vsechny konkavni funkce h. (1.6)

2. Ekonomie hledani

2.1. Uvod

Hledani je zakladni vlastnost ekonomickych trhli. Nejznaméjsim prikladem ekonomie hledéani je pravdépodobné hledani na pracovnich trzich. Hlavni
rozhodnuti, konfrontované hledajicimi (t€émi, co napft. hledaji praci, zaméstnance ...), jsou urcena pfislusnym rozsahem informaci a efektivni meto-
dou pfinasejici informace pfed samotnym jednanim, kde naptiklad jednani je piijeti ur¢ité pracovni nabidky hledajicim praci nebo pfijeti zaméstnan-
ce s jistymi identifikovatelnymi charakteristikami zaméstnavatelem. Samoziejmé hledani neni omezeno na pracovni trhy a hodné dulezitych piinost
vychézi i ze studii ostatnich ekonomickych modeld, které si kladou za cil najit nejnizsi cenu spiS nez nejvyssi plat. Nicméné pro usnadnéni vysvétle-

ni se budeme soustfedit na hledani prace na pracovnich trzich.



2.2. Zakladni hledaci model

Zatneme s nejjednodussim sekvencnim modelem hledani prace. Jedinec, oznaceny jako hledajici, hleda zaméstnani. Kazdy den, dokud nepiijme
praci, ji zkousi hledat a kazdy den zkousi praveé jednu nabidku prace (bereme v uvahu, Ze v néjaky den nepfijme zadnou nabidku a tolerujeme nékte-
rym zaméstnavatelim nabidku nulové mzdy). Nabidky mohou byt interpretovany jako diskontovana souc¢asna hodnota celozivotniho piijmu z prace.
Uvazujeme ptipady, kdy jsou nepfijaté nabidky okamzité ztraceny a piipad, ve kterém jsou vSechny nabidky ponechédny: tyto dva ptipady jsou uva-

dény jako vybér bez odvolani a vybér s odvolanim. Pokud je nabidka pfijata, hleda¢ zméni sviij staly stav na zaméstnany.

Jelikoz jsou schopnosti jednotlivych hledajicich neménné, ptipadni zaméstnavatelé nehodnoti nutné rovnym dilem; proto rlizni zaméstnavatelé nabi-
zi ruzné nabidky hledajicim. Tento ,,rozptyl nabidek* je zac¢lenény v modelu za piedpokladu, Ze to je pravdépodobnostni rozdéleni mezd F, které
urcuje piedlozené nabidky; dodateéné piedpokladame, Ze je rozdéleni neménné v pribéhu ¢asu. Tudiz pravdépodobnost F(w), ze v dany den hleda-
jici ptijme nabidku w, je nezavisla na vSech minulych nabidkach a dobé&, kdy byla nabidka ucinéna. Kromé toho predpokladame, ze hledajici praci
zna F. Vsichni Gcastnici v procesu hledani prace jsou podle ptedpokladu rizikové neutralni (maji linearni uzitkovou funkci) a usiluji o maximalizaci

svych o¢ekéavanych cistych benefitii. Zalezi pouze na hledajicim, kdy piestane hledat a ptijme néjakou nabidku prace.

Budeme-li piesnéjsi, nabidka prace X; je prezentovana jako kazdé obdobi, kde kazdé X; je ndhodna veli¢ina s rostouci distribu¢ni funkci F(.),
E(X;) < o0 aX; jsou vzajemné nezavislé. Hledajici praci pfedpoklada, Ze si udrzi nejvyssi nabidku prace, takze vynos ze zastaveni po n-tém pokusu
je dan

Y, = max(X,, ..., X,) — nc,

kde c je (penézni) naklad za dobu hledani.



Cilem je najit pravidlo, kdy s hledanim pfestat (nazvéme jej ,,zastavovacim® pravidlem), které maximalizuje E (Yy), kde N je nahodny zastavovaci

Cas, tj. ndhodny pocet nabidek prace ziskavany tak dlouho, dokud jedna z nich neni pfijata.

Je zifejmé, ze optimalni mnozstvi hledani (doba nezaméstnanosti) zavisi na rozdéleni mezd F, které jednotlivé sluzby ptikazuji pracovnim trhiim,
ana ¢ — nakladiim pfilezitosti hledani. Jestlize jsou hledacovy schopnosti vysoce hodnocené, bude odmitat nabidky, které neuspokojuji jeho oceka-
vani a zlstane nezaméstnany. Na druhou stranu jestlize jsou naklady hledani vysoké, bude mit hledajici tendenci své hledani omezovat. Literatura
tohoto tématu se soustfed’'uje na situace, ve kterych nejvhodnéjsi postup pro hledajiciho praci je odmitnout vSechny nabidky pod jedinym kritickym
Cislem, nazyvanym rezervacni mzda a pfijmout vSechny nabidky nad timto ¢islem. Metoda s touto jednoduchou strukturou fika: mit majetek rezer-

vacni mzdy.

Omezime tedy naSi pozornost na tuto metodu (zastavovaciho pravidla) ve formé:
Prijmout nabidku pouze tehdy, je-li prinejmensim velka jako vy, (2.1)

kde y je presné (jediné) kritické Cislo pfichazejici v tvahu.

V casti 2.4 si ukdzeme (za predpokladu, Ze rozptyl X; je neménny), Ze existuje optimalni pravidlo ve formé¢ dané v (2.1). Prozatim ptedpokladame
bez dikazu, Ze

(a) existuje optimalni pravidlo

(b) toto pravidlo ma vlastnost omezené mzdy (tj. ma tvar dany v 2.1).



Necht' g,, je ocekavany vynos z hledani, kdyz pouzijeme metodu s omezenou (rezervacni) mzdou y. Déle oznaCime N,, jako pocet nabidek potfeb-
nych k nalezeni pfijatelné nabidky, z ¢ehoZ plyne Ze N,, je geometrickd ndhodna veli¢ina s parametrem p = 1-F(y) a E(N,) = 1/p. Poté (pokud
1-F(Y) > 0) g, splituje

gy ==¢/(L=FO) + [["xdF ()/(1 = F), 22)
ponévadZ N, je poCet méfeni potiebnych k nalezeni nabidky vétsi nebo rovné y a druhy vyraz na pravé stran€ rovnice (2.2) je pouze podminéna
o¢ekavana hodnota nabidky dana tak, Ze je pfinejmensim y. Upravou (2.2) ziskame

c= fyoo(x — gy)dF (x). (2.3)

Z (2.3) a skutecnosti, Ze hledime y maximalizujici g,, je na zaklad€ tvahy zfejmé, Ze pokud je & optimalni rezervacni mzda, potom g; = &, takze &
spliuje

c= f;o(x — &)dF (x). (2.4)

Navic g je unimodalni (jedno-vrcholové), jak je ukéazéno v grafu 2.1.

Definujme H jako

H(x) = ["(t — x)dF (1), (2.5)

a feknéme (viz. Graf 2.2), Ze H je konvexni, nezaporna, striktné klesajici funkce, ktera se blizi k 0 a E(X;), pokud se y blizi k oo a 0, respektive

z (2.4) vidime, ze € je jedine¢né FeSeni H(x) = c.
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Figure 2.1, A praph of the g function.

Rada dtvodi implikuje, Ze € je jedind mzda, pii které je hledajicimu jedno, jestli mzdu & pfijme nebo pokra¢uje v hledani. Jestlize pokracuje v hle-
dani, je optimalni zastavit v dal§im pokuse, kdy mu je nabidnuta mzda pfinejmensim tak velka jako je . Takze & by mélo spliovat

E = Emax(f,Xl) —C, (26)

na levé strané rovnice je to, co dostane na zaklad¢ pfijeti nabidky ¢ a na pravé strané rovnice je o¢ekdvany vynos z toho, kdyby jesté jednou hledal.
Jednoduse si ovéiime, ze (2.6.) je ekvivalentni s (2.4.).

Rovnice (2.4) ma jednoduchou ekonomickou interpretaci: kriticka hodnota ¢ spojena s optimalnim zastavovacim pravidlem je vybrana, tak, aby vy-
rovnala ¢, mezni naklady ziskani jesté jedné pracovni nabidky, s H(¢), tj. s o¢ekavanym minimalnim vynosem jesté¢ jednoho hledani. Tudiz staci,
kdyz hledajici pouze porovna sviij vynos z piijeti zaméstnani s oéekavanym vynosem z jesté jednoho hledani. Tomuto fikame, ze se hledajici chova

,,kratkozrace*.
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Figure 2.2. A graph of the H function.

Je dilezité rozlisit mezi vlastnosti rezerva¢ni mzdy a vlastnosti kratkozrakosti: prvni z nich nam fika, kterd nabidka je piijatelna, zvlasté ty, které

pievysuji &, zatimco druhd ndm poskytuje jednoduchou metodu pro kalkulaci €.

V ptedchozi analyze jsme pouze uvazovali ptipad vybéru s odvolanim, kde optimalni metoda méla vlastnost rezervaéni (omezené) mzdy; nebyla zde
nikdy vyuzita moznost volby odvolani a diky tomu je jasné, zZe nedojdeme k zddnému rozdilu, kdyZ odvolani nedovolime. Pokud by ale naptiklad
mezni naklady hledani c¢ byly rostouci v ¢ase, nebo hledajici praci mél averzi proti riziku, nebo by byl poc¢et hledanych pfilezitosti kone¢ny, tak

moznost volby odvolani miize hrat svou ulohu u nabidek, které byly kdysi undhlen¢ nepiijaty a pozdéji by se staly piijatelnymi.
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2.3. Dopad rostouci nejistoty

Z grafu 2.1 je zfejmé, Ze ¢im niZsi jsou naklady hledani, tim vyssi jsou rezervaéni mzdy a del§i doby hledani. Mén¢ zndmy je dopad na hledacovu
optimalni metodu spojenou s rostouci nejistotou v nekterych aspektech jeho prostiedi. Piedpoklad, Ze je rostouci nejistota vZdy nevyhodna pro hle-
dacovo blaho, je neodiivodnény. K dikazu tohoto si musime nejprve rozmyslet zménu v nabidkovém rozdéleni F a za druhé musime fict, Ze pocet

piijatych pracovnich nabidek v obdobi je nahodné veli¢ina namisto konstanty 1.

Pro zaCatek necht’ X a Z jsou nezaporné ndhodné proménné se souhrnnymi distribu¢nimi funkcemi F a G, respektive ptedpokladejme, ze rozdéleni
mzdové nabidky G je riskantnéjsi nez F ve smyslu druhého stupné stochastické dominance. Abychom zajistili srovnatelnost, pfedpokladame, Ze

E(Z) = E(X), takze praimérna piedloZena nabidka neni zavisla na faktu, zdali je rozd€leni mzdové nabidky F nebo G.

Ozna¢me Hy a Hg jako funkci H pridruzenou F a G, kde H je definovano v (2.5). Obdobné necht’ {4 a &; jsou pfidruzené rezerva¢ni mzdy a uva-
zujme konvexni rostouci funkci u, definovanou jako

u,(x) = 0, x <y (2.7)

12



Aplikaci (1.6) na (2.7) s ptipomenutim (2.5) ziskame
He(y) = Euy(Z) = Euy,(X) = Hp(y) pro vsechnay > 0, (2.8)

tak, ze H; lezi nad Hg. Propojime (2.4) a (2.8) a dostaneme
Hp(§r) = ¢ = Hg(§6) = Hp(§6), (2.9)

takze klesajici povahou Hy ziskame
$r <6 (2.10)

Protoze se rezervacni mzda rovna o¢ekdvanému vynosu z pouziti optimalni metody, mizeme ukézat, ze rist rizikovosti rozdéleni mzdové nabidky je
pro hledajiciho prospésny. Vysvétleni pro toto tvrzeni se zaklada na skutecnosti, ze stiedni hodnotu zachovavajici zmény pouze na konci rozdéleni
F — v intervalu [0, £] nebo [§, o) — nemaji zadny dopad, zatimco stfedni hodnotu zachovavajici rist pravdépodobnosti F umistény na konci [§, o) je
vylozené uziteCny.
Dale ptredpokladame, ze pocet nabidek N; ziskany i-ty den je nezaporna, celoCiselna nahodna veli¢ina a Ze N; jSou nezaporné a se stejnym rozpty-
lem. Pro usnadnéni porovnani se standardnim piipadem, tj. P(N; = 1) = 1, pifedpokladame, ze E(N;) = 1, takze (o¢ekavané) naklady hledani za
piedlozenou nabidku zstavaji c.
Hledajicimu je dovoleno zvazit vsechny N; nabidky nez se rozhodne, jestli jednu z nich pfijme. Samoziejmé, rozhodne-li se n¢jakou nabidku pii-
jmout, piijme tu nejlepsi ze vSech nabizenych. Tudiz rozdéleni G nejlepsi prijaté nabidky, kde N; jsou piedlozené nabidky, je dano

G(t) = ZZomilF(O)], (2.11)
kde p; = P(N, = i).
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Jensenova nerovnost fika, ze Eu(Z) = uE (Z) pro vSechny nahodné veli¢iny Z a konvexni funkci u (pokud je u(Z) definovano). Tudiz necht’ je po-

uzita Jensenova nerovnost s u(i) = F(t)%,i = 0 a necht Z mé rozdéleni N;, pak
G(t) = F(t) provsechnat > 0. (2.12)

Tedy efektivni nabidkové rozdé€leni G je stochasticky mensi nez puvodni nabidkové rozdéleni F. Tudiz H; < Hp tak, ze &; < &g, a proto je vhodné;j-
$1 mit prave jednu nabidku denné spiSe nez ndhodné Cislo se stfedni hodnotou jedna za den. Intuitivni vysvétleni tohoto tvrzeni je nésledujici: ackoli
ocekavané vydaje na hledani jsou stale ¢, skute¢nost, Ze (a) n€kolik ptijatelnych nabidek (tj. nabidek s w > &) miiZe pftijit ve stejny den a za (b) sku-

te¢nost, Ze hledajici mize vycCerpat jenom jednu uchézejici nabidku, ptedpoklada, ze naklady na vyCerpani pfijatelné nabidky jsou rostouci.

Shrneme-li vySe fecené, rostouci rizikovost neboli zména nabidkovych rozdéleni (zatimco ponechdme jejich stiedni hodnotu neménnou) je prospes-

n4, zatimco rostouci variace v poc¢tu nabidek predlozenych béhem jednoho dne (zatimco ponechame jejich stfedni hodnotu neménnou) je nevyhodna.

2.4. Martingales a existence rezervacni mzdy

V této Casti prezentujeme argumenty, které demonstruji, ze (i) skute¢né existuje optimalni pravidlo a ze (ii) je dano predpisem (2.1). K odvozeni
téchto vysledkti vyuzijeme nékolik konceptii a vysledka z teorie martingales a optimalniho zastaveni. Pro zacatek uvazujme libovolnou posloupnost
X, X5, ... nahodnych veli¢in a pro kazdé n necht’ je Y,, nahodna veli¢ina, jejiz hodnota je uréena prvnimi n pozorovanimi Xy, X,, ..., X;,. Posloupnost
Y1, Y,, ... nazveme supermartingales vzhledem k posloupnosti X;, X5, ..., jestlize pro vsechna n existuje E(Y;,) a (s pravdépodobnosti 1)

E(Yyi1| X1, 0, Xp) < Y. (2.13)
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Navic, jestlize
E(Yy) < E(M1), (2.14)

pro viechna zastavovaci pravidla® N, pro ktera existuje E(Yy), tak supermartingales nazveme pravidelnymi (regularnimi). Pouzijeme-li ns model
hledani prace, zavedeme X; jako i-tou nabidku a Y; = max{X;,X,, ..., X;} — ic.

Nasim cilem je vybrat zastavovaci pravidlo N, nazyvané ,,optimalni“ tak, abychom vytvoftili E(Yy) tak velké, jak jen je mozné. Timto pokladame
otazku, jestli existuje optimalni zastavovaci pravidlo. Nedbajice toho, zda posloupnost Y3, Y,, ... tvoii martingales, miZzeme ukazat, ze mezi tiidou
zastavovacich pravidel, které skute¢né zastavi s pravdépodobnosti 1, existuje optimalni zastavovaci pravidlo, jestlize plati nasledujici dvé podminky:

lim,_,Y, = —w spravdépodobnosti 1 (2.15)

E(1Z]) <, (2.16)
kde Z = sup,Y, .
Je uzite¢né uvazovat o Z jako o vynosu, ktery bychom obdrzeli, pokud bychom dokazali dokonale piedvidat (vzhledem k X; ).
Piedpokladejme, Ze v modelu hledani prace je E(X?) < oo, pfim4 aplikace Borel-Cantelliho lemmatu prokaze, ze plati (2.15) a (2.16), takze pro mo-
del hledani prace existuje optimalni zastavovaci pravidlo. Navic predpoklad E (X?) < oo aplikovany na model hledani prace implikuje
E(Y,?) < M < oo, pro viechnan, (2.17)

takze posloupnost Y;, Y5, ... je rovnomérné integrovatelnél.3

nezévisi na (doposud nepozorované) hodnoté Xy+1, Xi+2, ...Jinak fe€eno, rozhodnuti zastavit neni zalozeno na znalosti budoucnosti.

3 Posloupnost Y;, Y,, ... nahodnych proménnych je rovnomérné integrovatelna, pravé tehdy, pokud

lim,,_, o, f(IY I>Z)|yn|dP =0, rovnomérné s n.
2
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Vysledkem této ivahy je nasledujici dilezity vysledek: Vezméme v ivahu zastavovaci problém, ve kterém existuje optimalni zastavovaci pravidlo.
Ptedpokladame, ze pro kazdy soubor pozorovanych hodnot X; = x4, ..., X;, = x,,, ktery spliuje

E(Yns1lxy, s X)) < ¥ s (2.18)
je posloupnost Y, . 1, Y45, ... regularni supermartingale vzhledem k posloupnosti X,,.1, X,4+», .... Potom existuje optimalni zastavovaci pravidlo, kte-

ré zastavuje, jestlize plati (2.18) a pokracuje jinak.

Jinak feceno, jestlize plati hypotézy této véty, pak je ,.kratkozraké* zastavovaci pravidlo optimalni. Samoziejmée ,,kratkozraké zastavovaci pravidlo
je pravidlo, které zastavuje tehdy a jen tehdy, kdyz aktudlni vynos ze zastaveni (napf. prava strana (2.18)) pfekroc¢i ocekavanou hodnotu zastaveni po
pribrani ptesn¢ jednoho dal$iho pozorovani (leva strana (2.18)).
Aby bylo mozné tuto vétu aplikovat na na§ model hledani prace, potfebujeme ovéfit viechny hypotézy. Piedpokladejme, ze E(X?) < oo pouze uka-
zuje, ze Y41, Ynio, - je supermartingale, pokud plati (2.18). K tomuto zavéru definujeme ¢ jako jediné feSeni rovnice H(y) —c = 0 tak, ze y > &
implikuje H(y) — ¢ < 0.
Predpokladejme, ze (2.18) plati pro X; = x4, ..., X, = x,,, a definujme
Zp =Y, +nc = max{Xy, Xo, ..., Xpn}.
Potom dostaneme
E(YpilX1 = x4, 0, Xp =x,) = —(n+ Dc + f;omax[zn,x] dF (x)
=—(+1c+z,+H(z,)
= Yo+ [H(zy) — cl, (2.19)
takze H(y) — ¢ < 0, jelikoz (2.18) plati. Ponévadz H je striktné klesajici funkce a Z, roste s n, nerovnost (2.13) plati. Navic (2.19) ukazuje, ze
(2.18) plati tehdy a jen tehdy, kdyz z,, > &.
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3. Ekonomika pojisténi

3.1. Uvod

Rozmach averze k riziku vedl k riiznym institucionalnim formam umoziujicim jednotliveim a firmam rozlozit riziko mezi sebe. Toto je nejcastéjSim
ukolem pojistovaci politiky.

Podstatou pojistovacich kontraktl je platba fixniho poplatku za pojisténi vyménou za slib pojistovatele zaplatit uritou ¢astku penéz za predpokladu,
ze se stane dohodnuta udalost.

Jednotlivei mohou diverzifikovat své portfolio akcii k dosaZeni akceptovatelného stupné oekavaného vynosu pro dany stupen rizika. Tato schopnost
jednotlivei rozprostiit rizika proto povoluje firmam, aby se zabyvaly projekty, které by jinak byly neakceptovatelné.

V nasledujici ¢asti se ji proto budeme zabyvat podrobnéji a budeme prezentovat stru¢né popisy tiech nejvyznamnéjsich problémut v ekonomice po-
jisténi, kterymi jsou moralni hazard, neptfiznivy vybér (adverzni selekce) a analyza rovnovahy pojistnych trhii.

Castym problémem je vytvofit pojistovaci kontrakt, ktery sdili riziko a zachovava motivaci. Tento motivaéni problém je ozna¢ovan jako problém
moralniho hazardu. Jeho podstata vychazi z neschopnosti pojistovatele sledovat akce pojisténého bez toho, aby na to vynalozil néjaké naklady.
Moralni hazard miize byt zmensSen pozadavkem na neseni ¢asti ndkladl vyjimecné situace pojisténym anebo monitorovanim jeho chovani.
Nepriznivy vybér (adverzni selekce) je podobny moralnimu hazardu tim, Ze pojistovaci spole¢nosti nemaji beznakladovy pfistup k informacim
vlastnénym klienty atd. Napiiklad nékteii klienti zdravotnich pojistoven maji mnohem vice informaci o svém zdravotnim stavu nez jejich pojistova-
ci spolecnosti. Kvili netiplnym informacim jednotlivei, ktefi jsou odlisni, s nimi bude zachazeno jako s identickymi, protoze naklady na sledovani
kazdého zvlast jsou obrovské. Pojistovaci spolecnosti se vyrovnavaji s informacéni asymetrii pomoci (a) zkuSenostniho ratingu (tj. vytrvale reguluji
pojistné, aby odraZelo velikost a rozsah ptsobnosti podle individudlnich pozadavki pojisténého) a (b) vytvateni politik ke zjiSténi informaci potieb-
nych pro rozdéleni klient do odliSnych kategorii.
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Ve zbytku této sekce budeme prezentovat jednoduchou konstrukci analyzy rovnovahy pojistnych trhi. Tou je dvoustavovy model, kterym se bu-
deme zabyvat v nésledujici podkapitole.

3.2. Dvoustavovy model

Pro zjednoduseni predpokladejme, ze pfirozené prevlada jen jeden ze dvou nésledujicich stavii. Ve stavu 1, je jednotlivec vybaveny pfijmem (nebo
bohatstvim) w, zatimco jeho ptijem ve stavu 2, coz je stav n&jaké katastrofy, je y, s tim, ze y < w. Pravdépodobnosti nastati téchto stavi jsou 1 — p
ap.

Ptedtim nez je znam pfirozeny stav, se jednotlivec mlze bréanit proti niz§imu piijmu ve stavu 2 sjednanim pojisténi. Mira zmény ze stavu 1 do stavu
2 je m, tj. narGst pfijmu s ve stavu 2 muze byt zptisoben snizenim 7zs v piijmu stavu 1. m zna¢i naklady pojisténi. VSimnéte si, Ze spravedliva cena
pojisténi podle pojistné matematiky (napf. posun ze stavu 1 do stavu 2) je jednoduse p/(1 — p), tedy $ance, Ze nastane stav 2. Nejprakti¢téjsi a také
nejzajimavéjsi piipad je ten, pro ktery m > p/(1 — p).

Jednotlivec ma rostouci a striktné konkavni funkci uzitku u. Jeho cilem je vybrat takovy objem pojisténi, nazveme jej optimalnim, ktery by maxima-
lizoval ocekavany uzitek jeho piijmu. Takze hleda optimalni Groven pojisténi s*, kde s* spliiuje

U(s*) = maxgso U(s), (3.1

U(s) = (1 —plu(w —ms) + pu(y + s). (3.2

Striktni konkavnost u zptsobuje, Ze U je striktné konkavni. Nasledkem toho bude pojisténi poiizeno (tj. s* > 0) jen tehdy, pokud U"(0) > 0.
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Piedpokladejme piijmy (bohatstvi) w a y, pravdépodobnost nastani katastrofy p, ndklady pojisténi © a uzitkovou funkci u spliujici U"(0) > 0, po-
tom striktni konkavnost U implikuje, ze s* je jedinym feSenim podminky prvniho fadu rovnosti

P wts), (3.3)

T 1-pu (w—ms)

Jestlize m = p/(1 — p), potom y + s* = w — ms”, coz znamena, ze je jednotlivec pln€ pojistén proti riziku, a tak mu nezalezi na tom, zda nastane
stav 1 nebo 2.
Jestlize m < p/(1 —p), potom y +s* >w —ms* a jednotlivec tedy preferuje katastrofu, zatimco kdyz nastane piipad m > p/(1 —p), pak je

y +s* <w —ms" ajednotlivec se katastrofé vyhyba.

3.2.1. Efekt zvysujici se averze k riziku
Nyni mizeme odpoveédét na otazku, jak se optimalni objem pojisténi meni v zavislosti na zménach v uzitkové funkei, totiz zda jednotlivei majici
vy$$i averzi k riziku nakupuji vice pojisténi. Pro rozliSeni mezi optimalnimi stupni pojisténi pro riizné uzitkové funkce a pro ukazani jeho zavislosti

na konkrétni uzitkové funkci v, mizeme nahradit s,, za s*.

Veéta 1

Jestlize r, > r,,, potom s,, > s,,.

Diikaz

Viz literatura.

Vysledek této véty mame ilustrovany na Obrazku 3.1.
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u’{y+s)

u’{w-ms}

p/(1-p) \ v {y+s)
\_[v'{w-:rs)

-5

Véta 1 nam tika, ze s, roste s r;,. Nicmén¢ je obtizné pouze ukazat, jak rychle roste troven pojisténi v zavislosti na rovni rizika. Navic, neni dilezi-
té, jakou ma jednotlivec averzi k riziku, nebot’ nebude plné pojistén, tj. s* < (w — y)/(mw + 1), pokud © > p/(1 — p). Existuji ale jednotlivei, kteti

se dostanou velmi blizko k plnému pojisténi? S pomoci nasledujiciho ptikladu na tuto otdzku odpovime a ukdzeme si néjaky ptiklad jak rychle s,

roste s r;,.
Piedpokladejme, Ze jednotlivec ma konstantni averzi k riziku 4 > 0, v tomto pfipadé je jeho uzitkova funkce u;, dana jako
w.(x) =a+be™prob < 0. (3.5)

Samoziejmé u’; (x) = |blre ™ an, (x) = L.

20



Z (3.3) a (3.5) plyne, ze s, , optimalni troven pojisténi pro jednotlivce s konstantni averzi k riziku A, je jednoduse (pfedpokladame-li U"(0) > 0)

_w-y 1 T
T In p/(1-p)’ (3.6)

Z (3.6) vidime, ze pro malé hodnoty 1 neni pofizeno zadné pojisténi, s, roste (jak predpoklada véta 1) s mirou ristu ktera je inverzni proporcionalné
k 1, a s, konverguje kK (w —y)/(m + 1), tedy k Grovni, na které je jednotlivec plné€ pojistén. Tato pozorovani jsou uzite¢na pii stanovovani naseho
dalSiho vysledku, ktery vyjadiuje, ze optimalni mnozstvi nakoupeného pojisténi roste do urovné, ve které je jednotlivec pln€ pojistén proti riziku,

pokud jednotlivcova averze k riziku roste bez omezeni.

Veta 2

Necht' (u;) je posloupnost uzitkovych funkci takovych, ze (r,) neomezené roste (rovhomérné na intervalu [y,w]). Potom s, konverguje

K(w—y)/(m+1).

Duikaz

Viz literatura.

3.2.2. Efekt rostouciho bohatstvi
Oznaéme s,, jako optimalni mnozstvi pojisténi, w jako funkci jednotlivcova piijmu ve stavu 1, s pevhymi u, p,y, & m. Pro zjednoduseni mtizeme
predpokladat, ze w > yaft = n/[p/(1 —p)] = 1, takze s, je striktné rostouci. Bylo na$im pfedpokladem, Ze s,, by méla byt striktné¢ konkavni

funkce.

21



this shape is
excluded hy (3.9)

R —— presumed shape of s,

=WV W) = Int
T+
v yi
obr. (3.2)
Toto vSak selhava, zejména pro nejbéznéjsi funkce uzitku.
Pro zaCatek uvazujme
_ u (y+sw) -

f(SWJ W) - u,(W—Sw) m= 0' (3'7)

Aplikaci véty o implicitni funkci na (3.7) dostaneme (r = 1;,)
. r(y+sy) -1
Sw= [‘r(w——nsw) + TI.'] > 0, (38)

pod podminkou, Ze s,, > 0, ze které mtizeme usuzovat, ze (kdyz r’,, < 0)

sSw<1/(1+n). (3.9)
(Rovnosti se docili, pokud = = 1 (v ptipadé, kdyz y + s, = w — ms,,,) nebo pokud je r konstantni na néjakém intervalu.)
Horni hranice s,, umoziiuje pomoci (3.9) ukazat, Ze s,, nemuze byt striktné konvexni na [y, ©). Toto v§echno, v¢etné poptavkové funkce odvozené

pomoci logaritmické uzitecnosti, je zobrazeno na obrazku 3.2.
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Derivaci (3.8), ziskdme

sy (T tsy) [ rsy) 1
SN gz = St {r'(w—nsw) [r(w—nsw) } (3.10)
Definujme m(t) pro € > 0 pomoci
_r® @ ? y
mg(t) = Tere) [T(HE)] , pro viechnat, (3.11)

je ziejmé, ze (3.10) dava nasledujici charakteristiku s,,,.

Veéta 3
Poptévka s, pro pojisténi je konkavni nebo konvexni v zavislosti na tom, zda

m, < 0 pro vsechna € > 0, nebo m, > 0 pro vsechna ¢ > 0.

Nize si uvedeme pét ptikladii. V prvnich tfech je s, linearni, coz plati v ptipadech (a) konstantni absolutni averze k riziku, (b) a (c) konstantni rela-
tivni averze Kk riziku. Linearita s, trva, dokud je a v pifikladu (c) striktné kladné, takze relativni averze k riziku je klesajici. Konkavity je docileno
v ptikladu (d) a konvexity (na omezeném intervalu) v ptikladu (e), kde se setkdvaji klesajici a rostouci absolutni averze k riziku.
Priklady

(@) u(t) =e *,2>0r(t) =1, am, = 0.

b u@®)=Int:r@) =1/tr' (t) = —-1/t*, m, = 0.

©) u®)=—(a+t)%,a=0,qg>0:r@t)=(@+1)/(q+t), rt)= —(g+1)/(a+t)?,am, = 0.

d) u(®) =—e M +bt,21>0,b>0r() =(22e*)/(2e”* + b),am, (t) > 0 pro viechna t a viechna & > 0.

(e) u(t) =sint,0 <t <m/2:r(t) =sint/cost,r (t) = 1/cos? t,takm, (t) >0proe>0a0 <t <m/2.
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3.2.3. Efekt rostouciho rizika

Nakonec uvazujme dopad nahrazeni pfijmu (bohatstvi) w nahodnou proménnou W. (Stejné jako predtim, w > y). W interpretujeme jako mzdy
a y jako (urcité) neménné benefity (death benefits). Na zacatek analyzy, uvazujme dva jednotlivce s ptisluSnymi dvojicemi piijmi (w,y) a (W,y),
kde EW = w, a ozna¢me s,, a sy, jako mnozstvi pojisténi, které si kazdy z nich poridil.

Naivni intuici mtizeme navrhnout, ze sy, > s, pokud je (W, y) riskantnéjsi a tedy potiebuje vétsi ochranu.

v e

Rozumnéjsi je viak hypotéza, ze s, > sy, ktera je zalozena na nasledujicim argumentu: Protoze u(w) > Eu(W), jednotlivec s piijmy (w,y) ma

vice toho, co musi chranit proti moznosti pohromy a je to tedy on, ktery pottebuje vice pojisténi.

PiestoZe to neni na prvni pohled vidét, tento argument neni spravny. Zatimco u(w) > Eu(W) tikd, Ze mé jednotlivec vétsi bohatstvi k ochrané, ne-
sleduje uz to, zZe vétsi mnoZstvi pojisténi ho chrani vic, nez jednotlivce s (W, y). Pojisténi podle vSeho chrani oba jednotlivce. Podstata problému

krouzi okolo zfejmé otazky, ktery z nich ma vétsi uzitek z dodatecného pojisténi.

Pokud je s mnozstvi potizenych pojisténi (pfi striktni konkavité u), potom

u(w —ms) > Eu(W — ms).
- 1S interpretujeme jako pokles bohatstvi u téchto dvou jednotlivet. Jestlize uzitkova funkce jednotlivee ukazuje klesajici averzi k riziku, potom to
muze intuitivné znamenat, ponévadz je druhy jednotlivec ten, ktery zaziva nejistotu ve stavu 1 (nejistotu, kterd nemize byt kontrolovana), ze mu
nahodna povaha W — ms zpusobi, Ze bude postizen vice nez druhy jednotlivec s jistymi ptijmy, pokud je efektivni Groven bohatstvi ve stavu 1 sni-

Zena.
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Diskutujeme o tom, ze ubytek uzitkl ve stavu 1 diky potfizeni dodate¢né jednotky pojisténi spliuje
Eu(W —ms) — Eu(W — (s + s)) > u(w —ms) — u(w — (s + s)); (3.12)
to znamena, ze pojisténi je pro druhého jednotlivce ndkladnéjsi. Na druhé stranég, rust uzitku ve stavu 2 spojeny se zakoupenim piipustné jednotky

pojisténi je stejny pro oba jednotlivce.

Tudiz logickym vysledkem (3.12) je, ze s,, > sy,. Podélenim - e a polozenim ¢ blizicim se 0 dostdvame

Eu (W —ms) = u' (w — ms). (3.13)
Pokud w >, W, (1.6) implikuje, ze (3.13) nebo ekvivalentné (3.12), plati tehdy a jen tehdy, kdyz u” je konvexni. NaSe dal$i lemma vyjadiuje to, Ze
pokud jednotlivec vykazuje klesajici absolutni averzi k riziku, potom ma jeho uzitkova funkce skute¢né€ konvexni derivaci. (Obracen¢ Lemma 1 ne-

plati.)

Lemmal

nr

Jestlize r;, je nerostouci a u'"’ existuje, pak u”’’ > 0; tj., u ma striktné konvexni derivaci.

Diikaz

Viz literatura.

Nyni formujme vySe uvedeny argument a zobecnéme jej pro piipady, kdy oba jednotlivci maji ve stavu 1 ndhodné piijmy. Pouzitim Lemmatu 1 1ze

nyni ukazat, ze rust rizikovosti ptijmu (bohatstvi) ve stavu 1, vede k nakupu mensiho mnozstvi pojisténi, pokud je r;, klesajici.
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Veéta 4
Necht sy, a s jsou optimalni mnozstvi pojisténi pro dva jednotlivce s piijmy (W, y) a (Z,y). Jestlize Z >, W, potom

sz = sy Jestlize r,, je neklesajici, (3.14)

sz < sy jestlize u” je konkavni a E(Z) = E(W). (3.15)
Duikaz

Viz literatura.

4. Optimalni spotieba pri nejistoté

4.1. Uvod

Mnozstvi spotfebovavanych statki je kazdodennim rozhodnutim, které se tyka vSech ekonomickych subjekta a které se uskuteciuje v podminkach
nejistoty. Nasim ukolem je objasnit, jak nejistota v kombinaci s problémy, které se postupné objevuji, ovliviiuje alokaci spotiebitele mezi okamzitou
spotiebou a Uisporami.

Ptitomnost nejistoty alokacni rozhodnuti pravdépodobné zméni, ale povede to ke zvysSeni nebo snizeni okamzité spotieby?

V nasledujici kapitole si pfedstavime dvoufazové modely, které v literatuie dosahuji zna¢né pozornosti. Tyto dvoufazové modely spotieby spadaji
do jedné ze dvou skupin, rozdil mezi nimi je zaloZen na piivodu nejistoty. V prvni skupiné je nejistota zptisobena nahodnym pracovnim piijmem
ve druhém obdobi. V téchto modelech vyuzivajicich pracovni pfijem pfedpokladdme, ze mira vynosnosti uspor v prvnim obdobi je nendhodna. Pro-

blém nastava pii vybéru spotieby v prvnim obdobi tak, abychom maximalizovali o¢ekavanou uzite¢nost pfi spotiebé v obou obdobich.
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Druhé skupina modelii se zamétuje na ndhodnost spojenou s investovanim v prvnim obdobi: zde pfedpokladame, Ze mira navratnosti kapitalu je
nahodna veli¢ina. Otazkou pak zlistava, jak alokovat fixni mnozstvi kapitadlu mezi spotfebou a investovanim v prvnim obdobi tak, abychom maxima-
lizovali o¢ekéavany uzitek spotfeby obou obdobi.

Jak bude dokéazano pozdéji, modely s kapitalovym rizikem jsou vyrazné jednodussi pro analyzu. Na skutecné obtize ale narazime pfi rozSifovani
téchto modelt na vicefazové. Toto je ukazano v kapitole 4.3, avSak splnéno je to pouze za piedpokladu, Ze uzitkové funkce jednoho obdobi vykazuji
konstantni relativni averzi vici riziku, nebo kdyz je u’ konvexni v piipadé kapitdlového a vynosového rizika. V piedchozim piipadé, je model
s neurcitym poctem obdobi pfesné timto dvoufazovym modelem.

V druhém ptipad¢ je ndS model zpracovan podle Millera (1976). Ukazeme si také Levhariho a Mirmantv model (1977), ve kterém jsou pracovni

piijem a navratnost investice urcité, ale délka rozhodovani ticastnika (tj. délka obdobi) je ndhodna.

4.2. Dvoufazové modely

Spotiebitel je na pocatku vybaven prostifedky w, a voli mnozstvi c, které spotiebuje v obdobi 1, jeho uspory nebo investice jsou tedy rovny w — c.
Ve druhém obdobi spotiebuje prostiedky v celém svém rozsahu, a tyto prostiedky jsou souctem jeho ndhodného pracovniho piijmu Y ar(w — c),
coz je ocenéna hodnota jeho investice, kde r — 1 je urcitd tirokova mira.

Cilem spotiebitele v tomto modelu ¢istého ptijmového rizika je maximalizovat o¢ekavanou hodnotu V (w) jeho uzitku pro spotiebni tok v obou ob-
dobich, ktery podléhd omezeni 0 < ¢ < w. Problémem je tedy urcit optimalni uroven spotieby c* v obdobi 1, tj.

V(w) = maxosc<w EU(C,Y +7(w — ©)). (4.1)
Obvykle pfedpokladame, ze uzitkova funkce U spottebitele je konkavni a rostouci ve vSech proménnych.
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Podminka prvniho fadu pro feseni (4.1) je (U je funkce diferencovatelna podle c)
EU, = rEU,.

Jestlize Y = EY, pak je (4.2) redukovana na znamou podminku
Uu,=ru,

(4.2)

(4.3)

Pro zjednodusSeni vztahu, necht’ c; je optimalni tiroven spotieby (ktera fesi (4.3)) pro tuto deterministickou podobu problému. Uzitim (4.3), rozsiie-

nim EU,a EU, do Taylorova rozvoje na intervalu ((cg, EY + (W —cg)) a vynechanim ¢&lenti vyrazu 0%U;/0%c,E(Y-E(Y))*/k!

pro k > 2 (tyto ¢leny pravdépodobné budou 0(c?), kde 62 = E{(Y — E(Y))?}), obdrzime

EU, —rEU, =U, +U,,,02 /121U, +U ,,c° /2]

2
:% [U122 _ruzzz]
2 U 2
= 67 |:U122 _U_zuzzz} 567 4

Predpokladejme vnitini feseni, 0 < cq < w, (d*/dc*)U|, < 0, implikujici, ze

d2
{EUl—rEU2}< =—EU
¢y dc

d

— <0,
dc

d

C

jelikoz (d2/dc?)EU|,, = (d%/dc®)U|., + 0(a2).
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Nasledné, pokud je vyraz (4.4) zaporny, z (4.5) vyplyva, ze ¢* < cg4, pokud Y vykazuje dostateéné malé riziko.

Jak jsme ukazali vySe, mizeme zajistit, aby ptedb&Zzna poptavka po usporach byla kladna (tj. ¢* < c,;), kdyZ je nejistota pracovniho piijmu Y mala,
pokud je mnozstvi 7/ zaporné. Nyni, jestlize U vykazuje klesajici absolutni averzi k riziku, pak je U;; < 0, navic, pokud je U aditivni (separabilni),
pak jsou jeji kiizové parcialni derivace pti splnéni pozadavku 7/ < 0 nulové.

Nyni se zaméfime na variantu modelu s ¢istym kapitalovym rizikem misto té s ¢istym vynosovym (pracovné-piijmovym) rizikem. Jedinec nebude
pobirat pracovni ptijem, ale spiSe investovat rozdil mezi jeho poc¢ate¢nim bohatstvim w a spotfebou ¢ v obdobi 1. Mira navratnosti X — 1 = 0 jeho
investice ¢i uspor je nadhodna, takze ¢astka, kterou ma k dispozici pro spotiebu v obdobi 2, je (w — ¢)X. Pro jednoduchost predpokladejme, ze dvou-
fazova uzitkova funkce je aditivni, takze problémem spotiebitele je nalézt optimalni Groven spotiebycy, aby

maxo<c<w{u(c) + Ev[X(w — )]} (4.6)

kde u a v v uvedeném poradi oznacuji striktné konkavni uzitkové funkce pro spotiebu v obdobi 1 a 2.
Analogicky k modelu s ¢istym vynosovym rizikem je podminka prvniho fadu pro feSeni (4.6)

u'(c) = E{Xv'[X(w—-0)]} (4.7)

Na rozdil od tohoto modelu ndm vsak pfitomnost ¢istého kapitalového rizika umoziuje vymezit podminky pro v tak, Ze vzristajici rizikovost X zpi-

sobujici cy, tedy optimalni Groven spotieby v obdobi 1, miZzeme sniZit bez jakéhokoliv omezeni miry nejistoty (rizikovosti) obsazené v nahodné

vvvvvv
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Veta 1
Piedpokladejme, ze X je rizikovéjSinez Z a E(X) = E(Z). Pak cy < ¢z, pokud je f konvexni a cy = c, pokud je f konkavni, kde
f@) =tv'(t), prot=0. (4.8)

Duikaz

Viz literatura.

Z Véty 1 ihned plyne disledek, ze nejistota v mife navratnosti na rozdil od znamé miry navratnosti vede ke sniZeni spotieby v obdobi 1 — nebo
chceme-li, k rastu tspor — za piedpokladu, ze f je konvexni.

I tady, stejné jako v modelu s ¢istym vynosovym rizikem, hraje kladnost tfeti derivace uZzitkové funkce kli¢ovou roli. Protoze f''(¢) = 2v"(c) +
cv'"'(¢), je zfejmé, Ze nutnd, nikoliv v8ak postacujici, podminka pro konvexitu f je, Ze tfeti derivace v je kladna. (Je samoziejmé, Ze zaporna tieti
derivace je postacujici, abychom zarucili konkavnost f.) Nyni, vSechny isoelastické uzitkové funkce, tj. ty s konstantni relativni averzi K riziku,
v(c) = c¥/y,y < lay # 0, maji kladné treti derivace, ale f je konvexni, kdyzy < 0 a konkavni, kdyz y > 0, protoze f"(c) = y(y - 1)c’~2. (Na
hranici (tj. y = 0) polozme v(c) = Inc. Zde f" =0, tzn. f je konvexni i konkavni, tudiz cy zavisi na X jen ptes E(X); ve skuteCnosti cy =
wE(X)/(E(X) + B), kdyzu = Inav = BIn, kde S je diskontni faktor.)

Nakonec poznamenejme, ze 0 < dcy/dw < 1. VSimnéme si, ze rist w zpusobuje pokles pravé strany rovnice (4.7), zatimco leva strana zdstava ne-
zménéna; a rist ¢ zpusobuje pokles levé strany a rist pravé strany. Proto dcy/dw > 0. Pokud dcy/dw > 1, pak X (w - cy) klesa s w, ¢imZ roste

prava strana rovnice (4.7), zatimco dcy/dw > 0 zptsobuje, ze leva strana klesa s w. Toto vsak porusuje (4.7), proto musime mit dcy/dw < 1.
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4.3. Vicefazové modely

Ve vicefazovych modelech spotieby je analytické tvarnosti dosazeno pouze vyménou nékterych omezujicich predpokladi uvalenych na vicefazovou
uzitkovou funkci U spotiebniho toku ¢ = (c;);2,. Ve vSech piipadech ptedpokladame, ze U je aditivni a je ve tvaru

U(e) = £2, B Mulcy), (4.10)
kde g je diskontni faktor, 0 < § < 1 a jednofazova uzitkova funkce u je jako vzdy konkavni. Navic pfedpokladame, ze vSechny ptislusné nahodné
proménné jsou nezavislé.
Jestlize k (4.10) a nezavislosti ndhodnych proménnych navic piredpokladame, Ze jednofazova uzitkova funkce vykazuje konstantni relativni averzi
K riziku, tj. u je ve tvaru

u(c) =c?/y, y#0,y<1,

u(c) = Ingc, y = 0. (4.11)
Pak jsou dvou- a vicefaizové modely s Cistym kapitadlovym rizikem ekvivalentni; jako predtim, kdy rostouci riziko zptisobovalo pokles spotieby,

kdyz y < 0 a rist spotieby, kdyz y > 0.

Miller (1976) ve svych vicefazovych modelech s Cistym vynosovym rizikem uvazuje ponékud $irsi skupinu jednofazovych uzitkovych funkci, nez je

popsana v (4.11). V jeho modelu je u omezena na skupinu ./, kde

o ={u:u' > 0au'je konvexni}. (4.12)

nr

Tudiz podminka u'"' > 0 je nezbytna a, jak bude dale uvedeno, spotieba klesa s rostoucim rizikem, pokud ue. /. Protoze u'"’ > 0, pokud je u defi-

novana podle (4.11), smér zmény pro optimalni Groven spotieby nezavisi na znaménku y. Tento rozdil zobrazuje odliSnost mezi dvéma modely.
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Necht' Y] je nezdporny piijem obdrzeny na konci obdobi j, {Y; } jsou tedy nezavislé. Pro zjednoduSeni vykladu predpoklddejme, Ze Y; maji stejné roz-
déleni a neni dovoleno ptij¢ovani. Nasledujici pfedpoklad vyjadiuje, Ze soucasna spotieba ¢ je omezena tim, ze se nachazi mezi 0 aw, coz je sou-
Casna velikost bohatstvi. Zaru¢enou navratnost investice ozna¢ime r- 1, tedy soucasné bohatstvi w spoleéné se soucasnou spotiebou ¢ ndm dava

velikost bohatstvi Y + r(w-c) nésledujiciho obdobi.

Musime pridat predpoklad r¥ < 1 proto, abychom zarudili, ze uzitek plynouci z optimalniho spotiebniho toku zlstava patficné omezen. Analyza
zagina demonstraci, Ze operator A je kontrakéni zobrazeni* do prostoru funkci 7 , kde A je definovéno jako

Av(w) = supg<cewiu(c) + BEV[Y +r(w—c¢)]}, w>0,ve /" (4.13)

a 7 je (Banachiiv) prostor spojitych, rostoucich a konkavnich funkei na intervalu (0, ), ktery z technickych diivodu splituje omezujici podminku

VIl = supysolv(w)l/max (Ju(w)], 1) < co. (4.14)

Znalost toho, ze A je kontrakce, nam kromé jiného umoznuje dospét k zavéru, ze A ma jediny pevny bod (na 7 " ), a tak V(w), coz je uzitek
z nasledného optimalniho spotitebniho toku, kde pocatecni bohatstvi je w, je jedinym feSenim

V(w) = supoecswiulc) + BEV(Y +r(w —¢))}, w > 0, (4.15)

a cy(w), optimalni uroven spotieby, kdyZ w je bohatstvi a Y je ndhodny pracovni piijem, je jedinou hodnotou c, kterd dosahuje maxima v (4.15).
Navic, pokud je V pevnym bodem A, pak je V konkavni. Konkavnost u a V nam s vyuzitim stejného principu jako na konci predeslé kapitoly umoz-

fuje ukazat, ze ¢y, (W) aw — ¢y (w) jsou rostouci funkce w, tj. ze 0 < dcy (W) /dw < 1.

* Operétor A je kontrakci na prostor 7, jestlize existuje ¢islo a < I takové, ze
|[Av1 = Ava|| <af|vi—vol|, pro vsechna vy, v, 7,
kde ||']| je normou prostoru 7 . Zde je norma ||-|| dana stejné jako v (4.14).
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Konkavnost V nam také dovoluje jednoduchou ukazku toho, ze rizikovéjsi vynos Z je pozadovan méné nez Y, protoze V,(w) < Vi (w) pro vsechna
w, piicemz jsme u V a A pouzili dolni indexy, abychom rozlisili vynos spojeny s Z a Y. Abychom to ukazali, poznamenejme, ze pro kazdé c,
0 < ¢ < w, skutecnost, ze Z je rizikov&jsinez Y (tj. Y >, Z) vyjadiuje, Ze

u(c) + ,[S'EVY(Z +r(w— c)) <u(c)+ ,[S'EVY(Y +r(w— c)), (4.16)
protoze Vy je konkavni rostouci funkce. Maximalizaci levé strany (4.16) pies vSechna ¢ obdrzime

AzVyw) < u(c;(W)) + BEVy (Y +r(w — c;(w))) < Vy(w),
nebo jednoduse

A Vy < Vy. (4.17)

Protoze A je monotonni (tj. v < ¥ implikuje A,v < A,7), mizeme (4.17) opakovat a ziskame

ATV, < A%V, < - < V. (4.18)

Skute¢nost, Ze A, je kontrakce znamend, Ze metoda postupnych aproximaci miize byt pouzita k nalezeni pevného bodu; t;.

lim,_, A3v =V, pro vsechnav € 7. ° (4.19)

Zejména, uziti (4.19) s v = Vyve spojeni s (4.18) vede k pozadovanému

VZ = hmn_,oo ATZlVy < Vy.

Miller (1976) pomoci vysvétleni, ze ue. / implikuje Ve. /", ovéiuje, ze cz;(w) < cy(w) vzdy, kdyz je Z rizikovéjsinez Y.
Levhari a Mirman (1977), (spiSe nez pokladani vynosového ¢i kapitdlového rizika za zdroj nejistoty), uvazuji ptipad, kde nejistota vyvstava jako

dusledek spotiebitelovy neznamé délky zivota. Necht’ p; je pravdépodobnost, Ze zije pfesné i let, i = 0,1, ..., n, tudiz n je maximalni délka jeho Zivo-
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ta. Pfedpokladdme, Ze rozhodnuti o velikosti spotieby je u€inéno na zacatku kazdého obdobi dfive, nez spotiebitel zjisti, zda toto obdobi piezije;

kromé toho nepftipisujeme zadnou hodnotu dédictvi. Pro jednoduchost také predpokladejme, Ze nemame zadny pracovni piijem. Zarucenou néavrat-

nost investice ozna¢me -1 a P; definujme jako pravdépodobnost, Ze spotiebitel zije nejméné i let, tedy

Ponechanim V;(w) jako maxima o¢ekavané soucasné hodnoty uzitecnosti spotieby v obdobich i az n, pti¢emz w je bohatstvi na poc¢atku obdobi i,
dostaneme

Vi(w) = minOSCSW{Piu(c) + IBVH_l(T(W - c))}, i=01,..,n—-1, (4.21)

Vo(w) = Piu(w). (4.22)
Zitejm¢ hodnota c;(w) Z c, ktera dosahuje maxima, je optimalni velikosti spotfeby v obdobi i, pokud bohatstvi na po¢atku obdobi i je w.
Jak jiz bylo uvedeno diive, omezime nasi pozornost na jednofazové uzitkové funkce, které splnuji (4.11). Kdyz y # 1, mliZeme prostfednictvim in-
dukce ukazat, ze existuji konstanty K a f takové, ze

Viw) = u(w)K;, (4.23)

ci(w) = wf;. (4.24)
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Optimalni velikost spotieby f; v obdobi i spliuje
p1/A=7)

p— l
fi ‘Pil/(l—y) rak,

1
kde @ = (BrY)™ ak; = [Pf; +Pyp @™ (1 — f;)Y YA = g /D),

vvvvv

Vi(w) = 372 Py i Bl Inw + K;

Pj

cC\W) =W
{(W) LiZoPirjBl

(4.25)

(4.26)

Nyni porovnejme dva jedince s riznymi ndhodnymi délkami Zivota X a Y, P(X = i) = p;, P(Y = i) = q;, P, = Xj=;pj a Q; = X}-; q;. Srovnejme

jejich spotiebu v obdobi 0, pokud je Y povazovano za rizikové;jsi.

Veéta 2
Predpokladejme, ze Y # X a Y je rizikovéjsi nez X, tedy
P20 j=01..,n

Pak jedinec s délkou zivota Y spotiebuje v pocate¢nim obdobi urcité vice bez ohledu na to, zda E(X) > E(Y) nebo E(X) = E(Y).

Diikaz: Viz literatura.
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Jesté poukazeme na to, ze kdyby byl na pocatku diskontni faktor roven jedné, spotieba by pak zavisela na X pouze pies svou stfedni hodnotu, proto-

ze by byla proporcionalni k 1/(E(X) + 1).

5. Konkuren¢ni firma pri nejistoté

5.1. Uvod

V této kapitole omezime nasi pozornost na chovani konkuren¢nich firem v nejistém prostiedi. Dale se v ramci tohoto problému zaméfime na jedno-
fazové modely a ukazeme, Ze nejistota je dilezitd, i kdyZ jsou firmy rizikové neutrdlni.

Pro pfipomenuti zacneme analyzou averze k riziku téch firem, které vyrabéji v konkurencnim jednofazovém prostiedi. Rozhodnuti o optimalnim
vystupu je porovnavano s klasickym, rizikoveé neutralnim prostiedim a je vidét, ze pokud je rozhodnuti kombinovano s nejistotou averze k riziku, je
vystup nizsi. Navic, ¢im je vétsi averze k riziku, ve smyslu Arrowa a Pratta, tim vétsi je snizeni vystupu. Na druhé strané vSak nové vysledky odha-
luji, Ze zména ve vystupu zptsobend udrzovanym primeérnym rustem rizika zavisi na sklonu kiivky nékladi, a stejn¢ tak na znaménku tteti derivace
uzitkové funkce. Na rozdil od ptipadu, kde figuruje jistota, efekt rostoucich fixnich nakladi ¢i piiméfené dané ze zisku ma vliv na vystup, a smér
vlivu se méni nepfimo umérné s absolutni a relativni averzi k riziku.

Pak jsou prezentovany dusledky averze k riziku na trh vyrobnich faktorti. Nasledné je vyhodnoceno "optimalni" chovani konkuren¢ni firmy, kdyz
jsou pouzita predevsim kritéria bezpecnosti namisto maximalizace o¢ekavaného uzitku. Nakonec uvedeme analyzu chovani konkuren¢niho odvétvi
pii nejistoté. Za ucelem oddéleni efektu nejistoty, predpokladejme, ze jsou firmy rizikoveé neutralni. Hlavnimi vysledky jsou: o¢ekavany vystup kaz-
dé z firem je menS$i nez vystup, ktery minimalizuje primérné naklady odvétvi, konkurenc¢ni rovnovaha je efektivni a pocet firem v odvétvi roste

s ristem bud’ stfedni hodnoty vystupu, nebo rozptylu vystupu.
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5. 2. Konkuren¢ni vyroba firem averznich k riziku

V této podkapitole ur¢ime optimalni vystup konkurenéni firmy, ktera je k riziku averzni. Cena P > 0 je ndhodna proménné (se znamou distribu¢ni
funkci F a stfedni hodnotou u), a firma ji nemize jakkoliv ovlivnit. Proto, jelikoZ se jedna o konkurenéni prostredi, firma prodava cely sviij vystup g
za obvyklou cenu p. Hodnota p z P je tedy znama az pote, co se firma rozhodne o velikosti svého vystupu g. V naSem ptipadé se jedna o jednofazo-
vy model, coz znamend, Ze neni povoleno uskladnéni zdsob mezi obdobimi.
Vztah mezi ziskem firmy 7 a vystupem g je dan jako

n(q) = Pq-C(q), (5.1)
kde C(q), tedy celkové naklady na vyrobu g jednotek produkce, se skladaji z fixnich nakladi B a variabilnich nakladt c(q). C je samoziejmé ros-
touci funkce. ProtoZe predpokladame neklesajici mezni ndklady na produkci (C' je kladna a neklesajici), 7 je konkavni funkce argumentu g. Firma
ma striktné konkavni uzitkovou funkci u a hleda takové mnozstvi g, které bude maximalizovat o¢ekavany uzitek U ze zisku. Firma tedy hleda opti-
malni Groven produkce g*, kde g* spliuje

U(g") = maxgso U(q), (5.2)

U(q) = Eu(n(q)). (5.3)
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Béhem celé této kapitoly budeme vyuzivat nasledujiciho disledku:

Lemma 1
Jestlize h > 0 je klesajici funkce a Z je nedegenerovana nahodna proménna, pak
E{Zh(Z)} < h(0)E(Z).

Duikaz

Viz literatura.

Podminkou prvniho fadu je (konkavnost U a 7 zarucuje, ze se to vztahuje i na U)

E{w' (n(9))P} = C'(Ew' (n(q)). (54)

Jelikoz u' je klesajici funkce a  roste na P, z Lemmatu 1 plyne, ze E{u'(7)(P — 1)} < 0. Po odeéteni uEu'(r) z obou stran (5.4) tato nerovnost
ukazuje, ze

(C'(q) —wWEV (m) = E{u'(m)(P — )} <0,
z ¢ehoz kladnost Eu' () implikuje, ze

Cc'(q@") <u. (5.5)

Vzhledem k (5.5), neklesajicimu C' a skute¢nosti, Ze optimalni vystup, at’ uz firmy rizikové neutralni ¢i uréené poptavkou, ma mezni naklady rovny
cené, zjistime, Ze nejistota spojena s averzi k riziku vede ke snizovani vystupu. (Pokud firma riziko preferuje, tj. u je konvexni, pak stejny argument

znamena, ze vystup roste.)
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5.2.1. Vliv rostouciho rizika
Protoze rist rizikovosti P zachovavajici stfedni hodnotu ponechava p nezménéné, nebude pro nas piekvapenim, ze takova zména ma vliv na q*.
Ovsem smér zmény je nejisty; ve skutenosti jsou mozné nariisty i poklesy vystupu. Zaénéme ovérenim ocekavaného vysledku, ze rist rizika povede
k poklesu produkce. V nasi diskusi o optimalnich spotfebnich strategiich hraje svou roli funkce f definované jako

f(®) =tu'(t), t=0, (5.6)

stejné jako znaménko u'’’; mimo to zde vstupuji i fixni naklady.

Veta 1

Necht’ g; oznacuje optimalni vystup, kdyZz cena P ma stejné rozd¢€leni jako ndhodna proménna P;, i = 1, 2, a predpokladejme, ze P; je striktné rizi-
kovéj§i nez P, se stfednimi hodnotami E(P;) = E(P,). Vystup klesé (tj. g; < q3), kdyZ f je konkavni a, bud’ u’ je konvexni a mezni naklady ptevy-
Suji praimérmé, nebo u’ je konkavni a primérné naklady prevysuji mezni. Vystup roste (tj. q; > q3), kdyz f je konvexni a, bud’ u’ je konvexni a pru-

mérné naklady pfevySuji mezni, nebo u’ je konkavni a mezni naklady pievysuji primérné.

Duikaz

Viz literatura.

Nejznaméjsi uzitkové funkce spliujici f konkavni au' konvexni jsou isoelastické uzitkové funkce s parametrem y > 0, tj. u(c) = Inc a u(c) =
C"/y, 0 <y <1; f je konvexni, pokud y < 0. Pfedpoklad, Ze jsou mezni naklady vyssi nez primérné naklady, vyzaduje nulové fixni naklady
(tj. B = 0), zatimco fixni naklady musi byt nenulové, pokud primérné naklady piekracuji mezni naklady. Vétu 1 lze snadno rozsitit pro ptipad U

kiivky primérnych naklada.
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I kdyZ to nepfinasi zvlasté uzitecny vysledek v této zvlastni souvislosti, Véta 1 ma zajimavy disledek pro vzajemny dopad zmén v riziku. Zejména

necht’ v(p, q) je uzitek spojeny s rozhodnutim g, kdy ndhodna proménna P, pfedpoklada hodnotu p. Ten, kdo se rozhoduje, usiluje 0 maximalizaci
Ur(q) = [v(p, q)dF (p), (5.7)

kde E. je rostouci distribu¢ni funkce ndhodné veli¢iny B, a zvyseni r piedstavuje rist rizika zachovavajici stfedni hodnotu. Ozna¢me optimalni roz-

hodnuti g, a pfedpokladejme, Ze v roste v p a je striktné konkavni v q. Je dokazéno, ze g* roste (klesd) s r, pokud je dv/dq ptisné konvexni (kon-

kavni) funkci p, tedy 93v/0qap? > (<)O0.

V naSem konkurenénim modelu mame v(p, q) = u(pq — C(q)). Nyni v roste v p; tedy 0%v(p,q)/9q* = (p — C'(@))*u" () — C" (q)u' (%) < 0,

protoze je u striktné konkavni a 93v/dqdp? < 0 za predpokladu, Ze

~E D ap - @)] > 2. (5.8)

u”(m)

Pokud tedy u spliuje (5.8) na piislusném rozsahu p a q, zvyseni rizika povede ke snizeni vystupu.

5.2.2. Zmeny averze k riziku

Ukézali jsme, Ze pro firmy s konstantni absolutni averzi k riziku plati, ze firma averzni k riziku produkuje méné nez rizikové neutralni firma a ta
produkuje mén¢ nez riziko preferujici firma. BohuZzel se tento vysledek vztahuje pouze na omezenou tfidu uzitkovych funkci a navic neumoziuje
zadné srovnani mezi firmami odmitajicimi riziko. Nas dalsi vysledek tato omezeni piekonava. Pro rozliSeni mezi optimalni hodnotou g pro uzitkove

funkce u a v, nahradime q* q,, respektive gq,,.

Veta 2
Kdyzn, >n,,pak g, < q,.

Diikaz: Viz literatura.
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5.2.3. Vliv fixnich nakladii a ziskit dani
Reakce konkurencni firmy na fixni naklady se v podminkach nejistoty a jistoty radikalné lisi. Je samoziejmé pevné stanoveno, ze kratkodoba roz-
hodnuti o produkei fixni ndklady neméni. To neplati pro firmy vlastnici konkavni uzitkové funkce a pracujici v rizikovém prostiedi popsaném zde:

zvyseni fixnich ndkladi vede k poklesu vystupu, pokud mé podnik klesajici absolutni averzi k riziku.

Duivod pro toto (paradoxni) chovani je pomérné jasny. Bylo jiz prokazéano, ze firmy odmitajici riziko produkuji méné nez firmy rizikové lhostejné.
Pokud ma firma klesajici (rostouci) funkci absolutni averze k riziku, pak by se m¢l vystup zvysit (snizit) s bohatstvim. Ale fixni naklady jsou podob-

né negativnimu bohatstvi, a tudiz jsou vysledky néasledujici.

Veéta 3
Pokud je 7, klesajici (rostouci), pak dg*/dB < 0 [> 0].

Diikaz:

Viz literatura.

Dale predpokladejme, ze existuje proporcionalni mira zdanéni t zisku tak, ze zisk = po zdanéni je dan vztahem

m(p) = (1-t)(Pg- C(q)), (5.11)

a stejn¢ jako predtim se firma snazi maximalizovat g*

U(q) = Eu(m (q)). (5.12)
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Pokud neuvazujeme nejistotu, vystup se s t neméni. V piitomnosti nejistoty je nicméné t klesajici nebo rostouci v souladu s klesajici nebo rostouci

povahou firemni relativni averze k riziku.

Veta 4
Pokud je R, Klesajici (rostouci), pak dq*/ dt < 0 (> 0).

Diikaz
Viz literatura.

Pokud by se ceny mély zvysit o € s pravdépodobnosti 1 a r;, je nerostouci, pak
(%) v (@) = E {u(n(@) +q(P - C'(@))u"(m)
>—E{(P-C(@)uw (m)r,(m)}/q
>-U(@nrnC@q-C@)/q

Proto, dU'(q*)/de > 0, takze dq*/de > 0. Obracené to zde vSak neplati; rostouci 7, nezajist'uje dq*/de < 0.
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5.3. Poptavka po vyrobnich faktorech v cenové nejistoté
Opét predpokladame model, kdy je firma pfijemcem ceny a vyrabi dfive, nez jsou zndmy ceny vystupu. Firma znd rozdéleni cen a maximalizuje
ocekavany uzitek ze zisku.
Necht’ g, K a L jsou vystup, kapital a prace, (neklesajici) produkéni funkce je dana jako
q = f(KL) (5.13)
a zisk jako
m = Pq- wL- rK - B, (5.14)
kde w je mzdova sazba, r cena kapitalu a B fixni ndklady. Firemni uzitkova funkce u je striktné konkavni, a hledame mnozstvi vstupnich faktora K*

a L™ tak, abychom maximalizovali o¢ekavany uzitek U ziski, kde

U(K,L) = Eu (Pf (K,L)- wL - 7K - B. (5.15)

Pro zajisténi toho, ze je U striktné konkavni, pfedpokladame, ze f je konkavni.

Protoze f je konkavni (tj. firma nemtze mit rostouci vynosy z rozsahu) a naklady jsou linearni ve faktorech, celkové naklady C(q) na vyrobu q jed-
notek odvozené€ pouzitim optimalni trovn€ vstupii vyrobnich faktort K, a L,, maji neklesajici mezni naklady. Proto analyza pfedchozi Casti fika, Ze
ma nejistota za nasledek mensi vystup.

Navic mensi vykon samoziejmé vyZzaduje zmény v K a L. Zejména se bude snizovat (zvysovat) K, pokud fx fi.- fi.fxe < 0 (> 0) a odpovidajicim
zpusobem bude L klesat (rast), pokud f; fxx—fi.fxr < 0 (> 0). Podle vseho se f chova spravné, pokud fx; > 0, coz znamena, ze nejistota zpisobi

pokles vstupii obou vyrobnich faktort.
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Nejistota zptisobuje také to, Ze (o¢ekavané) hodnoty mezniho produktu kazdého faktoru zvysuji jeho mezni néklady. Abychom to mohli ukazat,
ukazme si, ze podminky prvniho fadu jsou:

frE{Pu'(m)} = rEu(m), (5.16)

fLE{Pu’'(m)} = wEu'(m). (5.17)

Jak bylo ukéazano diive, E{(P — p)u'(7)} < 0. Nasledné odeétenim pfiEu'(m) od (5.16) dostavame (r — ufx)Eu' () < 0, z éehoz

r < ufg, (5.18)
pokud u’ > 0.

Stejné tak Ize tvrdit, ze

w<upf. (5.19)
Ztejmé& bychom méli interpretovat f;E (Pu'(m))/Eu’(m) jako hodnotu mezniho produktu faktoru i, i = K, L.
A konec¢né, uvazujme monopolistickou (klesajici) kiivku poptavky X danou jako

X(q) =D(q) + 2,4 (5.20)
kdeZ, =ZaEZ = 0.
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Potom
0=U, = E{u'(m)(dr/dL)}
= E{u(m)[-w+ f.(D(q *) + qD’(q *)) + fL.Z]},

z ¢ehoz dostaneme (pokud u je linearni, E(Zu'(m)) = 0)
w = fiMRg + fi, (E(Zu'(m))/Eu’ (1))
< f,MRgy = MRP,-, (5.21)

kde nerovnost vyplyva z Lemma 1 kapitoly 5.2. Op¢ét plati, ze nejistota zpisobuje, ze mezni produkt (marginal revenue product) vyrobku piekroci

cenu faktoru.

5.4. Alternativy k oekavané hypotéze uzite¢nosti: Prvni bezpe€nostni kritérium (Safety — first criteria)

Necht je poptavkova funkce D charakterizujici firmu dana
D(q,2) = g(q) + h(9)Z, (5.22)

kde q je vystup, h > 0, a Z je ndhodna proménna (ktera neni zavisla na q) s E(Z) = 1. Tato formulace zahrnuje dodate¢nou (aditivni) nejistotu
(h = 1) a multiplikativni nejistotu (g = 0) ve zvlastnich pfipadech. Pro zajisténi toho, Ze zahrneme monopolni i konkurenéni prostredi, pfedpokla-
dejme, ze o¢ekavana cena u(q) = ED(q, Z) je nerostouci, tj.

wW(g) =g +h(q <0, pro vsechna g > 0. (5.23)
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Stejn¢ jako predtim je zisk firmy definovan jako

n(q) = D(q,2)q-C(q), (5.24)

kde C predstavuje celkové naklady. Konecné predpokladejme, Ze existuje Giroven vystupu, pro kterou je oéekavany zisk kladny, a ze Em(q) je kon-
kavni.
Vzhledem k vyse uvedenému, je optimalni Groven q v ptipade¢ jistoty (tj. Z = 1) jedinym feSenim rovnice

MR (q) = qu'(q) + u(q) = C'(q) = MC(q). (5.25)

5.4.1. Royovo kritérium
Roy (1952) navrhl nastaveni vystupu tak, aby se minimalizovala pravdépodobnost R, Ze dojde ke ztraté. Podle Royova kritéria hled4 firma tGroven
qr, ktera spliuje
R(qr) = mingso R(q), (5.26)
kde
R(q) = P(n(q) <0). (5.27)

Vyuzitim (5.22) a (5.24), dostavame
R(q) = P{Z < (AC(9)-9(@)/h(@)},

kde AC(q) = C(q)/q jsou primérné naklady.
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Nyni se snazime minimalizovat H(q) = (AC(q)-g(q))/h(q). Derivaci a Gpravou vyrazu dostaneme

H = [(MC-MR)h — (AC — p)(h + qh)]/qh?. (5.28)

Kdyz vyhodnotime H’ v g, tak z (5.28) dostdvame
MR = MC + (u— AC)(h + qh")/h. (5.29)

S aditivni nejistotou vyraz zredukujeme na
MR = MC + p— AC, (5.30)

zatimco multiplikativni nejistota méa za nasledek (u = h)
MR = MC + (u— AC)MR/h = MC(u/AC). (5.31)

Pokud Emc(qg) > 0, ugr > AC(qR), tak MR(qg) > C'(qg) v obou piipadech a postupné
ar < q (5.32)

pii konkavit¢ Em(q). V obecném piipadé h + gh’ > 0 je dostateCné pro zajisténi q < g.

Pti konkurenci je D(q,") konstantni v g pro kazdou hodnotu Z takovou, ze g = h' = 0. Jak se ocekéavalo, dusledkem je, ze se (5.29) redukuje na
MC = AC.
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5.4.2. Telserovo kritérium

Podle Telsera (1955) je vystup optimalni, kdyz firma maximalizuje ocekavany zisk za podminky, ze pravdépodobnost ztraty neptekroci urcitou pie-
dem danou uroven a, 0 < a < 1. Problém tak nastava v nalezeni vystupu g, ktery maximalizuje Em(q), vzhledem k omezeni P{Z < H(q)} <
a. Pokud P{n(gq) < 0} < a, pak q; = g, jinak musime mit H(q;) < H(g). Aleg > qz a H'(q) > 0 pro q > qj, takze to znamena, ze q; < g.
Kromé toho také q; > qg, pokud P{n(qz) < 0} < a.

5.5. Konkurenc¢ni odvétvi za nejistoty

Uvazujme odvétvi, které se sklada ze s identickych firem vyrabéjicich jediny vyrobek. Primyslova poptavka je ndhodnd proménnd Q > 0 S EQ =
u > 0 takova, ze cenova elasticita je nulova. Poté co bylo @ pozorovano, je poptavka rozdélena rovnomérné mezi s firem. Jelikoz zde neuvazujeme
skladovani, kazda firma vyrabi Q/s. Celkové naklady, primérné naklady a mezni naklady spojené s firemni produkci g jednotek jsou oznacovany
jako T(q), A(q), a M(q). Pfedpokladame, ze (1) neexistuji zadné prekazky vstupu na trh (2), U-kfivka primérnych nakladd je spojité diferencovatel-

na a (3) mezni néklady jsou rostouci a konvexni. Pokud je odvétvi konkurenc¢ni, bude cena p rovna meznim nékladiim firmy.

48



Protoze A je kiivka tvaru U, existuje ¢islo g tak, ze

A'(q) <0progq<q

>0proq > q, (5.33)
a
M(q) <A(q)proq<q
> A(q) proq > g,
pro

M(q) = A(q) + qA(q). (5.34)

Propojeni (5.34) a skutecnosti, Ze se cena rovna meznim nakladiim, vede k tomu, ze (q), tedy zisk firmy vyrabéjici g jednotek, spliuje

n(q) = qM(q)-T(q) = q(M(q) — A(q)) = q*A’(q). (5.35)

Prvnim problémem je najit velikost odvétvi s*, kterd minimalizuje oekavané néklady C pro dané odvétvi. Proto hledame optimalni velikost odvétvi
s* spliujici

C(s*) = ming,o C(s), (5.36)

C(s) = E{sT(Q/s)}- (5.37)

Primérny (mean) vykon firmy v odvétvi optimélni velikosti je samoziejmée q* = p/s*. Prvni vysledek ukazuje, Ze nejistota zptisobuje, zZe vystup pro

odvétvi s rizikoveé neutrdlnimi firmami bude mensi nez vystup g, ktery minimalizuje primérné néklady.
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Veta 5
Pokud varQ > 0, pak q *< q tak, ze A(q*) > M(q").

Duikaz

Viz literatura.

Z (5.28) a skutecnosti, ze zde existuji volné vstupy do odvétvi, je ziejmé, Ze pocet firem, pro které je ocekdvany zisk roven nule, je piesn¢ s*. Kon-

kurenéni rovnovaha je tak efektivni v tom, Ze celkové ocekavané néklady jsou na svém minimu a vyznacuji se nadbyte¢nou vyrobni kapacitou, kde

q°<q.

6. Browniiv pohyb, martingales a jejich ekonomické aplikace

6.1. Uvod

Browntiv pohyb se ukazal mimotadné uzite¢ny pro popis chovani mnoha ekonomickych veli¢in, pfedev§im cen. Brownlv pohyb se v posledni dobé
objevil jako klicovy aktér ve fundamentalnim vyzkumu ocefiovani opci a hral také klicovou roli pfi navrhovani model pro optimalni kontrolu (I)
zésob, (I1) udrzby zatizeni, (III) poptavky po penéznich zlstatcich a (IV) analyzy indexu dluhopisd.

Tuto kapitolu zaéneme stru¢nym popisem Brownova pohybu. Nésledovat bude diskuze o hypotéze efektivniho trhu, ve které si ukaZzeme vztah mezi
Brownovym pohybem a martingales. Model nahodné prochdzky penéznich zustatka, je pak piedlozen spolu s odvozenim poptavky po penéznich

zustatcich. Nakonec je studovéana poptavka po indexnich dluhopisech.
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6.2. Browniiv pohyb

V této Casti zatneme predstavenim jednoduchého omezujiciho tvrzeni pro Brownlv pohyb, pak stanovime axiomy Brownova pohybu a zminime

nekteré z jeho vlastnosti.

6.2.1. Omezujici tvrzeni pro Browniiv pohyb
Castice, které mohou, napiiklad, reprezentovat cenu na burze, nebo individualni pozici bohatstvi, se posunuji vpravo ¢ vlevo o vzdalenost Ax se
stejnou pravdépodobnosti, tj. jedna polovina. K témto pohybtim dochézi kazdych At jednotek Casu, tj. v dobé, At, 24t, ... Necht' Y;,Y,, ... je posloup-

nost nezavislych nahodnych proménnych takovych, ze

P(Y, = Ax) = P(Y, = —Ax) =§ proi=1,2,.. (6.1)

V case t je celkovy pocet posunt jednoduse [t/At], kde [w] oznacuje nejvétsi celé ¢islo mensi nebo rovno w, a pozice Castice (celkové bohatstvi)
v Case t je dana vztahem

X(t) S Yl + YZ + -+ },[t/At]' (62)

Chceme-li ziskat Browniv pohyb B(t) jako omezujici stochasticky proces, Ax a At se musi blizit k nule takovym zpisobem, ze X (t) — B(t). Pro
zaCatek poznamenejme, Ze E(Xz(t)) = Ax?[t/At], takze

EX?%(t) = (4x)%t/At. (6.3)

Aby byl tento rozptyl striktné kladny a mensi nez nekonecno, musi Ax byt fadové (At)'/2. Necht Ax = (At)/? a At = 1/n. Potom pro viechna i,

se Y; rovna +(n)~1/2, kazdé s pravdépodobnosti 1/2.
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V disledku toho ma X (t) stejne rozlozeni jako

XO(e) = DBy Dttt (6.4)

kde Z je £+ 1 s pravdépodobnosti 1/2. Pfi centrélni limitni vété X () (¢) konverguje k normalnimu rozdéleni s nulovou stfedni hodnotou a rozptylem

t, pokud n - oo.

6.2.2. Axiomy Brownova pohybu

(I) Nezavislost: Nahodna proménnad B(t + At) — B(t) je nezavisla, generovana na sigma algebfe vSemi ndhodnymi proménnymi az do Casu t, to

znamena, ze zména polohy béhem (t, t + At) je nezavisla na vsem, co se stalo do doby t.
(11) Stacionarita: Rozdéleni nahodné proménné B(t + At) — B(t) je nezavislé na t.
(111) Kontinuita: Pro vsechny § > 0, limy_,q P(| B(t + At) — B(t)| = §)/ At = 0.

Fyzikalni interpretace prvniho axiomu je takova, ze hybnost ¢astice vzniklé z molekularniho ,,bombardovani“ béhem (¢, t + At), je nezavisla na
vSem, co se vyskytlo pted t. To je rozumné, pokud posunuti ¢astice vzhledem k jeji pocatecni rychlosti na zacatku (¢, t + At), je zanedbatelne
vzhledem k pohybu vyvolanému molekuldrnim utokem béhem (t,t + At). Pfedpoklad stacionarity vyzaduje, aby proces (tj., pohyb ¢astic) byl ho-
mogenni v Case - pravdépodobnost zmény v jakémkoliv ¢asovém intervalu zavisi pouze na délce intervalu, a nikoli na jeho umisténi vzhledem

k pocatku. Tteti axiom je pfesné tim, co je potieba zajistit, aby pohyb ¢astice byl kontinualni, coz by samoziejmé mélo byt. Konkrétné by kazdy vy-
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bér B(t, w), musel byt spojitou funkci ¢ - snad s vyjimkou souboru téch w, které maji pravdépodobnost nula. Prokazani, ze vybérové cesty Browno-
va pohybu jsou spojité, je narocny tikol. Misto toho bychom méli ukazat, ze (III) je téméf ekvivalentni s tim, ze B(t) bude spojité v ¢ s pravdépo-

dobnosti jedna. Chceme-li tak u€init, polozme § > 0 a definujme

Yo = maxicg<n |B(k/n) — B((k —D)/n)]|. (6.5)
Pokud Y,, — 0, pak je B(t) ve skute¢nosti spojité na [0,1], a to by znamenalo, ze
lim,_,., P(Y, = 6) =0 (6.6)

Ale nezavislost a stacionarita B(1/n) — B(0), B(2/n) — B(1/n), ... davaji
P (Y, >6) =1-P(Y, < §)
=1-P(|B(1/n)-B(0)| = )"
=1-[1-P(|B (3)-B(O)| = &))"
~ 1-exp — nP(|B(1/n)- B(0)| = &),

pokud 1 —t =~ e ¢ (ve skute¢nosti 1 — t < e~* pro viechna t > 0). Tak P(Y,, = §) — 0 pravé tehdy, kdyz nP(|B(1/n) — B(0)| = &) — 0, coz je

presné vyjadfeni kontinuity s axiomem At = 1/n, takze (6.6) je ekvivalentni s axiomem kontinuity.

6.2.3. Vlastnosti Brownova pohybu
Zasadni vyznam ma skutecnost, ze kdyz B(0) = 0, existuji ¢isla pu a § takova, ze pro kazdé ¢, ma B(t) normalni rozdéleni se stfedni hodnotou pt

arozptylem g2¢. Kdyz p = 0 a ¢ = 1, nazyvame B jako standardni Browniv pohyb. (Je tradi¢né pfedpokladano, ze B(0) = 0.)
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Vzhledem k diskuzi o axiomu (III), by nemélo byt piekvapenim, Ze existuje verze Brownova pohybu na [0,0) takova, Ze vSechny vybérové cesty
jsou spojité. Nicméné, je dost pozoruhodné, ze témét zadna Brownova cesta neni nikde diferencovatelna. Zkusme to ukazat.

Pro zacatek, mtizeme ukazat, ze pro kazdou cestu je celkova druhd mocnina odchylky standardniho Brownova pohybu na [0, ¢t] jednoduse ¢, tedy

lim,, Y28, A2, = ¢, (6.7)

Kde A, = |B(kt/2™) — B ((k — 1)t/2™)|. Definujme §,, jako maximum, 4, ,, 1 < k < 2™ a poznaCme si, ze A, , > A%, /68, tudiz

Y2l App> BEL AL /6 (6.8)

Rovnice (6.7) tvrdi, ze Citatel na pravé strané (6.8) konverguje k t, zatimco §,, konverguje k 0, protoze Brownovy cesty jsou spojité a tedy stejno-
mérné spojité na intervalu [0, t]. Proto, kdyz vezmeme limitu na n v (6.8), dostaneme, Ze celkova zména kazdé Brownovy cesty na [0, t] je nekonec-
na; nekonecnd variace, kterd je sama stfedem zajmu naznacuje, Ze cesty nejsou nikde diferencovatelné. Nekonecné variace na celkovych konecnych
intervalech mtzou vést k tomu, abychom uvéfili, Ze 1ze néco fici o oscilaci Brownova pohybu. Oscilace nicméné nasleduji pravidlo opakovaného
logaritmu:

) (6.9)

P {limsup — 2O _ql=
tio J/2tlog (log1/t)

6.2.4. Vypocet provoznich charakteristik

Browniiv pohyb je pravdépodobné nejptizplsobivéjsi ze vSech ndhodnych procesti. Pomoci standardnich matematickych metod - existuje nékolik

odlisnych pojeti - Ize vypocitat explicitni vzorce prakticky pro vSechny operacni vlastnosti politik, které maji formu uvedenou v sekci 6.4. Zejména
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proto, ze je problém zjednoduseny, zajimaji nas Laplaceovy transformace (s proménnou o) riznych ¢ast prvniho projiti. Pro ilustraci budeme vyuzi-
vat martingale vzorct pii vypoctu dvou operacnich vlastnosti pro jednoduchou S politiku, které nalezneme v oddilu 6.4.2.

Zaprvé chceme vypocitat pravdépodobnost p, ze proces dosahne S piedtim, nez klesne na nulu, kdyz v ¢ase nula zac¢ina na w [tj. X(0) = w]. Toto je
ekvivalentni s pravdépodobnosti, Ze tento proces dosdhne S — w dfive, nez se dosahne —w, kdyz X(0) = 0.Sa = —w, b = S — w a ¢asem T prvni-
ho priichodu, ktery je ¢asem, kdy proces poprvé zasdhne a nebo p; to znamena, ze

T = inf{t = 0: X(t) = anebo X(t) = b}. (6.10)

Pro jednoduchost budeme predpokladat, ze p = 0. Kdyz X(0) =0 a p =0, E(X(t)) = 0, proto se mizeme domnivat, ze E(X(T)) se také rovna

nule, v tomto piipadé¢ mame

0 =EX(T))
=aP(X(T) =a) + bP(X(T) =b)
=a(l—p) + bp. (6.11)

Resenim (6.11) pro p dostaneme:

p = —a/(b-a) = w/S (6.12)
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Nyni ptikro¢ime k ovéteni, ze E(X(T)) = 0. Abychom to mohli ud¢lat, potiebujeme pouze ovéfit, ze T spliiuje nasledujici verzi Véty optimalniho

vybéru:

Necht’ {X(t)} je martingale a T Markoviiv ¢as nebo &as zastaveni.” Je-li
P(T <) =1, E(X(N) <o, [X(®)P(dw) >0  prot—oo (6.13)
>t
potom E(X(T)) = E(X(0)).

Protoze |X(t)| < |a| + b pro vSechna t < T, druha podminka v (6.13) plati. Toto omezeni naim také umozni ovéfit tieti podminku, ze P(T > t) —
0, pokud t — o . To je ale pouze ekvivalent P(T < o) = 1. Abychom ukazali, ze ¢as zasazeni T a nebo b je konecny budeme pokracovat tim, Ze
poznamename, ze V (t) = X2(t) — &%t je martingale, pro (v = u + o?t)
EX%(t + s)|X%(t) = v?) = E{[X(t +s) — X(t) + X(©)]?|X?(t) = v?}
= E{(X(t+5s) — X(t)?|X%(t) = v?} + 2vE{X(t + 5) — X(t)} + v?
=sc?+ 0+ v?,
takze

E(V(it+9)|V(E) =u}=so?+v2—0c%(t+s)=u.

> Nahodna proménna T je Markoviv Cas (zastaveni) relativné ke stochastickému procesu {Z,}, pokud nabyva hodnot nezapornych celych ¢isel a pokud pro kazdé n =

0, 1, ..., zavisi udalost {T = n} pouze na (Zy, Z3, ..., Z,). Podobna definice plati pro nepfetrzity ¢as nahodnych procest. Zejména, ¢as zasaZeni n&jaké uzaviené mnoziny (napf.
{a, b}) je cas zastaveni, pokud tento proces ma spojité vybérové cesty jako Browntv pohyb.
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Jelikoz Tt ® splituje (6.13), E{V(T At) } = EV(0) = 0, takze
d?E(T At) = E{X*(T At)} < a? + b? pro vsechna t > 0. (6.14)

Z limity (6.14) vyplyvd, ze E(T) je kone¢na, a tedy P(T < o) = 1.

Dale, vypocitame E(T), tedy predpokladany ¢as nez dojde k pievodu (z hotovosti na cenné papiry, pokud S je prvni zasah nebo z cennych papirti na
hotovost, pokud 0 je prvni zasah). Vzhledem k tomu, ze V (t) je martingale, ktery splituje podminky véty optimalniho vybéru, ziskame

0 =E[V(0)] = E[V(T)] = E(X*(T)) — 02E(T), (6.15)

E(T) = E(X*(T))/o? = [a*(1 — p) + b?p]/c? = w(S —w)/c% (6.16)

6. 3. Hypotéza efektivniho trhu

Ve studii kapitalovych trhl hraji klicovou alokaéni roli ceny cennych papirii. Firmy je pouzivaji jako voditko pfi rozhodovani o investicich. Stejné
tak je 1 rozdélovani finan¢nich prostfedkl investorti v ramci cennych papirt (vybér portfolia) zalozeno na téchto cenach. Ptame se, jak informativni
jsou tyto ceny s ohledem na tato rozhodnuti. Pfi odpovédi na tuto otdzku, rozliSujeme mezi tfemi riznymi typy informaci: (i) informace obsazené

v minulych cenach dotyénych cennych papirti ./ ; (i) informace obsazené nejen v minulych cenéch, ale také ve vsech minulych udalostech, které

byly veiejné oznameny ./ 2 a (iii) informace obsazené ve viech minulych udalostech ./ 3. Ziejmé ./ ' ./ 2 = ./ 2 a otazka mize byt formaln&ji
1

formulovana jako: po odpisu "normalni" miry navratnosti je posloupnost cen martingale vzhledem k .~ *, . 72 nebo . />? Pokud vlastnosti martinga-

le plati pro . /%, trh iké, Ze je "slab& efektivni", pokud to plati i pro ./ ? trh je ,,Semi-siln& efektivni" a konetné, jestliZe plati vlastnost martingale

8 xAy = min(x,y).
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pro . /2, trh je "silné efektivni". Existuje nékolik diivodd pro vymezeni i¢innosti trhu pomoci martingales. Prvni je jednoduchy a Setrny. Definice
martingale nevyzaduje, aby posloupnost {X,,} nahodnych proménnych byla stejné rozdélend, nebo nezavisla. Piedpoklady jsou pouze
E(|X,]) <o  provsechnan, (6.17)

E(Xns1l-7n) = Xn, (6.18)

kde ./, je o-algebra tvofena nahodnymi veli¢inami X5, ..., X,,. V tomto bod¢ nastal zmatek. Prvni studie o chovani bezpe¢nostni ceny piedpokladaly,
ze zakladni stochasticky proces byl bud’ ndhodna prochazka nebo Browntv pohyb. Vime, Ze nahodné prochazka ma vlastnost martingale (a je Mar-
kovovska) s posloupnosti nezavislych a stejné rozdélenych ndhodnych proménnych. Takze kazda ndhodna prochazka je martingale, ale ne nao-
pak. Podobn¢ je to s Brownovym pohybem. Standardni Browntv pohyb B(t) je normaln¢ rozd¢leny se stfedni hodnotou 0 a rozptylem t. Standardni
Brownlv pohyb ma vlastnost martingale, ale zjevné ne vSechny martingale jsou Brownovym pohybem. TakZe stochastické chovani cen akcii nemusi
byt normalni; ve skutecnosti existuji nekone¢né — rozptylova rozdéleni, ktera spliuji vlastnost martingale.

Druhym diivodem pro ptfedpoklad martingale je jeho informacni dopad na ceny. Jak je uvedeno v oddilu 6.2.4, véta optimalniho vybéru tvrdi, ze
kdyz ma zakladni proces vlastnost martingale, je nemozné vytvofit systém, ktery je ptiznivy. Podle slabé formy pfedpokladu martingale, aktualni
ceny akcii obsahuji vSechny minulé informace a zadny systém nemuize, v praméru, vynést vynos piesahujici ,,normalni‘ sazby.

Tteti divod pro predpoklad martingale je, Ze jeho dopady mohou byt empiricky testovany. Empirické studie ukazaly, Ze hypotéza slabé efektivnosti
nemuze byt zamitnuta. Sériové korelace mezi cenami se zaostavajicimi tendencemi se témert blizi nule. Také obchodovaci systémy (pravidla filtru)
nebyly nadfazeny jednoduché politice nakupu a drzby. Zde bylo dokdzéano, Ze velké denni zmény cen nasleduji velké zmény, coz naznacuje, ze ne-
zavislost pfedpokladu modelu ndhodné prochazky je poruSena. Nicméné, piiznaky téchto velky zmén jsou ndhodné, a tak to neni diikaz proti hypoté-
ze martingale. Krom¢ toho semi-silnd forma testi ptfedpoklada, ze ceny plné odrazeji vSechny vetejnosti dostupné informace, coz také podporuje

hypotézu efektivnich trhu.
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6.4. Stochastické modely zasob a poptiavky po penéZnich ziistatcich

V této Casti odvodime poptavku po hotovosti pomoci Millerova a Orrova (1966) diskrétniho modelu, a poté predlozime Brownovu verzi Harrisonova

a Taylorova (1978) modelu kontinualniho ¢asu.

6.4.1. Diskrétni model poptavky po penéznich zistatcich

Piedpokladejme, Ze firma ma dvé aktiva: penézni zustatky a portfolio likvidnich aktiv. Vynos z portfolia je r dolarti za den a fixni naklady y vznikaji
vzdy, kdyz se jedné o ptfevody z jednoho uctu na dalsi. Jakmile bylo jednou rozhodnuto o provedeni pfevodu, dojde k nému bez prodleni. Kolisani
v penéznich ztstatcich se fidi symetrickou ndhodnou prochazkou; béhem urcit¢ho ¢asového intervalu se penézni zistatky zvysuji nebo snizuji o m
dolart s pravdépodobnosti p resp. 1 — p. Firma si pfeje minimalizovat dlouhodobé primérné naklady na spravu hotovostnich ziistatkli. Tato objek-
tivni funkce se vztahuje na nésledujici jednoduchou politiku: Penézni zlstatky mohou kolisat v zavislosti na vySe uvedené ndhodné prochazce za
piedpokladu, Ze jsou vétsi nez 0 a mensi nez h. Kdyz je dosazena horni hranice h, ¢astka h — z v hotovosti je pfevedena na portfolio likvidnich ak-
tiv; kdyz je dosazena spodni hranice 0, z dolari je pfevedeno z likvidniho portfolia do penéznich zustatk. Nazyvejme to politikou (h, z), kterd po-

¢ita optimalni hodnoty h a z a odvozuje dlouhodobou primérnou poptavku po penézich.
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Rozdé€leni drzeni hotovosti ve stalém stavu je trojuhelnikové se stfedni hodnotou (h + z)/3, kterou ztotoznime s dlouhodobou primérnou poptavkou

po hotovostnich zustatcich. Optimalni hodnoty h a z jsou

1

h*=3z"* a z'= (i—)r/az)g, (6.19)
takze poptavka po penézich je
1
_R'+z" 43y 5)\3
M=" _E(EU ) (6.20)

kde o2 (= 4m?p(1 — p)) je rozptyl dennich penéznich tokti. Poptavka po penézich se méni pfimotimérné s ya o a nepiimoumérné s naklady piile-

zitosti drzeni hotovosti 7.

6.4.2. Model spojitého casu poptavky po penéznich ziistatcich

Nyni uvazujme firmu vlastnici rezervu penéznich ztistatkil, ktera je rozSifovana trzbami a snizovana provoznimi naklady. Pfedpokladejme, ze vyse
penéznich zustatk X (t) vytvofena témito stochastickymi ptirtstky a ubytky je popsana Brownovym pohybem.

Predeviim X = (X(t),t =0) je Browniiv pohyb s pocate¢nim stavem x > 0, odchylkou u a rozptylem o? tak, ze E[X(t)] = x + ut
avar[X(t)] = 6%t . Vyse penéznich ziistatkdl je ovliviiovana pohybem fond@i sem a tam z portfolia likvidnich aktiv. K témto transferim dochézi
okamzit€ za cenu k za dolar pfevedeny do penéznich ziistatkii a za cenu ¢ za dolar prevedeny z penéznich zlstatkll. Penize drzené ve formé penéz-
nich ztstatkli nevyd¢€lavaji nic, zatimco vynos na jednotku z portfolia likvidnich aktiv je h za jednotku ¢asu. TakZe h je nakladem pftilezitosti z drzby
penéznich zustatkl na jednotku. Necht' Y (t) oznacuje celkovou ¢astku pfevedenou z likvidniho portfolia aktiv do penéznich ztstatkl za cas t. Stejné
tak, necht’ Z(t) je celkova ¢astka pirevedend z penéznich zistatkti do portfolia likvidnich aktiv za Cas t. Cilem je urcit vstupni a vystupni kontroly Y

a Z, které maji minimalizovat ocekavané diskontované naklady, s podminkou nezapornosti penéznich ztstatkd, tj.

W(t) = X(t) +Y()-Z(t) =0,  provsechnat > 0. (6.21)
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Necht’ a je diskontni sazbou, potom je vySe uvedené ekvivalentni s nalezenim piijatelné politiky (Y, Z), ktera minimalizuje
hE [ e~ W (D)dt + k{Y(0) + E [, e~**dY (1)}

+c{Z(0) + E [ emtdZ ()} (6.22)

Definujme R(g) = fooo e~ * g(t)dt pro neklesajici, integrovatelné funkce g, integrace po ¢astech v (6.22) spolu s (6.21) nAm umozfiuje demonstro-

vat, ze minimalizace (6.22) je ekvivalentni s minimalizaci
(h/a+ k)ER(Y) + (=h/a+ c)ER(Z), (6.23)

protoze (6.22) a (6.23) se lisi pouze nekontrolovatelnymi naklady ER(X)h/a, coz je termin, ktery nezahrnuje ani Y, ani Z. Optimalni politika se vy-
znacuje minimalnim parem kontrol (Y, Z) takovym, ze 0 < W(t) < S pro vsechnat >0, kde S je jediné kladné feSeni konkrétni transcendentni
rovnice. Proto by mél manazer prevést penézni zlstatky na likvidni cenné papiry tak, aby W (t) < S, a pfeménit minimalni pocet cennych papirti na
hotovost tak, aby W (t) ziistalo kladné. Rizeny proces W (t) nasleduje Browntiv pohyb X s hranicemina 0 a S.

Pokud navic k proporcionalnimu poplatku k vzniknou vzdy pii pfeméné likvidnich aktiv na hotovost fixni naklady K, pak je optimalni politikou
zvySeni penéznich zistatkd vzdy, kdyz dosahnou nulové hodnoty. Toho je dosazeno rozsifenim Y 0 s jednotek, kde s je feSeni jiné transcendentni
rovnice. Manazer snizuje penézni zistatky, pokud ptekracuji s + S. Toho je dosazeno vhodnym zvysenim Z kdykoliv je W vyssi nez s + S. S pev-
nou cenou pro pievody v obou smérech je optimalni politika charakteristicka tfemi kritickymi ¢isly: zvyseni Y (t) 0 s, kdykoli hotovostni zlstatek
klesne na nulu a zvyseni Z(t) o q kdykoli W (t) dosahne horni kritické hodnoty S, kde hodnoty pro s,q a S jsou jedine¢na feSeni pro tii nezavislé

transcendentni rovnice.

61



6.5. Poptavka po indexovych dluhopisech

Tuto Cast uzavirame jednou z nedavnych aplikaci diftznich procest do ekonomie. Ve své studii indexovych dluhopist Fischer (1975) ptedpoklada,
ze individualni portfolio obsahuje tii aktiva: realné dluhopisy, vlastni kapital a nominalni dluhopisy. Necht’ w;, w, a wy jsou podily investované do
redlnych dluhopisti, vlastniho kapitdlu, a nomindlnich dluhopist. Vynosy z téchto aktiv jsou dany difusnimi procesy. Existuji dva zdroje nejistoty,
oba jsou Brownovym pohybem. Prvni vychazi z difusniho procesu inflace, zatimco druhy pochdzi z akciového trhu. Pfi odvozovani poptavky po
indexovych dluhopisech Fischer piredpoklada, Zze domacnosti si vybiraji spotiebu w,, w, a wy tak, aby maximalizovaly o¢ekavany uzitek.
Zakladni stochasticky pfedpoklad této studie je, ze mira inflace splituje stochastické diferencialni rovnice

dP/P = ndt + odB, (6.24)
kde P je cenova hladina, a  je o¢ekavana mira inflace, difuzni koeficient o je rozptyl procesu za jednotku ¢asu. Termin dB je nahodna slozka této
diferencialni rovnice, kde B je standardni Browntv pohyb. Na prvni pohled vypada analyza této rovnice beznadéjn¢, protoze

(B(t+ At) - B(t))/At
ma stiedni hodnotu nula a odchylku 1/4t, a tudiz nema zadnou pravdépodobnostni limitu. Jelikoz B(t) nemé derivace, diferencial dB(t) je bezvy-

znamny. Cast tohoto problému je vyfesena interpretaci (6.24) v integrované formé

P(t) = P(w) + [, nP(r)dr + [, aP(r)dB (). (6.25)
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Nyni jsou vsak cesty B neomezenymi variacemi, a tak musime definovat, co je min€no stochastickym integralem ve vztahu k Brownovu pohybu. To
je vychodiskem pro rozvoj ndhodného poctu. Ignorujme tento problém a jednoduse interpretujme (6.24) jako stanoveni, ze v prubehu kratkého caso-
vého obdobi je pomérna zména v cenové hlading normalni se stiedni hodnotou dt a rozptylem o2dt. Nyni piepisme (6.24) jako

dP = Pndt + PodB, (6.26)

a necht’

y(t) = P(0)exp [(n — 0%/t +a | dB]. (6.27)

Hlavnim vysledkem ndhodného poctu je lemma, které ukazuje, ze y(t) je feSenim (6.26). Pficemz logaritmus obou stran (6.27) dava

(=log—2=(n—0?/2)t+0 [, dB. (6.28)

Proto je P(t) logaritmicko-normalni s

El =(m—0%/2)t a wvarl = ot (6.29)
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7.  Evolu¢ni procesy v ekonomii

7.1. Uvod

V soutézi o preziti si pfiroda vybird ty organismy, které jsou nejvhodnéjsi pro zivotni prostfedi, Spatné navrzené organismy jsou eliminovany.
V podstaté v piirodé nelitostné plati zakon velkych ¢isel a po nescetnych pokusech piijde na "optimalni" smés organismd, tj. soubor organism,
z néhoz kazdy ma strukturu, ktera prosla ptirodnim vybérem.

Ekonomické subjekty v tomto pojeti mohou odpovidat organismiim, geniim, mutacim a pfirozenym vybérem jsou prislusné firmy, imitace, inovace
a pozitivni zisky. Inovace mohou vyplyvat ze zkazenych imitaci, stejn¢€ jako védomého tsili o zlepSeni.

Cas hraje v podstaté stejnou roli v Darwinovské evoluci jako v evoluci firem; formovéni ptisobi na biologické systémy po miliony let, zatimco ve
srovnani s tim je firma jen dité. Organismy, které byly nepfijatelné, byly poklidné vylouceny. Raciondlni ¢lov€k obchodujici ve firmé ziejme reaguje
mén¢ pasivné na hrozbu vylouceni. Firmy uvazuji a rozhoduji se, které postupy s nejvétsi pravdépodobnosti povedou k preziti, tj. pozitivnim ziskim.
Vysledky téchto jednéani jsou vyzkouSeny, a pokud jsou shledany chybujicimi, jsou rychle odstranény. Protoze se firmy mohou rychle ptizplisobit
prostiednictvim pokusii a omyld, podnikatelské prostiedi by mohlo byt vnimano jako vhodné ve vztahu k Darwinovu prostfedi. Navic schopnost

ptezit chyby znamena4, Ze se efektivni firma mtze vyvinout rychleji nez u¢inny organismus.
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7.2. Farrelluv evolu¢ni spekulant

Jako aplikaci evoluc¢ni logiky na ekonomiku zvazme Farrelliv (1970) spekulantni model. Na zacatku procesu mé spekulant jeden dolar. Pokud je
jeho prvni spekulace Gspésna, ziska dva dolary, pokud je nelispésnd, je zruinovan. Necht' p je pravdépodobnost, ze vyhraje a pfedpokladejme, ze
spekulant bude nadéle s kazdym dolarem spekulovat v nezavislych podnicich. Kazdy podnik mé pravdépodobnost p Gspéchu. Pouzitim rozvétvené-
ho procesu Ize ukazat, ze pravdépodobnost upadku nebo zaniku je nejmensi nezaporny koten z

g(s) =s,
kde g(s) je generujici funkce pro spekulantiiv individualni hazard a je dana piedpisem

g(s) =1-p + ps®
Proto je pravdépodobnost zaniku feSenim rovnice

(s—=D(-A-p)/p)=0

arovnase (1 —p)/p, jestlize p > 1/2, a jednicce, kdyzp < 1/2.

Pokud na zacatku existuje n jedincti se schopnosti p; > 1/2, potom je pravdépodobnost zaniku skupiny [(1 — p;)/ p;]™ .V dusledku toho vSechny

skupiny s p < 1/2 zaniknou, ale velka skupina s p; = 1/2 + &€ ma velkou pravdépodobnost pieziti vzhledem k jednotlivci s p; blizko k jednicce.
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